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La présentation suivie est celle qui a été présentée par Offer Gabber et Lorenzo Ramero
dans leur monographie : Foundations for almost ring theory.

Dans ce qui suit tous les anneaux sont commutatifs, p est un premier fixé, a = (a,,) désigne
une suite a coefficients dans A indicée par N.

1 Motivation

Nous allons définir W(A) 'anneau des vecteurs de Witt sur A. L’anneau des vecteurs
de Witt est défini sur ’ensemble sous jacent AN, des suites & coefficients dans A. Les lois
d’anneaux sur W(A) ne sont pas les lois ”composantes par composantes” mais des lois qui
font intervenir un nombre premier p fixé au préalable. Pour donner une premiere idée voici la
1-ieme composante de la somme d’éléments X, Y

= 1 p kv p—k
S1=X1+1 ;p<k>XOYO

Le but de cette section est de motiver cette loi étrange via 1’exemple de Z,. On suppose
une connaissance préalable de I'anneau Z, des entiers p-adiques.

L’idée sous-jacente a garder en téte pour comprendre la direction de cette partie est
Ly =W (Fp).

On rappelle que Z,, = @Z/ p"7Z ou le diagramme sous-entendu de la limite est le systeme
de projections entre les différents quotients de Z par les puissances de p.

Dans Z, on a le résultat suivant :

Lemme 1. Tout élément de x € Z;, s’écrit de fagon unique comme une série :

o
T = E Tpp"
n=0

avec (z,) € {0,...,p— 11N

Ainsi une suite d’éléments dans {0, ...,p— 1} définit uniquement un élément de Z,. L’ap-
proche qu’on va essayer de développer est la suivante : faire de ’algebre sur Z, en utilisant
des suites a coefficients dans ), et faire les calculs d’anneaux (addition, multiplication) dans
[F, directement sur ces suites, sans passer par la représentation en série. Par exemple pour
(1), (yn) € {0,...,p — 1} on cherche & calculer I'unique suite (s,) € {0,...,p — 1} telle
que :

Z l“npn + Z ynpn = Z Snpn



L’objectif est d’exprimer s,, en fonction de xq,...,Zn,Y0,...,yn en une formule polyno-
miale close dans IF),.

Avec de tels coefficients on n’arrive pas a cet objectif. En effet le calcul de (s,) est ici
I’addition en base p, simplement itérée a I’infini, avec retenue. Par exemple :

s1=€+x1+y1 mod pZ,

Ou € vaut 0 ou 1 en fonction de si on a di effectuer une retenue & ’étape précédente ou non.
Cette prise en compte de la retenue est un obstacle pour exprimer les s, comme voulu.

On va maintenant exprimer les éléments de Zj, en série ”a coefficients dans IF,” d’une autre
maniere, et on verra que ce nouveau contexte se prette beaucoup mieux au probleme qu’on
vient d’exprimer. On va utiliser le lemme suivant :

Lemme 2. Si x =y mod p"Z, alors z*" = y?" mod p"*"Z,

Ce lemme se démontre en travaillant quelque peu avec les coefficients binomiaux ; nous

reportons sa démonstration a plus tard car il va étre traité dans une plus grande généralité.
Comme 2P = x mod pZ, on en déduit que pour a € {0,...,p—1} on a (a?"|n € N) € Z,
On peut alors poser :

Définition. On pose 7 : F,, = Z, qu’'on appelle l’application de Teichmiiller définie par
(o) = (a,ozp,ap2 ) =(”"|n €eN)

Ou l'on a pris implicitement un représentant de o dans Z qu’on a projetté adéquatement sur
chaque composante. On appelle 7(«) le représentant de Teichmiiller de .

On exhibe quelques propriétés de cette application :

Lemme 3. 7 est une section de la réduction modulo p
1. 7(a)? = 7(a)

2. Tout élément de x € Z, s’écrit de maniére unique :

x = Z T(zp)p"

n=0
avec (zy,) € FY)

Démonstration. Comme la réduction modulo p dans Z, se lit dans la premiere variable de la
suite, le 1) est clair.

Pour le 2) : si & = 0 on est bon. Sinon on a # avec af =1 mod pZy, et donc en utilisant
un lemme qui précede : o?” P" =1 mod p™t!. Alors o € (Z/p"*t'Z)*. Comme ce dernier
groupe est de cardinal p™(p — 1) on obtient le résultat.

Pour le 3) on construit la suite (x,) par récurrence sur n € N : on veut montrer que pour
tout i € N, il existe z; € F,, tel que : p"* | & — 3 7(x;)p’ pour tout n € N. On sait que
=7 byp", pour (b,) € {0,...p— 1}, On pose alors z¢ = b, ot1 I'on a projeté by dans F,,.
Puis pour I’étape d’induction on prend n > 1 et on suppose le résultat vrai pour 0,...,n — 1.
On a Pexistence de (c,) € {0,...,p — 1}V telle que : x — S0 7(2;)p' = 3252, cxp® comme
| x— Z?;ol 7(z;)p’ par hypothese de récurrence. On pose alors z,, = ¢, avec projection
implicite. L’unicité vient de I'unicité du développement ”standard” qui intervient a chaque
étape de la récurrence.

O]



Revenons a notre probleme énoncé plus haut ; cette fois on va essayer étant donnée deux
suites (), (yn) € F) de trouver la suite (s,) telle que :

ZT(xn)pn + ZT(yn)pn = Z 7(sn)p"

on veut donc exprimer les s, en fonction des xg, .., Tn, Yo, - - . , Yn par une formule polynomiale
dans ).
On obtient en réduisant le systeme modulo les puissance successives de p :

7(z0) + 7(%0)
7(20) + 7(z1)p + 7(yo) + T(y1)p

7(so) mod pZ,
7(s0) + 7(s1)p mod pQZp

La premiere ligne est équivalente & sg = 29+ yo en vertu du point 1) du lemme qu’on vient de
démontrer. Pour résoudre la deuxiéme équation (et la n-ieme plus généralement), la stratégie
est de mettre en évidence p (plus gén. p"~!) pour se ramener modulo p et ainsi pouvoir passer
des coefficients de Teichmiiller a I,,. Pour le faire on applique I'idée suivante pour transformer
ces équations : on utilise la propriété 7(a)? = 7(«) pour les coefficients de Teichmiiller pour
ré-écrire :

7(w0)? + 7(x1)p + (o) + T(y1)p = 7(50)P + T(s1)p mod p°Z,
Maintenant comme :

7(x0) + 7(y0) = 7(s0) mod pZ,

On a par un lemme énoncé plus haut :

p—1
o) = (r(an) + 70)? = (a0l + 7+ 3 (¥ rlao) el mod 172,
k=1

Ainsi en injectant cette expression pour 7(sg)P dans 1’équation plus haut, en simplifiant les
termes qui apparaissent des deux cotés de I’équation et en se ramenant modulo p, puis a F),
on obtient :

p—1
1(p —k
s§1 =1 +Y1 — Zp<k>w’8yé’

k=1

On a donc obtenu une formule polynomiale pour s; en fonction de zq,...,Zn,Y0,---,Yn-
La méme idée de transformation des équations va fonctionner pour trouver les s, pour n
quelconque ; c’est a dire transformer les équations en :

n n n
(5P pt = Z m(x)P pl 4 Z ()" p* mod "z,
i=0 i=0 i=0
En fait, aprés avoir rajouté ces puissances aux coefficients de Teichmiiller, les manipulations
qu’on a effectué pour trouver s; sont surprenamment indépendantes du fait qu’on travaillait



dans Z, et on aurait pu résoudre ce systeme avec des variables et des inconnues. On montre
cela dans ce qui suit : on prend des variables (X,,), (Y,,) et on affirme qu’on peut répondre a
notre probléme en résolvant le systeme suivant d’inconnues (Sy,) :

So=Xo+ Y0
So + Swp = X§ + Xip + Yy + Yip

n—i .

Pour écrire ce systéme on note désormais wy(Xo, ..., Xn) = Y1 o X p'; on ré-éerit donc
pour n € N :

wn (S0, ..., 9n) = wn(Xo,- .., Xpn) +wn(Yo,...,Yn) (1)

Un calcul immédiat donne que les Sy,S; correspondent bien aux , sg, s1 trouvés plus haut dans
), & une évaluation pres.

Introduire les vecteurs de Witt permet de résoudre le systeme général pour n quelconque.

La somme du n-ieme terme sur les vecteurs de Witt entre deux éléments (a,), (by) sera
donnée par Sy (ag,...,an,bo,...,b,). Un produit sera construit de maniére analogue, qu’on
aurait pu découvrir également en partant de la multiplication de séries dans Z,.

Cléturons notre probleme d’introduction; si on suppose 'existence des S, qui résolvent
(1), alors on trouve une formule close pour les sy, : s, = Sy (%o, ..., Tn, Yo, - - -,Yn). En effet si
on pose cela on trouve :

7(s;) = Si(1(x0),...,7(y;)) mod pZ,

Donc en utilisant encore une fois le lemme cité plus haut :

()P = Si(r(x0), ..., ()P mod pn+1—¢Zp

Donc :

n—1 n—i

m(s)P" p' = Si(r(x0), ..., 7(y:))P" p' mod p"tZ,
Et donc on a bien en utilisant (1) :

n n
n—1 n—1

n n
()P = Si(r(wo), - T(w)) P =Y (@) P+ r(w)” P mod pttz,

i=0 i=0 i=0 =0

Ce qui montre qu’on aurait la bonne formule pour les s,. Une fois les vecteurs de Witt
construits on aura alors atteint notre objectif de faire de ’algebre sur Z,, en faisant les calculs
directement sur les suites a coefficients dans ), qui représentent les éléments de Z,. La somme
et le produit des vecteurs de Witt sont les opérations & mettre sur les suites & coefficient dans
F, pour que cet anneau corresponde a Z, via l'identification d’une suite a la série en les

coefficients de Teichmiiller. On aura alors W (FF,) = Z,, par :
W(Fp) = Zy
(xo,21,...) = ZT(:cn)p”

Remarque. On voit que le systeme (1) a des solutions uniques dans Q[X;, Y;]. Witt a montré
que ces polynémes sont en réalité dans Z[X;,Y;]. Nous allons le faire également dans ce qui
suit par une méthode qui évite des calculs fastidieux.



2 Construction de W (A)

2.1 Polynoémes de Witt et lemme de Dwork

La discussion ci dessus nous mene a la définition suivante des polynémes de Witt :

Définition. Le n-iéme polynome de Witt noté w, est donné par
n .
wn(Xo,.. ., Xn) =Y _p' X" € Z[Xo, ... Xy
i=0

il sera utile d’observer les relations de récurrence suivantes
g1 (X0, - Xng1) = wn(XE, . XP) 4 p" T Xy = X2 4 poon (X1, -+, X1

A Taide des wy, on définit la n-iéme composante fantoéme de a := (a, | n € N) € AN
wp(a) == wp(ag, ..., an)

et Uapplication fantome wy : AN — AN

wa(a) :== (wp(a) | n e N) e AN
Le but dans la suite est de définir une structure d’anneau (AN, +,?) telle que :
wa(atd) = wa(a) +wa(b)

wa(a'b) = wa(a)wa(b)

C’est pour cela qu’on appelle ces composantes ”fantomes”. Le ”vrai” anneau qui va compter
pour nous est (+,). L’application w4 nous permet uniquement comprendre ce qui s’y passe
et wa(a) ne vit pas dans la structure qui va nous intéresser mais en est seulement une ombre.

Il est bon de remarquer que pour trouver de tels (+,°), si wa est injective, d’image un
sous-anneau de AN, on a ce qu’on veut par simple transport de structure.

Le lemme suivant est un lemme technique qui permet de montrer le lemme principal de
cette section : le lemme de Dwork.

Lemme 4. (Lemme technique)
Soit J,,n € N une suite d’idéaux d’un anneau A et vérifiant

pdp + JE C Ty C I

alors

1. siz=y: mod Jy alors on a pour tout n € N: zP" = y?" mod J,

2. si pour m € N on a a; = b; mod J,, pour tout i € {0,...,n}, alors pour tout j €
{0,...,n} on a wj(a) = w;(b) mod Jy4;
Démonstration. 1. La premiere assertion découle d’un raisonnement par récurrence sur m.

Pour cela il suffit de montrer que si x = y mod J,, alors 2P = y? mod J,,,+1 ce qui
s’obtient de la fagon suivante :

Wy = (g - kZ ()=

=1

- 3 (F)at -+ (§ )t -0
k+i=p



oll on a rassemblé ensembles les termes d’indices symétriques par rapport a £.
Maintenant on remarque que p divise (z) = (1;) et que xk(—y)l — gt (—y)k se factorise
par x — y (pourvu que p # 2)). Moyennant ’hypothese de récurrence on obtient que
(P)ak (—y)t + (B)a'(—y)* € pJn et (z — y)P € J5 ce qui nous permet de conclure vu la
propriété d’inclusion p.J,, + Jb C Jma1

Le cas p = 2 se traite par une inspection directe.

2. Comme a; E_b?- mod J,, il s’en suit par 1. que af]_z = bf]_l mod Jy,4—; puis que
piaf = pibf] " mod Jm+j. En prenant la somme pour ¢ € {0...5} on obtient le résultat
O

Lemme 5. (Dwork)
1. Si dans A, p n’est pas un diviseur de zéro (resp. inversible) alors w4 est injective (resp.
bijective).
2. si A admet un endomorphisme d’anneau ¢ tel que pour tout x € A, ¢(x) = 2P mod pA
(et on dit dans ce cas que ¢ est un relévement du Frobenius) alors Imawa est donné par

Imwq={be AN | bpy1 = ¢(by) mod p™ ™ pour tout n € N}
en particulier Imwa est un sous anneau de AN (muni des opérations du produit direct)

Démonstration. 1. On prouve l'injectivité sous I’hypothese que p n’est pas diviseur de 0.
Supposons que wa(a) = wa(b). Par récurrence, on montre que a = b.
wo(ap) = wo(bg) donne ag = by. supposons que Vi € {0...n — 1}, a; = b;, égalité de la
composante fantome d’indice n donne : p"a, = p"b,. par la régularité de p on conclut.
(le cas p inversible se traite de fagon similaire.)

2. On montre la double inclusion :
n+1

— On montre que wy+1(xo, .- -, Tnt1) = ¢lwn(xo, ..., 2,)) mod p"*. D’abord, comme
¢ est un morphisme, on a ¢(wn (o, ..., 2n)) = wn(P(x0), ..., d(x,)), maintenant on
a que pour tout ¢ € {0...n} ¢(x;) = 2z mod p, d’olt par le point 2. du lemme
précédent wy, (¢(20), - - ., ¢(xn)) = wn(ah, ..., 2h) mod p"T!. D’autre part la relation
de récurrence pour wy,, donne : wy1(To,. .., Tnt1) = wy(2h, ..., 2h) + p" o,y =
wn(zh, ..., 2h) mod p"*! ce qui conclut ce point.

— Supposons que b € AN vérifie b1 = ¢(b,) mod p"*! pour tout n € N nous allons
construire par récurrence une suite (z, | n € N) € AN telle que wa(z) = b. On

prend zp = by et supposons qu’on a construit xg, ..., z, tels que w;(xo,...,x;) = b;
pour tout i € {0,...,n}. Maintenant, x, 1 est donné par p" "'z, 1 = byi1 —
wn(zh, ..., 2h) or bpy1 = ¢(by) = d(w(wo, ..., xn)) = ¢(ah,...,2h) mod p" L. (ceci
s’obtient par I'application du lemme précédent) D’ott by +1 = wy (25, ..., 2h) mod p™*!
et donc z, 11 = b"“_w'}lgfﬁ""’xﬁ) existe.

P O

2.2 Vecteurs de Witt

On prend A = Z[X,,,Y,, | n € N]. Cet anneau satisfait les hypotheses du lemme de Dwork :
il admet un relevement du Frobenius (c’est 'unique morphisme d’anneau ¢ tel que ¢p(X) = XP
pour X € {X,,,Y, | n € N}), et p n’est pas diviseur de zéro dans cet anneau.

Ainsi wy : AN — Imwy est une bijection. Comme Imwy4 est un anneau (sous-anneau de
'anneau produit par Dwork) par transport de structure on a une structure d’anneau sur AN
héritée par wa. On dénote désormais par (W (A),+,%) cet anneau.



Le but est de généraliser cette construction a un anneau a quelconque. On note X :=
(X0, X1,...) et Y := (Yp, Y1,...) des éléments de W(A). On note S, P et I les éléments tels
que :

S=X+Y
P=XY
I=-X
Par construction de cet anneau on a :
wn (S0, ..., 5n) = wn(Xo, ..., Xpn) +wn(Yo,...,Yn) (2)
wn<P0, N ,Pn) = wn(Xo, . ,Xn)wn<Y0, c. 7Yn) (3)
wn(Io,...,In) == —wn(Xo,...,Xn) (4)

Ainsi I, € Z[Xo, ... Xn] et Py, Sy € Z[Xo, ..., X0, Yo ..., Yal.

Remarque. Si on pose :

Sa: AN x AN - AN
Sa(a,b) = (Sp(ag, ... an,bo,...,by) | n €N)
et
Py AN x AN - AN
Pa(a,b) = (Py(ag, - .. an,bo,...,by) | n €N)
ainsi que :
Iy AN — AN
Ia(a) = (In(ao, ., an) | n € N)

alors si 1 : A — B est un morphisme d’anneau on a :

N(Sa) = Sp(WN oY) WN(Pa) = Pet w") 0N (L) = Ip(wY)

Théoréeme 1. Soit A un anneau. Les applications Sa,la et Pa définissent une structure
d’anneau sur AN, avec Sy la somme, 14 Uinverse additif, et Pa le produit. L élement neutre
additif est 0 = (0,0,...) est I’élément neutre multiplicatif est 1 = (1,0,0,...). De plus on a :

wa(Sa(a,b)) = wala) +wa(b)
wa(Pa(a, b)) = wa(a)wa(d)
wa(la(a) = —wala)
Démonstration. Le dernier point suit de des équations (2) et (3) ci-dessus apres évaluations
des polynomes dans chaque composante.

On montre la distributivité; les autres propriétés d’anneaux se montrent similairement.
L’idée est de montrer dans le cas "universel” A = Z[X;, Y], Z;] ol wy est injective car c¢’est un
anneau sans p-torsion (p régulier), pour les éléments X := (X, X1,...), Y := (Yp, Y1,...) et
Z = (Zy, Z1,...). En utilisant le dernier point du théoreme déja démontré et en utilisant la
structure d’anneau présente dans AN une fois qu’on appliqué w4 on obtient :

wa(Pa(Z,54(X,Y))) = wa(Z)(wa(X) +wa(Y))
= wA(Z)wa(X) +wa(Z)wa(Y) = wa(Pa(Z, X)) + wa(Pa(Z,Y))
= waSA[PA(Z,X), Pa(Z,Y)]



C’est a dire en utilisant I'injectivité de w4 :
SalPa(Z, X), Pa(Z,Y)] = Pa(Z,Sa(X,Y))

Pour avoir I'assertion dans un anneau quelconque B et des éléments a, b, c on pose ¢ : A — B,
définie par X; — a;, Y; — b;, Z; — ¢;, et en utilisant le dernier point de la remarque précédente
on obtient ’associativité dans un anneau quelconque. ]

Définition. Soit A un anneau. Alors la structure d’anneau (AN, 4,?) donnée par :

Q‘T_Q = SA(Q,Q) = (Sn(a(]a <oy O, bOa s 7bn) ‘ ne N)
@b = Pa(a,) = (Pa(ag, . an, bo, -, ba) | n € N)
est appelée Anneau des vecteurs de Witt de A et est notée W(A). On appelle un élément a €

W (A) un vecteur de Witt. (0,0...) et (1,0,...) sont neutres pour ’addition et la multiplication
respectivement.

Remarques. 1. L’application fantéme w4 est donc un morphisme d’anneau de W (A) vers
AN,
2. La construction des vecteurs de Witt est fonctorielle :
W : Ann — Ann
A— W(A)
¢p:A— B W(p:ar (¢(an) | n €N)

3. Si ¢ : A — B est un morphisme d’anneau alors si on note ¢! I'application associée au
foncteur produit dénombrable sur les anneaux on obtient :

PNwa = wpW ()

Ainsi w est une transformation naturelle du foncteur W vers le foncteur produit dénombrable
sur les anneaux.

4. La premiere définition des vecteurs pour le cas A = Z[X ,Y,, | n € N] qu’on a faite en
début de paragraphe coincide avec celle qui précede.

3 Les applications Frobenius et Verschiebung, ’application de
Teichmiiller et le cas de F,-algebres

3.1 Frobenius et Verschiebung

Sur W(A) On définit applications F4 et V4 qui vérifient certaines propriétés intéressantes.
Notamment F4 est un relevement de application de mise a la puissance p sur W(A)/pW (A).

Dans A = Z[X;] en utilisant le lemme de Dwork on remarque que : (wn+1(Xo, ..., Xn+1) |
n € N) € Imwy. Alors on a l'existence de F,, € Z[ Xy, ..., X,t1] tel que :

wn(F(), v ,Fn) = wn+1(X0, Ce 7Xn+1)

Définition. Fyu,Vy
On définit Fly : W(A) — W (A) lapplication suivante

Fa(a) = (Fu(ag,...,apn+1) | n €N)



et Va: W(A) — W(A)
Va(a) = (0,a0,a1,az, . ..)

On appelle F4 Uapplication de Frobenius sur W(A) et V4 Uapplication de Verschiebung ou de
décalage sur W (A).

On définit également ce qu’on va appeler les analogues fantomes de F et de V qu’on va
noter f et v. Ces applications vont nous permettre de montrer les propriétés de F' et de V'
car comme on va le voir, les démonstrations des propriétés élémentaires se démontrent toute
de la méme facon : en passant aux composantes fantomes dans le cas de A = Z[X;,Y;] ot wy
est injectif puis en évaluant.

Définition. Analogues fantomes des applications F et V'
On pose fa: AN — AN le morphisme d’anneau suivant :

fa(a) = (a1,a2,a3,...)

qu’on appelle analogue fantéme de F4. On définit aussi le morphisme de groupe additif v4 :
AN 5 AN
’UA(Q) = (Oapa():pahpaQa .o )

qu’on appelle ’analogue fantome de V4.
On montre maintenant que ces appelations sont justifiées.

Lemme 6. 1. waFa = fawa

2. waV4 =vgwy

Démonstration. Ce sont des vérifications directes. Le 1) se montre en utilisant la propriété
des polynomes F;, en passant aux composantes fantomes :

waFa(a) = (wn(Fo(ag, a1), ..., Fu(ao, ..., any1)) | n € N) = (wni1(ao, ..., ans1) [0 €N) = fawa(a)
Le 2) utilise une des relations de récurrence mise en évidence sur les wy, :
waVa(a) = (0,wn(0,a0,...,an-1) | n>1) = (0,pwn—1(ag,...,an—1) | n > 1) =vawas(a)
O

Remarque. Pour tous anneaux A, B et morphisme d’anneaux ¢ : A — B on a :

Cela se montre par vérification directe car les morphismes d’anneaux commute aux polynémes.

Lemme 7. 1. L’application Fa est un morphisme d’anneau et Uapplication V4 est un
morphisme de groupe additif.

2. On a les identités suivantes :

FaVa = pIdw (g
Va(a'Fa(b)) = Va(a)b

pour tous a,b € W(A)



Démonstration. Pour le 1) on utilise le lemme précédent et on travaille d’abord dans A =
Z[X;,Y;] ou lapplication fantome est injective. On montre seulement que V4 est un mor-
phisme additif; toutes les autres propriétés se démontrent de fagon similaire. On note X =
(Xo,Xl, .. ) S W(A) et Y = (Yb, Yi,.. ) < W(A) Alors :

wA(VA(XHY)) = vawa(X+Y) = va(wa(X) +wa(Y))
=va(wa(X)) +vaa(Y) = waVa(X) + waVa(Y) = wa(Va(X)+Va(Y))

ou 'on a utilisé que w4 et v4 sont des morphismes additifs. Par injectivité de w4 dans le cas
particulier A = Z[X;,Y;] on a : Vo(X+Y) = V4(X)+V4(Y). Maintenant si A est un anneau
quelconque et a,b € A alors on utilise 'évaluation ¢ : Z[X;,Y;] - A X; — a; et Y; — b;;
W (v)) appliquée a I'égalité ci-dessus. Avec ce la on a bien : Va(a+b) = Va(a)+Va(b) car W (v)
commute avec V4 et la somme. On ainsi montré que V4 est un morphisme additif.

Pour montrer le 2) on montre désormais uniquement pour X,Y dans A = Z[X;,Y;]. En
évaluant on peut ensuite montrer la propriété dans n’importe quel anneau. La premiere partie
du 2 suit de :

wa(FaVa(X)) = favawa(X) = (pwn(Xo, ..., Xn) [ n € N) = pwa(X) = wa(p-X)
Ensuite pour la deuxiéme partie :

wA(VA(X Fa(Y))) = valwa(X) fawa(Y)] = (0, pwn(Xo, - - -, Xn)wns1(Yo, - -, Yog1) [ 2 € N)
Tout comme :
wa(Va(X)Y) = vawa(X)wa(Y) = (0, pwn(Xo, - - -, Xn)wns1(Yo, ..., Yot1) [ n €N)
O

Remarque. On peut maintenant interpréter F' et V grace a ce résultat et a la remarque
précédente comme des transformations naturelles de W vers W pour F' et de OW vers OW
pour V(ou OW désigne le foncteur qui oublie la structure multiplicative). Cela est simplement
I’énoncé formalisé du fait suivant : I’ et V sont des applications définies de " maniere uniforme”
(compatible avec la structure) sur les vecteurs de Witt sans dépendre de 'anneau A.

On définit les vecteurs de Witt tronqués.

Définition. On pose V;,(A) = Im V} un idéal de W (A) (par le point 2) du lemme plus haut)
pour tout n € N. On pose ensuite les n-vecteurs de Witt tronqués W, (A) comme étant le
quotient :

Wi (A) = W(A)/Va(A)
Remarque. On a Wi(A) = W(A)/Vi(A) = A

Définition. Projections et troncations

On notera «, pour n € N la projection de W (A sur W, (A). Si m > n alors «a,, se factorise
par a,,. On note t,,, application W,,,(A) — W,,(A) résultante et on appelle ces morphismes
les applications de troncation.

Remarque. On se représente W,,(A) comme des n+ 1 uplets (ao, .., a,) de A ot on prend les
lois d’anneaux de W (A) mais ol ’'on s’occupe uniquement des premiéres composantes. Ainsi
les applications de troncation définissent bien une ”troncation”.
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Lemme 8. On a :
W(4) = lim W, (4)

ot le diagramme sous-jacent et celui donné par le applications de troncations.

Démonstration. On utilise la description suivante de @Wn (A) :

lim Wi(A) = {z € [] | tmn(m) = 20}

n=1

La collection de morphismes a, : W(A) — W,,(A) induit une application vers la limite, car
par définition des t,,, les o, sont compatibles. Alorsona a : W(A) — lim W, (A). L’injectivité
est obtenue car un élément du noyau est dans : N7, V,,(A) = {0}. La surjectivité est obtenue
car un élément x € @Wn(A) définit une suite dans A par la compatibilité donnée par les
applications de troncation. ]

On montre maintenant une propriété importante de F4 qui explique son nom et qui va
fortement intervenir dans la section suivante qui traite la propriété universelle des vecteurs
de Witt dans un cas particulier.

Théoréme 2. Fy4 est un relévement du Frobenius sur W (A)/pW (A) c’est a dire :
Fa(a) =d? mod pW(A)
pour tout a € W(A)

Démonstration. Soit X = (Xo,X1,...) € W(Z[X;,Yi]). On pose A = Z[X; | ¢ € N]. On
montre que a = wa(Fa(X)~XP) € pImwa.
Par souci de clarté explicitons les composantes de a :

Ay — wn+1(X0, . 7Xn+l) — (wn(XQ, . ,Xn))p

On remarque en premier lieu que comme :

n p n
. n—i : n—i n+1
(wn(Xo, ..., Xp))P = (ZPZX/’ ) => WXy =Xy
=0 i=0
= wn+1(X0, Ceey Xn—i—l) mod pZ[X(), .. .Xn+1]

onaunbe AV tel que a = pb. On cherche donc a montrer : b € Imw,. Comme le lemme de
Dwork avec le relevement de Frobenius ¢ : Z[X; | i € N] = Z[X; | i € N] donné par X; — X7
explicite 'image de w4 de la fagon suivante :

n+1

Imwy = {c € AV | cpy1 = ¢(cy) mod p™*t pour tout n € N}

on est ramené & montrer : b,y1 = ¢(b,) mod p"T!. Mais pour cela, comme a = pb, il suffit
de montrer : ¢(a,) = any1 mod p™t2.

Pour cela on traite les deux termes de la différence a,, = wy41(Xo, ..., Xpt1)—(wn(Xo, ..., Xpn))P
séparément

En utilisant les relations de récurrence sur les w,, on obtient d’une part :

— P P — _ 2
= vy X)) = e
d(wn+1(Xo, .- Xnt1)) = wnt1(X Xpi1) = wnt2(Xo Xn+2) =" X2

11



et d’autre part :
H(wn(Xo, ..., Xn))P) = (wn(XE, -, XB))P = (wnt1(Xo, -+ s Xpr1) — P X )P
= (wn+1(X0, e ,XnJr]_))p mod pn+2

Ces deux relations misent ensemble donnent bien : ¢(a,) = a,y1 mod p™t2.

Maintenant qu'on a montré a = wa(Fa(X)~XP) € plmwy, par injectivité de wa on
obtient :
Fa(X)=X? mod pW(A)

Pour passer & z € W(B) pour un anneau arbitraire B, on ”évalue” X en z. O

3.2 Quelques résultats dans le cas des F,-algebres

Dans la suite A est de caractéristique p, c’est a dire une [Fp-algebre. On va montrer quelques
propriétés de W (A) dans ce cas.

Lemme 9. On a la congruence suivante : F,(Xo,..., Xpt1) = Xh mod pZ[Xo,. .., Xni1]

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur n. Comme Fy = X! +pX; le résultat
est clair pour 0. Soit maintenant n € N et supposons le résultat vrai pour tout les naturels
< n. On montre le résultat pour n; en travaillant modulo p"*! on a :
wn(Foy oy ) = wn1(Xoy - -+, Xng1) = wn( X5, o, X)) + 0" X1 = wn (XD, .0, X0)
2 2
=wp1 (XY, XE )+ p"XE mod p" M Z[Xy, ..., Xyt

Comme par hypothése de récurrence F; = X? mod p pour tout i € {0,...,n — 1} on a en
utilisant le lemme technique démontré dans la partie 2.1 pour la suite d’idéaux J, = (p") :

2
FP = X? mod p? pour tout i € {0,...,n — 1}. En utilisant le deuxiéme point de ce méme
lemme on a alors :

wn—1(FY, ..., FP ) = wn_l(ng, e ,Xﬁil) mod p"*!
Alors :
wn(Fo, . Fy) = wn 1 (FE, ... FP_ )+ p"Fp = wy 1 (XE ..., X" )+ p"F, mod p"t
On peut alors conclure que p"F,, = p" X! mod p"*! et donc F,, = X% mod p O

En utilisant le lemme précédent dans le cas ou A est une Fj,-algebre on a pour tout
a € W(A): Faa) = (af, | n € N)

Lemme 10. Pour tout a € W(A) on a : p'a = VaFa(a) = FaVa(a) = (0,ap,a},db,...). De
plus p"W(A) C V,(A)

Démonstration. En utilisant ce que vaut F4 dans une Fj,-Algebre et que : p'a = F4Va(a) on
a le résultat. O

Corrolaire 1. Si A est une F,-algébre réduite alors W (A) est sans p-torsion.

Démonstration. Sip'a = 0, c’est que ah, = 0 pour tout n € N par le lemme précédent ; comme
A est réduit on a forcément a, = 0 pour tout n € N. O

On suppose maintenant que A est parfait, c’est & dire que 4 : A — A le morphisme de
Frobenius est un automorphisme. En utilisant cette hypothese supplémentaire on obtient les
conséquences suivantes :
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Lemme 11. 1. F4 est un automorphisme de W (A)

2. p"W(A) = Va(4)

3. W(A)/pW(A) = A
Démonstration. On note a”? 'inverse de a par le Frobenius. Comme si (0, ...,0,a9,a1,...) €
V(A) on a p™(ah " al",..) = (0,...,a0,a1,...) 2) suit. 3) suit immédiatement. O

3.3 L’application de Teichmiiller

On a déja vu I'application de Teichmiiller dans le cas de Z,. On généralise maintenant
cette construction a ’anneau des vecteurs de Witt.

Définition. On note 74 : A — W(A) 'application suivante :
T4(a) = (a,0,0,0,...)
On lappelle lapplication de Teichmiiller et T4(a) le représentant de Teichmiiller de A
Lemme 12. 1. T4 est une application multiplicative, c’est a dire pour tout a,b € A T4(ab) =
Ta(a)TA(D)
2. T est une section de oy : W(A) — A
3. Pour toutb€ W(A) eta € A on a : 7a(a)b= (a’"b, | n € N)

Démonstration. 2) suit de la lecture de I’énoncé. On montre le 3). On commence par travailler
dans W (A) pour A = Z[X,, Y;] ou I'application fantome est injective. En utilisant la définition
des n-iemes polynomes de Witt on obtient :
wn(Sn(X0,0,...,0,Yp,....Y,)) = wy(Xo,0,...,0)w,(Yo,...,Y,) = X} wn (Yo, ..., Y,)
2 n
= wp(XoYo, XiY1, X5, ..., XD Y,)
Comme cela tient pour tout n, par injectivité dans le cas des polynémes et en évaluant pour
passer dans un anneau quelconque on montré I’assertion. On a ainsi montré 3). 1) en est une

conséquence directe.
O

Remarque. Attention : 7(a + b) # 7(a) + 7(b)

Remarque. Une vérification directe montre que si ¢ : A — B est un morphisme d’anneau
alors :

Y = W ()T

Cette commutativité peut étre capturée de maniere catégorique de la maniere suivante : si A
désigne le foncteur d’oubli des anneaux vers la structure multiplicative et Idann le foncteur
identité des anneaux alors 7 est une transformation naturelle du foncteur A(Idann) vers AW.

4 Propriété universelle des vecteurs de Witt pour les anneaux
sans p-torsion

Dans cette section les anneaux sont sans p-torsion. On note pRing la catégorie des an-
neaux sans p-torsion. Pour A un anneau on notera par la lettre ¢ une application qui est un
relevement du Frobenius sur A/pA, c’est a dire :

¢(x) = 2P mod pA
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On va montrer que le foncteur de Witt est adjoint a droite au foncteur d’oubli de la catégorie
des Anneaux sans p-torsion muni d’un relevement du Frobenius vers les anneaux sans p-
torsion.

Pour énoncer les propriétés catégoriques qu’on veut démontrer il nous faut la définition
suivante :

Définition. On note pRing® la catégorie des anneaux sans p-torsion munis d’un relevement
du Frobenius. Un morphisme dans cette catégorie est un morphisme d’anneau g : A — B tel
que, si ¢4, ¢p désignent respectivement les relevements du Frobenius de A et de B alors :

goA = ¢Bg

Les vecteurs de Witt W(A) dans cette catégorie seront toujours munis de leur application
F'4 comme relevement du Frobenius dans ce qui suit; on a donc un foncteur : W : pRing —
pRing®. Comme dans ce contexte W (A) est un sous-anneau de AN on a bien que W(A) est
sans p-torsion. On rappelle qu’on note pour A un anneau «aj 4 : W(A) — A la projection par
quotient par l'idéal V;(A).

Une facette de I'adjonction annoncée s’énonce de la fagon suivante. Si B est un anneau
muni d’'un relévement du Frobenius ¢ et h : B — A un morphisme d’anneau vers un anneau
A qui n’est pas muni d’une structure de relevement du Frobenius alors les vecteurs de Witt
W(A) permettent de remonter, prolonger h en un morphisme entre des structures munies
d’un relevement du Frobenius de maniéere unique, naturelle :

B—" 4
) AN TOQA

\\A

W (A)

I/

>

Avant de déterminer h pour un h quelconque prenons un cas tres particulier : h = Idp :
B — B. On veut donc trouver un ”prolongement de l'identité” (on verra par la magie des
catégories que relever l'identité permettra de tout relever) comme suit :

Id
B —£

B
ldp=Ap "~

W (B)

ol Ap est la notation qu’on utilisera pour ce ”prolongement de I'identité”. On veut donc
que Ap soit un morphisme de pRing® c’est a dire :

Apop = FpAgp

Notons A = (dg, 01, -..). La commutativité du diagramme donne §y = Idg. Pour obtenir des
informations pour d,, on passe aux composantes fantomes 1’égalité ci-dessus. Commencons par
la composante fantome d’indice O :

wo(d0¢) = ¢ = wi(do, 1)

Puis pour la composante d’indice 1 :

w1 (809, 81¢) = ¢* = w2 (b9, 61, 62)
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Ou l'on a utilisé notre connaissance de wi(dgp, d1). On voit donc que par récurrence on devrait
avoir pour ce prolongement de l'identité Ap :

wn (80, ... ,0n) = @"

La question est donc, dans un premier temps, la suivante : est-ce que ce Ap existe? La
réponse est affirmative pour B € pRing® comme on va le voir maintenant.

Soit donc B un anneau sans p-torsion muni d’un relevement du Frobenius ¢. Le lemme de
Dwork assure que (¢"(b)) € Imwp.
wp étant injective par I’absence de p-torsion, il existe un unique élément Ag(b) = (6,(b) | n €
N) € W(B) tel que w,(dp(b),...,0,(b)) = ¢"(b). On montre dans ce qui suit que A : B —
W (B) est un morphisme d’anneau. Ce A se révelera étre I'unité de ’adjonction annoncée.
Définition. Soit B € pRing® avec ¢ son relevement du Frobenius. Agp : B — W(B)
comme ci-dessus est appelé vecteurs des §-opérations relativement a ¢ et on note Ag = ().
0n : B — B est appelé la n-iéme d-opération sur B relativement a ¢.

Lemme 13. La fonction Ag comme ci-dessus est un morphisme d’anneau qui vérifie :
A
B =2, W(B) "+ B

o
Démonstration. Le diagramme est vérifié par construction. Pour montrer que c’est un mor-
phisme d’anneaux on passe aux composantes fantomes et on utilise l'injectivité. (Qui est
donnée on le rappelle par la premiére partie du lemme de Dwork comme B est sans p-torsion)
On montre 'aspect additif; les autres aspects sont similaires. Soient a,b € B. Alors quelque
soit n € N

wn(do(a+b),...,0n(a+b)) = ¢"(a+b) = ¢"(a)+¢" (b) = wn(do(a),...,0n(a))+wn(0o(b),...,d, (b))

Ou l'on a utilisé la définition de Ap ainsi que le fait que ¢ soit un morphisme. Alors :
wp(Ap(a+ b)) =wp(Ap(a)+Ag(D))

L’injectivité conclut. O]

Par exemple on a dp(a) = a. C’est a dire 6y = Idp. Pour §; on a :
¢(a) — a”

p
Pas de panique : comme ¢ est un relevement du Frobenius, le numérateur est bien divisible
par p.
Lemme 14. Soit B € pRing® et A € pRing. Un morphisme de g = (g,) : B — W(A) de
pRing® satisfait pour tout n € N

51 (a) =

wn (90, -+, 9n) = godp

Démonstration. On a déja fait la preuve pour l'identité plus haut : on montre le résultat par
récurrence sur les naturels. En 0 le résultat est donné : wp(go) = go. On suppose maintenant
le résultat vrai pour tout les naturels < n et on montre le résultat pour n+ 1. Par hypothese :
gop = Fag. En passant aux composantes fantomes cette égalité on obtient :

(Wn(go®B; -+ 9ndB)) = (Wn+1(go, - - -, Gn+1))

Alors en utilisant ’hypothese de récurrence : wy(go®B, - - ., gn®B) = (goPB)P’, on a démontré
I’assertion.

O
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On montre maintenant la propriété universelle annoncée.

Théoreme 3. Propriété universelle des vecteurs de Witt; cas sans p-torsion.

Soit A un anneau sans p-torsion. Soit B un anneau sans p-torsion muni d’un relévement
¢p du Frobenius. Alors pour tout morphisme d’anneau h : B — A, il existe un unique mor-
phisme h : B — W (A) tel que h¢p = Fah et :

B—"—— A

pNY TQIA
h S

W (A)

Plus précisément, si on note U : pRing® — pRing le foncteur d’oubli, alors U est adjoint
a gauche de W. Pour A € pRing et B € pRing® [’adjonction est donnée par :

pRing(U(B), A) = pRing®(B, W (A))

h— b wmag
_ def.
7= a14U(9) = g0 + 9 = (9n)
En conséquence pour tout A € pRing le foncteur contravariant pRing(U(—), A) : pRing® —
Set est représenté par W (A) avec l’adjonction comme choiz d’isomorphisme naturel.

Démonstration. On commence par montrer que l’adjonction annoncée est bien définie et bi-
jective. On montrera ensuite la naturalité en A et B.

Il faut montrer que si h € pRing(U(B), A) alors W(h)Ap est bien un morphisme de
pRing®, c’est & dire de montrer que : W (h)Appp = FaW (h)Ap. Pour cela on passe aux
composantes fantomes ; d’une part :

wa(W (h)Apop) = W(h)wpApdp = (h¢™ ™)

Ou l'on a utilisé la propriété de Ap en passant aux composantes fantomes. Comme d’autre
part :
waA(FaW (h)AR) = faW (h)wpAp = (h¢™™)

On a bien montré que h est bien définie. -
Montrons maintenant que ’application est bijective. Premierement étudions A :

h — W(h)AB — (W(h)AB)O = h(S()
Comme dg = Idg on a bien h = h. Ensuite étudions g:
g — g0 — Wi(go)Ap

Passons aux composantes fantomes. Comme wy,(go, - -, gn) = god} et que wa(W(go)Ap) =
W(go)wp(Ap) = W(g0)(¢%) = (909s) = wa(g) on a bien en utilisant I'injectivité de wy :
g=y.

Montrons maintenant la naturalité de cette bijection. Il faut vérifier que :

LUB) A% =B wa) Y2 ww)
) U(q)

2. BL B L W(A) =U(B U A
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Pour 1) : ph = W(ph)Ap=W (p)W (h)Ap = W (p)h; en utilisant le caractere fonctoriel de W.
Le 2) se montre de fagon similaire en utilisant le caractere fonctoriel de U.

Pour se ramener au premier énoncé : montrons qu’il y a une unique fleche p qui fait
commuter le diagramme suivant :

UB) —— 4
P
U(W(A))

Une telle fleche vérifie U(p)aj4 = h. Alors U(p)aj4 = h. Comme : Idy(a) =

«
ara = Idy(a). Alors en utilisant la naturalité qu’on vient de démontrer : U(p)ag 4 = paga =
p = h. Ainsi p est forcément h. O

Remarque. On voit donc que 'anneau des vecteurs de Witt permet de relever de maniere
universelle des applications vers des anneaux A qui ne possedent pas forcément de relevement
du Frobenius, vers un anneau qui en possede un : W(A).

On a vu dans la section précédente que des propriétés intéressantes apparaissaient dans
le cas de IF)- algebres, donc des anneaux avec de la p-torsion. Pour capturer une propriété
universelle des vecteurs de Witt dans le cas d’un anneau quelconque, en particulier dans le cas
ou A est une Fj-algebre, on sera poussé a prendre au sérieux les d-opérations rencontrées en
chemin. Plus abstraitement on peut définir une notion de d-anneaux, une catégorie d’anneaux
munis de d-opérations J,, analogues aux J,, rencontrées ici. Ces opérations devront vérifier
des axiomes qui feront des anneaux qui en sont munis des généralisations des anneaux sans
p-torsion munis d’un relevement du Frobenius.
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