Partiel Algebre 1
16 novembre 2016 - 2 heures

Le polycopié 2016-2017 du cours est autorisé.

Notations
Pour H un sous-groupe d’'un groupe G, nous notons

No(H) = {g € G tel que gHg ' = H}.

Les résultats du cours (hors Remarques) peuvent étre utilisés sans étre redémontrés.

A. Un sous-groupe du groupe spécial linéaire.
Soit G le sous-groupe du groupe spécial linéaire formé des matrices triangulaires
supérieures a coefficients dans le corps a 7 éléments F7 :

G:{(g ab1>,a,b€F7,a§£0}.

1. Quel est 'ordre de G 7 Le groupe G est-il abélien ?

2. Montrer que G admet un unique sous-groupe de 7-Sylow S;. Expliciter un
générateur de S.

3. Montrer que G est un produit semi-direct de S; et du sous-groupe K des
matrices diagonales.

4. Déterminer le centre de G.

5. Déterminer le groupe dérivé D(G) de G.

6. Décrire les classes de conjugaison de G.

B. Groupes d’ordre 42.

1. Déterminer a isomorphisme pres les groupes d’ordre 21.

2. Soit Cy un groupe d’ordre 2 et P un groupe abélien d’ordre 21. Décrire les
quatre morphismes Cy — Aut P.

3. Déterminer a isomorphisme pres les groupes d’ordre 42.

4. Nous notons Gy le groupe des permutations d'un ensemble a 7 éléments. Com-
bien &7 a-t-il de sous-groupes de 7-Sylow ?

5. Soit S; un sous-groupe de 7-Sylow de &;. Déterminer le groupe Ng(S7) a
isomorphisme pres.

C. Groupe nilpotent.
Soit G un groupe nilpotent.
1. Soit H un sous-groupe de G distinct de 1 et de G. Montrer que H # Ng(H).



2. En déduire que pour tout nombre premier p, G admet un unique sous-groupe
de p-Sylow.

3. Montrer que G est produit direct de ses sous-groupes de Sylow.

4. Montrer qu’'un groupe est nilpotent si et seulement si il est produit direct de
ses sous-groupes de Sylow.

D. Groupe d’ordre 420.
Supposons qu’il existe un groupe simple G' d’ordre 420. Si p premier, nous notons
n, le nombre de sous-groupes de p-Sylow de G. Pour H un sous-groupe de G,
nous notons Cg(H) le sous-groupe de G formé des éléments qui commutent avec
tous les éléments de H.
1. Montrer que G n’a pas de sous-groupe d’indice inférieur ou égal a 6.
2. Montrer que n; = 15, n5 = 21.
3. Notons S7 un sous-groupe de 7-Sylow de GG et supposons que GG admette un
sous-groupe d’indice 7.

3.a Montrer que G s’identifie a un sous-groupe de 2.

3.b Calculer les ordres |Ng(S7)| et | Ny, (S7)].

3.c Montrer que Ng(S7) est un sous-groupe de Ny, (S7).

3.d En déduire que G n’a pas de sous-groupe d’indice 7.
4. Montrer que ng = 70.
5. Soit H un sous-groupe de G. Montrer que C(H) est un sous-groupe normal
de Ng(H) et que Ng(H)/Cq(H) est un sous-groupe de Aut(H).
6. Soit S7 un sous-groupe de 7-Sylow de G. Montrer qu'il existe s € Cg(S7)
d’ordre 14. Montrer que S7 est le seul sous-groupe de 7-Sylow de GG stable par
conjugaison par s.
7. En faisant agir G sur ’ensemble de ses sous-groupes de 7-Sylow, montrer que
G s’identifie a un sous-groupe de 2s.
8. Déduire des questions 6. et 7. que les groupes d’ordre 420 ne sont pas simples.



A. Un sous-groupe du groupe spécial linéaire.
1. Le groupe G est un groupe non abélien d’ordre 7 % 6 = 42. En effet, il existe
a,b € F; — {0} avec a # a™' et

(o 1) (6.0 )=(6"%)
Ao ) h)=(545)

2. Le nombre n; de sous-groupes de 7-Sylow de G divise 6 et satisfait n; = 1
mod 7. Donc G admet un unique sous-groupe H de 7-Sylow. Par unicité

H:{{(é l{),a,belﬁ‘%a#()}.

En particulier, I’élément h = est un générateur de H.

11
01
3. Par unicité, le sous-groupe de 7-Sylow H est normal dans G. Le sous-groupe
K des matrices diagonales

K:{(S a91>,aelﬁ;,}

a 0
0 at
groupe multiplicatif 5. Ainsi tout élément g € G s’écrit sous la forme g = hk,
h € H et k € K et cette écriture est unique (K N H = 1d)

a b 1 ab a 0
(0 a—l):(o 1)(0 a—1)7a7b€F7aa7éO'

Par conséquent G = H x K.

4. Le centre de G est {+1d}.

5. Comme G/H ~ K = F% est abélien, G non abélien et H ~ (7, le sous-groupe
H est le plus petit sous groupe normal tel que G/H est abélien. Donc D(G) = H.
6. L’opération de K sur H est donnée par :

al 0 10 a 0 (1 a?
0 a 01 0 at ) L0 1 ’
Le conjugué d’'un élément de K par un élément de H est :
1 —b a 0 1 b\ [(a bla—at)
0 1 0 a! 01/ \0 a™! '

Nous en déduisons les 4 classes de conjugaisons comportant 7 éléments des ma-
trices diagonales outre +id :

Ca:{(g alil ),Z)EE},ae]F;,ayé:I:l.

est monogene d’ordre p — 1 engendré par pour « générateur du



De plus, il y a quatre classes de conjugaison ayant 3 éléments en notant o un
générateur de F% (donc v n’est pas un carré) :

2 2
(le{((l) ‘;),aew;},qz{(é o ),aew;},
_ 2 . 2
cg:{( ) f1>,ae]}?;},0;={( S ),aeﬂr;}.

D’ott une description des 10 classes de conjugaison de G.

B. Groupes d’ordre 42.

1. Un groupe GG d’ordre 21 admet un unique sous-groupe S7 =< a > de 7-Sylow
qui est normal. Soit S5 =< b > un sous-groupe de 3-Sylow, alors P = S; x S3 est
un sous-groupe de G. Le groupe Aut S; ~ Z /67 a un unique sous-groupe d’ordre
3. Ainsi nous obtenons deux classes d’isomorphismes pour P : Cy = {a,bla”, b*},
C7 x, C3 = {a,bla”, b3 bab™! = a*}.

2. Soit P = C; x C3 = {a,bla”, b} un groupe abélien d’ordre 21. Alors Aut P ~
Aut C; x Aut C5. Les morphismes possibles 6 : Cy — Aut P sont déterminés par
I'image de 1’élément ¢ d’ordre 2 de (5. Ainsi, nous disposons de 4 morphismes 6
pour 6(c) de 'une des formes suivantes :

ar—a [ aral ava a—at
b—b b—b b bt b bt
3. Un sous-groupe P d’ordre 21 donc d’indice 2 de G est normal, ainsi

G=P X 02
avec 0 : Cy — Aut P et 0(b)0(a)0(b=1)0(a™?) = esi P = {a,bla’,b®, bab™! = a?}.

n’est pas abélien.
Par conséquent, nous obtenons 6 groupes d’ordre 42 :

G1 = Oy = {a,b,cla”,b*, %, ab = ba, ac = ca,bc = cb}, | Z(G,)| = 42
Gy = {a,b,cla”,b* ¢ ab = ba,cac™' = a™ ', bc = cb}, |Z(Gy)| = 3
Gs = {a,b,cla”,b* ¢ ab = ba,ac = ca,cbc™ = b '}, |Z(G3)| =7
Gy = Dy = {a,b,cla”,b*, %, ab = ba,cac™" = a™*, cbc™ = b1}, |Z(Gy)| = 1
Gs = {a,b,cla”, b ¢, bab™" = a? ac = ca,bc = cb}, | Z(G5)| = 2
Gs = {a,b,cla”,b* ¢ bab™' = a® cac™* = a™*, bc = cb}, | Z(Gg)| =1

Les groupes G; 1 <17 < 5 ont des centres d’ordre distincts donc sont non isomor-
phes. Le groupe (G4 a un sous-groupe cyclique d’ordre 21 mais pas Gg.

4. Le groupe &5 est d’ordre 7!. Ses sous-groupes de 7-Sylow sont d’ordre 7, donc
engendrés par un cycle de longueur 7. 11 y a 720 cycles d’ordre 7 distincts, donc
720/6 = 120 sous-groupes de 7-Sylow.



5. Soit h = (ay,. .., ar) un générateur du sous-groupe de 7-Sylow S7. Un élément
T € Ng,(S7) si et seulement si

tht™' = (r(ay),...,7(a7)) € Sr.

Donc Ng,(S7) est un groupe non abélien d’ordre 42 de centre réduit a 1 qui ne
contient pas de cycle d’ordre 21, donc Ng,(S7) ~ G.

C. Groupe nilpotent.
1. Soit H un sous-groupe de G distinct de 1 et G. Pour tout i, C;(G) < G et
posons H; = HC;(G). Montrons que H; 11 < H; : soit h € H;q et g € Ci(G),
alors
ghg™t = ghg 'h 'h € |G, Cy(G)|Hiy1 = Cipr(G)Hiy1 = Hyyy,
donc ghg™t € H;,,. Par conséquent, il existe une suite :
H:HnC"'CHQCleG

vérifiant H; ., < H; et H, = H. Nous pouvons supposer que H, # H, ;. Or
Ng(H) C H, 1 car H=H,, < H, 1. D’ou H strictement inclus dans Ng(H).

2. Soit S, un p-Sylow de G, comme N¢(S,) # Sy, Ni(S,) = G et S, est normal
dans G ; donc G admet un unique sous-groupe de p-Sylow.

3. Pour tout premier ¢ # p divisant 'ordre de G, S, N S; = {e}, d’ott un mor-
phisme injectif du produit de ses sous-groupes de Sylow vers GG qui est bijectif
pour des raisons d’ordre.

4. Un produit direct de sous-groupes de Sylow est nilpotent. En effet, les p-
groupes sont nilpotents et C;(G1 x Gy) = C;(G1) x Ci(Gs).

D’apres 3. si G est nilpotent, il est produit direct de ses sous-groupes de Sylow.
Ainsi un groupe est nilpotent si et seulement si il est produit direct de ses sous-
groupes de Sylow.

D. Groupe d’ordre 420.
1. Soit H un sous-groupe d’indice m < 6 de G. Alors GG opere transitivement
sur les classes a gauche de H dans G :

¢: G — Bij(G/H) =6,

Ainsi ker ¢ # G est un sous-groupe normal de G simple, donc ker p = 1 et ¢ est
une injection ce qui est exclu car |G| ne divise pas 6!.

2. Le nombre de sous-groupes de 7-Sylow de G satisfait n; > 1 (car G est simple),
n7(G) =1 mod 7 et n7(G) divise 60. Par conséquent n; = 15.

De méme n5(G) € {6,21}. Sins = 6 et si S5 est un sous-groupe de 5-Sylow de
G, Ng(Ss5) est un sous-groupe d’indice 6 de G, ce qui est exclu. D’ott ny = 21.
3.a Si H est un sous-groupe d’indice 7 de G, le méme raisonnement qu’en 1.
permet d’identifier G a un sous-groupe de &;. Ainsi G N A; # 1 est un sous-
groupe normal de GG simple donc GN2A; = G. Ainsi G est un sous-groupe de 2.
3.b Soit S; un sous-groupe de 7-Sylow de G. Nous avons |Ng(S7)| = |G|/15 =



7 22 et ’NQ[7(S7)‘ = ’917|/5' =73

3.c Comme G est un sous-groupe de 27, N (S7) est un sous-groupe de Ny (Pr).
3.d Comme Ng(S7) est un sous-groupe deNy. (S7), 3.b. est en contradiction avec
le théoreme de Lagrange. Donc G n’admet pas de sous-groupe d’indice 7.

4. D’apres le théoreme de Sylow et comme G n’admet de sous-groupe d’indice
inférieur ou égal a 7, nous obtenons n3(G) € {10,28,70}.

Si ng = 10, soit P53 un sous-groupe de 3-Sylow de G. Le groupe Ng(P3) d’ordre
2 -3 -7 admet un unique sous-groupe de 7-Sylow P;. Donc P; est normal dans
Ng(Ps3) donc Pj est un sous-groupe de Ng(Pr) ce qui est exclu car |[Ng(P7)| =
722

Si ng = 28, et P3 un sous-groupe de 3-Sylow de G, alors Ng(P;3) d’ordre 3 -5
admet un unique sous-groupe de 5-Sylow Ps. Ainsi P3 est un sous-groupe de
Ng(Ps) qui est d’ordre 20, ce qui est exclu.

Par conséquent nz = 70.

5. Le centralisateur Ci(H) est un sous-groupe de G inclus dans Ng(H). De
plus pour tous n € Ng(H), ¢ € Cg(H) et h € H, en *hnc™' = n~'hn donc
nen thne™'n™! = h. Donc Cg(H) <t Ng(H). Le morphisme de groupes ¢ :
Ng(H) — AutH, n — (h + nhn™') a pour noyau kerp = Cg(H) donc
N¢(H)/Cq(H) s'identifie a un sous-groupe de Aut(H).

5. D’apreés 18., Ng(S7)/Cqe(S7) est un sous-groupe de AutS; ~ Z/6Z. Or
|NGg(S7)| = |G|/n7 = 22 - 7. Donc |Cs(S7)| admet un élément s d’ordre 14. Ainsi
s? est d’ordre 7 et engendre S;. Par conséquent s? et s ne stabilisent que le
sous-groupe de 7-Sylow fixé S7.

7. Le groupe G opere par conjugaison sur ’ensemble de ses 15 sous-groupes de 7-
Sylow. Le noyau du morphisme de groupes induit par cette action ¢ : G — S5
est un sous-groupe normal de G distinct de G. Comme dans la question 3.a,
nous identifions G' a un sous-groupe de ;5.

8. D’apres 6. et 7., ;5 contient un élément s d’ordre 14 qui stabilise un unique
élément de {1,...,15}. En décomposant s en cycles disjoints, nous obtenons que
s & Ay5. D’ou 'absurdité. Donc G n’est pas simple.




