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Résumé. Nous étendons ici la notion de groupoïde d’holonomie différentiable à certains feuilletages
singuliers de type Stefan. Nous donnons un critère d’existence ainsi qu’une construction
explicite d’un tel groupoïde. Cela passe par un résultat d’intégrabilité pour les algébroïdes
de Lie de fléchage presque injectif. Nous obtenons notamment une nouvelle description
des résultats de J. Pradines [4,5]. 2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Holonomy groupoids for singular foliations

Abstract. We define a notion of differentiable holonomy groupoid for some Stefan singular foliations.
We have a necessary and sufficient condition for the existence of such a groupoid and a
construction of it. This involves a result of integrability for Lie algebroids for which the
anchor is almost injective. In particular we get a new description of J. Pradines’ results
[4,5].  2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Les feuilletages considérés

Une distribution généraliséeD =
⋃
x∈M Dx ⊂ TM sur une variétéM estdifférentiablelorsque pour

tout (x, v) ∈ Dx, il existe un champ de vecteurs localX surM tel que :x ∈ Dom(X), X(x) = (x, v) et
∀y ∈Dom(X),X(y) ∈Dy. Elle estintégrablesi pour toutx ∈M , il existe une sous-variété immergéeFx
deM contenantx et telle queTyFy =Dy pour touty ∈ Fx.

Un feuilletage de StefanF sur une variétéM est une partition deM par les sous-variétés intégrales
connexes maximales d’une distribution différentiable intégrable. Les éléments de la partition sont appelés
lesfeuilleset contrairement au cas régulier leur dimension peut varier [7]. Lorsque l’unionM0 des feuilles
de dimension maximale est un ouvert dense deM , nous dirons que le feuilletage de Stefan(M,F) est
presque régulier. La restrictionF0 du feuilletageF àM0 est alors un feuilletage régulier appeléle sous-
feuilletage régulier maximalde(M,F).

Exemples1. – 1. Les composantes connexes des orbites d’une action différentiable d’un groupe de Lie
sur une variétéM sont les feuilles d’un feuilletage de Stefan. Lorsque l’action est preque libre, c’est-à-dire
libre sur une partie dense, le feuilletage est presque régulier.

2. Les sphères concentriques dansR3 sont les feuilles d’un feuilletage presque régulier.
3. SoitN une sous-variété plongée deM . La partitionFN deM suivantN et les composantes connexes

deM rN est un feuilletage presque régulier.

Note présentée par Alain CONNES.

S0764-4442(00)00184-1/FLA
 2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés. 361



C. Debord

4. SoientF1 etF2 deux feuilletages réguliers sur une variétéM , F1 étant un sous-feuilletage deF2. Le
feuilletageF surM ×R défini parF1 ×{0} etF2 × {t} pourt 6= 0 est presque régulier.

5. SoientA un algèbroïde de Lie surM de fléchagep : A → TM . La distributionp(A) est intégra-
ble et définit un feuilletage de StefanFA sur M . LorsqueA est l’algèbroïde de Lie d’un groupoïde
différentiableG surM , les feuilles deFA sont les composantes connexes des orbites deG.

2. Les quasi-graphoïdes

Nous recherchons des groupoïdes différentiables dépourvus d’isotropie superflue. Cela nous amène à
poser la :

DÉFINITION-PROPOSITION1 ([1]). – Un groupoïde différentiableG⇒G(0) de sourceα et de butβ est
un quasi-graphoïde s’il vérifie les conditions équivalentes suivantes:
1. si ν :O→G est une section locale deα, alorsβ ◦ ν = 1O si et seulement siν est la restriction àO de

l’inclusion des unités;
2. si S est une variété munie de deux submersions surjectivesa et b sur G(0), il existe au plus une

application différentiableφ : S→G qui vérifieα ◦ φ= a etβ ◦ φ= b.

LorsqueG⇒G(0) est un groupoïde différentiable local [2], on dira que c’est unquasi-graphoïde local
s’il vérifie l’assertion 2 ci-dessus.

La structure algébrique d’un quasi-graphoïde (local) est entièrement déterminée par ses applications
source et but. De plus, on montre la :

PROPOSITION 1. –SoientG1 et G2 deux quasi-graphoïdesα-connexes de baseM . Les assertions
suivantes sont équivalentes:
1. les groupoïdesG1 etG2 sont isomorphes;
2. il existe un voisinageVi des unités dansGi, i= 1,2 et un difféomorphismeφ : V1→ V2 qui respecte la

source et le but;
3. les algèbroïdes de Lie deG1 et deG2 sont isomorphes.

Ces groupoïdes sont très liés aux feuilletages presque réguliers. On montre que lorsqueG est un quasi-
graphoïde, le flèchage de son algèbroïde de Lie est injectif en restriction à un ouvert dense de la base. On
déduit alors la :

PROPOSITION 2. –SoitG un quasi-graphoïdeα-connexe de baseM .
1. Les orbites deG sont les feuilles d’un feuilletage presque régulierFG surM .
2. Si (M0,F0) est le sous-feuilletage régulier maximal de(M,FG) la restriction deG àM0 est isomorphe

à Hol(M0,F0), le groupoïde d’holonomie de(M0,F0).

Par analogie avec le cas des feuilletages réguliers, on pose la :

DÉFINITION 1. – Un groupoïdeG de baseM est ungroupoïde d’holonomiedu feuilletage presque
régulier(M,F) si c’est un quasi-graphoïdeα-connexe dont les orbites sont les feuilles deF .

Contrairement au cas des feuilletages réguliers, il n’y a généralement pas unicité du groupoïde
d’holonomie d’un feuilletage presque régulier.

3. Groupoïde d’holonomie

Le flèchagep :A→TM d’un algébroïde de LieA surM est ditpresque injectiflorsqu’il est injectif en
restriction à un ouvert dense de la baseM .

THÉORÈME 1. –Les algèbroïdes de Lie dont le fléchage est presque injectif sont intégrables.
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COROLLAIRE 1. –Soit (M,F) un feuilletage presque régulier etk la dimension du sous-feuilletage
régulier maximal. Les assertions suivantes sont équivalentes:
1. (M,F) admet un groupoïde d’holonomie;
2. il existe un algèbroïde de LieA surM de dimensionk qui définit le feuilletageF .

Exemples2. – 1. SoitFH le feuilletage presque régulier surM défini par une action différentiable et
presque libreΦ :M ×H →M d’un groupe de Lie connexeH surM . NotonsH l’algèbre de Lie deH .
Soit

p :AH :=M ×H−→TM,

(x, v) 7−→ (Φ)∗(x, v).

Il existe une unique structure d’algèbroïde de Lie surAH de fléchagep. Cet algèbroïde définit le feuilletage
FH et son fléchage est presque injectif. Le groupoïde d’holonomie correspondant est le goupoïde produit
croiséM nH⇒M .

2. Puisque la sphèreS2 n’est pas parallélisable, le feuilletage deR3 par les sphères concentriques n’admet
pas de groupoïde d’holonomie.

3. SoitN une sous-variété deM de codimension1 etFN la partition deM suivantN et les composantes
connexes deM rN . Supposons pour simplifier queM =N ×R. Soit

p :AN := TM 'TN ×TR−→TM 'TN ×TR,

(x, v; t, λ) 7−→ (x, v; t, t · λ).

Il existe une unique structure d’algèbroïde de Lie surAN de fléchagep. Cet algèbroïde de Lie définitFN et
son fléchage est presque injectif. Le groupoïde d’holonomie correspondant est le groupoïde de l’éclatement
de la sous-variétéN , c’est-à-dire le produit du groupoïde des couples surN et du groupoïde de l’action de
R+
∗ surR par multiplication.
4. Reprenons les notations de l’exemple 4 du paragraphe 1. SoitG1 (resp.G2) le groupoïde d’holonomie

deF1 (resp.F2) et ϕ : G1 → G2 l’immersion induite par l’inclusion deF1 dansF2. On se donne une
métrique euclidienne surTF2 et on noteN l’orthogonal deTF1 dansTF2. Alors TF2 s’identifie à
TF1 ⊕N . On munitA= (TF1 ⊕N)×R de la structure d’algèbroïde de Lie surM ×R admettant pour
fléchage

p :A= (TF1 ⊕N)×R−→T(M ×R) = TM ×TR,

(v1, v2, t) 7−→ (v1 + tv2, (t,0)).

Cet algèbroïde de Lie définitF et son fléchage est presque injectif. Le groupoïde d’holonomie
correspondant est le groupoïde normal deϕ [3]. LorsqueF1 est le feuilletage deM par ses points etF2 le
feuilletage deM admettant pour unique feuilleM , on obtient le groupoïde tangent deM .

Idée de la démonstration du théorème1. – SoitA un algèbroïde de Lie sur une variétéM de fléchagep
presque injectif. L’intégration deA se fait en deux temps.

Passage de l’infinitésimal au local. –SoientO un ouvert deM , {Y1, . . . , Yk} une base de sections
locales deA définies surO etXi = p(Yi) le champ de vecteurs surM correspondant. On suppose queXi

est complet et on noteϕti le flot deXi. Pour touti, j = 1, . . . , k on notef `ij la famille de fonctions

différentiables surO telle que[Yi, Yj ] =
∑k

`=1 f
`
ij Y`.

On définit les submersions surjectives

α := pr1 :O×Rk −→ O et β :O×Rk −→O,

(x, t1, . . . , tk) 7−→ϕt11 ◦ · · · ◦ ϕ
tk
k (x).
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La presque-injectivité dep assure qu’il existe un ouvertD deO ×Rk contenantO × {0} tel que toute
section locale à la fois deα et deβ et à valeurs dansD est une restriction de la section nulle.

On construit ensuite une famille{Z1, . . . ,Zk} de champs de vecteurs surA|O qui vérifient (moyennant
l’identification deA|O àO×Rk) :
(i) Tα(Zi) = 0 et Tβ(Zi)(x, t) = p(Yi(β(x, t))) =Xi(β(x, t)), ∀(x, t) ∈O×Rk ;
(ii) [Zi,Zj](x, t) =

∑k
`=1 f

`
ij(β(x, t))Z`(x, t), ∀(x, t) ∈O×Rk.

Il existe un ouvertG deO×Rk contenantO×{0} et une unique structure de quasi-graphoïde local surG
de sourceα et de butβ, les flots des champsZi étant des translations locales à gauche de ce groupoïde
local.

On obtient ainsi une familleU = {Gi ⇒ Oi ; i ∈ I}, où {Oi}i∈I est un recouvrement ouvert deM ,
Gi⇒ Oi est un quasi-graphoïde local et qui satisfait à de bonnes conditions de recollement : il existe un
quasi-graphoïde localGU de baseM tel que chaqueGi est un sous-quasi-graphoïde local deGU . Par
construction,GU intègreA.

Passage du local au global. –On étend la notion d’équivalence de Morita [6] aux quasi-graphoïdes
locaux ; on parle alors d’isomorphisme Morita local. On montre alors le :

LEMME 1. –Si (b, a) : Z→O0 ×O1 est un graphe d’un isomorphisme Morita local entre deux quasi-
graphoïdes locaux alorsZ peut être recouvert par des ouverts{Vj ; j ∈ J} tels que siS est une variété muni
de deux submersions surjectivesaS et bS sura(Vj) et b(Vj), il existe au plus une application différentiable
φ : S→ Vj telle queb ◦ φ= bS eta ◦ φ= aS .

L’ensemblePU de tous les isomorphismes Morita locaux entre éléments deU se comporte presque
comme un pseudogroupe. La différence essentielle réside dans le fait que l’on n’a pas une composition
globale : sif et g sont deux éléments dePU , certaines restrictions def sont composables avec certaines
restrictions deg, mais il n’y a pas de meilleur choix.

On définit la notion degerme d’isomorphisme Morita local: soient (bf , af) : Zf → O0 × O1 et
(bg, ag) : Zg → O′0 × O′1 des graphes respectivement def et g deux isomorphismes Morita locaux entre
éléments deU . Soitγf ∈ Zf etγg ∈Zg. On dira que legermedef enγf , noté[f ]γf , est égal au germe de
g enγg, s’il existe un voisinage ouvertVγf deγf dansZf (resp.Vγg deγg dansZg) et un difféomorphisme
Φ : Vγf → Vγg qui envoieγf sur γg et tel queag ◦ Φ = af et bg ◦ Φ = bf . Cela signifie qu’il existe une
restriction def égale à une restriction deg admettant pour graphe(bf , af ) : Vγf → bf (Vγf )× af (Vγf ). La
sourcede [f ]γf estaf (γf ) et sonbut estbf(γf ).

On construit ainsi le groupoïde des germes du « pseudogroupe »PU . Le lemme précédent garantit que ce
groupoïde est différentiable et qu’il s’agit d’un quasi-graphoïde. De plus il « contient »GU et intègreA par
construction.
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