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Résumé. Nous étendons ici la notion de groupoide d’holonomie différentiable a certains feuilletages
singuliers de type Stefan. Nous donnons un critére d’existence ainsi qu’une construction
explicite d’un tel groupoide. Cela passe par un résultat d’intégrabilité pour les algébroides
de Lie de fléchage presque injectif. Nous obtenons notamment une nouvelle description
des résultats de J. Pradines [4,5]2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Holonomy groupoids for singular foliations

Abstract. We define a notion of differentiable holonomy groupoid for some Stefan singular foliations.
We have a necessary and sufficient condition for the existence of such a groupoid and a
construction of it. This involves a result of integrability for Lie algebroids for which the
anchor is almost injective. In particular we get a new description of J. Pradines’ results
[4,5]. O 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Les feuilletages considérés

Une distribution généralisé® = | J, ., D. C TM sur une variété\/ estdifférentiablelorsque pour
tout (x,v) € D,, il existe un champ de vecteurs locglsur M tel que :z € Dom(X), X (z) = (z,v) et
Vy € Dom(X), X (y) € D,. Elle estintégrablesi pour toutr € M, il existe une sous-variété immergég
de M contenant: et telle queT', F, = D,, pour touty € F,.

Un feuilletage de Stefarf sur une variétél/ est une partition dé/ par les sous-variétés intégrales
connexes maximales d’une distribution différentiable intégrable. Les éléments de la partition sont appe
lesfeuilleset contrairement au cas régulier leur dimension peut varier [7]. Lorsque I'udipdes feuilles
de dimension maximale est un ouvert denseldienous dirons que le feuilletage de Stefad, F) est
presque régulierLa restrictionF, du feuilletageF a M, est alors un feuilletage régulier appéésous-
feuilletage régulier maximale (M, F).

Exemplesl. — 1. Les composantes connexes des orbites d’'une action différentiable d’'un groupe de L
sur une variétéd/ sont les feuilles d’un feuilletage de Stefan. Lorsque I'action est preque libre, c’est-a-dir
libre sur une partie dense, le feuilletage est presque régulier.

2. Les sphéres concentriques d&issont les feuilles d’un feuilletage presque régulier.

3. Soit N une sous-variété plongée dé. La partitionF, de M suivantN et les composantes connexes
de M ~. N estun feuilletage presque régulier.
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4. SoientF; et F, deux feuilletages réguliers sur une varidté F; étant un sous-feuilletage d&. Le
feuilletageF sur M x R défini parF; x {0} etF, x {t} pourt = 0 est presque régulier.

5. SoientA un algebroide de Lie sut/ de fléchage : A — TM. La distributionp(A) est intégra-
ble et définit un feuilletage de StefaR, sur M. Lorsque A est I'algébroide de Lie d'un groupoide
différentiable G sur M, les feuilles deF 4 sont les composantes connexes des orbit€s.de

2. Les quasi-graphoides

Nous recherchons des groupoides différentiables dépourvus d’isotropie superflue. Cela nous ameé
poserla:

DEFINITION-PROPOSITIONL ([1]). —Un groupoide différentiablé’ = G(°) de sourcex et de but3 est

un quasi-graphoide s'il vérifie les conditions équivalentes suivantes

1. siv: O — G est une section locale de alors 3o v = 1 si et seulement gi est la restriction a0 de
l'inclusion des unités

2. si S est une variété munie de deux submersions surjectivesb sur G(9), il existe au plus une
application différentiable) : S — G qui vérifiea o p =a et3o ¢ =b.

LorsqueG = G(©) est un groupoide différentiable local [2], on dira que c’estuasi-graphoide local
s'il vérifie I'assertion 2 ci-dessus.

La structure algébrique d'un quasi-graphoide (local) est entierement déterminée par ses applicati
source et but. De plus, on montre la :

PROPOSITION 1. —SoientG; et G> deux quasi-graphoides-connexes de basg/. Les assertions
suivantes sont équivalentes
1. les groupoidess; et Go sontisomorphes
2. il existe un voisinag®; des unités dan§’;, i = 1,2 et un difffomorphisme : V; — V5 qui respecte la
source et le but
3. les algebroides de Lie d&; et deG, sontisomorphes.

Ces groupoides sont trés liés aux feuilletages presque réguliers. On montre quedbesqus quasi-
graphoide, le flechage de son algébroide de Lie est injectif en restriction a un ouvert dense de la base
déduit alors la :

PROPOSITION 2. —SoitG un quasi-graphoide--connexe de bask .

1. Les orbites dé&+ sont les feuilles d'un feuilletage presque régulfer sur M.

2. Si(My, Fo) est le sous-feuilletage régulier maximal @€, F) la restriction deG a M, estisomorphe
a Hol(M,, Fo), le groupoide d’holonomie dgVly, Fo).

Par analogie avec le cas des feuilletages réguliers, on pose la :

DEeFINITION 1.—Un groupoides de baseM est ungroupoide d’holonomielu feuilletage presque
régulier(M, F) si c’est un quasi-graphoideconnexe dont les orbites sont les feuilles&le

Contrairement au cas des feuilletages réguliers, il n'y a généralement pas unicité du groupo
d’holonomie d’un feuilletage presque régulier.

3. Groupoide d’holonomie

Le flechagey : A — T M d’'un algébroide de Lied sur M est ditpresque injectiflorsqu’il est injectif en
restriction & un ouvert dense de la bage

THEOREME 1. —Les algebroides de Lie dont le fléchage est presque injectif sont intégrables.
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COROLLAIRE 1.-Soit (M, F) un feuilletage presque régulier étla dimension du sous-feuilletage
régulier maximal. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. (M, F) admet un groupoide d’holonomie
2. il existe un algebroide de Lid sur M de dimensiork qui définit le feuilletageF.

Exemples2. — 1. SoitFy le feuilletage presque régulier st défini par une action différentiable et
presque libred : M x H — M d’un groupe de Lie connexH sur M. NotonsH I'algébre de Lie deH.
Soit

p: Ag =M xH— TM,
(JJ,U) — ((b)*('Tv’U)

Il existe une unique structure d’algebroide de Lie.dyr de fléchage. Cet algebroide définit le feuilletage
Fp et son fléchage est presque injectif. Le groupoide d’holonomie correspondant est le goupoide pro
croiséeM x H = M.

2. Puisque la sphéf# n’est pas parallélisable, le feuilletage®épar les sphéres concentriques n’admet
pas de groupoide d’holonomie.

3. SoitN une sous-variété d&/ de codimension et Fyy la partition deM suivantN etles composantes
connexes dé/ ~. N. Supposons pour simplifier gug = N x R. Soit

p:Ay =TM~TNxTR—TM~TN x TR,
(z,v;t, \) — (x,v;t,t- N).

Il existe une unique structure d’algebroide de Lie.dur de fléchage. Cet algebroide de Lie définfiy et
son fléchage est presque injectif. Le groupoide d’holonomie correspondant est le groupoide de I'éclaten
de la sous-variété/, c’est-a-dire le produit du groupoide des couples$at du groupoide de I'action de
R} surR par multiplication.

4. Reprenons les notations de I'exemple 4 du paragraphe 1GS6iesp.G,) le groupoide d’holonomie
de F; (resp.Fz) et ¢ : G; — G4 I'immersion induite par l'inclusion deF; dansF,. On se donne une
métrique euclidienne suf F, et on noteN l'orthogonal deT F; dansT F,. Alors T F, s’identifie a
TF @& N.Onmunitd=(TF & N) x R de la structure d’algébroide de Lie suf x R admettant pour
fléchage

pA=(TFL&N)xR—T(MxR)=TM x TR,
(v1,v2,1) — (v1 + tva, (t,0)).

Cet algébroide de Lie définiF et son fléchage est presque injectif. Le groupoide d’holonomie
correspondant est le groupoide normald@]. LorsqueF; est le feuilletage dé/ par ses points eF; le
feuilletage deM admettant pour unique feuill&/, on obtient le groupoide tangent dé.

Idée de la démonstration du théoréthe- Soit.A un algébroide de Lie sur une variété de fléchage
presque injectif. L'intégration del se fait en deux temps.

Passage de l'infinitésimal au local. SoientO un ouvert deM, {Y7,...,Y;} une base de sections
locales deA définies suiO et X; = p(Y;) le champ de vecteurs siW correspondant. On suppose gkig
est complet et on note! le flot de X;. Pour touti, j = 1,...,k on noteffj la famille de fonctions

différentiables suo telle que[Y;, Y;] = S2)_, f5 Ya.
On définit les submersions surjectives

a::prl:Oka — O et B:0xRF—0,

(x,t1,...,tk)|—>(p§1 O...O(pzk:($).
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La presque-injectivité dg assure qu'il existe un ouvef® de O x R¥ contenant x {0} tel que toute
section locale a la fois de et de3 et a valeurs dan® est une restriction de la section nulle.

On construit ensuite une familleZy, . .., Z; } de champs de vecteurs sdfo qui vérifient (moyennant
I'identification deA|o a0 x RF) :

() Ta(Z:)=0etT(Z;) (z,t) = p(Yi(Blz.1))) = Xi(B(x.t)), V(1) € O x RF;
W) [Zi Z5)(2,t) = Sy_y £5(B(@, 1) Ze(x, 1), V(w,1) € O x RE,

Il existe un ouvert; deO x R* contenan© x {0} et une unique structure de quasi-graphoide localsur
de sourcey et de buts, les flots des champg; étant des translations locales a gauche de ce groupoide
local.

On obtient ainsi une famille/ = {G; = O, ; i € I'}, o0 {O;};c; est un recouvrement ouvert de,

G; = O; est un quasi-graphoide local et qui satisfait a de bonnes conditions de recollement : il existe
quasi-graphoide locak;; de baseM tel que chaqué&s; est un sous-quasi-graphoide local @g. Par
construction(y, integre A.

Passage du local au global. ©n étend la notion d'équivalence de Morita [6] aux quasi-graphoides
locaux; on parle alors 8omorphisme Morita localOn montre alors le :

LEMME 1.-Si(b,a): Z — Oy x O; est un graphe d'un isomorphisme Morita local entre deux quasi-
graphoides locaux alorg peut étre recouvert par des ouvefts; ; j € J} tels que siS est une variété muni
de deux submersions surjectivasetbs sura(V;) etb(V;), il existe au plus une application différentiable
¢: S —Vjtelle quebo ¢ =bg etao ¢ =ag.

L'ensembleP,, de tous les isomorphismes Morita locaux entre élémentd de comporte presque
comme un pseudogroupe. La différence essentielle réside dans le fait que I'on n’a pas une composi
globale : sif et g sont deux éléments dB,, certaines restrictions dé sont composables avec certaines
restrictions dey, mais il n’y a pas de meilleur choix.

On définit la notion degerme d’isomorphisme Morita local soient (b, ayr) : Zy — O x Oy et
(bg,aq) : Zy — Of x O} des graphes respectivement flet ¢ deux isomorphismes Morita locaux entre
éléments dé/. Soity; € Zy ety, € Z,. On dira que lgermede f env;, noté[f],,, est égal au germe de
g envyg, s'il existe un voisinage ouvelt,, dev; dansZ; (resp.V,, dev, dansZ,) et un diff€omorphisme
®:V,, —V,, quienvoiey; survy, ettel quea, o ® =ay etb, o ® = by. Cela signifie qu'il existe une
restriction def €gale a une restriction deadmettant pour graphéy,ay) : V., — by (V,,) x ay(V5,). La
sourcede [f],, estas(vy) et sonbutestbs(vy).

On construit ainsi le groupoide des germes du « pseudografpele lemme précédent garantit que ce
groupoide est différentiable et qu’il s’agit d’'un quasi-graphoide. De plus il « conti@ntet integreA par
construction.
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