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iv INTRODUCTION,

par Ia substitution des nombres aux quane
tités elfes-mémes. I est vrai que, pour
rester constamment fidéle a ces principes,
je me suis vu forcé d’admettre plusieurs
propositions qui paraltront peut-étre un
peu dures 2u premier abord: Par exemple,
j'énonce dans {e chapitre VI, qu'une serie
divergente n’a pas de somme ; dans le chga
pitre VIL, qu'une dquation imaginaire est
seulement la representation symbolique
de deux équations entre quantités réelles ;
dans le chapitre IX, que, st des constantes
ou des variables comprises dans une fonc-
tion, aprés avoir ¢t€ supposces réelles ,
deviennent imaginaires , la mnotation. &
Vaide de laquelle la fonction se trouvait
expriinée, ne peut étre conservée dans le
caleul qu’en vertu dune convention nou-
velle propre a fixer le sens de cette notn-
tion dans la dernicre hypothése ; &c. Mais

ceux qui [iront mon ouvrage reconnaitront,

INTRODUCTION. v

je Vespere, que les propositions de cette
nature, entrainant Theureuse nécessité
de mettre plus de précision dans les théo-
ries, et d’apporter des restrictions utiles a
des assertions trop étendues, tournent au
profit de I'analyse, et fournissent plusieurs
sujets de recherches qui ne sont pas sans
importance. Ainsi, avant d’effectuer Ia
sommation d’aucune série,.j'ai di examiner
dans quels cas les séries wasqai étre som-
mcées, ou ,_ en d'autres termes, quelles sont
les conditions de leur. convergence 5 et
j'ai, a ce sujet, établi des régles géndérales
qui' me paraissent meériter quelque atten-

tion,
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38 COURS D'ANALYSE.

positive et négative; et, néanmoins, elle décroitrait indéfiniment,
puisque sa valeur finirait par s’abaisser au-dessous de tout nombre
donné.

On dit qu'une quantité variable devient wnfiniment grande, lorsque
sa valeur numérique croit indéfiniment de maniére a converger vers
la limite w. Il est encore essentiel d’observer ici qu'on ne doit pas
confondre une variable qui croit indéfiniment avec une variable qui
croit constamment. La surface d’un polygone régulier inscrit 4 un
cercle donné croit constamment, mais non pas indéfiniment, 3 mesure

que le nombre des cotés augmente. Les termes de la suite naturelle

des nombres entiers
2, 3, 4, 5, ...

croissent constamment et indéfiniment.

Les quantités infiniment petites et infiniment grandes jouissent de
plusieurs propriétés, qui conduisent a Ia solution de questions impor-
lantes, et que je vais exposer en peu de mots,

Soit « une quantité infiniment petite, c’est-a-dire une variable dont
la valeur numérique décroisse indéfiniment. Lorsque dans un méme
caleul on fait entrer les diverses puissances entiéres de «, savoir

a, af, Qau ey

ces diverses puissances sont respectivement désignées sous le nom
@’infiniment petits du premier, du second, du troisiéme ordre, etc. En
général, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantité
variable dont le rapport avec « converge, tandis que la valeur numé-
rique de « diminue, vers une limite finje différente de zéro; infiniment
petit du second ordre toute quantité variable avec «, et dont le rap-
portavec a® converge vers une limite finie différente de zéro, etc. Cela
Posé, si l'on désigne par £ une quantité finie différente de zéro, et par
¢ un nombre variable qui décroisse indéfiniment avec la valeur numé-

rique de «, la forme générale des quantités infiniment petites du pre-
mier ordre sera

kx  ou du moins ka(i=¢);-

PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE II. _ 39

la forme générale des quantités infiniment petites du second ordre

kea®* oudumoins Aa?(rze),

»
cae see sran e sesesseesey
.

enfin la forme générale des infiniment petits de 'ordre 2 (2 repré-
sentant un nombre entier) sera

ko ou du moins kar(1zte).

On peut facilement établir, 4 I'égard de ces divers ordres de quantités
infiniment petites, les théorémes suivants :

TukortMe 1. — S¢ L’on compare l'un & Uautre deux infiniment petits
d'ordres differents, pendant que tous les deux convergeront vers la limite
séro, celui qui est de 'ordre le plus eleve finira par obtenir constamment
la plus petite valeur numerique.

Démonstration. — Soient, en effet,
kar(1de), Kav(1x¢)

deux infiniment petits, 'un de I'ordre r, I'autre de I'ordre »’, et sup-
posons »’>> n; le rapport entre le second de ces infiniment petits et
le premier, savoir b e

—B R LT

e 1%’
convergera indéfiniment avec « vers la limite zéro, ce qui ne peut
avoir lieu qu'autant que la valeur numérique du second finit par de-

venir constamment inférieure  celle du premier.

C-J
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7.8 COURS D’ANALYSE.

D’aprés ces explications, il sera facile de reconnaitre entre quelles
limites une fonction donnée de la variable  est continue par rapport
i cette variable. Ainsi, par exemple, la fonction sinz, admettant
pour chaque valeur particuliére de la variable = une valeur unigue ct
finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable,
attendu que [a valeur numérique de sin(f ), ot par suite celic de la
différence :

sin(x + a) — sinx == 2sin({a) cos(x + {a),
décroissent indéfiniment avec celle de «, quelle que soit d’ailleurs la
valeur finie que l'on attribue & . En général, si'on envisage sous le
rapport de la continuité les onze fonctions simples que nous avons
oosmam&am ci-dessus (Chap. I, § IT), savoir

a
a+x, a—x, az, —, z% A% L(x),

sinz, cosz, arcsinz, arccosx,

on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux
limites finies de la variable z, toutes les fois que, étant constamment
réelle entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans inter-
valle.

Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage
d’une valeur finie attribuée 2 la variable z, si cette valeur finie se
trouve comprise :

Pour
les fonctions | .

@+
@ -——T
axr
}8
sinx

entre les limites x =— 0, £ = -+ o0}

Ccosx

Pour
la fonction
a 1° entre les limites & = — o, x=o,

x 2° entre les limites z = o, x = 0]
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Pour
tes fonctions

aﬁ

’ entre les limites  =o, x =}
L(=)

enfin

Pour
les fonctions

arcsinz L.
” entre les limites x =—1, r=-41.

arccosx

11 est bon d'observer que, dans le cas ot 'on supposea == m (m dé-
signant un nombre entier), la fonction simple

&5

est toujours continue dans le voisinage d'une valeur finie de la va-
riable z, pourvu que cette valeur soit comprise :

sita=+m, entre les limites z=—w, =<4 ®,
’ entre les limites z=—w, =0
sia==-—m, « ou bhien

A entre les suivantes z =o, x = oo,

Parmi les onze fonctions que I'on vient de citer, deux seulement

deviennent discontinues pour une valeur de = comprise dans I'inter-
valle des limites entre lesquelles ces mémes fonctions restent réelles.

Les deux fonctions dont il s’agit sont

nm et «¢ (lorsque a=—m).

L'une et I'autre deviennent infinies, et par conséquent discontinues,

pour & = 0.

L)

i
+
i
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116 COURS D'ANALYSE.

que le terme général w, décroisse indéfiniment, tandis que zaugmente:
mais cette condition ne suffit pas, ct il faut encore que, pour des va-
leurs croissantes de », les différentes sommes )

Uy~ Upay,

Uyt Uy = Uy sy

B L U

c’est-a-dire les sommes des quantités
Uy Unaeqy [T ceny

prises, & partir de Ia premiére, en tel nombre que I'on voudra, finis-
sent par obtenir constamment des valeurs numériques inféricures
toute limite assignable. Réciproquement, lorsque ces diverses condi-
tions sont remplies, 1a convergence de la série est assurée.

Prenons pour exemple la progression géométrique

A mv 1 z, ..Hn~ .R.u.

Si la valeur numérique de « est supérieure a I'unité, celle du terme
genéral 2" croitra indéfiniment avec n, ot cette seule remarque suffira
pour constater la divergence de la série. La série sera encore diver-
gente si I'on suppose x == == 1, parce qu’alors la valeur numérique du
terme général =", se réduisant 3 unité, ne décroitra pas indéfiniment
pour des valeurs croissantes de ». Mais, si la valeur -numérique de
est inférieure i I'unité, les sommes des termes de Ia série pris & partir
de 2 en tel nombre que I'on voudra, savoir :

£,
I — 2
TP e o o ,
I ~—x
11— x?
7 1 p —_—
T4~ |T.&=A.n|b\.=~ .N*

I R

se trouvant toutes comprises entre les limites

L3
xh d

’ y
1~
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chacune d'elles deviendra infiniment petite pour des valeurs de »
infiniment grandes; et par suite la série sera convergente, ce que I'on
savait déji.

Prenons pour second exemple la série numérique

’ sees

AWV I, =—» W‘ Wv crey

‘e . 1 . se s Vap s s
Le terme général de cette série, savoir ——— décroit indéfiniment &

mesure que » augmente, et cependant la série n’est pas convergente

. — 4 . . .
car la somme faite du terme -—— ¢t de ceux qui le suivent jusqu’au

8..::. .I_m msc_cm?oaoi.mﬁom_.

1 1 f 1
—— e o L )
n-+1 n-+3 an—1  3n

reste constamment supéricure, quel que soit », au produit

et par suite cette somme ne décroit pas indéfiniment pour des valeurs
croissantes de 7, ainsi que cela aurait lieu si la série était convergente.
Ajoutons que, si I'on désigne par s, la somme des » premiers termes
de la série (3), et par 2™ la plus haute puissance de 2 renfermée dans
n 41, on trouvera ,

-~

L. ! L w+hv
.?”.me.TW.T....T:.T.V_ Y 3 i

1 I 1 1 1 1 1

et, a fortiort,
' =

Wi

1 ' 1 1
h:V-lTW..TWlenT...lTW
On en conclura que la somme s, croit indéfiniment avec le nombre
entier m, et par conséquent avee n, ce qui est une nouvelle preuve
de la divergence de la série. |
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120 COURS D'ANALYSE.

De cette derniére équation, il résulte que les quantités
Upy Upaqy ~,~=+n. e

formeront une nouvelle série convergente dont la somme sera équiva-
lente & s — s5,. Si I'on représente cette méme somme par r,, on aura

R == T o A

et r, sera ce qu'on appelle le reste de la série (1) & partir du
ni*me terme.

Lorsque, les termes de la série (1) renfermant une méme variable «,
cette série est convergente, et ses différents termes fonctions conti-

nues de x, dans le voisinage d'une valeur particulibre attribuée b

cette variable,
Say rn €L s

sont encore trois fonctions de la variable , dont la premiére est évi-
demment continue par rapport 2 @ dans le voisinage de la valeur par-
ticuliere dont il s’agit. Cela posé, considérons les accroissements que
recoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croitre & d'une quantité
infiniment petite «. L’accroissement de s, sera, pour toutes les valeurs
possibles de », une quantité infiniment petite; et celui de 7, deviendra
insensible en méme temps que r,, si I'on attribue a » une valeur trés
considérable. Par suite, I'accroissement de la fonction s ne pourra
étre qu'une quantité infiniment petite. De cetté remarque on déduit
immédiatement la proposition suivante :

Tueontye 1. — Lorsque les differents termes de la .,.a.:.m.?v sont des
Jonctions d'une méme variable x, continues par rapport q cette variable
dans le voisinage d'une valeur particuliére pour laquelle la série est con-
vergente, la somme s de la séric est ausst, dans le voisinage de cette ralenr
particuliére, fonction continue de x.

En vertu de ce théoréme, l2 somme de la série (2) devra rester
fonction continue de la variable «, entre les limites @ == — 1, T=1;
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ce qu'on peut vérifier 2 l'inspection de la valeur de s donnée par
‘¢quation

§ = ——

I—&






