CAVCHY . Texte b)

AVERTISSEMENT.

CET ouvrage entreprrs sur - la demande du Conseﬂ d’i mstrucuon
de iEcoIe 1oyale polytechmque offre le résumé des Le«;ons que ;ar
‘donnees a cette Ecole sur le caicul mﬁmtesrmal )i sera composé
de deux volumes correspondans aux deux années quI foxment la
| duree de lenselgnement Je pubhe au;ourd hur le premler volume
divisé en quarante Legons dont les vingt pr emiéres comprenneiit
lc(* caicul différentiel, et les vmgt dernleres une partie. du calcul
mtegral Les methodes que ;aI survms dlﬁerent a plusreurs egards
de ceﬂes quI se trouvent exposees dans les ouvrages du mcme
.genre. Mon but prmcxpal a été de concxller la rxgueur dont je
m "étais. fan une lot dans momn Cours d. ana_/yse avec la snnphcne qur
resulte cIe Ta consrdératlon dxrecte des quantltes mﬁmment peutes
Pour cette ral:son ]aI cru devoxr re;eter les dcveIoppemens des

\\\\\

-ne sont pas convergentes et ;e me suis’ vu forcc de renvoycr
au “caleul mtegral fa formuie de TAYLOR cette farmuie ne
pouvant plus ctre admIse comime generale qu autant que la senc
qu’ ‘elle tenferme sc se trouve reduue a un nombre ﬁm de termes et

| completee par une mtcgrale deﬁnrc. Je nlgnore pas que hllusuc-
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auteur de la Mécanique analytique a pris la formule dont il s'agit pour
base de sa théorie des forzctzons dériyées. Mals malgre tout le respect
que commande une si grande autorité, la plupart des géometres

Jaccordent maintenant 3 reconnaftre lincertitude des résultats

auxquels on peut étre conduit par 'emploi de séries divergentes,
et nous ajouterons que;, dans plusieurs cas, le théoreme de TAYLOR
semble fournir le devebppement d’une fonction en série conver-
geite, quorque la somme de fa série dlﬂ'cre esscntiellement de ]a
foncuom prmposce [wyez la ﬁn de Ia 38 Legon] Au restc, ceui
‘qm :lamontmon auvrage, se convamcmnt je. i:espcre qur, es prm—
GIPCS xdiu calcui d:nﬁ"érennel e:tses apphcauons fes pius nnporta.ntcs,

| peuvent euse facrlement exposes sans lmtervenuon des serles

Dans le A,calcul mtcgml, Il ma paru necessarre de demontrer
generalemcm {existence des zlztcgm/es ou ﬁmctzom przmztwes avant
de faire connafm:e leu:rs diverses proprretes Pour y parvenir, il a
.faliu d abord etabhr la notion d mtegrales prises. entre des lzmztcs
a’amzees ou mtegm!es dﬁmes Ces dermercs pouvant étre quelquefoxs
mﬁmes ou mdetermmees E li érait essenuel de rechcrcher dans
quels cas elles conservent une valeur unique et ﬁme

[
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TROISIEME LECON,

Dérivées des Fonctions d'une seule Variable.

LorsQUE la fonction y == f(x) reste continue entre deux limites
données de la variable x, et que I'on assigne & cette variable une valeur
comprise entre les deux limites dont il s'agit, un accroissement infini-
ment petit, attribué 4 la variable, produit un accroissement infiniment
petit de Ia fonction elle-méme. Par conséquent, si lon pose a[ors Ax-—-z,
les deux termes du rapport aux différences | IR

o A (x-*-l)—f(x)

CAx

seront des quantités mﬁmment pentes Mais, tandls que ces deux termes
s'approcheront mdéﬁmment et simultanément de a limite zéro, le rapport
Jui-méme pourra converger vers une autre limite, soit positive, soit né-
gative. Cette limite , lorsqu'elle existe , a une valeur déterminée, pour
chaque valeur particulitre de x; mais elle varie avec x.. Amsx ,. par
exemple; si -Ton prend f(x)==x™, m désignant un nombre entier, le
rapport entre les dlfferences infiniment peutes sera

Axi)m e xm C m(n-—l)

- = .mx”‘-' —+ — i+.:.+i’““‘

‘et il ayra pour. hmlte la quantité mx"“ ', Cest-d-dire, une riouvelle fonction
de fa varlable x. Il en serd de mcme en general ; seulement la forme de.

la fonction nouvelle qu1 servira de ilmlte au rapport ,f (R )—f (x)

dépendra de. I forme de la fonction proposee y== f(%). Pout mdxquel |
cette dépendance , on donne 3 Ia nouvelle fonction le nom de fbnmon |
Jerwee; et on ia deslgne a P'aide d'un accent par Ja notation |

- y' oou f'(x),
Dans la recherche des dérivéas des foncuens dune seule variable 'x,"

11 est utile de distinguer les fonctions que 'on nomme simples , et que
Legons de M., Canchy, ' | B |
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Ton considére comme résultant d'une seule opération effectuée sur cette
variable, d’avec les fonctions que I'on construit a Iaide de plusieurs
opérations et que I'on nomme composées. Les fonctions sxmplcs que pro-
duisent les opérations de l'algebre et de la trigonométrie [ voyeg la 1.7
partie du Cours d'analyse, ch. 1.57] peuvent étre réduites aux suivantes

. ) a .. .
a4 X, AT X, dXy T xa ’ Ax’ L(x),
"sin X, cosx, arc sin X, dl‘C cos z ,

A dcmgnant un, nombre constant a:':f;l'- A une quantltc constante .
et la lettre [, md:quant un logarithme pris dans le systcme dont la base
est A. Si P'on prend une de ces. fonctions, simples pour y, il. sera facile
en général dobtenir la fonction dcrl_vee_ y. On trouvera, par exemple,

. A abxpi)—(atx) |
powry=acky, 2 = LSRN =y, Y=
s Ay fa—x—i)—{a=x) . g
P°“” "—xf ax — i /Tl y=T
Ay alsemed)—ax g
pour y ___zz v =, Y =a;
' . a Ay _ wxai = a a
our. y — s prmandiE At T e ———— T ——
PMY= e Sy =T ST VT
. s . Ay _ sinkj h . _ . |
pour y = sin x, —=- = Yy »cos‘-(x:}-—%z),y:-_‘:cos*.\'-g:sm (\+§),
v cosx DY Sinti '
pour; y = cos.x., -A—’—‘-._..—- T ——sm (x~+-——z) y._.--smx—cos (x—l-——).
-De pIus en posantz __a.x, I—I-— ,8 et (1+¢) _t+'y, on trouvera
. ‘ Lx-l—t —L L I : .o g
pour )= L (x), =L-= ( l) ) __ LOe) L), ]t: L(e) ;
. § ax - ) X : o X
Lo p A)' : Ax—H__Ax Ai.'___, . - Ax'f'" - A‘
POUI‘}' __,Ax o — — ‘ x— S L
4 Ax - ) S CoTET i A ——— .‘.,)’——L ‘);
L(H-B»)“
o A Xmi) _
pour y == x%, ~ % = () (""“) VL S ..I_‘S.'..T.f‘.)_ ax""',y -ax‘"'

Ax 7T i — "

L(1+7)7
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Dans ces derniéres formules, la lettre ¢ désigne le nombre 2,718 ...

qui sert de limite"d l,’expre'ssioﬁ (t—+a)*. Si Ton prend ce nombre
pour base d'un systtme de logarithmes, on obtiendra les logarithmes
Népériens ou /yperbolzques que nous indiquerons toujours a ialde de la
lettre /. CeIa posé, on aura évidemment /(e)=1,

Le— Le L le . 1 .
¢ — T4 —T04— T4’

et de plus on trouvera

pour  y=—1I(x), y'::u—i— 5 -

pour  y=—e¢*, Y ="

Les diverses formules qui précédent étant établies seulement pour les
valeurs de x auxquelles cérrespondent des valeurs réelles de y, on doit~
supposer x positive, dans celles de ces formul‘esf'qui' se rapportent aux
fonctions L{x), /(x), et méme i la fonction x“, lorsque a désigne
une fraction de dénominateur pair, ou un nombre irrationnel.

Soit maintenant g une seconde fouction de x, lide & Ia prémiére

y=J(x) par la formu[e.. |
& t=F0)
¢ ou F(f r) sera. ce qu ‘on appe[le une ﬂmctzon de _ﬁmctzon de Ia variable

x; et, si on desrgne par Ax, Ay, Az, les accroissemens infiniment
peuts et s1multancs des trois. varxablesx  J» T On trouvera

‘Az F(y+Ay)-—F<y) F(y+Ay)—F(y) Ay
ax T . Ax ‘ ,_ Ay . _A;c.’

puis, en passant aux limites,

6B I=SFO)= () '(f%).

Par exemple si Pon fait ; = ay, ety::l( x), on auraz_—_—ay-’—- A

x .
A Taide de fa formile- (3), en. déterminera facrlement les dérivées des
fonctxons sxmpIes A", X%, arc sin x, arc.cos x, en supposant connues
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celles des fonctions L (x), sin x, cos x. On trouvera en effet

‘ ’ - ’ L(e)____ o .1 .
pour y = A", L(y)=x, y "T-——l y=qg=AA);
- ‘lr—'—-- —— ‘ ':I - e )'___ a_",.'
pour y=x*, I(y)=allx),y -y——f — ——47-—“ K
. . S R ’ L ‘,y-_“__l‘.__.__ | S
pour y==arc sin x, smj _-x{ yeosy=1,y = 5= 7="
. ——v . ' : ____ ' ’ . h / ——'I—_ —1
pour y =arc cos X, .Cosy*x’y x—siny=1, y'= s== = .
De plus, les dérivées des fonctions composées |
A7, er, —
R ¢
étant respecuvement, en vertu de 1a formule (3)
; A]I(A) yev’ -—';,—’
{es denvees des suivantes L n
R LR T S I  !‘
’ —— 4 & gy 9
A 7 ¢ 2. .--s,éc'x = eosx - COSCCN =gk :
deviendront
| A,BxBx (A)l B e” s - sinx  cos x
()’e ¢ s cos.xa—smx

Nous remarquerons, en finissant, que les dérivées des fonctlons com-
*posees se- déterminent ‘quelquefois aussi facxlement que celies des fonc—
tions simples. Ainsi, par exemple, ontrouve

ar —tan x_'_smx Ay (sm (x4-i) sinx . sin T,
Pour A X = s A x €os (x~t-1) co;x)—- icosx cos(x i) )' cos* x

our _Co't_ x." cos x Ay (cos(x-i-z) " cos x - sini . 1
' = = ’ = —_——rar T Y =
poury sinx Ax i\sin(x-+-i) sin x Azsm;_c_s;'n(x—t-:), 2 . sin’x»

et on en conclut | |
yl .— o ’-_-— ‘ . . .
cos* y T I, ] = C0S J—17=’

pour y——arctang.x, tangy—ux,

pour y=—arccot. x; cot y=— =L — = 25
1 : y——rcco * x’COJ-— '.x ’ - sin® )' - ’ }-——-""‘S"] } —— ':_f_xao
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TRENTE-SEPTIEME LECON.

i / ° ® ) 4 % ‘
Théorémes de Taylor et de Maclaurin, Extension de eec Théorémes
aunx Fonctions de plusieurs variables.

OnN appeﬂe serie une suite mdcﬁme de termes
(1) Uy, U,y By vno.ity, &cun..
qul dénvent Ies uns des autres SUIVdnt une loi connue. SOlt
uo -+- #, u —+ ... u,,_. :
Ia somme des o premxers termes, n dcsxcrnant un nombre entler quel-
conque. Si, pour des valeurs de # toujours croissantes, la somme 3, sap-

proche mdeﬁmment d'une certaine fimite s, la série sera dite convergente,
et la fimite s representee par la notation

| wo —+u, +u —l—u +&c.,'

sappeHera ia somme de la série. Si au contraxre tandxs que n croit mdéﬁ-
niment, la somme s, ne sapproche daucune limite fixe, Ia série sera
divergente, et n'aura plus de somme. Dans Tun et l'autre cas, le terme
correspondant & lindice #, savoir, u,, se nomme /e terme général. De
plus, si dans la premiére hypothése on fait $=1s,+r,, r, sera ce quon
nomme /e reste de la scrxe, a partlr du. 7. terme. o

Ces définitions étant admxses , il résu[te evxdemment des formules
{2) et (3) de fa' 36.° legon que les sénes |

() FE) TF), ) S Fe), ke
R T 5' " " |
B S) () £"(x), 123 (%)) &eovnn
seront convergentes, et auront pour sommes respectlves des deux fonc-v
tions F'(x}, f(x—+£#), toutes. Ies foxs que les deux mtégrales "

_(4‘),‘ . fxr(zx;:%‘“ F "”(z) dz-- F("’(Ox)

Le;on: de M. Capchy.

Nn
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0 S e = i et

convergeront, pour des valeurs croxssantes de n, vers la limite zéro. On
trouvera, en conséquence,

(6)  Flx)=Flo)+--F'(0) 2= F" (o) = F" (o) + 8.,
si I'expression (4) s’évanouit par des valeurs mﬁmes de #, et

(7) S lx+b) =f(x) = — f() (¥) A e f”’()+&c,

si I'expression (5) sausfaxt 4 la méme condmon. Lea formules (6) et (7)
renferment les théorémes de Maclaurin et de Taylor. Elies servent,
quaud fes intégrales (4 ) et (5) remphssent les condmons prescutes a
developper fes deux fonctions F (x) et f (x—-F) en séries ordonnées suivant
les puxssances ascendantes et entitres des quantltes x et h. Les restes deA
ces séries sont precxsement les deux mtegrales dont nous venons de parler.
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Comme, en vertu de la formule (19) [ 22.° legon], Tintégrale (4) est

équivalente & un produit de la forme

() =SSR Eeen,

_ 1.2.3...(n—1) - : _ o
0 désignant un nombre inférieur & Punité; il est clair que des valeurs
infinies- de n feront évanouir cette intégrale, si elles réduisent a zéro la

fonction R -
(4 Feo = LA O N

pour. to,11t4fe-s,‘,-;i¢sjva'[e.»urs,de z renfermées entre les limites o et x. Cette
_derniére condition sera évidemmient remplie, si la valeur numérique de
Iexpression F™ (0x) supposée réelle, ou le module de la méme expres-
sion supposée imaginaire, ne croit pas indéfiniment , pendant que # aug-
mente. En effet, puisque la quantité m (n—m)=(2)"—(5—m)" croit
avec le nombre m entre les {imites m=—1, m=}, et que Yon a par suite

%

: I-(-‘/I?‘I)'<‘.2-.(II—2;)<3 .(”__‘3) <‘..', ,' | » I.Zo3...(”""‘l)> (’1"‘"]}) TR

on peut affirmer que {a valeur numérique ou le module de P'expression
(14) restera toujours inférieur 4 la valeur numérique ou au module du

produit
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(15) (F=2)" P ().

Or, ce produit deviendra nuf, dans Phypothése admise, pour n=—o00: "
Exemples. Si l'on prend pour valeurs successives de la fonction F(x)
e*, sinx, cosx, .
on trouvera pour les valeurs correspondantes de F™(fx)
: ?9’, -S!n (——--—l—ex), cos (-—+ 9x)
Comme ces. derni¢res: quantités restent finies, quel que’ soit x, tandxs
que #.augmente, on doit en conclure que le théoréme de; Maclaurm est

toujours.-applicable aux trois.fonctions proposées, On. aura, en consé-

quence, pour des valeurs quelconques de x, et pour des valeurs positives
de A4, |

e o -Vx\lg ) Ay (LA

— V x o x__ xl(A) o = +&c
(16) e*=1+-= +l2+x23+&c.,A == e e e -
. x5 &
(17) smx...sm(o)+ sm( )-i-—-—sm(T +”~3$xn< 7)+&c __—-—l—z——3+ i c
. 3 e s . i
(I8) cosx::cos(o + cos( )+—-—cos(—-— +-—— cos(-——— -l-&c —"I-——-—+ —&e.
2 1.2,3.4

Lorsque la fonction 7™ (fx) devient infinie pour des valeurs infinies
de #, l'expression (14) peut encore converger vers la limite zéro. C'est ce
qui arrivera, par exemple, si Fon prend F(x)= /(1+x), et si en méme
temps on attribue 4 x une valeor numérique plus petite que Iumté En
effet, on trouvera dans ce cas, en supposant 7—0x, 9<1 x*<r,

( 9) (- Z) F(")(Z) : (X“"Z)" ! S x" ( I'_9) ;

1.2.3..(n—1) (1+g)" T T 1—0 \1+4-0x

—0-
et comme Ia ‘ﬁ'actron Tr‘ sera éwdemment inférieure & T'unité, il est

c[alr que iexpressnon (19) s'évanouira, pour s—=o00. On trouvera, en

conséquence, pour toutes les valeurs-de x comprises entre les hmltes and §
et 1,

(20) © I(1+4x)= f~....'2_»+ = Z—{—&c;.-.‘.
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