210 THEORIE DE LA CHALEUR.

La question que I'on vient de traiter est la premiere que
nous ayons résolue dans la théorie de la chaleur, ou plutét
dans la partie de cette théorie qui exige I'emploi de I'ana-
lyse. Elle fournit des applications numériques tres-faciles,
soit que I'on fasse usage des tables trigonométriques ou des
séries convergentes, et elle représente exactement toutes
les circonstances du mouvement de la chaleur. Nous passe-
rons maintenant a des considérations plus générales.

SECTION VL

Développement d'une fonction arbitraire en séries
trigonometriques.

207.

La question de la propagation de la chaleur dans un
a v

dy
et si 'on suppose que tous les points de I'une des faces du
solide out une température commune, il faut déterminer

les coéfficients a, &, ¢, d, e, etc. de la serie

a
—_—0;

. . s . d*
solide rectangulaire a conduit a I'équation— +
dx

acos.x+bcos.3x+ccos.bx+dcos.7x+ ... etc.,

en sorte que la valeur de cette fonction seit égale a une
constante toutes les fois que Yarc x est compris entre
— I ret 4+ Ln On vient d'assigner la valeur de ces coéffi-
cients ; mais on n’a traité qu'un seul cas d'un probléme plus
général , qui consiste a développer une fonction quelconque
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en une suite infinie de sinus ou de cosinus d’'arcs multiples.
Cette question est liée a la théorie des équations aux diffé-
rences partielles et a été agitée des 'origine de cette analyse.
1l était nécessaire de la résoudre pour intégrer convenable-
ment les équations de la propagation de la chaleur; nous
allons en exposer la solution.

Oun ecxaminera, en premier lieu, le cas ol il s'agit de
réduire en une série de sinus d’'arcs multiples, ure fonction
dont le développement ne contient que des puissances im-
paires de la variable. Désignant une telle fonction par ¢ x,
on posera I'équation

pr==asin.x + bsin.2x + ¢sin.3x + dsin. fx +. .. etc.

etil s'agit de déterminer la valeur des coéfficients @, &, ¢, d, etc.
On écrira d’'abord I'équation

3 5

a 4
pr=2g'0+7 90+ 54" 0 “"3.2.4‘?"0 + g E? 0+ ete

dans laquelle ¢'0, ¢"0, ¢" 0,970, etc. désignent les valeurs
que prennent les coefficients

dox d.ox d.ox d.¢x
dx’ dx’ dx*’ dax*

, etc.

lorsqu'on y suppose z==o. Ainsi en représentant le déve-
loppement selon les puissances de x par I'équation

a®

2.3:4.5.6.7.8.9

x* 28 x7
gr=Az—B —~+C r—Dn.e..ls.s.s.y+E ete.

2.3.4.5
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on aura p 0=0 et¢ o=A
¢ 0=0 ¢" o=B
g o=o0 ¢ 0=C
P“0o=0 ¢mo=D
etc. etc.

Si maintenant on compare l'équation précédente a
celle-ci

gpx=asin.x + bsin. 2a + csin. 3x + dsin. fx + esin.bx + etc.

En développant le second membre par rapport aux puis-
sances de x, on aura les équations

A=—a+2b0+3c+ 4 d+5 e+ etc.

B=a+2b+ 3 c+ 4L’d+ He+ etc.

C=a+2°b+3Fc+4d+5e+etc.

D=a+2b+3%c+4{d+5e+ etc.

E=a+2b+3c+4d+5%e+ etc (@)
etc.

Ces équations doivent servir a trouver les coefficients
a, b, c,d, e, etc., dont le nombre est infini. Pour y
parvenir, on regardera d'abord comme déterminé et égal a
m le nombre des inconnues, et I'on conservera un pareil
nombre m d’équations; ainsi 'on supprimera toutes les
équations qui suivent les m premieres, et I'on omettra dans
chacune de ces équations tous les termes du second membre
qui suivent les m premieres que I'on conserve. Le nombre
entier m étant donné, les coéfficients @, &, ¢, d, e.... ctc.
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ont des valeurs fixes que l'on peut trouver par I'élimination.
On obtiendrait pour ces mémes quantités des valeurs diffé-
rentes, si le nombre des équations et celui des inconnues
était plus grand d'une unité. Ainsi la valeur des coéfficients
varie a mesure que I'on augmente le nombre de ces coéffi-
cients et celui dss équations qui doivent les déterminer.
Il s’agit de chercher quelles sont les limites vers lesquelles
les valeurs des inconnues convergent continuellement i
mesure que le nombre des équations devient plus grand.
Css limites sont les véritables valeurs des inconnues qui
satisfont aux équations précédentes lorsque leur nombre
est infini.
208.

On considérera donc successivement les cas ou I'on aurait
a déterminer une inconnue par une équation, deux incon-
nues par deux équations, trois inconnues par trois équa-
tions, ainsi de suite & l'infini. Supposons que I'on designe
comme il suit différents systémes d’équations analogues a
celles dont on doit tirer les valeurs des coéfficients:

a—=—A. a-+2b=—A, a;+2 b+3 e;=A;, a,+2b+3¢c,+4d=A;
' ' a.+2°0,=B, a;+2'b,+3c;=B,; a;,+2°b,+3c,+4d,=B,
2 art+2°b,+ 30, =C;y a+2°b+F e+ 4d=C,
a,+2b+3c,+4d, =D,

a+2b+3c+4di+5 e;=A;

as+ 22 b+ Fes + 4 d; + D e, =B

a,+2°b;+ ¥e, +4°di + 5 e, =0Cs

a;+ 237bs + e+ 4 dy + 5 e,=D;

as+ 22b; + o, + 0d; + e, =E;
ete. ®)
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Si maintenant on é€limine la derniere inconnue e;, au
moyen des cinq équations qui contiennent A, B, C, D,E;, etc.
on trouvera

as(5—1) 42 b (5—2) + 3 ¢,(5—3) + 4d(>>—4)=5"A,—B,

a;(5—1) + 2 b (5'—2") + 3 s (5—3) +4°d, (b— 4)=5'B, — C,

ay(5—1) + 2°b (5—2") + 3¢, (5'—3) +4°ds (56— 4) =5 C,— D

a;(—1 )+ 27b(5—2) + 3¢, (5—3) + 4 ds (5°— ) =5"D, — E;
On aurait pu déduire ces quatre équations des quatre

qui forment le systéme précédent, en mettant dans ces
dernieres au lieu de

a, (5—1)a
b, (b"—2") b
¢ (=3¢
d,  (5—4)d,

et an lieu de A, 5 A, —B,
B, 5 B,—C;
C, 5 C;—D;
D, 5 D,—E;

On pourra toujours, par des substitutions semblables,
passer du cas qui répond 2 un nombre m d'inconnues i
celui qui répond a un nombre 7 + 1. En écrivant par ordre
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toutes ces relations entre les quantités qui répondent a 'un
des cas et celles qui répondent au cas suivant, on aura

&, =—a(2’—1) ()

a,=a,(2*—1) b,—=b,(3"—27)

ay=a(4>—1) b=b[4"—2") e,=c(4'—3")

ag=a (S —1) b=b(5"—2") c;=c,(5>—3") d;=d,(5"—4")

a5 =a(6'—1) b=by(6"—2) c;=c,(6'—3") d,=d,(6>—4") e;=e,(6'—5%)

a=a(7—1) bimb(7—2) comel—V) demd(r—) a=ey—5) Smfio—6) 5
etc.

on aura aussi

A,=2A,—B, (@)
A,—3A,—B, B,=3B,—C,

A,—4A,—B, B,—4B,—C, C,=—4C,—D,

A,—5A,—B, B,—=5B,—C, C,—=5C,—D, D,=5D,—E,,

etc.

On conclut des équations (c¢) qu'en représentant par
a,b,c,d, e,... etc., les inconnues dont le nombre est
infini, on dott avoir

—_— a,
T — )@ —1) (6 —1)- .-
b= %
A —a) T2 62
G5 —3) (63 (=3 .
d,
=R -0

etc. (e}
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20Q.

Il reste donc a déterminer les valeurs de @, b, ¢, d, e, etc.:
la premiere est donnée par une équation, dans laquelle
entre A,; la seconde est donnée par deux équations dans
lesquelles entrent A, B,; la troisieme est donnée par trois
équations, dans lesquelles entrent A, B, C;, ainsi de suite. Il
suit de la que si 'on connaissait les valeurs de

A, A B, A;B.C, A,B,C,D,... etc.,

on trouverait facilement @, en résolvant une équation, a, b,
en résolvant deux équations, &, b, ¢; en résolvant trois équa-
tions, ainsi de suite; apres quoi on déterminerait a, b, ¢, d, e,
etc. Il s'agit maintenant de calculer les valeurs de

A, A,B, A,B,C, A,B,C,D, A,B,C,D,E, etc.,

au moyen des équations (d). 1° on trouvera la valeur de A,
en A, et B,; 2° par deux substitutions on trouvera cette va-
leur de A, en A;B;C;; 3° par trois substitutions on trouvera
la méme valeur de A, en A;B,C,D,, ainsi de suite. Ces va-
leurs successives de A, sont :

A,=—A, 2>—B,
A,=A, 2°.3*—B,(3°+3)+C,
A=A, 2.3 £—B, (2.3 42" £ +3.4)+C, (2 + 3'+ §)—D,
A=A, 2.3.4.5—B,(2". 3. 4+12.3.5 2. 4.5+ 3.4.5)
+C, (3% 342" 4+ 2°. 5+ 3. £+ 3°.5°4-4°. 5)—D, (2’ + 34 4+ 5")+-E,,
etc.,

dont il est aisé de remarquer la loi. La derniére de ces va-
leurs, qui est celle que l'on veut déterminer, contient les
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CHAPITRE III. 217

quantités A, B,C,D, E, etc. avec un indice infini, et ces quan-
tités sont connues; elles sont les mémes que celles qui en-
trent dans les équations (a).

En divisant cette derniere valeur de A, par le produit infini

2.3.4.50.6..... etc. ,

on a

A—B(;—,+3.+ + +etc>+C( S T_, 4 +etc)
+D(2 35 s .3 5 t3g 5,+etc.)
+ B (g g + g + €t
+ etc.

Les coéfficients numériques sont les sommes des produits
que l'on formerait par les diverses combinaisons des frac-

. I I 3\ . ’, .
tions — — 33 4— ETEE e et, apres avoir sépar€ la pre-

miére fraction - —- Si l'on représente ces différentes sommes
de produits par P,Q. RS, T,... etc., et si I'on emploie la
premiere des équations (e) et la premiere des équations (4),
on aura, pour exprimer la valeur du premier coéfficient a,
I'équation

L= s —_;, [;i —;1) *—1). .. =A—BP,+CQ,—DR,+ES—FT, +etc.;
or les quantités P,Q.R,S,T.... etc., peuvent étre facilement
déterminées comme on le verra plus bas; donc le premier
coéfficient @ sera entierement connu.



218 THEORIE DE LA CHALEUR.

210.
Il faut passer maintenant a la recherche des coéfficients
smvants bedef. .. etc., qui d'apres les équations (¢) dé-
pendent des quantités b,c,d, e, f;. . . etc. On reprendra pour
cela les équations (£); la premiére a déja été employée pour
trouver la valeur de a,; les deux suivantes donnent la va-
leur de &,; les trois suivantes la valeur de ¢, ; les quatre sui-
vantes la valeur de d,, ainsi de suite.
En effectuant le calcul, on trouvera, a la seule inspection
des équations, pour les valeurs de b,¢;d,e;. . . etc, les résul-
tats suivants :

26,(1"—2")=A, "'—B,
3o, (1n—3) (»—3)=A, 1’.2>—B, (r’+2)+C,
§d.(—£) (2—4§) (3—§)=A, 1.2 3— B, ("2 + 123+ 223 + C, (1'+ 2"+ 3)— D,
e, (=5 (275 (3»—5) (45" = A, 1.2 3. 4—B, (1".22 3+ 12747+ 1" 3.4 2.3°.47)
F G (2 3 223 27 £+ 30.4) —D, (U4 2'+- 3+ 4+ E,

etc.

La loi que suivent ces équations est facile 4 saisir; il ne
reste plus qu'a déterminer les quantités

A, B, A,B,C; AB,C; etc.

Or, les quantités A, B, peuvent étre exprimées en A,B,C,,
ces dernieres en A,B,C,D, etc. Il suffit pour cela d’opérer
les substitutions indiquées par les équations (d); ces chan-
gements successifs réduiront les seconds membres des équa-
tions précédentes a ne contenir que les quantités ABCD
etc.,avec un indice infini, c'est-a-dire, les quantités connucs
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ABCD ete. qui entrent dans les équations (a); les coéffi-
cients seront les différents produits que I'on peut faire en
combinant les quarrés des nombres 1”234 5> a l'infini. 1
faut seulement remarquer que le premier de ces quarrés r’
n'entrera point dans les coéfficients de la valeur de a,; que
le second quarré 2* n'entrera point dans les coéfficients de
la valeur de &,; que le troisieme quarré 3* sera seul omis
parmi ceux qui servent a former les coéfficients de la valeur
de c;, ainsi du reste a l'infini. On aura donc pour les valeurs
de b,c,d,e; etc. , et par conséquent pour celles de bede ete.,
des résultats entierement analogues a celui que I'on a trouvé
plus haut pour la valeur du premier coéfficient a..
2Il1.

St maintenant on représente

par P, les quantités

I I
PO O T O S TR O T TR

y

I I

|
|
{ X I
|

que l'on forme par les combinaisons des fractions

I 1
STy etey
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1 I . . I
a l'infini, en omettant la seconde de ces fractions o7 on

aura, pour déterminer la valeur de 5, I'équation

2 b, %—_—A,—BR +CQ,—DR, + ES,—FT, + etc.

En représentant en genéral par P, Q,R,S, T,..... les
sommes des produits que l'on peut faire en combinant di-
versement toutes les fractions j— :— L a l'infini,

. . . ) ¢
apres avoir seulement omis la fraction —-; ON aura en gé-

néral, pour déterminer les quantités a,b,¢,d,e;. . . etc., les
€quations suivantes :

A, —BP,+CQ,—DR,+ES,—etc.— «, u

2*.30. 4.5 ..

. (1°—2?)
A—BP,+CQ—DR,+ES,—etc.=3, {r=2)

Ai—BP:+CQ—DR,+ ES,—ete.=3¢, -2 9

A,—BP,+CQ,—DR+ES,—etc.—4 4, L=4)("—4) 3—4)

’.2°.3.5%.6°. ..

etc.

212,

Si l'on considere maintenant les équations (e) qui don-
nent les valeurs des coéfficients abed. . . etc., on aura les
résultats suivants:
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(22—1) (—1)(4'—17) (5"—17)...

a 223 . 4.5 ..

=A—BP,+CQ,—DR +ES,—FT, + ete.

ap O DU AE =) _ 5 BP,+CQ—DR,+ES—etc.

3o =)@ a) () A —BP,+CQ,—DR,+ES, —etc.
I.2". .

4a =48 <”‘1‘,“2,(_3;;_’5‘,’> ("—4): A _—BP,+CQ,—DR+ES, —etc.

etc.
En distinguant quels sont les facteurs qui manquent aux

numerateurs et aux dénominateurs pour y compléter la
double série des nombres naturels, on voit que la fraction

\

se réduit , dans la premiére équation , a ;2, dans la se-
conde 4 —22, dans la troisieme & %g, dans la quatrieme &
_..%g, en sorte que les produits qui multiplient

a, 2b, 3¢, 4d, etc.,

sont alternativement I et —5. Il ne s'agit donc plus ue
g p q
2 2

de trouver les valeurs de
Pl QIRI Sx Pz QzRa Sm P3 Q3R3 S]- .. etc.

Pour y parvenir, on remarquera que 'on peut faire dépen-
dre ces valeurs de celles des gnantitdés PQRST. .. etc.,

qui représentent les différents produits que 'on peut former

1 I 1 I I I

avec le ctl — — 37 o7 575 = ... €tc., sans en omettre
sfratonsl,a,y“, T etc.,
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aucune. Quant a ces derniers produits, leurs valeurs sont
données par les series des développements de sinus. Nous
représenterons donc les séries

1 1 1 1 1 t P
I—;+;—,+3—,+Z—,+§7+CC pary,
I I I 1 L 1

1’.2’+1’.3‘+1’.4‘+2’.3’+g=_4’+3’,4= + etc. par Q,
I 4+ 1 + ¢ I t R
17.2%.3° 1°.2°.4° 1’.3‘.4’+2’.3’.4’+ec' parh,
I 1 1 S
,,_2,_3,_4,+2._3,_4,_5.+!,.:,.3,.5,+etc. par D,

ainsi de suite.

! x? x

Y . ?
La série sm.x_w-——m+2,3_4'5+2'3.4‘5.6'7+etc.;

nous fournira les quantités PQR ST etc. En effet, la valeur
du sinus étant exprimée par I'équation

sin. x=x<1-—l—x,?><x—%)(x—%)(l—ﬁ)(l —"Sx_w) etc.

o1 aura l = z°
W= 3t 343 23456, °te

(=) (=) () (5 et

d’'ou l'on conclut immeédiatement
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e

P=13
Q=:773
R=2.3.4ﬂ,°5.6.7
S = 355657
etc.
213.

Supposons maintenant que P,Q,.R.S.... etc., représentent
les sommes de produits différents que I'on peut faire avec

. I I X I I ’
les fractions — — 35 = &= .. etc., dont on aura séparé la

. I . « N
fraction —, n €tant un nombre entier quelconque; il s'agit

de déterminer P,Q,R,S,... etc. , au moyen de PQRS... etc.
Si I'on désigne par 1—¢P.+ ¢ Q,—¢*R, +¢'S,—etc., les
produits des facteurs

(=) (=) (=) (=Bt

parmi lesquels on aurait omis le seul facteur 1 —;:]— il fau-

dra qu'en multipliant par 1 — ni la quantité
1—qP,+¢ Q. —¢R,+ ¢*S,—etc.,

on trouve 1 —gP + ¢ Q—g’ R+ ¢*S —etc.
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Cette comparaison donne les relations suivantes :
P.+ -;—-: P
Q.+ P, 5=Q
1

R.+Q.— =R

S.+R,-—==§
n

etc.
ouP,=P——=
n
I I

) 4 X I
R=R—7Q+P—5

I I I X
Sn_S_FR_'— n—‘Q—"—;P-F —

n L]
etc.

En employant les valeurs connues de PQRS, et faisant
successivement n—1,2,3,4,5... etc., on aura les valeurs
de P,Q,R.S.... etc.; celles de P,Q,R.S,... etc.; celles de
P,Q;R;S;... etc

214.

Il résulte de tout ce qui précede que les valeurs de

abede. .. etc., déduites des équations

at+2b+3c+4d+5e +etc.=A

a+2°b+3Fc+4d +5e +etc.=B

a+2°b+3c+4°d +5e +etc. =C

a+2b+¥e+4d +5e +ete.=D

a+22b+3c+4d+5 e +etc.=E
etc.
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220
sont exprimées ainsi,
I =3 = T
Py “'—A_B<B )+ (2345““"'2_3 )
e I T4 1w 1
—D (2.3.4.5.6.7 2345 T«'E"‘F)
1 = 1 e 1w 1
+E (2.3.4.5.6.7.8.9 A% T TR T a3 )
— etc.
1wt 1
—_25 A_B(——— )+C<2345 27 23 ?)
T 1 Eohd I I
_D<2.3.4.5.6.7 2 1345 ?'3.‘3‘“?)
1 n° 1 x4 1 = 1
+ E<2.3.4.5.6.7.8.9 PEPR VAT I IPLIPw W S
— etc,
) O 1
‘30‘“A—B<_ E ) C(n 345 F‘Iﬁ‘*‘?)
n° I Ly 1 = 1
“D<2.3.4.5.6.7—?‘z.3.4.5 ?'E_F)
1 [ 1 w4 P & 1
+E(z.3.4.5.6.7.8.9 323457 1375345 3,31 §T>
— etc.
I, A T e l_
—;4d=A B(z )+C<3345 23+44)
2.3.4.5.6.7 1 ot 1 = 1
D( 42345 F‘R*F)
i I =° 1 4 1w X
+ E<2.3.4.5.6.7.8.9—4_" 23457 TE 345 a3t F)

— etc.
efc.
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215.

Connaissant les valeurs de abcdef. .. etc., on les sub-
stituera dans I'équation proposée

px=asin.z + bsin.2x + dsin. 3z + esin. fx + etc.;

ct mettant aussi au lien des quantités ABCDE, etc. leurs

valeurs ¢'0, ¢" 0, ¢"0, 9™ 0, ¢™0.. . etc., on aura I'équation

genérale
I - 1 Y ! 1w 1
_nq)x—"‘SlﬂijO—}-(P (o] 23 —>+<p 0(;3_21—5_?2_3.{_F
e m 1 e ) G 1 ¢
te 0(——_2.3.4.5.6.7—1_";3.23 F'z.s_F)'H’c'}
—jsinaz {go+gro(y—) +vo (i3 P )
o T r =t LA
te (2.3.4.5.6.7 2* 2.3.4.5_‘-;‘.2.3 2‘) + ete. ;
. 3 1 X v L ) S 5 |
+qsin.3z (pO+q; o( = 3—,>+? 0(2‘3-45_?.2_3+ )

7° 1 T4 1w

+9¢™o (2.3.4.5.6.7_? "2.3.45 + 5_‘;_3_¥> +ete §

| - =
e [vorro(H—) rro (T g

LA SO AR SO S i
+e 0(2.3.4.5.6.7 VPRI RS TP 4‘>+etc‘ )

-+ etc.

On peut se servir de la série précédente pour réduire en
sérics de sinus, d'arcs multiples une fonction proposée
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dont le developpement ne contient que des puissances im-
paires de la variable.

216.
Le cas qui se présente le premier est celui ol I'on aurait
¢x ==z, on trouve alors ¢'0—1, "0 =—0,¢°0==0...,

ainsi du reste. On aura donc la série

I . I . B I .
S T==sin.x—_sin. 22 + zsin. 3x—Z sin. fx + etc.,

qui a été donnée par Euler.

Si 'on suppose que la fonction proposée soit x°, on aura

vr1

p'0=—0, q;'”o::2.3,<pv0:0, 9"0o=—o0... etc.,

ce qui donne I'équation

L, ,o2.3N . . 2,3\ 1 . ., 23N\ .
—x= ﬁ——>sm.x—<w — —sm.zx—f—(« — ) sin. 3z +etc.
2 1’ 2%/ 2 3 )3
On parviendrait 3 ce méme résultat en partant de I'équa-
tion précédente,
I

4sin. 4 x + etc.

I . I . I .
- x=sin. z— -sin. 22 + zsin. 3z —
2 2 3
En effet, en multipliant chaque membre par dx, et inté-
grant, ou aura
* 1

xx )
C-—T:cos.x—;cos. 22 + 3; COS. 3x—

I

4 €Os- Lo+ ete.;

la valeur de la constante ¢ est

I I
7 = —etc.;

+5

SR
I_z’ 3:
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série dont on sait que la somme est + = .. Multipliant par
2 2.3
dx les deux membres de I'équation

G x® I
2 23 T——COS..T—;COS.2$+

) 4

33 COS. 3x—etc.

et intégrant, on aura

3

8

I

31

—;—- sin. 3 x — etc.

V|-

. I .
:sm.x—;—, .SIN. 22 +

(SR
»
w

Si maintenant on met au lieu de x, sa valeur tirée de I'é-
quation

I . | S I . I .
;x:sm.x——;sm.2x—§sm.3:c—zsm.43c+etc.,

on obtiendra la méme équation que ci-dessus, savoir :

| w* I | S ©* 1
+§sm.3x<;3—§;>+ 7510 4x(;§—4—,>—etc.

On parviendrait de la méme maniere a développer en
séries de sinus multiples, les puissances 2°z72°... etc., et
en général toute fonction dont le développement ne con-
tiendrait que des puissances impaires de la variable.

217.

L’équation (A) (art. 216) peut étre mise sous une forme
plus simple que nous allons faire connaitre. On remarque
d’abord qu'une partie du coéfficient de sin. x, est la série

A\ W’ 111 w‘ v ”e \atd
904 3970+ sg7m 9’0+ e 0+ ete,

tor o e e LR R T R RN LY TN A O TR RN AR LT I AR LR AR
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qui représente la quantité %qm. En effet, on a en général

x x’ xt x*
$E=90+ 9’0+ —9"0+ —30"0 +;_—3—zq;“o + m?'o +...ete.
Or, la fonction ¢ & ne contenant par hypothese que des puis-
sances impaires; on doit avoir po=o0, ¢"0=0, ¢"0=o0,

ainsi de suite. Donc
x)

1.5
— T nr v .
PLX=2XG' 0O+ — ¢ O+—-——2.3.4.59 o + etc.;
une seconde partie du coéfficient de sin. x se trouve, en
multipliant par ———-52 , la série

1 ﬂa v WA v ﬂﬁ \TY
PO+ T390t oy 0t iy g e O Hele,

2.

I 7 . .
dont la valeur est — ¢" . On déterminera de cette maniere les

différentes parties du coéfficient de sin. x, et celles qui com-
posent les coéfficients de sin. 2, sin. 3z, sin. 4z, sin. 5 x.
etc. On emploiera pour cela les équations:

4 8
=’ ™ k12 err

¥ 0+T3?mo+2.3.45¢ 0+ o .5.6.7? otetc.=2¢

Al~

Ul
1o

ruo_._i_ v + m i g = et I
? 23% © 2.3.4.5°% +2.3.4.5.6.7(P +ele.=ze =

v L V11 L 1x —
P 0+ 5970+ et o+ ele =P

xIT ﬂ‘l o —
) O—l—;—'—g‘fp 0 + etc. —ﬂ_:p ‘n
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au moyen de cette réduction on donnera a I'équation (A)
la forme suivante :

I 3 ( LT R I
E”'Px:sm'x[?"—_F? Tt T —5? w+etc.}

l I w I VI ‘
pr—5:9 1r+;7q; T3¢ n+etc.‘

i
l ‘
. X 1 ) !
+ o sin. 3z iqm——g—,qn" 7r+37q3"7r—35q>"w + etC.l

lpw—i o' m+ Z‘;cp"n—- " = + etc. !

x
4: 46
+ etc. (B)
ou celle-ci
I

1 . 1 . .
Smpa==p n!sm‘x—-; sin. 22+ 3 sin. 30 — etc.

31

{ - 1. 1.

—"n zsm.x—;, sin. 22 + 5 sin. 32 — etc. ;
Y . S | S

+ o' m {sm.x—;;sm. 27 -+ s sin. 3x— etc. j

—¢"'r {sin.a:—zi, sin. 2 x——%, sin. 3 x — etc.
+ etc. (C)
218.

On peut appliquer I'une ou l'autre de ces formules, toutes
les ‘fois que I'on aura a développer une fonction proposée,
en une série de sinus d'arcs multiples. Si par exemple la

. 2 x —_—x ’
fonction proposée est e” —-e ~, dont le développement ne
contient que des puissances impaires de x, on aura

o e e T T R TR R R LR I LR AR R LI RE A EXRRRRER IR LT L TR Y E R NP
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x —T

. I . I .
I = (sm. r— = S 22 + 5 SiN. 3x—etc.>
2 —x 2 3

v I . ) S -
— (sm.x—;,sm. 22 + 5;sin. 3x——etc.>

I

. I .
+ <sm.x——?sm. 2x+35

sin. 3 x— etc.)

. I . ) S
—_ (sm. x—-,Sin. 22+ g sin. 3x—etc. )

1

. I .
-+ (Sln.x—~> sSin.2x +
29 30

sin.3x—etc.>
— etc.
En distinguant les coéfficients de sin. @, sin. 2z, sin. 3 z,
sin. 4x, etc., et mettant au lien de ;z—- %4— 55-—— % + ete.,
sa valeur ———, on aura
41

x — . . . .
(e —e __sm.x sin. 2 x + sin. 3 = sin. 4 x
—= 147 2+1 3+3 4+7

+ ete.

N
E]

On pourrait multiplier ces applications et en déduire plu-
sieurs séries remarquables. On a choisi I'exemple précédent
parce qu'il se presente dans diverses questions relatives a la
propagation de la chaleur.

219.

Nous avons supposé jusqu'ici que la fonction dont on de-
mande le développement en séries de sinus d’arcs multiples,
peut étre développée en une série ordonnée, suivant les puis-
sances de la variable x, et qu'il n’entre dans cette derniere
série que des puissances impaires. On peut étendre les mémes
conséquences a des fonctions quelconques, méme a celles
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qui seraient discontinues et entierement arbitraires. Pour

établir clairement la vérité de cette proposition, il est néces-

saire de poursuivre l'analyse qui fournit I'équation précé-

dente (B) et d’examiner quelle est la nature des coéfficents

qui multiplient sin.z, sin. 2z, sin. 3 z, sin. 4x. En désignant
s « s . . . ’ . ) S

par - la quantité qui multiplie dans cette équation - sin. n,

- . . I . . .
sl n est impair, et — - sin.nx, s1 2 est pair; on aura

s__ _l 11 +i 1w _i vI +etc
=TT P TV AP T R T .

Considérant s comme une fonction de =, différentiant deux
. . 1 ds
fois, et comparant les résultats, on trouve s + — -— =g =;
équation a laquelle la valeur précédente de s doit satisfaire.
d’s

v’ . I 135 PLaNd
Or, l'équation s+ — 5—==¢ z, dans laquelle s est considérée

comme une fonction de x, a pour intégrale

s==acos.nx+bsin. nx+ nsin.nxfcos. nx.ex.dx

—ncos.nxfsin. nx.pxdax.

n étant un nombre entier, et la valeur de x étant égale a =,
onas=z= n[@x.sin. nx dx. Le signe+ doit étre choisi lors-

que n est impair, et le signe — lorsque ce nombre est pair.
On doit supposer x égal a la demi-circonférence =, apres
lintégration indiquée; ce résultat se vérifie, lorqu'on déve-
loppe att moyen de l'intégration par parties, le terme

[qxsill.nx.d;v

D N O T R R T T T R R LR e R R
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en remarquant que la fonction ¢z ne contient que des puis-
sanccs impaires de la variable et en prenant l'intégrale de-
puis x=o0 jusqua x==r.

On en conclut immédiatement que ce terme équivaut a

+ 11 I 18] 1 VI L vre I
A Lt B A A R A i

Si T'on substitue cette valeur deé dans I'équation (B), en

prenant le signe + lorsque le terme de cette équation est de
rang impair, et le signe — lorsque » est pair; on aura en
général S(px.sin. nx.dx) pour le coéfficient de sin. zx; on
parvient de cette maniére a un résultat trés-remarquable
exprimé par I'équation suivante :

i’n:q:x—_—sin.zs (sin.z.@x.dx)+sin.2x8 (sin.2x oz dx)
~+sin. 3. S(sin. 31'.9.1: dx)...4sin. ix S(sin. ix px dx)tetc.;
(D)
le second membre donnera toujours le développement cher-
ché de la fonction gz, si 'on effectue les intégrations de-
puis =0, jusqu'a x=r.

220.

On voit par-la que les coéfficients abcdef. .. etc., qui
entrent dans I'équation

X . . . .
;wq;x:a sin, & + & sin. 2 + ¢ sin. 3 x 4 d sin. 4 x + etc.

et que nous avons trouves précédemment par la voie des éli-
minations successives, sont des valeurs intégrales définies
exprimées par le terme général S (sin. ix.¢9x dx), ¢ étant
le numéro du terme dont on cherche le coéfficient. Cette
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remarque est importante, en ce qu'elle fait connaitre com-
ment les fonctions entierement arbitraires peuvent aussi
étre développées en séries de sinus d’arcs multiples. En effet,
si la fonction ¢z est représentée par I'ordonnée variable
d’'une courbe quelconque dont I'abscisse s'étend depuis x=0
jusqua x=m=, et si l'on construit sur cette méme partie de
l'axe la courbe trigonomeétrique connue, dont 'ordonnée est
y=sin. x; il sera facile de se représenter la valeur dun
terme integral. Il faut concevoir que pour chaque abscisse x,
a laquelle répond une valeur de ¢ x, et une valeur de sin. x,
on multiplie cette derniere valeur par la premiere, et qu'au
méme point de 'axe on €éleve une ordonnée proportionnelle
au produit ¢ z.sin. x. On formera, par cette opération conti-
nuelle, une troisieme courbe, dont les ordonnées sont celles
de la courbe trigonométrique, réduite proportionnellement
aux ordonnées de la courbe arbitraire qui représente ¢ x.
Cela posé, l'aire de la courbe réduite étant prise depuis =0
jusqu'a x=mr, donnera la valeur exacte du coéfficient de sin. z;
et quelle que puisse étre la courbe donnée qui répond a ¢z,
soit qu'on puisse lui assigner une équation analytique, soit
quelle ne dépende d'aucune loi réguliere, il est évident
quelle servira toujours a réduire d'une maniére quelconque
la courbe trigonométrique; en sorte que laire de la courbe
réduite a, dans tous les cas possibles, une valeur déterminée
qui donne celle du coéfficient de sin. = dans le développe-
ment de la fonction. Il en est de méme du coéfficient sui-
vant b ou S (g x.sin.2x dx).

Il faut en général, pour construire les valeurs des coéffi-
cients abcde. .. etc., imaginer que les courbes, dont les
equations sont

[ TR T T T L LA R A A R R L T T S R R TR YRR TR R EE
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y==sin. x, y==sin. 2.&, y=—sin. Jx, y==sin. 4 x, etc.,

ont été tracées pour un méme intervalle sur l'axe des x, de-
puis x=—o0 jusqua x==r; et qu'ensuite on a changé ces
courbes en multipliant toutes leurs ordonnées par les or-
données correspondantes d'une méme courbe, dent I'équa-
tion est y=g¢x. Les équations des courbes réduites, sont:

y=Sin.x.px,y=>5in.2x.px,y=sin.3x. ¢ 2, y==sin. 4 x.¢ x..etc.

Les aires de ces derniéres courbes, prises depuis x=o jus-
quh xz=r, scront les valeurs des coéfficients a b ¢ d etc.,
dans I'équation

1 . . . .
sTpr=a sin. x -+ & sin. 2 x + ¢ sin. 3 x + 4 sin. 4 x -+ ete.

221.

On peut aussi vérifier 'équation précédente (D) (art.220),
en déterminant immédiatement les quantités @,a,a;...a; etc.,
dans I'équation

gr=a,sin.x+ a,sin.2x + a;sin.3x +... @; sin. jx + ... etc. ;

pour cela on multipliera chacun des membres de la derniere
équation, par sin. ix.dz, i étant un nombre entier, ¢t Uon
prendra l'intégrale depuis x=o0 jusqua x==r, on aura

S (pa.sin. ix.dx)=a, S(sin. x sin. izdx)+a, S(sin. 2 z.sinixdx)

+...a;S(sinjx.sinix.dx)+... etc.

Or on peut facilement prouver, 1° que toutes les inté-
grales qui entrent dans le second membre, ont une valeur
nulle, excepté le seul terme a; S(sin. ix.sin. ix dx); 2° que
la valeur de S (sin.Zz.sin. ix.dx) est  =; d'olt l'on con-
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3 s ’ . i . 1 .-d ’
clura la valeur de a;, qui est <»“P2T’_Lx)- Tout se re-
dluit & considérer la valeur des intégrales qui entrent dans
le second membre, et & démontrer les deux propositions
précédentes. L'intégrale 2 S(sin. jz.sin. ix.dx), prise de-
puis x = o jusqu'a x = =, et dans laquelle ; et j sont des
nombres entiers, est

; oy

;—:—/sin. (:—J.&)— = sin. (i + @)+ C.

L'intégrale devant commencer lorsque x=o0, la constante C
est nulle, et les nombres { et étant entiers, la valeur de I'in-
tégrale deviendra nulle lorsqu'on fera x==; il s'ensuit que
chacun des termes tels que

a,S{sin.xsin. ix.dx),a,S{sin, ax.sin. i x.dx), a,S(sin. 3 zsin. i z.d x) ete.
' \ bl \ ) 3

s'évanouit, et que cela aura lieu toutes les fois que les nom-
bres i et/ seront différents. Il n’en est pas de méme lorsque

. . ’ I . , T
les nombres 7 et j sont égaux, car le terme = sin- (i—jx)

auquel se réduit I'intégrale, devient g, et sa valeur est z. On

a parconséquent 2 S(sin. Zz.sin. /z.dx)=r; on obtient ainsi
de la maniere la plus brieve, les valeurs de @, @, a; «,...a, etc.

qui sont :
a’:S (cp:z‘.slm.x.d.r)’ an:S(q)x.su:x. 2x.dx) ,
3T aT
S(pz.sin.3x.dx) S(px.sin.ix.dx)
a3_—.———z';r_-'~—. . . aiz——_T—-"

En les substituant on a
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éwcpx:sin. z S(pxsin.x.dx)+sinazS(px.sin. 22.dx)
+sin. 3z S(p.xsin. 3 x.dx)... +-sin. ix S (px sin. ix.dx)
+ etc.
222,
Le cas le plus simple est celui ou la fonction donnée a

une valeur constante pour toutes les valeurs de la variable x
comprises entre o et =; dans ce cas, l'intégrale /'sin. iw d a

e 2 . . . . 4 .
est égale 4 ~ si le nombre ¢ est impair, et égal & o si le
nombre 7 est pair. On en déduit I'équation

1 . I . 1 . I . I .
o = s sin. b ~sin. = sin. g.x +etc.
N sm.x+35m.3x+5sm x+7sn 7@+ 5 sin.g

que I'on a trouvée précédemment.

11 faut remarquer que lorsqu'on a développé une fonction
¢ x en une suite de sinus d’arcs multiples la valeur de la
série asin.x + bsin. 2x + csin. 3o + dsin. 4 x + etc. est la
méme que celle de la fonction ¢ & tant que la variable x est
comprise entre o et =; mais cette égalité cesse en général
d'avoir lieu lorsque la valeur de x surpasse le nombre =.

Supposons que la fonction dont on demande le dévelop-
pement soit x, on aura, d’apres le théoréme précédent,

I . . . .
;w.x:sm.x xsin.xdx -+ sm.szxsm.zxdx

+ sin.3xfxsin. Sxdx + sin.4xfwsin.4xdx + etc.

T
. , . . , . ™ . .
L'intégrale fx sin, fx dx équivaut a + % les indices o et =
(3]

qui sont joints au signe / font counaitre les limites de I'in-





