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développement, il pourva ére considéré comme un musée mo-
déle.» ‘

Clest & I'aide des collections du Musée Fleurian que le départe-
ment de la CharenteInférieure a 66 en mesure de fournir son con-
tingent & la description scientifique de la France, 4 la satifaction du
Comilté des Sociétés savantes. M. Théodore Vivier a rédigé la partie
géologique "ct minéralogique; M. Edouard Beltremieux, la partie
zoologique et paléontologique; MM. Faye et de Richemond , 1a partie
botanique; MM. Fromentin et Sauvé, i.mlhropoiogm et M. Potel, la
météorologie.

Lasalle géologique du Musée rénferme un plan en relief du pertms
d’Antioche et des rades de la Rochelle et de I'lle d’Aix, ainsi qu'une
empreinte en plitre qui permet d’en obtenir plusieurs exemplaires.
H n’est pas besoin d’insister pour faire ressortir Yutilité pratique
de ce travail, qui se recommande par sa consciencieuse exactitude.

Bemarques sur la nature des quantités définies par la condition de ser-
vir de limites & des variables données, par M. Charles Méray, profes-
seur & Ja Faculté des sciences de D1_|on

I. La théorie des quantités incommensurables, celle des séries,

.

des quadratures, et en général toutes les parties des mathématiques _

ou il.y a lieu de considérer des limites de quaniités variables, ont
pour fondement essentiel les principes suivants :

° Une quantité variable v, qm prend successivement les valeurs
en nomblc indéfini ;

By Vgse vy Upee vy

tend vers uve cerlaine limile, si {es termes de cette limite vont tou-
. jours soit en augmentant, soit en diminuant, pourvu qu’ils restent
dans le premier cas inférieurs, dans le second supénems A uno
quantll(, fixe quelconque.

2° La variable v, définie comme ci-dessus, jouil encore de la
méme propriété si la différence v, 4 ,— v, tend vers zéro quand »
augmente ipdéfiniment, quelque relation qu'on puisse établir entre.
nelp,

Jusqu'a présent on a wgardo cespmpomnone comme.des axiomes,
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Toutefois, en les examinant avec altention, j'ai.reconnu quon peul
ramener la seconde & la premiére, dont le caractére d’évidence est
plus prononcé, et méme finalement qu’il est possible de se passer de
'une et de T'autre. En procédant de cette maniére, on suit, il est vrar,
une voie plus détournde, mais elle est plus siire, et on échappe a la
nécessité d’introduire dans le raisonnement la. conceplion assez
obscure de nombre incommensurable. C'est ce que je me propose
d’exposer aussi briévement que le commande la nature élémentaire
et aride d'un pareil sujet,

Il. Je commence par la démonstration du-dernier principe; ce
point n’est pas sans intérét, surtout si on n adople pas les idées
" que je proposerai tout & Theure. On n’oubliera pas que jadmets
en ce moment I'exactitude de 'autre proposition.

Quel que soit le nombre n il existe deuzx quantités b, Ly telles que
Lon a
/1 <V, << L.k N

pour toute valeur de n supérieure & k.

En effet, si 1a linitie supérieure Ly n’existait l)db, v, pOurralt
A
dtre rendue plus grande que loute quantité donnée, et il serait pos-
sible de choisir successivement et mdéﬁmment les nombres ', k
k”. .. de maniére & obtenir :

Vp =>4+ a, Vp>Up+a, P>Ur-d,.. .

ol a désigne une quantité positive quelconque. Or on en conclu-
rait, contrairement a I’hypothése, qu'en attribuant a n les valeurs
successives k, k', k', k”,. .., qui croissent & I'infini, et & p les va-
leurs correspondantes k' <k, k', - K, k" <k, ... ., ]a différence
Vn4p— ¥, cONserverait une valcur-'supérieure da.
L exnstenco de [, s’établit de l]a méme maniére. .

* Quel que soit k, on peut, sauf & prendre b szgﬁsamment grand

supposer 4 la fots on

l};>lk,_ =L
ou » .
. h=h,  Li<ly.

Sinon, en effet, concevons deux quantités I, L'; dont la seconde
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surpasse la-premiére et qui satisfassent 4 toufes ces conditions, c'est-
a-dire telles que T'on ait :

WE <L <l

Quelque valeur de v que Pon considére, il en existera de rangs
plus gloignés qui seront les unes égales ou supérieures a L, les
autres égales ou inférieures & I'; car autrement on pourrait prendre
soit ly=1, soit Ly=L'. Ainsi on peut irouver un nombre % assez
grand pour avoir v, =1L, puls un autre b’ > h qui fasse vy </,
pms un (roisidme A" >k qui raméne la premidre inégalité op = >1,
el ainsi de suite alternativement ] Jusqu a I'infini.

H arriverait donc, contrairement & 'hypothése, que la différence
¥n.4 p — Du CORSErverait une valeur numérique au moins égale a L' —1'
pour les valeurs indéfiniment croissantesh, k', k", . . . attribuéesan, et
les valeurs correspondantes b’ —h, h"— I’ , k" —}’, . . . imposées i p.

On pourra aiusi assigner successivement & v deux premiéres li-
mites I , Ly, puis deux autres ;,, Lhn renfermées (I'une au moins)
dans Iintervalle des précédentes, puis deux nouvelles Iy, , L, , encore
plus rapprochées que celles—ci, ct cela indéfiniment.

3° Siles termes de la suitely , Uy, , Uy, , . . . ne finissent pas par conserver
une valeur constante, ils tendent nécessairement vers une certainelimate.

Il en est de méme pour ceux de Ly, L, Lugs- - - -

Car alors les premiers vont toujours en augmentant sans pouvoir
surpasser Ly , puisqu'ils sont inférieurs & des valeurs de v, elles-
mémes inférieures a Ly . Les derniers diminuent sans cesse en res-
tunt de méme au-dessus de l;. , et on peut appliquer & ces deux sultes
Faxiome §. . ‘ '

. Nous nommeérons 7, L les limites de ces suites ou bien les valeurs
constantes que leurs termes finissent par conserver. Cette derniére
particularité ne peut pas avoir lieu pour toutes deux & la fois (2°):

e Les quantités 1, L sont égales.

..Gar auirement on aurait | < L, et Ja considération de deux quan-
tités I', L', choisies de maniére & satisfaire aux conditions

l<l<L <L,

aménerait, comme ci-dessus (2°), & frouver pour n des valeurs
croissant & I'infini, et pour p des valeurs correspondantes qui main- -
tiendraient Ja valeur numérique dev, . , — v, au moins égale al' —1.
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5° La variable v converge vers X, valewr commune de 1, L.

En effet, les quantités A —In,, )\ Lx, sont infiniment petites, et
par suite aussi leur différence Ln'.-“ In,.. Or en valeur absolue celle-
ci surpasse A —uvn,, donc cette derniére a pour limite zéro.

Maintenant faisons croitre » indéfiniment d'une manitre quel-
conque;, on a

A— Uy = (2\—0111.) —+ ('Un'. ——‘l)") s

oll on peut supposer n; supérieur a n, et ol par suite, en vertu de
I'hypothése admise, vn, — vn est une quantité infiniment petite.
Donc, comme on voulait le prouver, v, converge vers une certaine
limite A.

Une fois démontrée pour les quantités réelles, cette proposition
s'étend d’elle-méme aux quantités imaginaires.

IlI. Revenons au premier principe. Toute méthode propre a
constater Pexistence d’une quantité remplissant des conditions dé-
terminées repose essentiellement sur quelque procédé a I'aide du-
quel on pourrait calculer d’aprés les données la valewr méme de
cette inconnue. Or les notions fournies par notre axiome sur la na-
ture de la variable ne permettent pas & elles seules de découvrir
la valeur de sa limite; dong elles ne sulfisent pas non plus & en
établir Texistence. Et 'axiome lui-méme devient inutile dés qu’il
s'agit d’une variable dont les données accessoires de la question
permettent de calculer la limite. Dans ce cas, en effet, on n’a que
faire de savoir que P'existence de la limile tient & ce que la variable
se modifie progressivement de tellé ou telle maniére.

Mais, en outre, n’est-ce pas en quelque sorte se contredire soi-
méme que de vouloir rattacher I'existence analytique d’un objet a
une hypothese qui ne T'assujettit & correspondre a aucun nombre,
et qui, partant, ne lui confére pas leseul titre auquel il soit p(,rmis
de T'introduire dans les calculs? Je suis porté & le croire et & attri-
buer précisément a cette cause la difficulté qu’on éprouve toujours
a approfondir la notion de quantité incommensurable. o

Ainsi la théorie dont nous nous occupons repose encore sur une
vérité qui sera toulours précaire et sur une notion qu'il ne parait
pas facile de bien préciser. Mais les énoncés actuels dissimulent des
propriétés spéciales des nombres proprement dits; il suffira de les
en extraire pour tourner ce double obstacle. Cest ainsi qu'il a fally
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procéder pour ressaisir la vérilable nature des quantités imaginaires
oubliée un instant dans le développement rapide de cette admirable
conception.

IV. Je réserverai maintenant la_dénomination de nombre ou
quantité aux entiers et fractions; J'appellerai variable progressive toule
quantité v qui leCOlt successivement. diverses valeurs en nombre

. illimité. '

Soit v, la valeur de rang nde v : s1 n croissant & linfini il existe
un nombre V tel que, & partir d’'une valeur convenable de #,V — v,
reste inférieure & une quantité quelconque aussi petite qu'on puisse’
la supposer, on dit que v a Jpour limite V, el on voit immédiatement
que v, 4, — v, a pour Timite z6ro , quelle que soit 1a loi de crois-
sance simultande nnposée an etp

Sl w’y a point de semblable nombre, il n’est plus permis, ana-
fytiquement parlant, d’aflirmer que v a une limite; mais, si dans ce
cas la diflérence v, . , —v, converge toujours vers zéro, la nature
de v offre une ressemblanée extraordinaire avec celle des variables
réellement doudes de limites. 1 nous faut un terme spécial pour
exprlmer 1a propriété remarquable de celte différence dont il s’agit:
je dirai que la variable progressive v est convergente, qu elle ait ou
non une limite numériquement assignable.

Lexistence d’une limite pour une variable convelgente rend fa-
cile I'énonciation de certaines de ses propriétés qui ne dépendent
point de cette particularité, et qu'il serait souvent beaucoup plus
incommode de formuler directement. On congoit donc qu'il soit
avantageux, dans le cas ou il ny a point de limite, de conserver le
langage abrégé propre & celui odl il en existe une; et, pour exprimer
fa convergence de.la vanab]e on dira snnplement elle a une li-
mite (fictive).

Voici un premier oxempie de I'utilité de celte convention:: si )M,
n augmentanl tous deux A lmhm la différence u,, — v, de deux va~
riables convergentes tend vers zéio pour une certaine dépendance
mutuelle entre cés indices, on prouve aisément qu'elle reste infini-
ment petite pour toute autreoi; je dirai alors que les variables u, v
sont équivalentes et'on voit de suite que deux var iables équwalentes
a une tloméme le sont entre elles. Quand u,, — v, ne tend pae vers
zérg, on prouve que cetle différence est convelgentc et reste équiva-
lonto & ellé-méme, soit que la velation dem & 2 vienne 4 Lhanpm
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soit que Ton remplace «, v par des variables lespechvemeut ¢qui-
valentes. i

Maintenant supposons que %, v aient des limites U, V:siu, v
sont équivalentes, U, V seront égales, sinon U-—V sera la limite de
Uy — Dy, et son signe celui que cette quantilé finira par conserver.
Supposons, au conlraire, que =, v Waient point de limites (numé-
riques) : il y aura avantage & dire toujours (au figuré) qu’elles ont
des limites égales, si elles sont équivalentes, sinon que la limite
(fictive) de » est supérieure ou inférieure a celle de v, selon que
#— v finit par rester positive ou négative.
" On pourra nommer valeur de la limite réelle ou fictive de v ap-
prochée & & prés tout nombre A, tel que la différence X — v, finisse
par conserver une valeur numemque inférieure 4 &. Enfin un sxgne
quelconque propre a rappeler, a la fois, la nature des caleuls qui
définissent v, et les valeurs numériques des quantités sur lesquelles -
on doit les exéeuter, désignera commodément. dans Je langage, 1a
limite fictive; le méme signe pourra représenter dans les formules
le nombre indéterminé qui en représente la valeur approchée, cal-
¢ulée & un degré d’approximation de plus en plus et indéfiniment
élevé, c'est-a-dire, au fond, toute variable progressive équivalente
av. .

* V. Ces considérations s'appliquént a tout ce que 'on nomme
‘nombres incommensurables; nous allons chercher ce qu'il faut en-
tendre par une fonction de semblables nombres, et nous commen-
cerons par I'examen des fonctions rationnelles.

Une fonction rationnelle f (z,y,z, ...) est continue, quand la
différence f(z+h,y+k,...)— f(x y,...) converge vers zéro
lorsque A, k,... y tendent cux-mémes, quelles que soient et 1a
dépendance mutuelle de ces accroissements et la maniére .dont
puissent varier en méme temps, x, ¥, z, . . . Nous exceptons, bien
entendu, les valeurs des variables qui annuleralent le d«,nommateur
‘de 1a fonction. '

Cela pose, substituons aux nombnes Z;Yy,2,... des variableé
progressnves convergentes Umy Upy Wpy v s et falsons cr01t1‘e mdéﬁm—
ment les indices. On démontrera facilement la proposition sui-
vante : ‘

La variable progressive @ =f (ty, va, w,, . . .) est convergente et reste
équivalente a elle-méme, soit que Pon change la dépendance mutuelle des
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indices , soit que Uon remplace tiy, vy, Wy, . . . par dautres variables res-
pectwement equwalentes

Quand u,v,w, ... ont des limites (numériques) U, V, w,...,
la quantité Q=/f(U, V,W, .. .) estlalimite de w, et I'énonciation
de ce fait équivaut a celle du théoréme.précédent. Mais, si quelques-
unes de ces quantités en sont dépourvues, il sera toujours permis,
pour exprimer commodément la dépendance de @ & u,v,w, ...,
de dire que w a une limite réelle ou fictive égale a la substitution
des limites réelles ou fictives de u,v,w, ..., a ces variables elles-
mémes dans f(u,v,w, .. .), et d'écrire symboliquement :

lim. w=f(U,V,W,...).

TPai admis implicitement que les coefficients de f(z,y,z,...)
sont des nombres proprement dits: s'il en est autrement, soient a,
" b,c, . ..,desvariables progressives ayant ces coeflicients A, B,G, ...
pour hmltes fictives. La relation de w & u,v,w,... d'une part,
a,b,c, dautre part, s’ expumera toujours par iegahtc symbolique :

limo=f(U,V,W,...,A,B,C,...);
mais on pourra, comme ci-dessus, la réduire & :
lim o=f(U,V,W, ...},

en sous-entendant qu'il s’agit seulement de la dépendance qu’élablit
entre w et u, v, w, ... la nature de_ la fonction rationnelle, et la
condition pour a, b, ¢, . . . de rester équivalents & eux-mémes.

VI. Soit @ une variable dont lavaleur résulte d’opérations ration-
nelles délerminées exécutées sur des variables progressives conver-
gentes ty, v, Wy, . . ., et sur des nombres entiers u, v, @, .. . ; si
la nature des calculs est telle que @ soit convergente et reste équi-
valente 4 elle-méme quand les nombres m T Poe e s U Ty ey
croissent a I'infini suivant une loi quelconque, et aussi quand on
substitue & u, v, w, . . . d’autres variables équivalentes quelconques,
on peut dire encore, soit au propre, soit au figuré, que w a une
limite. Et U, V, W, ... désignant les limites reeiles ou fictives. de
‘w,v,2,...,on écrira :

lim. o=/ (U,V, W,...),

ot le signe frappelle la nature des calculs qui définissent w.
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S5iw éqtnii’uu@ 4 quelque fonction rationnelle de u,v,w,:.. a
coeflicients invariables (au moins sous le rapport de leur équiva-
1ence) S (U, V,W, .. )représentera la méme fonction de U,V, W,.
sinon on aura obtenu une fonction transcendante (ou uratlomlelle)
de ces quanulcs idéales.

Telle est, & notre point de vue, l'idée la plus genuaie quon
puisse se faire d’une fonction Lranscendaute, il n’en est aucune a
laquelle on ne puisse assigner une semblable origine.

A présent, on doit apercevoir en quoi consiste une équation quel-
conque: entre des quantités commensurables ou incommensurables:
c'est I'énonciation abrégée et pittoresque du fait que certains cal-
culs opérés sur la valeur numérique des unes, sur des variables pro-
gressives qui ont les autres pour limites fictives, et au besoin sur
des nombres entiers croissant a I'infini, donnent une variable pro-
gressive qui tend vers zéro, quelque relation que 1'on établisse entre
ces nombres entiers et de quelque maniére que 'on change la na-
ture des variables progressives soumises au calcul, pourvu qu'elles
restent équivalentes a elles-mémes. 11 faut considérer la conception
de fonction de quantités incommensurables comme un simple moyen
de faciliter la de‘scriPtion, la classification ct la notation des innom-
brables relations de cette espéce que I'on peut imaginer entre des
variables convergentes diverses.

VII. En résumé, a toute quantité dite incommensurable. corres-
pondent une infinité de variables progressives (commensurables)
convergenles, dont I'équivalence peut s'exprimer en disant qu’elles
ont pour limite commune Ja quantité dont il <’agit.

A toute fonction correspond une variable progressive conver-
gente se formant rationnellement au moyen d’entiers indéfiniment
croissants, et d’autres variables progressives commensurables, de
maniére & rester équivalente a elle-méme dans toutes ses détermi-
natlons.

Enfin, toute relation entre des quantltés commensurables ou in-
commensurables exprime, pour une certaine variable progressive
commensurable dépendant des données d’une maniére. qui varie
avec la nature de la relation, la proprlete de converger constam-
ment vers. zéro.

Les. quantités imaginaires, n’étant que des combinaisons de deux
quantltés réelles, donnent lien aux mémes considérations. :
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ll me reste a éclairciv ces généralités par quelques LXLml)l(,b
° On peut imaginer une infinité de variables progressives dont
les carrds tendent vers un nombre donné @, et on démontre facile-
ment qu'elles sont toutes convergentes ct équivalertes. Clest ce fait
trés-positif que T'on exprime en disant que toul nombre a une racine
carrée, proposition qui n'est pas vraie quand on l.usse aux mots
feur sens littéral. :

Quand @ n'est pas carré, Va désignera dans e langage cette
racine fictive, et dans les calculs toute variable progressive dont le
carré tend vers a. Si par des voies différentes-on oblient une va-
riable convergente dont on puisse constater I'équivalence & I'une de
celles dont le carré tend vers a, on dira'que sa limite est égale &

Va. _
La relation

Vavb=ib

signifie que a, B, y étant des variables commensurables quelconques,
dont les carrés tendent vers @, b, ab, la différence a8 —y tend vers

76ro. -

La notation _\/\/5 rappellera qu'il existe des variables progres-
sives loules équivalentes entre elles, et telles que-leurs carrés soient
équivalents & toute variable dont le propre carré converge vers a.

L'équation
e

exprime que les variables dont il s’agit sont aussi équivalentes & toute
autre dont la quatriéme puissance converge vers a.
2° Considérons la fonction entiére : :

x z; .

- :

. I e A T

ol x,, désigne une variable progressive convergente. On peut prou-
ver que u,, , est aussi une variable convergente- qu’elle reste équi-
valente a elle-méme quand m, p augmentent & l'infini de toutes les

manidres possibles, et aussi quand on substitue A z,, une vauab]e
équivalente quelconque.
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-On peut encore prouver que le produil u,, ., X v, , ol 0, , dt,Slgne
une quantité progressive analogue

R AT RARRRE et :
demeure équivalent & la variable :

l+ m+yn+(wm+yn)-+.. .+("vm+yn)m

1.2 1.2....

El

A

pour loutes les. maniéres possibles de faire croitre & Pinfini les
nombres m, g, n, v, .
_ Tous ces résultats s'expriment beaucoup plus sunp]ement en fei-
gnant que x,,y, convergent vers des limiles x,y, que -y, ,,?,,
tendent de méme vers d’autres limites qu'on désignera par. e, o, et

en éerivant :
e ey ==ty

Dans la notation ev, on doit considérer les signes ¢** et  comme
rappelant I'un la maniére dont u,,, se forme avec g, et 2 & quor
doit étre équivalente la variable progresswe sur laquelle il faut opé-
rer pour obtenir u,,, . -
~.3° Le problcme inverse, consistant & trouver pour %, une variable
convergente qui fasse tendre la fonction

14 '"+ + +]~*—’T£

-
2
vers un nombre donné u, ou qui la rende équivalente & une cer-
“taine variable convergente u,, est toujours possible. Il admet pour
solution une infinité de variables loutes équivalentes. C'est ce qui'
conduit & nommer logarithme de u ou de la hmlte fictive du u, la
limite fictive ou réelle de z,,.

Sous 'équation

I(w) = U(u) + v},

on peut voir, comme dans 'exemple précédent, une certaine relation
entre des nombres variables tous.commensurables.
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