CHAPITRE III

LES GEOMETRIES NON EUCLIDIENNES

Toute conclusion suppose des prémisses ; ces pré-
misses elles-mémes ou bien sont évidentes par elles-
mémes et n’ont pas besoin de démonstration, ou bien
ne peuvent étre établies qu’en s’appuyant sur d’autres
propositions, et comme on ne saurait remonter ainsi i
Iinfini, toute science déductive, et en particulier la
geéométrie, doit reposer sur un certain nombre
d’axiomes indémontrables. Tous les traités de géomé-
trie débutent donc par I’énoncé de ces axiomes. Mais
il y a entre eux une distinction 3 faire : quelques-uns,
comme celui-ci par exemple : « deux quantités égales
a une méme troisitme sont égales entre elles», ne
sont pas des propositions de géométrie, mais des pro-
positions d’analyse. Je les regarde comme des juge-
ments analytiques a priors, je ne m’en occuperai pas.

Mais je dois insister sur d’autres axiomes qui sont
spéciaux i la géométrie. La plupart des traités en
énoncent trois explicitement :

1° Par deux points ne peut passer qu’une droite ;

2° La ligne droite est le plus court chemin d’un
point 4 un autre ;

3° Par un point, on ne peut faire passer qu’une
paralléle 4 une droite donnée.,
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Bien que 1’on se dispense généralement de démon-
trer le second de ces axiomes, il serait possible de le
déduire des deux autres et de ceux, beaucoup plus
nombreux, que l'on admet implicitement sans les
énoncer, ainsi que je ’expliquerai plus loin.

On a longtemps cherché en vain 2 démontrer égale-
ment le troisiéme axiome, connu sous le nom de paszu-
latum d’Euclide. Ce qu’on a dépensé d’efforts dans cet
espoir chimérique est vraiment inimaginable. Enfin
au commencement du siécle et 2 peu prés en méme
temps, deux savants, un Russe et un Hongrois, Lobat-
chevsky et Bolyai établirent d’'une fagon irréfutable
que cette démonstration est impossible ; ils nous ont 2
peu prés débarrassés des inventeurs de géométries
sans postulatum ; depuis lors, I’Académie des Sciences
ne recoit plus guére qu’une ou deux démonstrations
nouvelles par an.

La question n’était pas épuisée ; elle ne tarde pas a
faire un grand pas par la publication du célebre
mémoire de Riemann intitulé : Ueber die Hypothesen
welche der Geometrie zum Grunde liegen. Cet opuscule a ins-
piré la plupart des travaux récents dont je parlerai plus
loin et parmi lesquels il convient de citer ceux de Bel-
trami et de Helmholtz.

LA GEOMETRIE DE LOBATCHEVSKY

$’il était possible de déduire le postulatum d’Eu-
clide des autres axiomes, il arriverait évidemment
qu’en niant le postulatum, et en admettant les autres
axiomes, on serait conduit 4 des conséquences contra-
dictoires ; il serait donc impossible d’appuyer sur de
telles prémisses une géométrie cohérente.
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Or c’est précisément ce qu’a fait Lobatchevsky. Il
suppose au début que :

Lion peut, par un point, mener plusicurs paralléles a une
droite donnée.

Et il conserve d’ailleurs tous les autres axiomes
d’Euclide. De ces hypothéses, il déduit une suite de
théorémes entre lesquels il est impossible de relever
aucune contradiction et il construit une géométrie
dont 'impeccable logique ne le céde en rien i celle de
la géométrie euclidienne.

Les théorémes sont, bien entendu, tres différents de
ceux auxquels nous sommes accoutumés et ils ne
laissent pas de déconcerter un peu d’abord.

Ainsi la somme des angles d’un triangle est toujours
plus petite que deux droits et la différence entre cette
somme et deux droits est proportionnelle a la surface
du triangle.

Il est impossible de construire une figure semblable
a une figure donnée mais de dimensions différentes.

Si ’on divise une circonférence en # parties égales,
et qu'on mene des tangentes aux points de division,
ces 7 tangentes formeront un polygone si le rayon de
la circonférence est assez petit; mais si ce rayon est
assez grand, elles ne se rencontreront pas.

Il est inutile de multiplier ces exemples ; les propo-
sitions de Lobatchevsky n’ont plus aucun rapport avec
celles d’Euclide, mais elles ne sont pas moins logique-
ment reliées les unes aux autres.

LA GEOMETRIE DE RIEMANN

Imaginons un monde uniquement peuplé d’étres
dénués d’épaisseur ; et supposons que ces animaux
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« infiniment plats » soient tous dans un méme plan et
n’en puissent sortir. Admettons de plus que ce monde
soit assez éloigné des autres pour étre soustrait 4 leur
influence. Pendant que nous sommes en train de faire
des hypothéses, il ne nous en coite pas plus de douer
ces étres de raisonnement et de les croire capables de
faire de la géométrie. Dans ce cas, ils n’attribueront
certainement a I’espace que deux dimensions.

Mais supposons maintenant que ces animaux imagi-
naires, tout en restant dénués d’épaisseur, aient la
forme d’une figure sphérique, et non d’une figure
plane et soient tous sur une méme sphere sans pou-
voir s’en écarter. Quelle géométrie pourront-ils
construite ? Il est clair d’abord qu’ils n’attribueront 2
’espace que deux dimensions ; ce qui jouera pour eux
le réle de la ligne droite, ce sera le plus court chemin
d’un point a un autre sur la sphére, c’est-a-dire un arc
de grand cercle, en un mot leur géométrie sera la géo-
métrie sphérique.

Ce qu’ils appelleront I’espace, ce sera cette sphére
d’ou ils ne peuvent sortir et sur laquelle se passent
tous les phénomeénes dont ils peuvent avoir connais-
sance. Leur espace sera donc sans limites puisqu’on peut
sur une sphére aller toujours devant soi sans jamais
étre arrété, et cependant il sera fin/; on n’en trouvera
jamais le bout, mais on pourra en faire le tour.

Eh bien, la géométrie de Riemann, c’est la géomé-
trie sphérique étendue a trois dimensions. Pour la
construire, le mathématicien allemand a di jeter par-
dessus bord, non seulement le postulatum d’Euclide,
mais encore le premier axiome : Par deux points, on ne
peut faire passer qu’une droste.

Sur une sphére, par deux points donnés, on ne peut
faire en général passer qu'un grand cercle (qui, comme
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nous venons de le voir, jouerait le réle de la droite
pour nos €tres imaginaires), mais il y a une exception :
si les deux points donnés sont diamétralement oppo-
s€s, on pourra faire passer par ces deux points une
infinité de grands cercles.

De méme dans la géométrie de Riemann (au moins
sous une de ses formes), par deux points ne passera en
geénéral qu'une seule droite ; mais il y 2 des cas excep-
tionnels ou par deux points pourront passer une infi-
nité de droites.

Il y a une sorte d’opposition entre la géométrie de
Riemann et celle de Lobatchevsky.

Ainsi la somme des angles d’un triangle est :

— ¢€gale a deux droits dans la géométrie d’Euclide,

— plus petite que deux droits dans celle de Lobat-
chevsky, '

— plus grande que deux droits dans celle de Rie-
mann.,

Le nombre des paralléles qu’on peut mener 4 une
droite donnée par un point donné est égal :

— 4 un dans la géométrie d’Euclide,

— a zéro dans celle de Riemann,

— a l'infini dans celle de Lobatchevsky.

Ajoutons que l’espace de Riemann est fini, quoique
sans limite, au sens donné plus haut i ces deux mots.

1LLES SURFACES A COURBURE CONSTANTE

Une objection restait possible cependant. Les théo-
remes de Lobatchevsky et de Riemann ne présentent
aucune contradiction ; mais quelque nombreuses que
soient les conséquences que ces deux géométres ont
tirées de leurs hypothéses, ils ont di s’arréter avant de
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les avoir toutes épuisées, car le nombre en serait
infini ; qui nous dit alors que s’ils avaient poussé plus
loin leurs déductions, ils n’auraient pas fini par arriver
4 quelque contradiction ?

Cette difficulté n’existe pas pour la géométrie de
Riemann, pourvu qu’on se borne a deux dimensions ;
la géométrie de Riemann 4 deux dimensions ne dif-
fere pas en effet, nous l'avons vu, de la géométrie
sphérique, qui n’est qu’une branche de la géométrie
ordinaire et qui est par conséquent en dehors de toute
discussion.

M. Beltrami, en ramenant de méme la géométrie de
Lobatchevsky 4 deux dimensions 4 ne plus étre qu’une
branche de la géométrie ordinaire, a réfuté également
Pobjection en ce qui la concerne.

Voici comment il y est parvenu. Considérons sur
une surface une figure quelconque. Imaginons que
cette figure soit tracée sur une toile flexible et inex-
tensible appliquée sur cette surface, de telle fagon que
quand la toile se déplace et se déforme, les diverses
lignes de cette figure puissent changer de forme, sans
changer de longueur. En général, cette figure flexible
et inextensible ne pourra se déplacer sans quitter la
surface ; mais il y a certaines surfaces particulicres
pour lesquelles un pareil mouvement serait possible :
ce sont les surfaces a2 courbure constante.

Si nous reprenons la comparaison que nous faisions
plus haut et que nous imaginions des étres sans ¢pais-
seur vivant sur une de ces surfaces, ils regarderont
comme possible le mouvement d’une figure dont
toutes les lignes conservent une longueur constante.
Un pareil mouvement paraitrait absurde, au contraire,
3 des animaux sans épaisseur vivant sur une surface a
courbure variable.
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Ces surfaces a courbure constante sont de deux
sortes :

Les unes sont & courbure positive, et peuvent Etre
déformées de fagon a étre appliquées sur une sphére.
La geométrie de ces surfaces se réduit donc 2 la géo-
meétrie sphérique, qui est celle de Riemann.

Les autres sont & courbure négative. M. Beltrami a fait
voir que la géométrie de ces surfaces n’est autre que
celle de Lobatchevsky. Les géométries a4 deux dimen-
sions de Riemann et de Lobatchevsky se trouvent
donc rattachées 4 la géométrie euclidienne.

INTERPRETATION DES GEOMETRIES NON EUCLIDIENNES

Ainsi s’évanouit 'objection en ce qui concerne les
géométries 2 deux dimensions.

Il serait aisé d’étendre le raisonnement de M. Bel-
trami aux géométries a trois dimensions. Les esprits
que ne rebute pas I'espace 4 quatre dimensions n’y
verront aucune difficulté, mais ils sont peu nombreux.
Je préfére donc procéder autrement.

Considérons un certain plan que jappellerai fonda-
mental et construisons une sorte de dictionnaire, en
faisant correspondre chacun a chacun une double
suite de termes écrits dans deux colonnes, de la méme
fagon que se correspondent dans les dictionnaires
ordinaires les mots de deux langues dont la significa-
tion est la méme :

Espace ....... Portion de Pespace située au-dessus
du plan fondamental.
Plan ....... .+ Spheére coupant orthogonalement le

plan fondamental.
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Droite ....... Cercle coupant orthogonalement le’
plan fondamental.
Sphére . ...... Sphere.
Cercle ....... Cercle.
Angle ....... Angle.
Distance de deux
points .. ..., Logarithme du rapport anharmo-

nique de ces deux points et des
intersections du plan fondamen-
tal avec un cercle passant par ces
deux points et le coupant ortho-
gonalement

ete...

Prenons ensuite les théorémes de Lobatchevsky et
traduisons-les a I’aide de ce dictionnaire comme nous
traduirions un texte allemand 2 l'aide d’un diction-
naire allemand-frangais. Nous obtiendrons ainsi des théo-
rémes de la géométrie ordinaire.

Par exemple, ce théoréme de Lobatchevsky: «la
somme des angles d’un triangle est plus petite que
deux droits » se traduit ainsi: «Si un triangle curvi-
ligne a pour cdtés des arcs de cercle qui, prolonges,
iraient couper orthogonalement le plan fondamental,
la somme des angles de ce triangle curviligne sera plus
petite que deux droits ». Ainsi, quelque loin que I'on
pousse les conséquences des hypothéses de Lobat-
chevsky, on ne sera jamais conduit 2 une contradic-
tion. En effet, si deux théorémes de Lobatchevsky
étaient contradictoires, il en serait de méme des tra-
ductions de ces deux théorémes, faites a 1’aide de
notre dictionnaire, mais ces traductions sont des théo-
rémes de géométrie ordinaire et personne ne doute
que la géométrie ordinaire ne soit exempte de contra-
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diction. D’ou1 nous vient cette certitude et est-elle jus-
tifiée ? C’est 12 une question que je ne saurais traiter
ici, car elle exigerait quelques développements. Il ne
reste donc plus rien de 'objection que jai formulée
plus haut.

Ce n’est pas tout. La géométrie de Lobatchevsky,
susceptible d’une interprétation concreéte, cesse d’étre
un vain exercice de logique et peut recevoir des appli-
cations ; ce n’est pas le lieu de parler ici de ces appli-
cations ni du parti que M. Klein et moi en avons tiré
pour P'intégration des équations linéaires.

Cette interprétation n’est d’ailleurs pas unique, et
Pon pourrait établir plusieurs dictionnaires analogues
a celui qui précéde et qui nous permettraient par une
simple « traduction » de transformer les théorémes de
Lobatchevsky en théorémes de géométrie ordinaire.

LES AXIOMES IMPLICITES

Les axiomes explicitement énoncés dans les traités
sont-ils les seuls fondements de la géométrie ? On
peut étre assuré du contraire en voyant qu’aprés les
avoir successivement abandonnés, on laisse encore
debout quelques propositions communes aux théories
d’Euclide, de Lobatchevsky et de Riemann. Ces pro-
positions doivent reposer sur quelques prémisses que
les géometres admettent sans les énoncer. 11 est inté-
ressant de chercher a les dégager des démonstrations
classiques.

Stuart Mill a prétendu que toute définition contient
un axiome, puisqu’en définissant on affirme implicite-
ment Pexistence de 'objet défini. C’est aller beaucoup
trop loin ; il est rare qu’en mathématiques on donne
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une définition sans la faire suivre par la démonstra-
tion de Dexistence de I’objet défini, et quand on s’en
dispense, c’est généralement que le lecteur y peut
aisément suppléer. Il ne faut pas oublier que le mot
existence n’a pas le méme sens quand il s’agit d’un
étre mathématique et quand il est question d’un objet
matériel. Un étre mathématique existe, pourvu que sa
définition n’implique pas contradiction, soit en elle-
méme, soit avec les propositions antéricurement
admises.

Mais si ’'observation de Stuart Mill ne saurait s’ap-
pliquer 4 toutes les définitions, elle n’en est pas moins
juste pour quelques-unes d’entre elles. On définit
quelquefois le plan de la maniére suivante :

Le plan est une surface telle que la droite qui joint
deux quelconques de ses points est tout entiere sur
cette surface.

Cette définition cache manifestement un nouvel
axiome ; on pourrait, il est vrai, la changer, et cela
vaudrait mieux, mais alors il faudrait énoncer
I’'axiome explicitement.

D’autres définitions peuvent donner lieu a des
réflexions non moins impotrtantes.

Telle est par exemple celle de I'égalité de deux
figures : deux figures sont égales quand on peut les
superposer ; pour les superposer il faut déplacer I'une
d’elles jusqu’d ce qu’elle coincide avec I'autre ; mais
comment faut-il la déplacer ? Si nous le demandions,
on nous répondrait sans doute qu’on doit le faire sans
la déformer et 2 la fagcon d’un solide invariable. Le
cercle vicieux serait alors évident.

En fait, cette définition ne définit rien ; elle n’au-
rait aucun sens pour un étre qui habiterait un monde
ou il n’y aurait que des fluides. Si elle nous semble
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claire, c’est que nous sommes habitués aux propriétés
des solides naturels qui ne différent pas beaucoup de
celles des solides idéaux dont toutes les dimensions
sont invariables.

Cependant, tout imparfaite qu’elle soit, cette défini-
tion implique un axiome,

La possibilit¢ du mouvement d’une figure inva-
tiable n’est pas une vérité évidente par elle-méme, ou
du moins elle ne 'est qu’a la fagon du postulatum
d’Euclide et non comme le serait un jugement analy-
tique & priors.,

D’ailleurs, en étudiant les définitions et les
démonstrations de la géométrie, on voit quon est
obligé d’admettre, sans les démontrer, non seulement
la possibilité de ce mouvement, mais encore quelques-
unes de ses propriétés.

C’est ce qui ressort d’abord de la définition de la
ligne droite. On en a donné beaucoup de défec-
tueuses, mais la véritable est celle qui est sous-
entendue dans toutes les démonstrations o la ligne
droite intervient :

« Il peut arriver que le mouvement d’une figure
invariable soit tel que tous les points d’une ligne
appartenant a cette figure restent immobiles pendant
que tous les points situés en dehors de cette ligne se
meuvent. Une pareille ligne s’appellera une ligne
droite. » Nous avons a dessein, dans cet énoncé,
sépar¢ la définition de I'axiome qu’elle implique.

Beaucoup de démonstrations, telles que celles des
cas d’égalité des triangles, de la possibilité d’abaisser
une perpendiculaire d’'un point sur une droite, sup-
posent des propositions qu’on se dispense d’énoncer,
puisqu’elles obligent 4 admettre qu’il est possible de
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transporter une figure dans I'espace d’une certaine
maniére.

LA QUATRIEME GEOMETRIE

Parmi ces axiomes implicites, il en est un qui me
semble mériter quelque attention, parce qu’en I'aban-
donnant, on peut construire une quatriéme géométrie
aussi cohérente que celle d’Euclide, de Lobatchevsky
et de Riemann.

Pour démontrer que ’on peut toujours élever en un
point A une perpendiculaire 2 une droite AB, on
considére une droite AC mobile autour du point A et
primitivement confondue avec la droite fixe AB; et
on la fait tourner autour du point A jusqu’a ce quelie
vienne dans le prolongement de AB.

On suppose ainsi deux propositions: d’abord
qu’une pareille rotation est possible, et ensuite qu’elle
peut se continuer jusqu’a ce que les deux droites
viennent dans le prolongement 1'une de I'autre.

Si I’'on admet le premier point et que l'on rejette le
second, on est conduit 4 une suite de théorémes
encore plus étranges que ceux de Lobatchevsky et de
Riemann, mais également exempts de contradiction.

Je ne citerai qu'un de ces théorémes et je ne choisi-
rai pas le plus singulier : une droste réelle peut étre perpendi-
culaire a elle-méme.

LE THEOREME DE LIE

Le nombre des axiomes implicitement introduits
dans les démonstrations classiques est plus grand qu’il
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ne serait nécessaire, et on a cherché i le réduire au
minimum. M. Hilbert semble avoir donné la solution
deéfinitive de ce probléme. On pouvait 4 priori se
demander d’abord si cette réduction est possible, si le
nombre des axiomes nécessaires et celui des géomé-
trics imaginables n’est pas infini.

Un théoréme de M. Sophus Lie domine toute cette
discussion. On peut I’énoncer ainsi :

Supposons qu’on admette les prémisses suivantes :

1° L’espace a 7 dimensions ;

2° Le mouvement d’une figure invariable est pos-
sible ;

3° 11 faut p conditions pour déterminer la position
de cette figure dans ’espace.

Le nombre des géométries compatibles avec ces prémisses sera
limite.

Je puis méme ajouter que si # est donné, on peut
assigner 2 p une limite supérieure.

Si donc on admet la possibilité du mouvement, on
ne pourra inventer qu’un nombre fini (et méme assez
restreint) de géométries 2 trois dimensions.

LES GEOMETRIES DE RIEMANN

Cependant ce résultat semble contredit par Rie-
mann, car ce savant construit une infinité de géom¢é-
tries différentes, et celle 4 laquelle on donne ordi-
nairement son nom n’en est qu’un cas particulier.

Tout dépend, dit-il, de la fagon dont on définit la
longueur d’une courbe. Or il y a une infinité de
manic¢res de définir cette longueur, et chacune d’elles
peut devenir le point de départ d’une nouvelle géo-
meétrie.
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Cela est parfaitement exact, mais la plupart de ces
définitions sont incompatibles avec le mouvement
d’une figure invariable, que I’on suppose possible dans
le théoréme de Lie. Ces géométries de Riemann, si
intéressantes a divers titres, ne pourraient donc jamais
étre que purement analytiques et ne se préteraient pas
4 des démonstrations analogues a celles d’Euclide.

Les GEOMETRIES DE HILBERT

Enfin M. Veronese et M. Hilbert ont imagin¢ de
nouvelles géométries plus étranges encore, qu’ils
appellent non-archimédiennes. ls les construisent en reje-
tant Vaxiome d'Archiméde en vertu duquel toute lon-
gueur donnée, multipliée par un entier suffisamment
grand, finira par surpasser toute autre longueur don-
née si grands qu’elle soit. Sur une droite non-
archimédienne, les points de notre géométrie ordi-
naire existent tous, mais il y en a une infinité d’autres
qui viennent s’intercaler entre eux, de telle sorte
quentre deux segments, que les géométres de la
vieille école auraient regardés comme contigus, on
puisse caser une infinité de points nouveaux. En un
mot, 'espace non-archimédien n’est plus un continu
de second ordre, pour employer le langage du chapitre
précédent, mais un continu du troisi¢me ordre.

DE LA NATURE DES AXIOMES

La piupart des mathématiciens ne regardent la géo-
métrie de Lobatchevsky que comme une simple curio-
sité logique ; quelques-uns d’entre eux sont allés plus
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loin cependant. Puisque plusieurs géométries sont
possibles, est-il certain que ce soit la nétre qui soit
vraie ? L’expérience nous apprend sans doute que la
somme des angles d’un triangle est égale i deux
droits ; mais c’est parce que nous n’opérons que sur
des triangles trop petits ; la différence, d’aprés Lobat-
chevsky, est proportionnelle 3 la surface du triangle :
ne pourra-t-elle devenir sensible quand nous opére-
rons sur des triangles plus grands ou quand nos
mesures deviendront plus précises? La géométrie
euclidienne ne serait ainsi qu'une géométrie provi-
soire.

Pour discuter cette opinion, nous devons d’abord
nous demander quelle est la nature des axiomes géo-
métriques.

Sont-ce des jugements synthétiques @ priori, comme
disait Kant ?

Ils s’imposeraient alors 4 nous avec une telle force,
que nous ne pourrions concevoir la proposition
contraire, ni batir sur elle un édifice théorique, 11 n’y
aurait pas de géométrie non euclidienne.

Pour s’en convaincre, qu’on prenne un véritable
jugement synthétique & priori, par exemple celui-ci,
dont nous avons vu au chapitre premier le réle pré-
pondérant :

Si un théorime est vrai pour le nombre 1, si on a démontré
qu'dl est vrai de n + 1, pourvu qu’il le soit de n, il sera vrai de
tous les nombres entiers positifs.

Qu’on essaie ensuite de s’y soustraire et de fonder,
en niant cette proposition, une fausse arithmétique
analogue 4 la géométrie non-euclidienne, — on n’y
poutra pas parvenir ; on serait méme tenté au premier
abord de regarder ces jugements comme analytiques.
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D’ailleurs, reprenons notre fiction des animnaux
sans épaisseur ; nous ne pouvons guére admettre que
ces étres, s’ils ont Pesprit fait comme nous, adopte-
raient la géométrie euclidienne qui serait contredite
par toute leur expérience ?

Devons-nous conclure que les axiomes de la géo-
métrie sont des vérités expérimentales ? Mais on n’ex-
périmente pas sur des droites ou des circonférences
idéales ; on ne peut le faire sur des objets matériels.
Sur quoi porteraient donc les expériences qui servi-
raient de fondement a la géométrie ? La réponse est
facile.

Nous avons vu plus haut que lon raisonne
constamment comme si les figures géométriques se
comportaient 4 la maniére des solides. Ce que la géo-
métrie emprunterait 2 P'expérience, ce seraient donc
les propriétés de ces corps.

Les propriétés de la lumiére et sa propagation recti-
ligne ont été aussi 'occasion d’ou sont sorties quel-
ques-unes des propositions de la géométrie, et en par-
ticulier celles de la géométrie projective, de sorte qu’a
ce point de vue on serait tenté de dire que la géome-
trie métrique est Pétude des solides et que la géomé-
trie projective est celle de la lumiere.

Mais une difficulté subsiste, et elle est insurmon-
table. Si la géométrie était une science expérimentale,
elle ne serait pas une science exacte, elle serait sou-
mise 4 une continuelle révision. Que dis-je ? elle serait
dés aujourd’hui convaincue d’erreur puisque nous
savons qu’il n’existe pas de solide rigoureusement
invariable.

Les axiomes géométriques ne sont donc ni des jugements syn-
thétiques & priori, ni des faits expérimentanx.
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Ce sont des conventions ; notre choix, parmi toutes les
conventions possibles, est guidé par des faits expéri-
mentaux ; mais il reste Zbre et n’est limité que par la
nécessité d’éviter toute contradiction. C’est ainsi que
les postulats peuvent rester rigoureusement vrais quand
méme les lois expérimentales qui ont déterminé leur
adoption ne sont qu’approximatives.

En d’autres termes, /s axiomes de la géomiétrie (je ne
parle pas de ceux de l'arithmétique) e sont gue des défi-
nitions déguisées.

De¢s lors, que doit-on penser de cette question : La
gcométrie euclidienne est-elle vraie ?

Elle n’a aucun sens.

Autant demander si le systéme métrique est vrai et
les anciennes mesures fausses ; si les coordonnées car-
tésiennes sont vraies et les coordonnées polaires
fausses. Une géométrie ne peut pas étre plus vraie
qu’une autre; elle peut seulement étre plus commode.

Or la géométrie euclidienne est et restera la plus
commode :

1° Parce qu’elle est la plus simple ; et elle n’est pas
telle seulement par suite de nos habitudes d’esprit ou
de je ne sais quelle intuition directe que nous aurions
de Pespace euclidien ; elle est la plus simple en soi de
méme qu’un polynéme du premier degré est plus
simple qu’un polynéme du second degté ; les formules
de la trigonométrie sphérique sont plus compliquées
que celles de la trigonométrie rectiligne, et elles parai-
traient encore telles 4 un analyste qui en ignorerait la
signification géométrique.

2° Parce qu’elle s’accorde assez bien avec les pro-
pri¢tés des solides naturels, ces corps dont se rap-
prochent nos membres et notre il et avec lesquels
nous faisons nos instruments de mesure.





