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Chapitre 1

Rappels.

1.1 Espaces de Stone.

Dans ce chapitre, nous allons, & un langage £ donné, considérer l'espace de toutes les
L-théories complétes, sur lequel nous allons mettre une topologie, pour laquelle cet espace
sera Hausdorff et compact.

Définition 1.1 Soit 7" une L-théorie consistente. Par commodité, on supposera que L
contient au moins un symbole de constante.

Soit So(T) 'ensemble des L-théories complétes 7" qui contiennent 7' et telles que 7" = T".
Un point de Sy(T") est donc 'ensemble de toutes les conséquences d’une théorie compléte
qui contient 7', ou encore est de la forme Th(A), ou A = T.

On munit Sy(7") d’une topologie de la fagon suivante.

On définit [7] := {p € So(T) : 7 € p}, ou 7 parcourt les L-énoncés. Notons que, pour
71, To deux L-énoncés, on a :

[11] N [12] := [11 A T2).

[11) U [1o] == [11 V T2].

[=7] = So(T) — [7] (note [7]%).

So(T)=[c=clet ) =[c#]

On prend comme base d’ouverts : {[7] : T est un L-énoncé }. On notera ’espace topo-
logique correspondant Sy(7"). Notons que [7] = [-7]¢ (et donc c’est aussi un ferme).

Remarque : Une L-théorie compléte p est finiment axiomatisable s’il existe un L£-énoncé
7 tel que {p} = [7].

Rappelons qu’un espace topologique est compact si de tout recouvrement d’ouverts on
peut extraire un sous-recouvrement fini. Il est Hausdorff (ou séparé) si pour toute une paire
de points {p1, p2} on peut trouver deux ouverts disjoints O1, O2 tels que p; € O; et pa € Os.

Proposition 1.2 L’espace So(T') est séparé et compact.

Preuve : Montrons que So(T") est Hausdorff (de fagon équivalente séparé). Soient p; # pa €
So(T'). 11 existe donc o € p; — pa2 (et donc =0 € p2). On a donc p; € [o] et p2 € [—o] et
[o] N [~o] = 0.



Soit So(T') = Ujer[mi]. Donc 0 = Njer[-7]. Autrement dit, TU {—7; : i € I} est in-
consistente. Par le théoréme de compacité, une partie finie E de cette théorie est incon-
sistente (et on peut supposer que toute partie propre de E est consistente). Comme 7" est
consistente, cette partie finie ' n’est pas incluse dans 7. Soient -7, ,---,—-7, € E—T.
Donc toute théorie compléte qui contient 1" et /\1§ j<n—1 TTi; contient 7;,. Autrement dit
So(T) = Ui<j<nlm,] (et ce recouvrement est minimal). O

Corollaire 1.3 Tout ouvert-fermé (i.e. tout ouvert qui est aussi un fermé) de So(T') est de
la forme [o], pour un certain L-énoncé o.

Preuve : Un ouvert est de la forme | J;c;[7i], 8l est fermé son complémentaire dans So(T")
est de la méme forme i.e. J;¢ s[o;] et done So(T') = U;¢;[mi] U U, e lo;]- Par la Proposition
il existe un sous-recouvrement fini c.a.d. il existe Iy C I et Jy C J finis tels que So(T') =
Uier, [Tl U Ujey, loj]. Comme Uy, [7i] est inclus & U,;;(mi], Ujes [05] € Ujeslo] et que
ces deux ensembles sont disjoints, I'ouvert-fermé de départ est égal a U;c;[m] = [V,ep, 7il-
g

Soit ¥ une L-théorie, on associe a ¥ un fermé Fy de I'espace Sy : Fy := [, exlo]-

Exercice : Montrez que si Fy; # () ssi ¥ est consistente. Montrez que pour X; une
L-théorie, X et 31 sont équivalentes ssi Fx, = Fx, et que X est finiment axiomatizable ssi il
existe un énoncé 7 tel que Fy, = [7].

Proposition 1.4 Une classe K de L-structures est finiment aziomatizable ssi IC et son
complémentaire K¢ dans la classe de toutes les L-structures sont élémentaires.

Preuve : (—) C’est immédiat car par définition il existe ¥X; fini tel que K = Mod(%) et
donc en posant 7 := A 5 0, K = Mod(7). Ainsi, on a K¢ = Mod(—7).

(¢-) Puisque K est élémentaire, il existe une L-théorie ¥ (respectivement X)
telle que K = Mod(X) (respectivement K¢ = Mod(Y')). Soit Fy (respectivement Fyy) le
fermé correspondant de Sp(7"). Comme ces deux fermés sont disjoints et complémentaires
(en effet supposons qu'il existe p € Fx, N Fyy, et soit A |= p, alors A € K N K¢; §'il existe
p € Sy— (FxUFy)etsiBEp,alors B ¢ K and B ¢ K¢ une contradiction). Par le
Corollaire , louvert-fermé Fy, est de la forme [7], et donc K est axiomatisable par 7.

On peut aussi faire une preuve directe de ().

Supposons qu’au contraire que pour tout o € Th(K), il existe M, € K¢ et M, |= 0.
Posons J, = {1 € Th(K) : M, |= o} # 0. Cet ensemble de sous-ensembles de Th(K) a
la P.LF. Soit % un ultrafiltre contenant cet ensemble de parties. On a [, cqp ) Mo/U =
Th(K). En effet pour tout 7 € Th(K), Jr € U et donc [[rc) Mo/% € KN KC. (En effet,
K est élémentaire et donc K = Mod(Th(K)) et K¢ est fermée par ultraproduits.)

(]

Remarque : Si K, est une classe de L-structures axiomatisée par un L-énoncé o, et
si KC est une classe élémentaire de L-structures telle que K C Ky, alors : K est finiment
axiomatisable ssi Ky \ KC est élémentaire.

La preuve est similaire & celle de la proposition [1.4], en voici une idée :

(—) Soit 7 un L-énoncé axiomatisant K. La classe K, \ K est axiomatisée par o & —7.



(¢-) (preuve topologique) F' := [, [7] est un fermé. Soit [o] 'ouvert-fermé correspon-
dant a IC,. Par hypothése Fy := [o]\ F' est fermé; [o0] = FUF} ; donc F' est un ouvert-fermé
(avec LI dénotant 'union disjointe) et donc de la forme [7], pour un certain £-énoncé .

(«-) (preuve par ultraproduits) Comme K C K, si 7 € Th(K), alors 7 & o € Th(K).
Si K n’était pas finiment axiomatisable, pour tout 7 € Th(K), il existerait M, ¢ K tel que
M. E 71 & o (et donc M, € K,). Posons J; = {x € Th(K) : M, | 7& o} D {7}. Cet
ensemble de sous-ensembles non-vides de Th(K) a la P.ILF. Soit % un ultrafiltre contenant
cet ensemble de parties. On a [ [, cqy, ) My /% = Th(K). Or comme Ky \ K est fermée par
ultraproduits, cet ultraproduit appartient K, \ K. Mais par construction [[,, M, = Th(K)
et donc comme K est élémentaire, [[,, M, € I, une contradiction. O

1.2 Espaces de types et saturation.

Soit T une L-théorie consistente. Nous avons défini 1'espace topologique So(T") des L-
théories complétes T" qui contiennent T et telles que 7" = T”.

Lorsque T est une théorie compléte, Sp(7') est un singleton. Et donc, nous allons associer
a T une suite d’espaces topologiques que ’on obtient en enrichissant le langage £ par un
ensemble de constantes qui n’apparaissent pas déja dans L.

Le théoréme de Ryll-Nardweski caractérise les théories complétes T', pour lesquelles tous
les espaces S, (T') sont finis, n € N : ce sont les théories Ryp-catégoriques.

Définition 1.5 L’ensemble S;(7T'), respectivement S,,(T"), est I’ensemble des LU{¢; }-théories
complétes Ty qui contiennent T et telles que 77 = T} (c.a.d. maximales comme ensembles
d’énoncés), respectivement 1’ensemble des Lz := LU {c1, -+ , ¢, }-théories complétes T), qui
contiennent 7T et telles que T}, = T, (ot {¢; : i € N} est un ensemble de nouveaux symboles
de constantes (c.a.d. qui n’apparaissent pas déja dans L).

Dans S, (T"), on prend comme base d’ouverts [¢(¢)], ot ¢(Z) parcourt les L-formules &
n variables libres.

Les espaces topologiques S, (T") correspondants sont séparés et compacts (voir Proposi-
tion .

A un point de S, (T), on associe 'ensemble des L-formules & n-variables libres obtenu
en remplagant ¢y, -+ , ¢, par x1,--- , &, et cet ensemble de L-formules est appelé un n-type
complet (voir chapitre ??). On fera l’abus de langage et notation suivant. On dira que ce
n-type complet appartient & S, (T).

Un ensemble de L-formules & n variables libres est un n-type s’il peut étre complété en
un n-type complet.

Soit M =T, ap € Sp(T), on associe le sous-ensemble de M™ (infiniment définissable)

suivant : (e, ¢(M).

Soit M =T et soit A C M ; notons Th4(M), la théorie de M dans le langage L4 :=
LU{c,: a€ A}, ol ¢, est un symbole de constante qui n’appartient pas a L.

On note S} (A), lespace S,(Tha(M)). Soit m € M™, on note tpy'(m), ou p'(m),
I'ensemble des L 4-formules ¢ (v, - - ,v,) telles que M = ¢(m).



Exercice : Pour tout n-type complet p(z) € S, (7)), il existe M =T et a C M" tels
que tp™M(a) soit égal a p(z).

Lemme 1.6 Un espace topologique X compact et infini admet un point non isolé.

Preuve : En effet, supposons que tout point de X est isolé, ie : Vo € X, {x} est ouvert.
Alors [ J,cx{z} est un recouvrement de X, qui est compact. On peut donc en extraire un
sous-recouvrement fini : |J, . x/{7}. Or X est infini et X " est fini : contradiction. O

1.3 Théoréme d’omission des types et théories Ny-catégoriques

Définition 1.7 Soit T une L-théorie consistente, et M un modéle de T. On dira qu’un
n-type p(Z) consistent avec T" est omis dans M s'il n’est pas réalisé dans M c.a.d. ou aucun
n-uples de M ne réalise p(z).

On dira qu'un n-type complet p(¢) € S, (7") est un point non isolé (de S, (7)) si pour toute
L-formule ¢(z) a n variables libres, [¢(¢)] # {p(¢)}. Si p(¢) € [¢(¢)] et p(¢) non isolé, alors
il existe 0(z) € p(z), T U {¢(c)} ¥ 6(c) (voir section [L.2).

Théoréme 1.8 (Théoréme d’omission des types.) Soit £ un langage dénombrable et T
une L-théorie consistente. Soit p(¢) € Sp(T) un point non isolé. Alors il existe un modéle
dénombrable M de T ou ce type p est omis.

Preuve : On étend itérativement T en une L*-théorie T compléte (ou £ C L*) telle que si
M = T*, on aura une sous-L-structure dénombrable My qui sera un modéle dénombrable
de T, omettant p. Chaque "étape itérative" sera divisée en trois sous-étapes, afin d’assurer
complétude, test de Tarski-Vaught, omission de p.

On enrichit £ en y ajoutant un ensemble infini dénombrable C' de nouveaux symboles
de constante : L* := L UC.
On énumeére les £*-énoncés : g, @1, .. .; ainsi que les n-uples de constantes de C : dy, dy, . ..
On peut maintenant construire T* en ajoutant & T des énoncés 0,,,n € w de la fagon sui-
vante :
étape 0 : on pose Oy := Vz(x = x)

On suppose maintenant que 65, pour un certain s appartenant a w, a été construit, que
T'U{6s} est une L*-théorie consistente, et telle que pour chaque n < s on ait TU{0s} = 6,.
étape s+ 1 :
casou s+ 1=3i+1 (ie s est un multiple de 3) :

Si T'U {0s, @i} est consistente, on pose 051 = 0:&; ; sinon on pose 0511 = ;& —p;. Dans
les deux cas T'U {0541} est consistente, et T'U {0541} = 05 (et donc satisfait aussi 6,,,pour
n < s).

Notons que cela nous servira plus tard dans la preuve pour obtenir une théorie T* compléte.
s+1=31+2:

(Remarque : par rapport a la sous-étape précédente, cette "sous-étape-ci" permet d’itérer
sur s sans itérer sur i)

-Si ; est de la forme Jv (v) pour une certaine formule 1 (v) (de complexité quelconque), et



que T |= 05 — ;, on prend une constante ¢ dans C' qui n’apparait pas dans T'U{6s}, afin de
construire un témoin de la satisfaisabilité de ¢. On pose 0511 = 05&(c). Puis, étant donné
que dans un modele N de T'U {6s}, il existe a € N tel que N' = 1(a), on pose N = a, on
a alors N =T U {fs11}. On a donc que T'U {0541} est consistente.

-Sinon on pose 0541 = ;.

s+1=3+3:

On construit une £-formule (7)) a partir de 65 et de d; de la fagon suivante : on remplace
d; par un n-uple de variables © dans 6, et on remplace chaque autre symbole de constante
ceC\ d; qui apparait dans 6, par une variable v.. Puis on quantifie existentiellement les
variables v.. (les variables de ¥ sont donc libres dans la nouvelle formule, tandis que les
variables v, sont liées)

Comme p n’est pas isolé, [p(v)] # {p}; il y a donc une formule o(v) € p telle que T ¥
Vo(p(v) — o(v)) (*) (voir la discussion avant la Déﬁnition. On pose 051 = 05 & —o(d;),
afin que d; ne satisfasse pas p dans le modéle que 1’on veut construire (i.e. T U{p(d;)} ¥ p).
T U{0s41} est consistente car d’apres (*), il existe N’ modele de T et @ C N tel que ¢(a) et
—o(a). En posant d;i" = a, et en interprétant les constantes ¢ € C \ d; comme les témoins
de T'existence des v, N est un modéle de T'U {6541}

Donc T'U {0541} est consistente et satisfait 0.

Posons maintenant 7% = T'U{6,, : n € w}. T™ est consistente car finiment consistente, et

elle est compléte car aux étapes 3i+ 1 on a ajouté soit ;, soit ;. Soit M une L*-structure
satisfaisant T*. On pose My = {cM : ¢ € C}. My est dénombrable car C l'est. My est le
domaine d’une L-sous-structure Mg de M., et c’est une sous-structure élémentaire (étapes
3i + 2, complétude de T™* et Test de Tarski-Vaught (voir chapitre ??) :
Soit ¢(z,7) une L-formule et @ C Mp. Supposons que M, = Jz¢(x,a). Comme a = d™
pour un d C C, en posant ¢ := Jx¢(z,d) : ¢ est un L*-énoncé et donc de la forme ¢; pour
un certain ¢ € w. Comme M [ @; et que M est un modeéle de 7™ qui est compléte, on a :
T* = ;. 1l existe donc s tel que T' = 05 — ¢; ; et donc par construction (étapes 3i+2), il
existe une constante ¢ € C' qui n’apparait pas dans T U {f} telle que 05,1 = 05 & ¢(c, d)
avec 011 € T*. Comme M = T*, M = ¢(cM,a), or ¢™ € My et donc par le test de
Tarski-Vaught, My < M.

M ne réalise pas p : soit a € My, alors il existe d; tel que JiMO = a. A D'étape 3i + 3,
on a posé 541 = 05 & —o(d;), ot o € p.

O

1.4 Modéles atomiques et va-et-vient

Définition 1.9 Soit £ un langage dénombrable, T' une L£-théorie (compléte) et supposons
que T n’a que des modéles infinis. Un modéle M de T est atomique si pour tout n € w
le type d’'un n-uple d’éléments de M est isolé, ie : pour tout n-uple a d’éléments de M,
tp™M(@) est un point isolé dans S,,(Th(M)).

Notons que si T est une £ théorie compléte, toute paire de modeles atomiques M, N
de T reéalisent les mémes types. Soit p € S,,(T') et supposons que M réalise p. Il existe donc
un n-uple a d’éléments de M tel que tp™ (@) = p. Par hypothése, tp™(a) est isolé et donc
il existe une formule ¢(z) telle que [¢(z)] = {p}. Comme T est compléte, 3T #(Z) est une



conséquence de T et donc N |= 3% ¢(). Soit b C N tel que N |= ¢(b). Par hypothése sur
¢, trN(b) = p.

Lemme 1.10 Soit £ un langage dénombrable, T une L-théorie (compléte) et supposons que
T n’a que des modéles infinis. St M et B sont deux modéles dénombrables atomiques de T

qui réalisent les mémes éléments de | J, ., Sn(T), alors M et B sont isomorphes.

Preuve : Cette preuve est basée sur la technique de "va et vient" entre deux structures,
comme la preuve du Théoréme de Cantor ?77. On énumeére les éléments de M et B en les
indexant parn € w : M = {m,, :n € w} B ={b, : n € w}.

Soit donc mg le premier élément de M, tp™(mg) € Si(T) est isolé par hypothése donc
tp™M(mo) = [vo(z0)], ot g est un £ U {zg}-énoncé. B réalisant les mémes types que M, on
peut choisir parmi les éléments de B réalisant tp™!(myg), un élément b; avec i minimum. On
renomme cet élément bz); et on pose mlo = myg.

Soit maintenant b; € B\ {b,} tel que j soit minimum; on le renomme b; et on considére
tpB(by, by) € So(T).

Soit 1y (0, 1) la formule isolant tpB (b, b'1).

B = o(b) — Fa19b1 (g, 1)

Donc la formule "ig(zo) — 3x13h1 (w0, 21)" est dans tpB(by) = tpM(my) 11 existe donc
my, € M\ {mg} tel que 11 (myg, my). On peut choisir & minimum, comme fait précdemment.
Remarque : dans B, bll =+ bE), donc ces deux éléments vérifient la formule "zg # x1”. c’est
pour cela que, par complétude de th(bg, b/l), on peut prendre aussi deux éléments différents
dans M (En fait on a : 91 (xg, 1) — z¢ # T1).

On pose m) := my,.

On prend ensuite le premier élément de M \ {mz), mll}, etc...

On obtient alors deux séquences infinies dénombrables mz), m/17 ... et bé, bll, ... telles que :

M:{m()amlv"‘} B:{b07b17"'}

(notons qu’en prenant les indices minimaux, on n’oublie aucun élément ; ie on a considéré
tous les éléments de M et tous ceux de B).

Soit f : m,, ~— b,,. Par construction, pour chaque n les n-uples (m, ..., m, ;) et (by,..., b, ;)
satisfont les mémes types, f définit donc un isomorphisme de M dans B.

(Remarque : deux uples quelconques (m;,, ..., m;, ) et (bi,, . .., b;, ) satisfont eux aussi les
mémes types : en effet il existe [, (m;,,...,m;,) C (mz), ... ,m;), avec ji,...,Jk € {1,...,1}
tels que m;, =my,,...,m; = m, . Remarquons que tpM (mg,...,my) 2 tpM (mg), ... JpM(my, ..

Par définition de f, on a
(fmi)se s f(ma)) € (B, )

donc th(f(mil), oo flmyy)) C th(bE), .. .,b;) = tpM(mE),...,m;c).) O

1.5 Théoréme de Ryll-Nardweski

Théoréme 1.11 (Théoréme de Ryll-Nardewski). Soit £ un langage dénombrable, T une
L-théorie compléte et supposons que T n’a que des modéles infinis.

7mik)'



Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est Wo-catégorique ;

(ii) pour tout n, Sp(T') est fini;

(iii) pour tout n, il existe un nombre fini de formules a n variables libres telles que toute
formule a n variables libres soit équivalente a l'une d’entre elles, dans tout modéle de T'.

Preuve : (i) — (ii) :

Supposons que T est Nyp-catégorique et qu’il existe n tel que S, (T') soit infini. L’espace
Sn(T') est compact donc il admet alors un point non isolé p. Par le théoréme d’omission des
types, il existe un modéle dénombrable M de T ot p n’est pas réalisé.

Soit N |= T tel que NV réalise p (p est consistent avec T'), ie : Jay, -+ ,a, € N,p = tpN(ZL)(:
{p(v1, -+ ,v,) L-formules : N = ¢(a)}).

Par le théoréme de Lowenheim-Skolem, il existe une sous-structure élémentaire Ny de N qui
contient a et qui est infinie dénombrable. On a donc |[Ny| = |[M]| = Ny, tandis que M 2Z N,
ce qui contredit la catégoricité de T

(ii) — (iii)) On va montrer un résultat un peu plus fort : pour n fixé, S, (T) est fini
implique qu’il existe un nombre fini de formules a n variables libres telles que toute autre
formule & n variables libres soit équivalente & I'une d’entre elles, i.e. il existe

w1<x17... 7xn),... 7wm(x1’... 7$n)

telles que, pour ¢(x1, -+ ,x,), il existe i € {1,...,m}, T EVZ(o(Z) + ¥i(T)).

Sn(T) est fini par hypotheése : soient donc 61, - - - , 0 des formules & n variables libres telles
que [0;) ={pi},i=1,...,k, et {pl, <, Pk} = Sp(T). Tout ouvert dans S,,(T") est une union
finie d’ouverts de base {[ i, i=1,...,k}.

Pour J C {1,...,k}, on pose
vr=\/6i

icJ

Soit ¢(Z) une L-formule, on considére [¢(Z)] dans S, (T) : il existe J C {1,...,k},

N=Utpi:ied ==V 6;@)] =0, (2)

jeJ’ jeJ’

que A = ¢(a) & ) (ou A = —¢(a) & 1 ;(@)). Alors, en posant ¢ = tp(a), on aurait
€ [0\ [¥y] (Ou g€ [¥,I\ 9.

(i) — (i)
(Notons que le cas n = 0 implique que T" est compléte). Grace au lemme il suffit de
montrer que si T satisfait (iii) et si M = T, alors M est atomique. (En effet si deux modéles
de T sont atomiques, ils réalisent les mémes types (voir remarque précédant le Lemme) et
donc s’ils sont tous les deux infinis dénombrables, ils sont isomorphes par le Lemme M)
Soit @ € M™. Par hypotheése, il existe 11, , 1, telles que toute formule ¢(Z) soit
équivalente dans les modéles de T & I'une d’entre elles. Soit J C {1,...,m} tel que M |

j(a) ssije .

On aalors : T |= Vx(qﬁ( ) <> 1 ;()); car sinon il existerait A satisfaisant 7" et a C A tels
Yy (a
[



Affirmation : {tpM(a)} = [Ajes ] (%) ce qui signifie que tpM(@) est isolé.
Montrons (*) :
c: M ): /\jeJ wj(d)> donc /\jeJ %‘ € {QS(T)) : M ): d’(d)} = tpM(d), ie tpM(&) € [/\jeJ 1/}]]
D : Montrons que l'intersection est un singleton. Soit p # tp™(a) tel que p € Njes¥5]- 1
existe donc ¢ telle que ¢ € p & ¢ ¢ tpM(a) . Or ¢ ¢ tpM(a) < —¢(a). Par hypothése,
T = —¢ « 1 pour un certain j. Mais alors M = 9;(a) et donc j € J; or p € [¢);] :
contradiction. O

1.6 Amalgamation

Définition 1.12 Une théorie T a la propriété d’amalgamation si pour tous modéles A, B, C
de T tels que il y a des plongementse: A — Bet f: A— C, alorsil y a un modéle D de T
et des plongements g: B — D, h:C — D tel que goe =ho f.

Théoréme 1.13 Une théorieT a l’élimination des quantificateurs ssi’l' est modéle-compléte
et Ty a la propriété d’amalgamation.

Preuve : Voir [2] Theorem 8.4.1, page 382.



Chapitre 2

Modéles saturés et automorphismes

Définition 2.1 Soit £ un cardinal infini. Une -structure M est k-saturée si pour tout
A C M de cardinalité strictement plus petite que k, tout élément p de S{V‘(A) est réalisé
dans M c.a.d. qu’il existe un élément ¢ € M tel que pour toute L4-formule ¢(z) € p,
M = ¢(c)

Une L-structure M est saturée si elle est | M |-saturée.

Notation 2.2 Diagramme (¢lémentaire) d’une L-structure A.

Soit L4 := LU{c, : a € A}, ol ¢, est un symbole de constante n’apparaissant pas dans
L.

On note Diag(.A) le diagramme (sans quantificateurs) de A dans £4 c.a.d. 'ensemble
de tous les L 4-énoncés sans quantificateurs vrais dans A.

On note Diage(A) le diagramme élémentaire de A c.a.d. 'ensemble de tous les L£4-
énoncés vrais dans A.

Définition 2.3 Soient A, B deux L-structures. On dira que f est une application élémen-
taire de A dans B si pour toute formule ¢(Z), pour tout @ C A, on a I’équivalence suivante :

A ¢(a) & B = ¢(f(a)).
On dira que f est partielle élémentaire de A vers B si dom(f) C A.

Théoréme 2.4 (Amalgamation élémentaire) Soient B et C deux L-structures et supposons
qu’il y ait un plongement f de la L-sous-structure < a >p de B engendrée par a dans C, ot
a est un uple éventuellement infini. Supposons en outre que (B,a) = (C, f(a)).

Alors il existe une extension élémentaire D de B et un plongement élémentaire g : C — D
tel que go f(a) = a.

B 3 D

1c Tg

<d>3-£ C

Preuve : On montre que Diage;(B)UDiage(C) est une théorie consistente, en supposant que
BNC =< a > et en identifiant a et f(a). Sinon en utilisant le théoréme de compacité, cela
impliquerait qu’il existe une formule ¢(Z,y) et un uple d C C— < a > tel que Diage(B) =



—¢(a,d). Donc, Diage(B) = Vz —¢(a, ). Ce qui est équivalent a (B, a) = Vz —¢(a,x). Par
hypotheése cela implique que (C,a) E V& —¢(a, z), une contradiction.

Soit D un modéle de Diage;(B) U Diage(C). Donc, le réduit de D a L est une extension
élémentaire de B. On définit pour tout d € C— < @ >, g(d) = dP et g(a) = a. Ce plongement
est élémentaire. O

Lemme 2.5 Toute L-structure A a une extension élémentaire ot tous les L A-types consis-
tants avec Th(A) sont réalisés.

Preuve : On utilise le théoréme de compacité et le théoréme d’amalgamation élémentaire
ci-dessus. 0O

Proposition 2.6 Soit k un cardinal infini et A une L-structure. Sont équivalentes :

(1) A est k-saturée.

(2) Pour tout n € N—{0} pour tout sous-ensemble B de A de cardinalité < k, pour tout
p € S;N(B) est réalisé dans A.

Exercice : Décrire les 1-types dans AC'Fy. Montrer que (C,+, —,.,0,1) est saturée.

Exercice : Soit % un ultrafiltre non principal sur w. Soit A une L-structure infinie. Alors
I'ultrapuissance de A : []5, A est Ry-saturée. (Une aide se trouve dans [7] 4.5.37).

Définition 2.7 Soit x un cardinal infini. Une L-structure A est x-homogéne si pour tout
sous-ensemble B de A, |B| < k, toute application partielle élémentaire f de B dans A et
tout élément a € A\ B, il existe une application partielle élémentaire f* qui étend f sur
B U {a}. Une L-structure est homogene si elle est |A|-homogene si

Proposition 2.8 Toute L-structure A qui est k-saturée est k-homogéne.

Proposition 2.9 Soit £ un langage dénombrable, T une L-théorie compléte et A un modéle
infini dénombrable de T. Alors A est saturée si et seulement si A est homogeéne et satisfait
tous les éléments de S(T).

De la preuve, on tire le corollaire suivant :

Corollaire 2.10 Soit L un langage dénombrable, T une L-théorie compléte et A un modéle
infint dénombrable de T. Alors A est Ng-saturée si et seulement si A est Ng-homogéne et
satisfait tous les éléments de S(T).

Exercice : Montrer que (R, <) est Xp-homogene et qu’elle n’est pas Rj-saturée.

Exemple : Soit Lg le langage des Q-espaces vectoriels. Soit 1" la théorie des Q-espaces
vectoriels. Montrer que 7" a I’e.q. dans le langage Lg, que T' n’est pas Np-catégorique, mais
que T est Ni-catégorique.

Soit V' un Q-espace vectoriel de dimension finie, disons k. Alors V' est homogéne mais il
existe p € Si4+1(7T") qui n’est pas réalisé dans V.

Exemple d’une théorie T' compléte qui a un modéle dénombrable qui réalise tous éléments
de S(T') et qui n’est pas homogeéne.
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Théoréme 2.11 Soit L un langage dénombrable, T une L-théorie compléte. Alors T a un
modéle saturé dénombrable si et seulement si |S(T')| < .

On utilise le Lemme suivant :

Lemme 2.12 Soit £ un langage dénombrable, A une L-structure. Alors il existe une ez-
tension élémentaire B de A de méme cardinal qui est Rg-homogeéne.

Notation 2.13 Soit A une L-structure. On notera Autp(.A) le groupe des automorphismes
de A qui sont l'identité sur B.

Proposition 2.14 Soit A une L-structure homogéne et B un sous-ensemble de A, avec
|B| < |A|. Soit f une application partielle élémentaire de B dans A. Alors, il existe un
automorphisme de A qui étend f. En particulier, si A est homogéne eta, b € A" et tpp(a) =
tpp(b), alors il existe o € Autp(A) tel que o(a) = b.

Théoréme 2.15 Soit T une théorie compléte dans un langage dénombrable et soient A, B
deux modeéles dénombrables homogénes de T qui réalisent les mémes types de S(T). Alors

A=B.

Proposition 2.16 Soit A une L-structure saturée et B C A avec |B| < |A|. Soit X C A™
définissable avec paramétres dans A. Alors X est définissable a parameétres dans B (ou B-
définissable) si et seulement si X est Autp(A)-invariant (c.a.d. pour tout o € Autp(A),
o(X)=X).

Définition 2.17 Soit A une L-structure et soit B C A. Un élément a € A est algébrique
sur B ou encore a € acl(B), sl existe une Lp-formule ¢(zx) telle que A = ¢(a) et {x € A:
A = ¢(z)} est fini. Un élément a € A est définissable sur B ou encore a € del(B), sl existe
une Lp-formule ¢(x) telle que A = ¢(a) et A =V (p(x) » z=a)}.

Corollaire 2.18 Soit A une L-structure saturée et B C A avec |B| < |A|. Soit a € A, alors
a € dcl(B) si et seulement si a est fixé par Autp(A).

Proposition 2.19 Soit A une L-structure saturée, B C A avec |B| < |A| et a € A. Alors,
les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. a € acl(B)
2. a a un nombre fini d’images par Autg(A) (ou encore Uorbite de a par Autp(A) est
finie).

3. Le type tp“é(a) a un nombre fini de réalisations dans A.

Théoréme 2.20 Toute L-structure A a une extension élémentaire B qui est |k|T-saturée

avec |B| < |A|®. Si |S{Y(A)| = |A|, alors il existe A < B avec |A| = |B].

Corollaire 2.21 Sous I’hypothése du continu généralisée (i.e. 2% = k™ ). Toute L-structure
A de cardinalité k a une extension élémentaire saturée (de cardinalité k).

Définition 2.22 M est k-universel si pour tout N' =T, |N| < &, il existe un plongement
élémentaire de N dans M.
M est universel si M est |M|*-universel.
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Lemme 2.23 Soit k > Ny. Si M est k-saturée, alors M est k™ -universel.

Proposition 2.24 Soit L un langage contenant une constante et soit T une L-théorie.
Alors T a le.q. si pour tout modele M de T, tout a C M et tout modele N' | M| T -saturé et
toute application partielle élémentaire f de A dans N, on peut prolonger f en un plongement
élémentaire de M dans N .

Théoréme 2.25 Soit k > Ny et soit M une L-structure. Alors M est k-saturée si et
seulement si M est k-homogéne et kT -universelle.

Théoréme 2.26 Soient M, N deuzx L-structures saturées de méme cardinalité. Alors M =

N.
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Chapitre 3

Théories w-stables et formules
(fortement) minimales

Soit £ un langage dénombrable et T" une L-théorie compléte avec des modéles infinis.
Soit k un cardinal infini.

Définition 3.1 Une L-théorie compléte T est x-stable si pour tout n € w, pour tout modéle
M de T et tout sous-ensemble A de cardinalité x, on a |S,(A)| < k.

Proposition 3.2 Soit T une L-théorie compléte et soit M un modéle de T'. Supposons que
pour tout sous-ensemble A de M de cardinalité k, on a |S1(A)| < K, alors pour tout n € w
et pour tout sous-ensemble A de M de cardinalité k, on a |Sp(A)| < k.

Proposition 3.3 Soit k un cardinal régulier. Soit T' une L-théorie compléte, k-stable, alors
T a un modéle saturé de cardinalité k.

Proposition 3.4 Soit L un langage dénombrable et soit T' une L-théorie compléte, w-stable.
Alors T est k-stable

Définition 3.5 Soit M une L-structure et ¢(Z) une L-formule a paramétres dans M. On dit
que ¢(Z) est minimale (dans M) si ¢(M) est infini et pour tout sous-ensemble définissable
X de M (avec parameétres dans M), U'intersection X N ¢(M) est soit finie soit cofinie. On
dit que ¢(Z) est fortement minimale si pour toute extension élémentaire N' de M, ¢(N) est
minimale.

Proposition 3.6 Soit T une théorie w-stable et soit M = T. Alors M a une formule
minimale.

Exemples : AC'Fy est w-stable.
Ni RCF, ni DLO ne sont w-stables.

Exercice : Montrer que Th(Z,+,0) n’est pas w-stable. Montrer que cette théorie a l'e.q.
dans le langage {+,—,0,1,=,,n € N*}.

Exercice : Soit £ := {E}, ou E est une relation binaire et soit 7' la théorie d’une
relation d’équivalence qui pour chaque n € N*| a une seule classe d’équivalence de cardinalité
n. Montrer que T a 'e.q. dans le langage {E, ¢pm;n > m,n,m € N*}. Montrer que T est
compléte et w-stable. Dans un modéle de T trouver une formule minimale qui ne le reste
pas dans une extension élémentaire.
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Proposition 3.7 Soit T une L-théorie compléte, ou L est un langage dénombrable. Soit
M un modeéle de T et A un sous-ensemble de M. Si pour tout Ag C A, |Ag| < RNo, on a
|SM(Ap)| < Vo, alors les types isolés dans SN (A) sont denses.

De plus pour tout Ag dénombrables inclus a M, si |S;'(Ag)| > No, alors |S;M(Ag)| = 2%.

Définition 3.8 Soit M une L-structure et A C M et b € M. On dit que :

1. b est définissable au-dessus de A s’il existe une L-formule ¢(x,y) et a C A tel que
M = ¢(b,a) et M =Vy (¢p(y,a) - y =b). On notera b € dcl(A).

2. b est algébrique sur A §'il existe une -formule ¢(x,y), n € w* et a C A tel que M =
o(b,a) et M |=3z1--- 3z, Yy (¢(y,a) — (Vi—; v =z)). On notera b € acl(A).

Exercice : On a acl(acl(A)) = acl(A), A C acl(A), A C B — acl(A) C acl(B), si
a € acl(A), alors il existe un sous-ensemble fini Ay C A tel que a € acl(Ay), del(dcl(A)) =
dcl(A).

Proposition 3.9 Soit M une L-structure, soit ¢(x) une Lyr-formule. Supposons que ¢(x)
soit minimale dans M. Posons D = ¢(M). Soit A C D, a,b € D, alors la relation acl
satisfait au lemme de l’échange c.a.d.

si a € acl(AU{b})—acl(A),alors b € acl(AU{a}).

Si la relation acl satisfait au lemme de I’échange, toutes les bases ont la méme cardinalité
et donc la dimension d’un sous-ensemble minimal est bien définie (voir [4], section 3.6, page
122).

Définition 3.10 On dit que qu’une -théorie T' consistante et compléte est fortement mini-
male si la formule x = x est une formule fortement minimale.

Définition 3.11 Modéles premiers d’une théorie compléte T" au-dessus d’un sous-ensemble
A.

Soit A C M, ot M = T. On dit que My est un modéle premier au-dessus de A si pour
tout modéle N de T et toute application partielle élémentaire f : A — N se prolonge en
une application partielle élémentaire de My dans .

(Remarque : si T' est modéle-compléte et s’il existe un modéle Mgy de T' qui se plonge dans
tout modele N de T, alors My est premier pour T" au-dessus de ().)

Lemme 3.12 Soit M une L-structure et soient A C B C M. Supposons que tout uple
d’éléments de B satisfait un type isolé sur A et soit m un uple déléments de M. Alors, si
tp¥(m) est isolé, on a que tp’y'(m) est isolé.

Proposition 3.13 Soit T une théorie w-stable, M =T et A C M. Alors, il existe A C
Mo < M tel que My est premier au-dessus de A. De plus tout uple d’éléments de M réalise
un type isolé sur A.
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Définition 3.14 Soit M une -structure et (I, <) un ensemble totalement ordonné. Soient

A := (a;;1 € I) un sous-ensemble d’éléments de M indicés par I. On dit que A est un
ensemble d’indiscernables (dans l'ordre) si pour toute -formule ¢(z1,---,z,) et tout n-
uple d’éléments de I, (i1, - ,in), (J1, " ,Jn) avec i1 < -+ < ip, j1 < +++ < Jp, ON &
M ': (b(ail’ o, ai,) ssi M ): ¢(aj17 T ’ajn)'

On dit que A est un ensemble total d’indiscernables si pour toute -formule ¢(z1,- -, zy)
et tout n-uple d’éléments de I, (i1, - ,in), (J1, " ,jn), on a M E é(ay, - ,a;,) ssi

M |: ¢(aj1’ T 7ajn)'

Lemme 3.15 Soient M, N =T contenant un sous-ensemble A et soit p(x) une 4-formule
fortement minimale. Soient ay,--- ,a, € ¢(M) etby,--- b, € ¢(N). Alors tpﬁ’l(al, cee L ap) =

tp (b1, -+, bn).

Corollaire 3.16 Sous les hypothéses du lemme, tout ensemble fortement minimal est un
ensemble d’indiscernables.

Notation 3.17 Soit T une -théorie consistante et compléte et k un cardinal infini. On note
I(T, k) le nombre de modéles de T' de cardinalité £ deux & deux non isomorphes.

Théoréme 3.18 Soit un langage dénombrable et soit T une -théorie consistante et com-
pléte, fortement minimale. Alors T est k-catégorique, pour k > Rg et I(T,Ry) < N.

Lemme 3.19 Soit T une L-théorie consistante et compléte fortement minimale. Soit M, N
deuz modeéles de T'. Alors, M = N ssi dim(M) = dim(N).
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Chapitre 4

Paires de Vaught

Définition 4.1 Soient M, N deux modeéles de T. On dit que (M, N) est une paire de
Vaught si M < N, M # N, et il existe une formule ¢(x) & parameétres dans M telle que
d(M) = ¢(N) et ¢(M) est infini.

Théoréme 4.2 (Morley, Baldwin-Lachlan) Soit £ un langage dénombrable. T une L-théorie
compléte avec des modéles infinis et soit k un cardinal infini non dénombrable. Alors, T est
k-catégorique ssi T est w-stable et n’a pas de paires de Vaught ssi T est Nq-catégorique.

Définition 4.3 T élimine le quantificateur 3°° si pour toute formule ¢(z,7), il existe ng €
N tel que pour tout modeéle M de T et tout uple a C M, ¢(M,a) est infini, ou bien

Lemme 4.4 Si T n’a pas de paire de Vaught, alors T élimine le quantificateur 3.

Corollaire 4.5 5i T élimine 3>, alors toute formule minimale dans un modéle de T, est
fortement minimale.

Théoréme 4.6 Soit T une L-théorie compléte, ou L est dénombrable, avec des modéles in-
finis. Soit k > Vy. S1T est w-stable et n’a pas de paires de Vaught, alors T est k-catégorique.

Pour la réciproque, on montre tout d’abord que si T est k-catégorique , Kk > N; et w-
stable, alors T n’a pas de paire de Vaught. Dans le chapitre suivant on montrera que si T’
est k-catégorique, k > Ny, alors T' est w-stable.

Lemme 4.7 Soit £ un langage dénombrable et soit T une L-théorie consistante et compléte.
St T a une paire de Vaught, alors T a une paire de Vaught dénombrable.

Lemme 4.8 Soit £ un langage dénombrable et soit T une L-théorie consistante et compléte.
Si T a une paire de Vaught, alors T a un modéle M de cardinalité Ny, qui contient un
ensemble infini définissable dénombrable. On dira qu’un tel modéle est un (X1, Rg)-modéle.

Lemme 4.9 Soit L un langage dénombrable et soit T une L-théorie consistante, compléte
et T est w-stable. Soit M |= T, avec |M| > Ry. Alors il existe une extension élémentaire
propre N de M tel que tout type dénombrable a parameétres dans M, qui est réalisé dans N,
lest déja dans M.
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Lemme 4.10 Soit £ un langage dénombrable et soit T' une L-théorie consistante et com-

pléete. St T est w-stable et a un (N1, Ng)-modeéle. Alors T a un (k,Rg)-modéle pour tout
cardinal K infini non dénombrable.

De ces quatre lemmes on en déduit le résultat annoncé.

Théoréme 4.11 Soit L un langage dénombrable et soit T une L-théorie consistante et

complete. St T est k-catégorique , k > Ny et si T est w-stable, alors T n’a pas de paire de
Vaught.
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Chapitre 5

Modéles d’Ehrenfeucht-Mostowski

Définition 5.1 Soit (I, <) un ensemble totalement ordonné. Le E-M-type d’une suite Z :=

(@;)ier de k-uples distincts d’éléments de M au-dessus d’un sous-ensemble A C M, est

I'ensemble des g-formules ¢(Z1,--- ,Zy) telles que M = ¢(ai,, -+ ,a;,) pour tout i3 <
La suite Z est indiscernable (pour l'ordre) si son E-M-type est complet.

Proposition 5.2 Soit T' une -théorie avec un modéle infini. Alors pour tout sous-ensemble
ordonné infini I, T a un modéle infini avec une suite d’indiscernables indicées par I.

Cette proposition utilise un résultat combinatoire : le théoréme de Ramsey.

Théoréme 5.3 Soit A un ensemble infini. Notons [A]™, n > 1, l’ensemble des sous-ensembles
de A a n éléments et soit ¢ : [A]" — {1,--- ,k}. Alors il existe B C A, B infini tel que
c([B]™) est un singleton.

Plus généralement on montre :

Lemme 5.4 Soient (I,<), (J,<) deuzr ensembles ordonnés infinis. Soit M une -structure
et (a;)icr une suite d’éléments de M. Alors il existe N = M telle que N a une suite
d’éléments (bj)jcs qui a le méme E.M.-type que (a;)icr et qui est une suite d’indiscernables
(pour l’ordre).

Lemme 5.5 Soit £ un langage dénombrable et soit M une L-structure engendreée par un
ensemble bien ordonné d’indiscernables. Alors M réalise au plus un nombre dénombrable de
1-types sur nimporte quel sous-ensemble dénombrable de M.

Définition 5.6 Skolémisation et fonctions de Skolem définissables.
T a des fonctions de Skolem si pour toute formule ¢(%,y), ou & = (r1, - ,y), il existe
un -terme t(Z) tel que

T =V - Vo (Gyo(E, y) — 6(z,1(z))).

Une skolémisation de T' est une théorie T dans un langage * étendant tel que tout
modéle de T' peut etre étendu en un modeéle de T et pour toute T-formule ¢(Z,y), ou
T = (x1, -+ ,xn), il existe un *-terme ¢(z) tel que

TF BV Yoo (3yo(z, y) — o(T,4(2))).
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T a des fonctions de Skolem définissables si pour toute formule ¢(z,y), ou z = (1, -+ , ),
il existe une -formule 1 (Z,y) tel que
T | Vay - Vo, Yy (Y(2,y) = ¢(Z,y)), et
T ): v33‘1 o Vxn(ﬂqu(:E, y) — EI:lyw(j’ y))
On peut définir alors une fonction F' de la fagon suivante :
VaVY(F(@) = y & (326(7, 2) A U(3, 1) V (-326(7, 2) Ay = 21)).

En utilisant la Skolémisation d’une théorie T', ce Lemme permet de montrer la proposi-
tion suivante.

Proposition 5.7 Soit T une L-théorie avec un modéle infini et soit Kk > Wg. Alors T a un
modeéle de cardinalité k qui ne réalise qu’un nombre dénombrable de 1-types sur n’importe
quel sous-ensemble dénombrable de parameétres.

Corollaire 5.8 Soit L un langage dénombrable et soit T une théorie k-catégorique pour
Kk > Wo, qui a un modéle infini. Alors T est w-stable.
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Chapitre 6

Elimination des imaginaires

Définition 6.1 Une L-structure M a l’élimination des imaginaires (e..i.) si pour toute
relation d’équivalence définissable 0(z, ), ou O((z1, -+ ,xn), (Y1, ,Yn)) est une L-formule,
et tout n-uple @ C M, il existe une L-formule ¢(Z,Z) et un unique b C A tel que la classe
d’équivalence contenant @ est de la forme ¢(A™, b) (éventuellement Z et b peuvent étre vides).

Une L-structure M a ’élimination des imaginaires uniforme si cette formule ¢(z, z) ne
dépend que de 0(z,7) (et non de a).

Supposons que M ait ’e.i. uniforme alors on a une fonction £-définissable F' qui choisit
un élément dans chaque classe déquivalence de 6(-,-) :

F(y) =z ssi VX (0(X,5) > ¢(X,2)).

Définition 6.2 Soit T" une L-théorie consistante et soit M un modele saturé de T et soit
X un sous-ensemble L j,-définissable de M™. Alors on dit que b est une base canonique pour
X si pour tout automorphisme o de M, on a que o(X) = X et seulement si o(b) = b.

Proposition 6.3 Soit M une L-structure. Sont équivalents :

1. M a le.i. uniforme,

2. pour toute L-formule ¥(Z,y), avec T = (x1,--- ,xy) i.e. || = n, il existe une L-
formule x(Z, z) telle que pour tout a, il existe un et un seul uple b tel que (M",a) =
X(M™b).

On dit que M a la 1-e.i. uniforme si le point (2) ci-dessus est vrai pour toutes les L-formules
P(z,y) (ou |z = 1.

Définition 6.4 Une L-théorie T consistante a l’e.i. (uniforme) si tous les modéles M de T
ont 'e.i. (uniforme).

Remarque 6.5 Si M a l’e.i. uniforme, alors tout ensemble définissable de M (avec para-
meétres et inclus dans une puissance cartésienne de M) a une base canonique.

Proposition 6.6 Supposons L contienne au moins deux constantes et que dans tout modéle
M de T, tout sous-ensemble définissable de M (avec parametres et inclus dans une puissance
cartésienne de M ) ait une base canonique. Alors T a l’e.i. uniforme.
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Nous allons montrer que la théorie AC'F' des corps algébriquements clos a ’e.i. uniforme
ainsi que la théorie RC'F des corps-réels.
Tout d’abord dans un corps on peut toujours coder les ensembles finis.

Lemme 6.7 Soit F un corps commutatif et soient by,--- b, € F™. Alors il existe { et
¢ € F* tel que pour tout automorphisme o € Aut(F), on a o(¢) = ¢ si et seulement si o
laisse l'ensemble fini {b1,--- by} invariant.

Notation 6.8 On note les automorphismes de M qui laissent ’ensemble X invariant par
Aut(x)(M) et ceux qui laissent X fixe point par point par Auty(M).

Lemme 6.9 Soit M une L-structure et supposons que M soit minimal et acl™(() infini.
Soit X C M™, un sous ensemble définissable de M. Alors il existe un ensemble fini C' de
uples de M tels que Aut(x)(M) = Aut(cy(M).

Preuve : Soit ¢(v,a) une L-formule telle que X = ¢(M, a). On considére la relation d’équi-
valence E définie par F(a,b) ssi V& ¢(Z,a) <+ ¢(Z,b). Notons ag la classe d’équivalence de E
qui contient a. Montrons qu'il existe b € ag tel que pour tout o € Aut(x)(M), o (b) € acl(a)
et {o(b) : o € Aut(x)(M)}]| est fini. Ce sera I'ensemble C' cherché.

Dans la classe de ag, on considére les uples b tels que {1 < i < m : [{o(b) :
o € Aut(xy(M)}| est fini et pour tout o € Aut(x)(M), o(bi) € acl(a)}| est maximal. Sup-
posons que ce nombre est strictement plus petit que m. Soit b € ag un tel uple. On réordonne
ce uple tel que pour 1 <4 < j on ait
|_{a(bi) o€ Aut(X)(/\/l)}\ est fini et pour tout o € Aut(x)(M), o(b;) € acl(a). Posons
bj = (b, -+ ,bj). )

SoitY :={y € M : Jyjt2---Iym /\aeAut(X)(./\/l) Vz ¢(Z,a) < ¢(Z,0(b5),y,Yyj42 - ,Ym)}-
Notons que Y est définissable par choix de I_)j et que pour tout o € Aut(x) M), o(Y)=Y.

Si Y est fini, comme b1 € Y et pour tout o € Aut(x)(M), o(bj+1) € Y, on contredit
la maximalité de j.

Si Y est infini, comme M est minimal, Y est cofini. Et donc comme acl(()) est infini, il
existe m € acl(P) N'Y. Soit ¢(z) une L-formule telle que M = ¥(m) et ¥»(M) fini. Comme
pour tout o € Aut(x)(M), ¢(o(m)) et o(m) € Y, on peut prolonger b; par m, ce qui
contredit la maximalité de 7. O

Corollaire 6.10 La théorie ACF a l’e.i. uniforme.

Une autre preuve de ce résultat utilise ’e.q., que les idéaux de polynémes sont noethé-
riens, et ont un plus petit corps de définition ([6]).

Lemme 6.11 Soit M une L-structure. Si M a la 1-e.i. uniforme et si M a des fonctions
de Skolem définissables. Alors M a l’e.i. uniforme.

Proposition 6.12 La théorie RCF a la 1-e.i. uniforme et a des fonctions de Skolem dé-
finissables. Plus généralement si T est une L-théorie o-minimale étendant celle des groupes
totalement ordonnés, ou L contient {<,+,—,0,1} et 1 >0, alors T a la 1 e.i. uniforme et
a des fonctions de Skolem définissables.

Corollaire 6.13 La théorie RCF a l’e.i. uniforme.
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Définition 6.14 Etant donné un langage £ et une L-structure M on associe un langage £
contenant £ et une structure M*®? de la fagon suivante. A chaque relation E d’équivalence
L-définissable sans paramétres, on associe un prédicat Mg qui sera interprété dans M®? par
I’ensemble des classes déquivalence de E, et une fonction fr qui sera interprétée dans M?
par la fonction qui envoie un uple de M vers la classe d’équivalence de E qui le contient.

Le domaine de M®? consiste en 'union disjointe des Mg, ott E parcourt ’ensemble
des relations d’équivalence L-définissable sans paramétres, et on identifie M avec M_ et
Iinterprétation de £ dans M_ est celle de M.

On note T la théorie de la classe des L%-structures M, oa M =T.

Lemme 6.15 Soit F' une relation d’équivalence définissable sans paramétres dans T sur
(Mg, UMEg,U---U Mg, )". Alors il existe une fonction définissable sans paramétres fr de
(Mg, UMpg,U---UMpg, )" dans M telle que deux uples ont la méme image par fr sis ils
sont dans la méme classe modulo F'.

La preuve utilise le fait que deux uples issus de M_ ont méme L-type dans M ssi ils
ont méme L%-type dans M.
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Chapitre 7

Rang de Morley

Etant donné M une L-structure Rg-saturée, et ¢(z) une Lys-formule, on définit le rang
de Morley de ¢(z) dans M de la fagon suivante. C’est une fonction de l’ensemble des
Lr-formules dans la classe On des ordinaux a laquelle on ajoute deux symboles +o00. On
commence par définir RM (¢) > «, o € On.

Si ¢(M) est vide, on dira que RM (¢) = —oo.

Sinon on pose RM (¢) > 0.

Si a est un ordinal limite on pose RM (¢) > « si pour tout v < «, on a RM(¢) > ~.

Si «v est un ordinal successeur, disons égal & 5+ 1, on dira que RM (¢) > S+1 si on peut
trouver des L s-formules 1, (Z) deux a deux disjointes, incluses a ¢ et telle que RM (¢) > f.

Si pour tout a € On, RM(¢) > «, on pose RM (¢) = +oo.

Dans la suite on suppose qu’on calcule le rang de Morley dans un modéle Ng-saturé
et ensuite on montrera que le rang ne dépend pas du modeéle Ny-saturé dans lequel on le
calcule.

Lemme 7.1 Si RM(¢) € On, alors il existe o € On tel que RM($) = a.

Exercices : Soit M une L-structure Ry-saturée.

1. Si M = Vz (¢(Z) — (%)), alors RM™M(¢) < RMM ().

2. Si MRM(¢) = a € On, alors pour tout f < «, 8 € On, il existe 1) une L£y-formule
telle que M =V (¢(Z) — ¢(7)) et RMM(y) = .

Lemme 7.2 Soit M une L-structure Rg-saturée et soient ¢, ¢ deux Lyr-formules. Alors,
MRM(¢V ) = maz{MRM(¢), MR (y)}.

Définition 7.3 Soit M une L-structure Wp-saturée. Soit ¢ une Ljs-formule. On dit que
¢ est a-fortement minimale si M RM(¢) = « et si pour toute Ly-formule 1 telle que
M EVzE ((T) — ¢(T)) on a soit MRM (1) < a ou MRM(¢ A —1h) < a.

On dit que ¢ ~q ¥ si RM (¢AY) < a.

Proposition 7.4 Toute Lyj— formule ¢ de rang de Morley o € On est équivalente & une
disjonction finie de Lyr-formules ¢, -+, g 2 a 2 disjointes a- fortement minimales. Ce
d est unique et on l'appelle le degré de Morley de ¢. Deux telles décompositions de ¢ sont
UNIQUES G ~q, PTES.
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Définition 7.5 Soit ¢(Z, ) une L-formule, on pose ¢° := ¢ et ¢! := ¢. On dit que ¢(z, )
a la propriété de l'arbre binaire s’il existe un ensemble de paramétres {bs : s € 2<“} indicé
par un arbre binaire tels que pour toute suite o de w dans {0, 1}, 'ensemble des formules
{7 (Z,by1,) : m € W} est consistent.

Corollaire 7.6 Si ¢ a la propriété de l’arbre binaire, alors RM (@) est infini.

Définition 7.7 Soit M = T et A C M. Soit p € SL(A), on définit RM(p) comme le
minimum des rang de Morley des g-formules qui appartiennent & p et le degré de p est le
minimum des degrés des formules de méme rang que p.

Lemme 7.8 A chaque type appartenant a S (A) de Rang de Morley dans On, on peut
associer une Lyr-formule ¢, telle que sip # q, T = —(¢p <> ¢q)-

Théoréme 7.9 Soit L un langage dénombrable et soit T une L-théorie consistente et com-
pléte. Alors T est w stable si chacune des L-formules ¢ consistantes avec T a un rang de
Morley ordinal.

Lemme 7.10 Soit M une L-structure Xg-saturée. Soit (v, w) une L-formule et soient ZL_,B
deuz uples d’éléments de M de méme longueur que w. Supposons que tpM(a) = tp™M(b),
alors RM™M(0(v,a)) =RM™M (6(v,b)).

Lemme 7.11 Soit M < N deuz L-structures Ro-saturées. Soit ¢(v) une Lpr-formule. Alors
RM™M(¢) = RM¥(9).

Corollaire 7.12 Soit M une L-structure et soient N1, N deux extensions élémentaires de
M, Ro-saturées. Soit ¢(T) une Lyr-formule. Alors RM™N (¢) = RMN?2(¢).

Lemme 7.13 Soit ¢(z) une L a-formule, |z| = n. Alors il existe p € S,,(A) tel que RM (p) =
RM(9).

Soit M une L-structure Np-saturée et soit a € M et A C M. On note RM(a/A) =
RM (tp(a/A)).

Lemme 7.14 Soit M une L-structure Ng-saturée et soient a, b € M. Supposons que b €
acl(A)U{a}, ou A C M. Alors, RM(ab/A) = RM(a).

Lemme 7.15 Soit T' une théorie w-stable et soit M |=T. Soit X C M™ et soitY C M™.
Soit f : X — Y une application définissable de X sur Y. Supposons que |f~1(y)| est fini,
pour tout y € Y. Alors RM(X) = RM(Y).

Proposition 7.16 Soit T une théorie w-stable. Soient A C B C M =T et soitp € S, (A).
Alors il eziste une extension q € Sy (B) de p de méme rang de Morley. On dit que q est une
extension non déviante de p. Le nombre de telles extensions a B est borné par deg(p). Si
M est Ng-saturée, alors p a ezactement deg(p)-extensions non-déviantes sur M. Enfin p a
au plus une extension non déviante de méme degré sur B.
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Définition 7.17 Soit T une L-théorie compléte, soit A C M un modéle de T' Ny saturé.
Soit ¢(v,w) une L-formule. On dit qu’elle a la propriété de l'ordre s'il existe a;, b, i,j € 1,
ou (I, <) est un ensemble infini totalement ordonné, tels que M |= ¢(a;, bj) ssi i < j.

Dans [10], cette propriété est définie pour (I, <) = (w, <), mais on peut montrer que ces
deux définitions sont équivalentes utilisant le Lemme 5.4.

Proposition 7.18 Soit T' une L-théorie totalement transcendante. Alors aucune formule
n’a la propriété de l'ordre.

Lemme 7.19 Soit M une L-structure Ro-saturée et soit ¢p(v) une Lyr-formule avec RM (¢) =
«. Soit N une extension élémentaire de M et 1)(0) une Ly -formule telle que RM (¢pA\Y) = «.
Alors il existe a € M tel que M |= ¢ ANp(a).

Exercice : Soit M une L-structure s-saturée. Soient {¢;(v) : ¢ € I}, {0;(v) : j € J},
avec |I|, |J] < k.
Si
M\ 6:(0) 6 =(\/ 0(0)),
il JjeJ

alors il existe Iy C I, Iy fini tel que

ME\ 6i(0) & \/ 6i(0)).

el i€lo

Théoréme 7.20 Soit M une L-structure Rg-saturée et soit ¢(v) une Lys-formule de rang
de Morley a.. Soit (v, w) une L-formule et soit M < N. Alors {b € N : RM(¢(v) A
¥(0,b)) = a} est définissable G parametres dans M. Si A C M et si ¢(v) est une L4-
formule, cet ensemble est L a-définissable.

Définition 7.21 Soit T une L-théorie, soit M un modéle de T et A, B deux sous-ensembles
de M. Soit p € S, (A). On dit que p est B-définissable si pour toute L-formule ¢(v,w), il
existe une £p-formule (d,¢)(w) telle que pour tout a € A, ¢(v,a) € p ssi M = (dpo)(a).

Corollaire 7.22 Soit T une L-théorie w-stable, soit M un modeéle de T et A C M. Alors
tout p € Sp(A) est définissable sur un sous-ensemble fini de A.

Définition 7.23 Soit ¢(Z,y) une L-formule. On définit Sy(B) I'ensemble des ¢-types sur
B c.a.d. les ensembles consistents de Lp-formules & paramétres dans B de la forme soit
#(Z,b), soit —¢(z,b), ot b parcourt Bl et maximal pour cette propriété.

Corollaire 7.24 Soit T une L-théorie w-stable, soit M un modéle de T et Y C X C M"
deux sous-ensembles définissables de M (avec parameétres dans M ). Si X est A-définissable,
o A C M, alors Y est AU X définissable.

25



Chapitre 8

Modéles dénombrables des théories
Ny catégoriques

Théoréme 8.1 Soit T une théorie fortement minimale et soit M un modeéle de T. Soit
ACM etae M. Alors, RM(a/A) = dim(a/A).

Définition 8.2 Prégéométries (X, cl).
L’ensemble (X, cl) est une prégéométrie si ¢l a sur les sous-ensembles A de X les propriétés
suivantes :

1. ACd(A),

2. Cl(A) = UA/erPfin(A) CZ(A/)

3. cl(cl(A)) =cl(A),

4. sia € cl(Ab) \ cl(A), alors b € cl(Aa).

On a une notion d’'indépendance et de base (voir [4], section 3.6, page 122)).

On dit que (X, cl) est une géométrie si c’est une prégéométrie ou ¢l(f)) = () et pour tout
z e X, cd({x}) ={z}.

Prégéométries triviales/modulaires/localement modulaires.

Relativization /restriction : soit S C X, on définit

c®(A) :=cl(A)N S et clg(A) :=cl(AU S).

Exemples :

Si X est un ensemble minimal et acl la cloture modeéle théorique, on a vu que (X, cl)
était une prégéométrie (voir Proposition 3.9).

Soit V un K-espace vectoriel, ot K est un corps commutatif et ¢l est la dépendance
linéaire ;

Soit C' un corps algébriquement clos et ¢l est la dépendance algébrique.

Soit V' un K-espace vectoriel et soit W C V| on définit ¢l(W), le plus petit sous-espace
affine contenant W.

Soit 7" une théorie Nj-catégorique et soit M < A deux modeles de T'. Soit ¢(x) une
Ls-formule fortement minimale. Soit A € N. On définit cl(A) := acN (AU M) N ¢(N) et
on pose dimg(N/M) := dim(p(N), cl).
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Théoréme 8.3 Si by,--- ,b, € ¢(N) sont indépendants au-dessus de M et si N est pre-
mier au-dessus de M U {by,--- ,by}. Alors dimg(N/M) = n et dimy(N) = dimg(M) +
dimg(N/M).

Lemme 8.4 Soit T une théorie w-stable. Soient M < N deux modéles de T' et soit ¢(x) une
formule fortement minimale. Soient by, --- , b, € ¢(N) et acl-indépendants. Alors by,--- by,
restent acl-indépendants sur M.

Corollaire 8.5 Sous les hypothéses du Théoréme, on a que dimyg(N/M) est égale a la
longueur mazximale d’une chaine élémentaire entre M et N 1i.e.

M=MyZEM; 3 ZM,=N.

Théoréme 8.6 (Baldwin-Lachlan) Soit T une théorie Ny -catégorique et soit Mo un modéle
premier de T. Soit ¢(x) une Ly, -formule fortement minimale et supposons que dimgy(My) =
mo € N U {+o00}. Si mg =w, alors T est également Rg-catégorique. Si my € N, alors pour
tout cardinal m > my, il existe un unique modéle M (a iso prés) de T' tel que dimgy(M) =m
et ces modéles sont 2 a 2 non-isomorphes.
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Chapitre 9

9.1 Theéories stables

Soit T' une L-théorie compléte. Soit M =T et A C M.

Définition 9.1 La L-théorie T est stable si elle est k-stable pour un certain cardinal k > Ng.
Une théorie T' est superstable s’il existe un cardinal K > Ry tel que pour tout cardinal
A > Kk, T est A-stable.

Exercice : montrer que la théorie de (Z,+,0) est superstable (mais pas w-stable).
Soit ¢(Z,y) une L-formule.

Définition 9.2 On dit que ¢(Z, y) est stable il existe un cardinal infini « tel que [Sy(B)| <
Kk pour tout B de cardinalité plus petite ou égale a k.

Proposition 9.3 T est stable si toute ses formules ¢(Z,y) sont stables.

Théoréme 9.4 Soit ¢(z,y) une L-formule. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ¢ est stable,
2. ¢ n'a pas la propriété de l’ordre,
3. ¢ n'a pas la propriété de l'arbre binaire.

Exemple : Soit B une algébre de Boole infinie. Alors la formule z = z A y a la propriété
de l'ordre dans B.

Définition 9.5 La formule ¢(Z,y) a la propriété de l'indépendance s'il existe des a;, i € w
tels que pour tout sous-ensemble E de w l’ensemble des formules suivant est consistent :
{¢(z,a;) i€ E}U{-¢(Z,a;) : i ¢ E}. La théorie T est NIP si aucune de ses formules n’a
la propriété de 'indépendance.

La formule ¢(Z,y) a la propriété de l'ordre strict s’il existe des a;, i € w tels que

Vi(ay) > $(a;.)) < i < j

Exercice Montrer que dans RC'F' aucune formule ¢(z,§) n’a la propriété de 'indépen-

dance.

Théoréme 9.6 Si T est instable alors il y a une formule qui a soit la propriété de 'indé-
pendance, soit la propriété de [’ordre strict.

Théoréme 9.7 La formule ¢(Z,q) est stable ssi tous les ¢-types sont définissables.
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9.2 Modéles monstres

Soit T" une L-théorie compléte avec des modéles infinis.

Souvent il est pratique de se placer dans un modéle A-saturé et qui est A-fortement
homogeéne, pour un cardinal A suffisament grand. Une structure M est dite fortement A-
homogéne si pour toutes suites @, b de longueur strictement plus petite que A, si (M, a) =
(M, b), alors il existe un automorphisme de M qui envoie @ sur b. Ces deux propriétés sont
impliquées par celle d’étre A-large ([2, chapitre 10]). Soit A un cardinal régulier strictement
plus grand que £. On montre que tout modéle M a une telle extension élémentaire qui est
M-large (|2, Théoréme 10.2.1]) et on peut borner le cardinal d’une extension par |M|<.

Une autre approche des modéles monstres est faite dans [10, chapitre 6], ou ils travaillent
dans une extension conservative BGC' (Bernays-Godel+axiome du choix) de ZF, en tra-
vaillant dans un langage a deux sortes : les ensembles et les classes. Dans cette extension
de ZFC, on montre |10, Corollary 6.1.8|, que toute théorie T' a un "modéle” € (qui est une
classe) qui a les propriétés suivantes : € est saturé pour tout cardinal k, tout modeéle de
T (au sens habituel) se plonge de fagon élémentaire dans € et toute application partielle
élémentaire entre deux sous-ensembles de € peut s’étendre en un automorphisme de €.
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Annexe A

Rappels sur les algébres de Boole.

Soit L := {A, v, ,0, 1} le langage des algébres de Boole. Soit T' la théorie suivante des
algébres de Boole dans le langage L.

1.00=1,17=0
Ve (xAN0=0&zV1=1)
Ve (zANl=2x&zV0=uzx)
Ve (z AN =0&zVva =1)
vz ((2) = x)
Ve(zAhz=z&zVr=urx)
Vo Yy ((z ANy) =2 V),
VeVy (e ANy=yANx&xzVy=yVax),
VeVyVz (xA(yANz)=(xAy)Az)&azV(yVz)=(zVy)Vz)
10. Ve Yy Vz (z A (yVz)=(zAy)V(eAz)&zV(yAz)=(zVy A(zV=2)).

Exemple : Soit I un ensemble et P(I) 'ensemble de toutes ses parties, la structure
(P(I),n,U,%,0,I) est une algébre de Boole.

@90.\1.@9”%.“!\3

Remarque : La théorie T' des algébres de Boole est axiomatisée par les axiomes : (3),

(4), (8), (10).

Définition A.1 Soit B := (B,/\,\/,/ ,0,1) une algeébre de Boole. Un atome a € B est un
élément non nul de B tel que Vb (a Ab=b— (a =boub=0)).

Sur B on peut mettre un ordre partiel < définit par c < dsicAd=c.

Une algébre de Boole est atomique si tout élément non nul contient un atome. dans ces
algébres, les atomes sont les éléments non nuls minimaux pour <.

Exercices :

Montrer qu’une algébre de Boole finie est de la forme P(I), ou I est ’ensemble de ses
atomes.

Soit R un anneau unitaire satisfaisant & 1’énoncé Vz (22 = z). Montrez que I'on peut
munir R d’une structure d’ algébre de Boole.
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Annexe B

Rappels trés brefs sur les ordinaux et
les cardinaux.

Ce chapitre est basée sur les chapitres 1 et 2 du livre de J-L Krivine ([5])ainsi que sur
lappendice A, du livre de D. Marker (7] pages 315-322.)

Tout d’abord, si (4, <) est un ensemble totalement ordonné, on dit qu’il est bien ordonné
(b.o.) si tout sous-ensemble non vide de A a un plus petit élément.

Exemples : (N, <) est b.o., alors que (Z, <) ne l'est pas.

Rappelons tout d’abord que le lemme de Zorn et le principe du bon ordre (i.e. tout
ensemble peut étre b.o.) sont des formes équivalentes de ’axiome du choix.

Un ensemble A est transitif si pour tout a € Aet b €a,onabec Aet doncsizeA,
alors x C A.

Un ensemble A est un ordinal si A est transitif et si la relation € est une relation d’ordre
(total) strict sur A qui est un bon ordre.

On notera la classe des ordinaux par On. En particulier, si & € On, alors a ¢ «. Sur un
ordinal «, on utilisera < pour €.

Sur la classe On, la relation € est également transitive et c¢’est un ordre total strict qui
est un bon ordre. Au lieu de a € 3, on écrira a < 3, «, 8 € On.

Par définition si « € On, a = {8 : f < a}. De plus les segments initiaux d’un ordinal
sont lui-méme et ses éléments.

On supposera toujours le principe du bon ordre et donc tout ensemble A peut etre bien
ordonné, disons par un ordre <. De plus, il existe un ordinal « tel que (A4, <) est isomorphe
a(a,€).

Montrons que On ne peut etre un ensemble A. Par le principe du bon ordre A peut
étre b.o. et tout élément de A est un ordinal et donc est inclus & A. Donc A est un ordinal
(car transitif et bien ordonné). Donc A € A, ce qui contredit le fait que sur les ordinaux la
relation d’appartenance soit une relation d’ordre strict.

Démonstration par induction. Soit P(x) une formule & une variable libre et supposons
que 'on veuille montrer que pour tout ordinal & on a P(«). Alors il suffit de montrer pour
tout «, si pour tout S < a on a P(f3), alors P(a).

Preuve : En effet sl existe un ordinal « tel que =P(«), alors il en existe un plus petit disons
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ap car On est bien ordonné. Donc, pour tout 5 < ap on a P(f), or par hypothése on aurait
P(ayp), une contradiction. O

Si «v est un ordinal, alors o U {«} est un ordinal et c’est le plus petit ordinal plus grand
que «. On dira que c’est le successeur de . On le notera o + 1.

Tout ensemble d’ordinaux a une borne supérieure qui est la réunion des éléments de cet
ensemble. Soit a un ensemble d’ordinaux, alors sa borne supérieure est U76 o

Si un ordinal n’est pas le successeur d’un autre ordinal, on dira qu’il est limite. Notons
que si a est un ordinal limite, alors pour tout 8 < a, 8+ 1 < a.

Notons que () est un ordinal et que c’est le plus petit ordinal car () C «. Son successeur
est {0}, le successeur est {0} U{{0}} = {0,{0}} etc. On dira qu'un ordinal « est fini si pour
tout B < «, B # 0, il existe v tel que 5=~ U {~}.

On note le plus petit ordinal infini w.

Le cardinal de A est le plus petit ordinal tel qu’il existe un bon ordre < sur A tel que
(A, <) est isomorphe & («, €). On note cet ordinal par |A|

Un ordinal « est un cardinal si & = |a|. Les ordinaux finis sont tous des cardinaux et
l'ordinal w est aussi un cardinal que ’on notera par RNy. La classe des cardinaux infinis est
isomorphe (en tant que bon ordre) & On et si a est un ordinal, on note R, I'image de « par
cet isomorphisme. En particulier on a que N,y est le plus petit cardinal strictement plus
grand que N,.

On définit la somme et le produit de deux cardinaux de la fagon suivante. Soit xk = | X|,
A=Y]. Alors k + A= |({0} x X)U ({1} xY)| et 6.A = |X x Y.

On montre que si 'un des cardinaux est infini, kK + A = k. A = max{x, A}.

De plus si |I| = et pour tout i € I, |A;] < &, alors |(J;c; Ai] < k.
En effet : Pour chaque i, comme |A;| < k, on peut construire une surjection f; : kK — A4; (en
utilisant ’axiome du choix). De méme, il y a une surjection (en fait une bijection) g : Kk — I.
On peut donc construire une surjection f : k= x X £ = J;c 4i, (@, B) = fya)(B)-

On définit I'exponentiation par x* := | XY, ot XY dénote I’ensemble des fonctions de
Y dans X.

On a pour 2 < Kk < X et Rg < A que £ =\ = 2N,

L’hypothese du continu (généralisée) est I'hypothése que 280 = Ry (28 = R, ).

P. Cohen, en 1973, a montré qu’on ne pouvait prouver cette hypothése dans ZFC
mais qu’elle était consistente avec ZFC c.a.d. il a construit deux modéles de ZFC 'un ou
2% = N, et Pautre ou ces deux cardinaux étaient différents.

Dans les références citées ci-dessous, se trouvent de nombreux exercices.
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