=

Calculer pour $nin at$: $u_nv_{n-1}-u_{n-1}v_n$. Montrer que pour tout $alpha$ on a
$[a_0,a_1,...,a_{n-1},alpha]= rac{alpha u_{n-1}+u_{n-2}}{alpha v_{n-1}+v_{n-2}}$

En d’eduire lorsque les $a_n$ sont dans $ at"*$ que rac{u_n}{v_n}$ est

la fraction irreductible correspondant ‘a $[a_0,a_1,dots,a_n]$.

]

On fait une proc’edure facteurs qui donne les facteurs d’un entier

facteurs:=proc(n)
l:=ifactors(n);
{seq(i[1].i=I[2D)};

end proc;

[T Warning: i, declared as global variable(s)
/I End defining facteurs

proc(n)
l:=maple_ifactors(n);

{seq(i[1].i=([2D)};

end;

a

on retourne un ensemble plutot gu’une liste pour ne pas repeter de facteurs.

E]

facteurs(123456789); {1,2} union {1,3};

(I3 3607 3803 [, I1 2 31)

6 |

facteursliste:=proc(a)

I:={};

for i in a do I:=I union facteurs(i); od;
end proc;

[T Warning: l,index,i,facteurs, declared as global variable(s)
/I End defining facteursliste

ProeE

for index from 1 to nops(a)+1 do
i-=afindex];

I:=I union (facteurs(i));

od;;

end;

N

@

facteursliste([123456789,5*7,7*13]);#on teste

I3 3607 3803 5 7 13

8|

on utilise mods et non modp. recherche d'une assez bonne liste pour n

n:=nextprime(100)*nextprime(200);B:=floor(evalf(sgrt(n)))+1;

(21311, 146 )

o

On fait une illustration a la main:

11

for i from O to 6 do print(ifactor(mods((B+i)"2,n))); od;

5

2*149
593
2*5*89
29*41
2*5*149
11*163

on voit une relation entre i=0,1,5

]

P:={-1,2,5,149};bb:=[B,B+1,B+5];

(I-a 2 5 1491, [146 147 151 ])

14

a:=[seq(mods(bb[i]*2,n),i=1..3)];

[5 298 1490 ]

=

¢:=P[2]*P[3]*P[4];b:=bb[1]*bb[2]*bb[3];

(1490, 3240762 )

I

igcd(c-b,n);#rate! on a b=c [n]

21311
|£ on peut aussi chercher autour de sqrt(k*n)
|1_8| B:=floor(evalf(sqrt(3*n)))+1;
253




19| for i from O to 6 do print(ifactor(mods((B+i)"2,n))); od; -~

272*19
11*53
2/2*3*7*13
7%229
202%23M2
3*877
212*787

@ i=4 est un carre, c'est particulierement favorable.

ml c:=sqrt(mods((B+4)"2,n));b:=B+4;igcd(c-b,n);#0K 211 divise n

(46, 257, 211 ) j
|2 un peu moins particulier:
|§I B:=floor(evalf(sqrt(4*n)))+1;
292 A-A
|ﬁ for i from 0 to 6 do ifactor(mods((B+i)*2,n)); od;
3
2”589 M
|§ le produit des 2 premiers est un carre.
@I c:=2*5*11;b:=B*(B+1);igcd(b-c,n);

(110, 85556, 101 )

|g On automatise ce que I'on vient de faire.

28] a:={};b:={};for i from 1 to 10 do if max(op(facteurs(mods((B+i)"2,n))))<500
then a:=a union {mods((B+i)"2,n)}; b:=b union {B+i}; fi; od;
P:={-1} union facteursliste(a);P:=[op(P)];a:=[op(a)];b:=[op(b)];

f{y, {1, 0293 294 205 208 300 301 302 [ M1 5 11 2 149 13 137 89 29 41 487
<

maxpow:=proc(p,n)

nn:=n;k:=0;

if p=-1 then k:=(1-sign(n))/2; fi;

while (nn mod p = 0)and (p>1) do nn:=nn/p; k:=k+1; od; k; end proc;

[T Warning: nn,k, declared as global variable(s)
/I End defining maxpow

proc(p,n)
nn:=n;
k:=0;
if p=-1 then
k:=(1-sign(n))/2
fi;
while (irem(nn,p)=0) and (p>1) do
nn:=nn/p;
ki=k+1;
od;;

end;

@ maxpow(5,5"3*7*2);

m alpha:=proc(a,P)
matrix([seq([seq(maxpow(pj,ai),pj=P)],ai=a)]);
end proc;

[T Warning: maxpow,pj,ai, declared as global variable(s)
/I End defining alpha

proc(a,P)
matrix(seq([seq(maxpow(pj,ai),pj=P)],ai=a));

end;

|_2 Nullspace(matrix([[2]])) mod 2;

w

[-11]




B

A:=alpha(a,P);V:=(Nullspace(transpose(A)) mod 2);

01200
0
(o
0
0
0

010310

'l1100001])

o N W O W o

0
0
1
0
0
0

o O +»r O O

0
0
0
0
1

o O o o
o O o O +»r O o
o O O »B O O o
o O » O O O o
o O B O O O o
o B O O O o o

c:=1;bb:=1; for i from 1 to nops(a) do if (V[1])[i]=1 then
c:=c*ali];bb:=bb*b[i]; fi ;od;c:=sqrt(c); igcd(bb-c,n);

(1, 1, 26014884, 65560, 101 )

=

ony incorpore des fractions continues. Attention a la precision: (pour xcas
On utilise pari ou with(Numtheory) et cfrac pour maple

Ed

pari()

All PARI functions are now defined with the pari_ prefix.

PARI functions are also defined without prefix except:

abs acos acosh arg asin asinh atan atanh binomial bitand bitor bitxor ceil charpoly concat conj content cos cosh divisors erfc eval exp f;
Note that p-adic numbers must have O argument quoted e.g. 905/7+0('7"3’)

Type ?pari for short help

Inside xcas, try Help->Manuals->PARI for HTML help

« »

contfrac(sqrt(n),7);
[145 1 57 2 1 1 11 ] By

@ contfrac(sqrt(n),100);
[145157211111211114239713111122213] j

39

il faut augmenter la precision de sqrt(n) pour avoir suffisamment de chiffres

|

dim(contfrac(sqgrt(n),100));

26 M

m

contfrac(evalf(sqgrt(n),106),100);

kl4515721111121111423971311112221342224132221

« » M

x:=evalf(sgrt(n),10):B:=floor(x):a:=[B]:

( Done, Done, Done )

=

Si on ne travaillequ’avec 10 chiffres, on obtientun erreur rapidement:

44]

for i from 1 to 7 do
x:=evalf((1/(x-B),10)):B:=floor(x):
a:=[op(a),B] od:a;#...le 7 ieme chiffre est deja faux.

(Done 145 1 57 2 1 1 11 12 ])

=

On travaille avec 100 chiffres.

la|

x:=evalf(sqrt(n),100);

b.14598287570807748682380l3282492534017464963318593074l965792268383222904910364987590654397104431881760e3

a:={}:b:={}:uu:=0:u:=1:vv:=1:v:=0:B:=floor(x):

( Done, Done, Done, Done, Done, Done, Done )

[4g]
4

On remargue que U*vv-v*uu vaut +/- 1




49

forifrom 1to 7 do
oldu:=u:u:=B*u+uu:uu:=oldu:oldv:=v:v:=B*v+vv:vv:=oldv:

a:=a union {mods((u)*2,n)}: b:=b union {u}:
x:=evalf((1/(x-B),100)):B:=floor(x):print("u*vv-v*uu",u*vv-v*uu);
od: evalf(u/v,100);#on verifie que ca tend vers racine de n

"u*vv-viuu”,-1
"urvv-vruu”,1
"urvv-vruu”,-1
"u*vv-v*uu",1
"u*vv-vruu”,-1
"urvv-vruu®,1
"urvv-vruu”,-1

Done, 0.145982875701210510776498376144080307056392087392973132565692353114850900501919102450546206082078535!

|

=]

P:={-1} union facteursliste(a):P:=[op(P)];a:=[op(a)];b:=[op(b)];

t

Done, [-1 2 11 13 5 23 83 ] [-286 5 -115

121 -166 25 -23 ], [145 146 8467 17080 25547 42627

A:=alpha(a,P);
1111000
000O0T1O0O0
1 000110
0020000
1100001
0000200
1 000010
E V:=(Nullspace(transpose(A)) mod 2);
0 0010O0O0
000O0OTI1O0
0110001
|5_3 c:=1;bb:=1;
(1, 1)
E for i from 1 to nops(a) do if (V[1])[i]=1 then

c:=c*ali];bb:=bb*b[i]; print(c);fi ;od;
c:=sqrt(c); igcd(bb-c,n);#pas de chance on a eu bb=c mod n

c:121

(undef, 11, 101 )

En

=

undef

I

56

On essaye un n plus grand:

|

n:=nextprime(1000)*nextprime(6000);

6061063

3

=

x:=evalf(sgrt(n),100);

b.2461922622667089429660188502227354815824452917551795623284829626538477368415657639553934527943022469464

a:=[]:b:=[J:uu:=0:u:=1:vv:=1:v:=0:B:=floor(x):

»

( Done, Done, Done,

Done,

Done,

Done,

Done )

=

forifrom 1 to 10 do
oldu:=u:u:=B*u+uu:uu:=oldu:oldv:=v:v:=B*v+vv:vv:=oldv:
a:=[op(a),mods((u)*2,n)]: b:=[op(b),u]:
x:=evalf((1/(x-B),100)):B:=floor(x):

od:

Done

lb1

evalf(sqrt(n)-u/v,100);#on verifie que ca tend vers racine de n

[A 150n"105°EN50NE"1N09910N11EAEEON 105 410NCA A0NNE A ANCAEAC 7107 ANONT7N1 A A0N0OEENANEANENDNNT7N1NAE ACNA7EONNNO

«

plotlist(ll);

R




@I P:={-1} union facteursliste({op(a)});P:=[op(P)];

ll]-l 2 3 757 127 41 103 7 503 19 17 43 283 109 71 [, [-1 2 3 757 127 41 103 7 503 19 17

« >\

A:=alpha(a,P);
11110000O0O0O0O0O0O0TO =
0010100O0O0OO0OOOOODO
1 00001100O0O0OO0OO0OO0OTGO
013 00O0O01O0O0O0O0O0O0TO0
1 000O0O0OO0ODOT1O0O0OO0OO0OOQOTDO
00 200O0O0O0OO0OZ2O0O0O0O0OO
110000O0O0ODO0ODO0OT111000
000O0OOOOT110O0O0ODO0OT11IO0TO0
11100000O0O0OO0OO0OO0OTI1IO
0 000OOODO100O0O0O0OO01 ‘
E V:=(Nullspace(transpose(A)) mod 2);

[ooooo0o10000]1

c:=1;bb:=1; for i from 1 to nops(a) do if V[1][i]=1 then
c:=c*ali];bb:=bb*b[i]; fi ;od;c:=sqrt(c); igcd(bb-c,n);

(1, 1, undef, 57, 6007 )

=

On illustre la convergence de u_k/v_k vers sqrt(n), d’abord en montrant que la
difference est proche de 0, puis en illustrant le fait que
(u_k"2-n.v_k"2)/sqrt(n) a I'air borne.

68

x:=evalf(sgrt(n),100);
a:=[]:b:=[J:uu:=0:u:=1:vv:=1:v:=0:B:=floor(x):I1:=[];

for i from 1 to 50 do
oldu:=u:u:=B*u+uu:uu:=oldu:oldv:=v:v:=B*v+vv:vv:=oldv:
a:=[op(a),mods((u)*2,n)]: b:=[op(b),u]:
x:=evalf((1/(x-B),100)):B:=floor(x):
ll:=augment(ll,evalf((u*u-n*v*v)/sqrt(n),10));

od:

0.24619226226670894296601885022273548158244529175517956232848296265384773684156576395539345279430224694e4
“« » LA

evalf(sqrt(n)-u/v,100);#on verifie que ca tend vers racine de n

0.51027904484920654114771880303870981643513814489010187882292133680224017695499283722926856114310882253e-53
< » \/]

plotlist(ll);

| =

4




