Fonctions holomorphes

Frédéric Hélein

1 Définitions et exemples

1.1 Définitions

Nous donnons plusieurs définitions possibles d’une fonction holomorphe. Dans la suite, U est un sous-
ensemble ouvert de C, a € U et f une fonction de U vers C.

Définition 1 On dit que f est holomorphe en a € U si et seulement si
ORI
z—a,z#a zZ—a
eriste. La limite se note f'(a) ou Z—J;(a) et s’appelle dérivée de f en a.

Analyse de la définition 1

Premierement, il est possible de réécrire ce qui précede en

f(z) = f(a) + (z = a)g(2),

ou

{ g(z) = 710(22:2:(“), siz#a
g(a) = f'(a).

Ainsi on voit immédiatement qu’une fonction holomorphe en a est nécessairement continue en a. Mais
on a mieux: cela entraine en particulier que f est différentiable, en tant que fonction de deux variables
z et y. En effet, pour tout Z = X +14Y € C,

fla+tZ) = f(a) +tZg(a+tZ).
Donc
fla+tZ) — [f(a)
t

admet une limite en ¢ = 0, égale au nombre complexe Zg(a) = Z f'(a). Donc f est différentiable en a et
sa différentielle en a est

=Zgla+tZ)

df,: C — C
Z — Zf'(a),
Papplication linéaire donnée par la multiplication par f’(a) dans C, donc soit une similitude directe, soit
I'application nulle. D’ou la définition:



Définition 2 f est holomorphe en a si et seulement si f est différentiable en a et sa différentielle est
soit une similitude directe (c’est & dire la composée d’une rotation par une homothétie), soit nulle.

Analyse de la définition 2

Une conséquence est que, en notant

oft  aft
dfa = ;fz 88fy2 )
B oy

ot f=fr+if?etz=ux+iy, alors df, est une similitude directe (ou I'application nulle) si et seulement
si les relations suivantes sont vérifiées

ot ot _
Ox oy

8f1+af2 _ ’
Oy ox

Ces identités portent le nom d’équation de Cauchy-Riemann.
Remarque toute application R-linéaire A : C — R peut s’écrire de fagon unique sous la forme

A(z) = Az + pz,

ouz=x+iyetz=ux—iyet Aet usont deux constantes complexes. En effet, si on écrit matriciellement

nécessairement,
{ A= 5(a} +a3)+5(af —ay)
po= 3lai—a3)+ 5(af +a3)

En particulier, si f : U — C est différentiable en a, on peut appliquer cela a df,. On notera A = %(a)
et u= %(a) et on a ainsi

0
#a = 2L (@) +8—£<)z

ou

of of Of of of Of
L=3(F0-i2w). w=3 (Fw+idw).
Définition 3 f est holomorphe en a si et seulement si f est différentiable en a et 8f( ) = 0. On note

alors a_f( )= (‘Z( ).

Définition 4 f est holomorphe sur U si et seulement si f est holomorphe en tout point de U. L’ensemble
des fonctions holomorphes sur U se note H(U).



Propriétés a) si f est holomorphe sur U et si % = 0 partout, alors f est localement constante (en effet,

on a alors df =0).
b) (H(U),+, x) est une algebre. En effet, Vf,g € H(U), f+g € H(U), fg € H(U) et

(f+9) =1 +d et(fg) =g+ 1d.
¢)SifeHU),geH(V)et f(U)CV,alorsgo f e H(U) et

(gof) =(goNf"

1.2 Exemples
a) Si P est un polynome,

f(z) = P(z) € H(C) et f'(2) = P'(z) au sens algébrique.
b) f:z+— 1€ H(C) et

Fe) =

¢) Si P et @ sont des polynémes complexes et si {az, ..., ax } sont les racines de @, g € H(C\{a1,...,ar}).
d) Les séries entieres

o0
> 0o
n=0
sur leurs disques de convergence. (cf plus loin.)
Contre-exemples

|z], Re(2), Im(2), z, |2|* . . .

Proposition 1 Soit ZZOZO anz™, une série entiere de rayon de convergence R (id est lim,_,g ap,m™ = 0
dés que r < R). Alors, Vz € B(0, R),

FE) =Y an"
n=0

existe (au sens de la convergence normale sur tout compact inclus dans B(0,R)), est holomorphe sur
B(0,R) et

fl(z) = Z na,z" L.
n=0

Preuve
Soit a € B(0, R) et z € B(0, R). Pour étudier

L) = f(@)
z—a,z#a zZ—a



Figure 1: sur la preuve de la Proposition 1

on peut toujours supposer que |a — z| < R;'“'. Alors,

n

[0 =10 5~ ==
=1

z—a

zZ—a
Or,
n__ ,n
z a _ |Zn—1 _|_azn—2_|_m_|_an—22_|_an—1|
zZ—a
< nsup(|z], |a])"
<

2 .

n
Et >°°  na, (|“|; R) est absolument convergente. Donc on peut permuter la limite et la sommation,

0 n n et
. z)— J\a . . Z7—a _
lim M existe et vaut E a, lim — = g na, 2" L
z—a,z#a zZ—aQ z—a,z7#a 2 — Q 0

e

n=0
CQFD.
Exemples e* = 377 Z_’: appartient & H(C). Il en est de méme pour cosz = ite ™ Jr;iiz , sinz = 76”*2;7” 7
chz = “£f— et shz = £=f—. On construit aussi ainsi tanz = 552, qui appartient & H(C \ (§ + 7Z)).

1.3 Théoréme d’inversion locale

Théoréme 1 Soit a € U et f € H(U) tels que f'(a) # 0. Alors il existe un voisinage U, de a dans
U et un voisinage Vi(qy de f(a) tel que la restriction f : Uy, — Vi) soit un difféomorphisme et que
Uapplication inverse soit holomorphe, avec



Preuve Il s’agit de résoudre localement I’équation f(z) = v, ou z est U'inconnu. L’hypothese f'(a) # 0
entraine que la différentielle df, est une similitude directe de R? et donc est inversible. Le théoréme
d’inversion local, appliqué aux applications d’un ouvert de R? dans R? nous permet d’en déduire que
f 1 Uas — Vp(q) est difféomorphisme. De plus, nous savons que, si ¢ := ft: Via) — U,

Vz € U,, d(bf(z) odf, =1,

donc, en tout point v = f(z), dé, est I'inverse d'une similitude directe de R?, donc également une simil-
itude directe. Cela prouve que ¢ = f~! est aussi holomorphe. Finalement il est simple de déduire de
cette relation que le produit ¢/(v)f’(z) dans C vaut 1. CQFD.

Application: définition du logarithme complexe. La détermination principale du logarithme complexe
est 'unique application continue

Log: C\] — o0,0] — C
Logz — , ot Logl = 0. On peut vérifier que, pour tout z € C\|] — 00, 0], il existe un unique
0 et qu’ainsi

telle que e
p €]0,00[ et un unique 0 €] — 7, 7| tels que z = pe
Logz = Logp + i6.

En utilisant le théoréme précédent, on déduit que Log € H(C\] — o0,0]). (Remarque: Log applique
C\] — o0, 0] dans R®] — i, in|.)

Log

- 121

Figure 2: la détermination principale du logarithme complexe

2 Intégrale de Cauchy

2.1 Définitions

Soit I' une courbe réguliere (de classe C'), orientée dans U C C. Cela signifie qu’il existe une paramétrisation
v:1I — U avec

e 7 est de classe C!

° pourtouttEI,"y(t):((ii—Z#O



e v est injective.
On suppose de plus que I'on a choisi v parcourant I' dans le sens direct.

Définition 5 Soit f : U — C une application continue. On note

RIS / f oty (bt

On appelle cette quantité intégrale de Cauchy. (Remarque: dans lintégrale de droite, f o ~v(t)5(t) est un
nombre compleze.)

On peut proposer une autre définition.

Définition 6 Soit f : U — C wune application continue. On lui associe la 1-forme a coefficients
complezes o := f(z)dz. Soit T+ une courbe orientée réguliére de C. L’intégrale de Cauchy fr+ f(z)dz
de f le long de T est égale a l'intégrale de la 1-forme

[ a
'+

Définition 7 Soit f : U — C une application continue. Décomposons f = f1 +if?, ou f' et f? sont
deuz fonctions réelles sur U. On leur associe les 1-formes a coefficients réels 31 := f(z)dx — f2(z)dy et
B2 := f2dx + fldy. Soit T+ une courbe orientée réguliére de C. L’intégrale de Cauchy fl“+ f(z)dz de f
le long de T est égale a la somme des intégrales

ou encore

61 +Z 52.

'+ I'+

L’équivalence entre les deux dernieres définitions résulte de 'identité

a=(f' +if*)(dx +idy) = ' +if.
On peut étendre toutes ces définitions au cas ot I" est continue et C! par morceau (une ligne brisée). Cela
signifie, notant I =|tg,t,[, que Pon peut trouver une paramétrisation continue =y :Jt,, t,[— U et qu’il
existent des points tp < 1 < ... < t,—1 < I, tels que pour ¢ = 1,...,n, la restriction vyp;,_, ¢, coincide
avec un plongement de [t;_1,t;]. Alors

[ =3 / © Forte

2.2 Formule de Stokes complexe et formule de Cauchy

Théoréme 2 Soit Q un ouvert de C dont le bord est une courbe réguli¢re (C*). Nous orientons la courbe
09 de la fagon suivante: sin est la normale extérieure a OS2 et t est tangent a 0X), alors t est dans le sens
direct si et seulement si (n,t) est un repére direct de C. et nous notons OQF la courbe ainsi orientée.
Soit U un ouvert de C contenant Q et f € CY(U,C). Alors,

i [
o f(z)dz = 21/Q 87(z)dxdy.



Corollaire 1 Si f € H(U), alors [,q. f(z)dz = 0.

Preuve a) notations réelles
On a fdz = (ftdz — f2dy) +i(f?dx + fldy). Nous appliquons la formule de Stokes pour les deux formes
sur €.

aft  af?
fldx—f2dy:/9d(f1dx—f2dy):/Q—(a—J;—i—a—];) dx A dy,

an+
et

oft  of?

fPde+ frdy = / d(f?dx + fldy) = /Q <% — 8—y> dz A dy.

o+ Q
D’ot le résultat.
b) notations complexes

On travaille avec la formule de Stokes a coefficients complexes:

/89+ f(z)dz

[ d@iz)

Q
of of _
/Q (%dz + %dz> ANdz

= /8—id5/\dz
9828

= /2i—J_Cdx/\dy.

Q 32

CQFD.
Corollaire 2 (Formule de Cauchy) Soit a € Q et f € H(U), ot Q C U, alors

f(z)dz =2mif(a).

L

Figure 3: La formule de Cauchy

o0+ £ —a

Preuve On considere, pour € > 0 suffisamment petit, B(a,€) C Q et Q¢ := Q\ B(a, ¢). Comme z — %

est holomorphe sur €, on a

f(z)dz _o

an Z—aQ



Noter que l'orientation sur la courbe dB(a,¢€), vue comme une composante connexe du bord de Q. est
Pinverse de celle obtenue en considérant cette courbe comme le bord de B(a,¢€). Ainsi,

0QF) = (9) U (0B(a,€)™).

Donc on a
f(z)dz _/ f(z)dz _ 0
oo+ Z—a dB(a,e)t 04 .
Or,
d 27 0 ) 27 .
/ f(z)dz _ L;e)eiewda =i [ fla+ee)db.
OB(a,e)+ Z— G 0 atee”—a 0

Utilisons le fait que f est continue en a: Vn > 0, 3¢ > 0, |f(z) — f(a)| < n sur B(a,¢€). Cela entraine que

. f(z)dz
2mif(a) — /83((116)+ P

/o%(f(a) —fla+ eew))idﬁ‘ < 2m.

Donc,

lim 1(z)dz
€=0J8B(a,e)t #—0a

et on en déduit la formule. CQFD.

= Qﬂif(a)a

3 Conséquences de la formule de Cauchy

3.1 Les fonctions holomorphes sont analytiques complexes

Théoréme 3 Soit f € H(U), alors pour tout point a € U et tout R > 0 tel que B(a,R) C U, f est
analytique complexe sur B(a, R) et Vz € B(a, R),

f(2)=) an(z—a)"

n>0

(série convergente sur B(a, R)).

Preuve Utilisons la formule de Cauchy: pour tout z € B(a,r),

1 fw)dv 1 1 fw)dv
flz) = o — 9. —
8B(a,R)* UV — % T JoB(a,R)* 1 — (%) v—a
1 = (z—a)" f(v)dv

27 Jop(a,R)+ S (v—a)® v—a

La série qui apparait étant normalement convergente pour v € 9B(a, R), on a

1 & v)dv e
=g G- [ SO >l )"

0 B(a,R)* (v—a



ou

. L/ f)dv
" 2w Jopapyr (v —a)i

et
lan| < ( sup If(2)|> R
9B(a,R)

CQFD.

Corollaire 3 Si f € H(U), alors f est dérivable indéfiniment et toutes ses dérivées ) sont aussi dans

H(U).

Preuve Cela résulte de I’équivalence entre analytique et holomorphe et du fait que toute fonction ana-
lytique est indéfiniment dérivable et que ses dérivées sont toutes analytiques. CQFD.

Remarque On a deuz déterminations a posteriori des coefficients ay,:

u RS f(z)dz _ L ) "
. /8 LD (a). (1)

- 271 B(a,R)+ (Z — a)"“ ﬁ

3.2 Théoréme de Liouville

Définition 8 Une fonction holomorphe sur tout C est dite entiére. H(C) est ainsi l’ensemble des fonc-
tions entieres.

Lemme 1 Soit f € H(C), alors pour tout n € N, et R €]0, 0],

1 . 1 f(z)dz
—,f( )(0) = 2— (n—-)l—l’
n. YiNA 6B(O,R)+ z

la série Y ", %f(”)(O)z" a un rayon de convergence infini et
— 1 (n) n
flz)= z:omf (0)z" sur C.

Preuve La démonstration de ce résultat est une répétition de celle du théoreme précédent. La seule chose
a vérifier concerne le rayon de convergence. Pour tout R €]0,00[, f est bornée sur le compact 0B(0, R):

Vz e 8B(05R)7 |f(Z)| < Mg,

et ainsi , en vertu de (1),

Mg

Donc le rayon de convergence de la série est supérieur a R. Comme R est arbitraire, cela prouve le
résultat. CQFD.



Théoreme 4 Soit f € H(C), alors
o si f est uniformément bornée sur C, f est constante
e silim|, o f(2) =0, nécessairement f =0

e si il eviste une constante C > 0 et k € [0,00[ tel que |f(2)| < C(1 + |2|F) sur C, alors f est un
polynome de degré inférieur ou égal a k

Preuve On a

fE) =Y an"
n=0

avec
VR >0, |a,| < < sup |f(z)|> R,
2€dB(0,R)
donc
e si f est uniformément bornée sur C, a,, = 0 pour tout n > 1 et f(z) = ag
e Silim,|_o f(2) =0, a, = 0 pour tout € Net f =0

o si|f(z)] <C(1+|z|%) sur C, a, = 0 pour tout n > k et donc f(z) = >1° a,z", olt ng est le plus
petit entier strictement plus petit que k.

CQFD.

Corollaire 4 (Théoréme de D’Alembert) Tout polynéme P € C[X] non constant admet une racine dans
C (id est C est algébriquement clos).

Preuve Soit P € C[X], un polynéme non constant. Supposons que P ne s’annule jamais, alors f(z) =
ﬁ est une fonction entiere qui tend vers 0 lorsque |z| tend vers l'infini (puisque nécessairement |P(z)]

tend oo lorsque |z| tend vers l'infini). Donc le théoreme de Liouville nous dit que f = 0, c’est une
contradiction. CQFD.

4 Zéros et singularités d’une fonction holomorphe

4.1 Les zéros d’une fonction holomorphe

Lemme 2 Soit f € H(U), a € U. Alors trois cas se présentent

e f(a) #0, alors f # 0 sur un voisinage de a.

o f(a) =0 et 3k € N tel que %(a} # 0, alors il existe une boule B(a,€) dans U telle que f # 0 sur

Bla,e) \ {a} et méme f(2) = (2 —a)*g(z) sur B(a,¢), ou g est non nulle sur B(a,¢)

o f(a)=0etVk €N, %(a) =0, alors f est nulle sur un voisinage de a

10



Preuve Si le premier cas se produit, le fait que f ne s’annule pas sur un voisinage de a ebt jubte un

conséquence de la continuité de f. Dans le deuxieéme cas, soit kg le plus petit entier tel que d ko ( ) #0.
Alors, puisque f est analytique,

o0

flz) = Z ar(z — a)*, avec ay, # 0,

’H,Zk‘o

ou bien encore f(z) = (z —a)*g(z), avec

o0
9() = an, (1 $ Y oy a>"> ,
n=1 ko
fonction non nulle sur un voisinage de a.
Enfin, il est clair que si les deux premiers cas ne se produisent pas, on se retrouve dans le dernier cas
et, sur un voisinage de a,

d”f n
Zn'dzn )(z—a)" =0.

CQFD.

Définition 9 Soit f € H(U), a € U. Dans le cas ot f ne s’annule pas sur un voisinage de a, on appelle
ordre de f en a et on note ord, f le plus petit entier ko tel que f*0)(a) # 0. Dans le cas ot f s’annule
sur un voisinage de a, on pose ord, f = 0.

A Taide de ce qui précede, nous sommes en mesure de prouver le résultat suivant, qui sera a la base du
prolongement analytique d’une fonction holomorphe.

Théoréme 5 (prolongement analytique) Supposons que U est un ouvert de C. Soit f € H(U), alors
a) Uensemble Q ={a € U/ord,f = oo} est ouvert et fermé dans U
b) si f~1(0) posséde un point d’accumulation intérieur a U et si U est connexe, alors f = 0.

Preuve Montrons d’abord a):

e () est ouvert, car d’aprés le lemme précédent, si a € ), f s’annule sur un voisinage de a, donc en
particulier ce voisinage est inclus dans €.

o () est fermé car c’est une intersection de fermés:

Q=™

keN

A présent, soit A 'ensemble des points d’accumulation de f~1(0) intérieurs & U et montrons que A = Q
(notons qu’a cause de la continuité de f, il est immédiat que A C f=1(0)). En effet, si a n’est pas dans
Q, ord,f < oo, alors d’apres le lemme qui précede, il existe une boule B(a,€¢) C U, telle que f # 0
sur B(a,€) \ {a} et donc a est un zéro isolé. Donc, a n’est pas dans A. Par contraposée, A C Q.
Réciproquement, si a € €, alors, toujours d’apres le lemme qui précede, f s’annule sur un voisinage de a,
donc en particulier a € A. Donc Q C A. Donc 2 = A et, en vertu de a), A est ouvert et fermé dans U.

Dans le cas o1 U est connexe, il en résulte que soit A = (), soit A = U. Donc si f~1(0) possede un
point d’accumulation, A = U et donc f =0 sur U. CQFD.

11



Corollaire 5 Soit U un ouvert connexe de C et f,g € H(U). Alors, si l'une des deuzx hypothéses
sutvantes est satisfaites

e dJacU,VkeN,

ou

e il existe une suite de points x,, tous distincts et appartenant a U, telle que lim, ooz, € U et
VneN, f(r,) = g(an)

alors f =g surU.

Preuve Appliquer le théoréme précédent (prolongement analytique) avec f — g.

4.2 Singularités d’une fonction holomorphe

Nous allons commencer par analyser une fonction holomorphe sur un anneau.

Lemme 3 Soit 0 <11 <1y < o0 et Ay, ={2€C/r1 < |z—a] <rg}. Soit f € H(U), ot U est un
ouvert de C contenant Ay, r,. Alors, pour tout z € Ay, r,,

z) = Z an(z —a)”

ne”z

ot la série Y~ o ant™ a un un rayon de convergence supérieur ou égal a ro et la série Y - a_,t" a un
rayon de convergence supérieur ou égal a 7. De plus, a, est donné par lintégrale suivante, indépendante
de r:

1
0 — 1 / G N,
2m dB(a,r)* (’U - a)nJrl

pour tout ry < r < ra.

Preuve Grace a un changement de variable, on peut toujours supposer que a = 0. Posons

1 v
An,r ‘= _/ fTE-I—)l dv
2mi dB(a,r)* v
Pour tout point z € A,, ,,, on a

. B fw)dv fw)dv f(v)dv
27TZf(Z) - /BA;FLW v—2z /83(0 r)t U Z /BB(O,T1)+ v—Zz

) 5~ (2 HORSYONE
/83(0m)+T§:0(;) dv +/83(0“)+72:0(;) dv

= fw)v™dv
/83 0,r2)+ U"+1 mE: ~/83(O,r1)+
2m Z anz

12



7
<)

Figure 4: une fonction holomorphe sur un anneau

ol Gy = Ay, sin > 0 et a, = an,y si n < —1. Donc, puisque f est bornée sur 0B(0,r2), on a
SUPy B (a,rg) ¥

2 si n > 0. Et, puisque f est bornée sur dB(0,r1), on a |a—,| = |a—p | <

an] = lan,,| < 2222

SUPyB(0,r1) [f]
G
Pour terminer, il ne reste plus qu’a vérifier que les coefficients a,, , sont indépendants de r. Supposons

que r1 < r <1’ <ry et considérons 'anneau A, ,» = {z € C/r < |z| < '}, alors, puisque v — gn(—fi)l est

holomorphe sur A, ,/,

0= / f(:)»)l dv = / f(:)»)l dv — / Lﬂdy = 2777;(@"774 — an,r’)-
oA v oB(0.r)+ V" aB(0,r)+ V"

Corollaire 6 Soit a, un point de U et f € H(U \ {a}). Soit r > 0 tel que B(a,r) C U. Alors, f admet
un développement de Laurent sur B(a,r) \ {a}:

F) =Y an(z —a)",

nez

sin < —1, d’ou les estimations sur les rayons de convergence.

CQFD.

\ s . [e%) . , N L. 0o
ou la série Y~ ant™ a un rayon de convergence supérieur ou égal a v et la série Y " a_nt™ a un
rayon de convergence infini.

Preuve En appliquant le lemme précédent, on sait que f admet un tel développement sur tout anneau
A1 2 avec des coefficients indépendants de r; et r3. Donc le développement de Laurent existe sur
B(a,r)\ {a}. Le rayon de convergence de Y - | a_,t" est supérieur & %, ol r1 est arbitraire dans |0, |,
donc est infini. CQFD.

Lemme 4 Soit f € H(U \ {a}). Alors trois cas se présentent:
e f est bornée au voisinage de a, alors f s’étend en une unique fonction holomorphe sur tout U

e f nlest pas bornée au voisinage de a, mais il existe k dans N tel que (z — a)* f(z) soit bornée au
voisinage de a. Alors il existe une fonction holomorphe g € H(U) telle que g(a) = 0, il existe
ko € N* et il existe o, € C* tels que

13



Qg

f(z) = m(l +9(2))-
On dit que a est un ple de f, d'ordre ord, f = —kg.

o soit Yk € N, (z—a)¥f(2) n'est jamais bornée au voisinage de a. On dit que f admet une singularité
essentielle en a.

Preuve La preuve consiste a suivre essentiellement la méme démarche que dans la preuve du lemme
précédent (section 2.1) sur les zéros d’une fonction holomorphe. Elle est donc laissée au lecteur. CQFD.

Définition 10 Soit U un ouvert de C, toute fonction f dans H(U\{a;/j € J}), ot (a;);c; est un
sous-ensemble fini ou dénombrable de U et qui est telle que chaque point a; est un pole, c’est a dire une
singularité d’ordre finie est appelée fonction méromorphe sur U. L’ensemble des fonction méromorphes
sur U est noté M(U).

4.3 Le théoréme des résidus

Définition 11 Soit U un ouvert de C et soit f € M(U). Sia est un ple de f et si kg = ord,f, le résidu
de f en a est le nombre compleze (non nul) Rés,f tel que, au voisinage de a,

flz)= Z an(z —a)", avec a_1 = Rés,f.
’n,:ko
De maniére équivalente,
2miRésy f = f(v)dv.
OB(a,e)t
U

Figure 5: le théoreme des résidus

Proposition 2 Soit U un ouvert de C et soit f € M(U). Soit Q un ouvert a bord régulier (de classe
Ct), tel que Q C U et tel que OS2 ne rencontre pas les ples de f. Alors

f(z)dz = 2mi Z Résa,.f

o0+ a; EQ
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Preuve Cette relation s’obtient en écrivant la formule de Cauchy sur le bord de Q. = Q\|J Bla,e),

N s ) a,ple de f
ou l'on a choisi € suffisamment petit. CQFD.

5 Principe du maximum et topologie

5.1 Le principe du maximum

Ce principe dit en gros que toute fonction holomorphe atteint le maximum de son module sur le bord ou
a l'infini du domaine. Cette propriété n’est pas propre aux fonctions holomorphes, mais sera vraie pour
toute solution d’une équation aux dérivées partielles elliptique.

Théoreéme 6 Soit U un ouvert connexe de C et soit f € H(U). Alors
a) si|f| admet un mazimum local en un point de U, alors f est constante

b) si IM > 0 telle que

Ve e U, lm supl|f(y)|<M
y—x
yeU

et

lim  sup|f(y)| < M,
ly| — oo

yeU
alors |f| < M sur U.

Preuve Commencons par la preuve de a), qui est la version locale du principe du maximum. Soit a
un point intérieur & U, ou |f| atteint un maximum local, c’est & dire: il existe un voisinage B(a,r) de
a tel que Vz € B(a,r), |f(2)] < |f(a)]. Sans perte de généralité, on peut supposer que f(a) # 0. Soit
k =ord,(f — f(a)) et supposons que k est fini. Alors,

F(2) = F(@) + ax(z =) + Oz —al*™") = fl)(1 + 5t (z =) + O(z —al+))

) i0
' et nous posons z = a + ee’* . Alors

Nous choisissons € > 0 et 6 € R tel que e

ag
fla)
et on en déduit que |f(2)| > |f(a)| si € est assez petit, ce qui est une contradiction. Donc, ord,(f — f(a))
est infini, ce qui signifie que f = f(a) partout, car U est connexe.

Pour prouver b), nous allons aussi raisonner par absurde et supposer qu'il existe a € U tel que
|f(a)] > M. Alors I'ensemble A := {b € U/|f(b)] > |f(a)|} est non vide. Il est clair que A est fermé dans
U, puisque f est continue. Les hypotheses du théoreme signifie que A est borné et fermé dans C. Donc
A est un ensemble compact non vide. Par conséquent, il existe b € A tel que f atteint son maximum
en b. En particulier, b est un maximum local pour |f| et donc, en appliquant ce qui précede, on obtient
f = f(b) sur U, ce qui, compte tenu de |f(b)| > M, contredit les hypotheses du théoreme. CQFD.

1) = f@ 1+

Gk + O(€k+1)> ,
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5.2 Suites et séries de fonctions holomorphes
5.2.1 Notion de convergence

Définition 12 Soit U un ouvert de C. On dit qu’une suite de fonctions (fn)nen dans C°(U) converge
uniformément sur tout compact si et seulement si, pour tout compact K C U, la suite des restrictions
Jnii converge dans la topologie uniforme sur K.

Remarque 1 [l est immédiat que, si pour tout K, fr désigne la limite uniforme de fyk, alors il existe
une fonction f € CO(U) telle que, pour tout K, fik = Ik

Théoréme 7 Soit (fn)nen une suite dans H(U) qui converge uniformément sur tout compact vers f €
Cco(U). Alors

e [a limite f est holomorphe

e pour tout k € N, la suite des dérivées k-iémes ﬂg,k) converge uniformément sur tout compact vers
k)

Preuve Soit a € U et r > 0 tels que B(a,r) C U. Alors, pour tout z € B(a, ), nous avons

) B fn(v)dv
271'an(2') = AB(G7T)+ ﬁ

En faisant tendre n vers U'infini et en utilisant la convergence uniforme de f,, sur B(a,r), nous en déduisons

2rif(z) = /a f(v)dv.

B(a,r)t V™%

On en déduit, par un développement en série en la variable z — a dans 'intégrale, que f est analytique
sur B(a, ), donc holomorphe sur U, puisque B(a,r) est arbitraire. De plus, nous pouvons aussi écrire
les relations dérivées pour f,(lk) et fF):

et
2mi f*)(2) = k! / _fo)dv

OB(a,r)t (v —z)kt1"

Et, & nouveau en utilisant la convergence uniforme de f,, sur 9B(a, ), on en déduit que fé,k) converge
uniformément vers f*) sur tout compact inclus dans B (a,r). La preuve se termine par un argument de
recouvrement. CQFD.

Définition 13 Soit U ou ouvert de C et soit (fn)nen une suite de fonctions dans C°(U). On dit que la
série

> fn
n=0
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converge normalement sur tout compact (respectivement uniformément sur tout compact) si et seule-
ment si, pour tout compact K C U, la série des restrictions ZZQ:O fnii converge mnormalement, id est:
I(pr,n)nen, suite de réels positifs, telle que Yn € N, Vz € K, 0 < |fn(2)| < prn et

0o
Z PK.n < o0
n=0

(respectivement la somme partielle ZTZLO Jn|k converge uniformément lorsque N tend vers l'infini).

Il est immédiat que si la série > f, converge normalement sur tout compact, alors la suite des
sommes partielle Zi:f:o fn converge uniformément sur tout compact, lorsque N tend vers 'infini. Nous
en déduisons le résultat suivant, en appliquant le théoreme qui précede.

Théoréme 8 Soit Y -, fn une série de fonctions normalement (ou uniformément) convergente sur tout
compact dans H(U). Alors la somme de cetle série est une fonction holomorphe sur U.

5.2.2 Séries de fonctions méromorphes

On peut étendre ce qui précede a des séries Y.~ fp, ot les f,, sont des fonction méromorphes sur un
ouvert U, a condition de prendre quelques précautions.

Définition 14 Soit U un ouvert de C et soit (fn)nen une suite de fonctions dans M(U). On dit que la
série

> fn
n=0

converge normalement sur tout compact (respectivement uniformément sur tout compact) si et seulement
si, pour tout compact K C U, il existe ng € N tel que pour tout n € N, sin > ng, fn, n‘admet pas de
ple dans K et la série des restrictions Z;O:W Jn|k converge normalement sur K (respectivement la suite

. N : ,
des sommes partielles ), fnic converge uniformément sur K ).
Il est aisé de démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 9 Soit une série > - fn de fonctions méromorphes sur U. Si cette série converge normale-
ment (respectivement uniformément) sur tout compact de U, la somme de cette série est une fonction
méromorphe sur U. De plus, pour tout k € N la somme partielle des dérivées Zi:;o ,(lk) converge nor-
malement (respectivement uniformément) sur tout compact vers la dérivée de Y . fn-

Exemple 1 (exercice) Montrer que la série), ., ﬁ converge normalement sur tout compact de C et
définit une fonction méromorphe f sur C. Déterminer les ples de f, montrer queVz € Z, f(z+1) = f(2).

2
Montrer que im|rp,(2)|—oo |f(2)| = 0. En déduire que f(z) = (sing) .

Exemple 2 Soit 7 € C tel que Im(z) >0 et T' =Z + 7Z. La série

1 1 1

J— + S

=+ (=55
est normalement convergente sur tout compact de C. Sa somme définit une fonction méromorphe notée
p et appelée fonction de Weierstrass.
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5.3 Résultats de compacité
Définition 15 Soit U un ouvert de C. Soit A un sous-ensemble de H(U) . On dit que A est borné si et

seulement si, pour tout compact K C U, il existe une contante Cg > 0 telle que

Vie A Vze K, |f(z)] < Ck.
Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 10 Soit (f,,)nen une suite de fonctions dans H(U) bornée (au sens ot l'ensemble { f,/n € N}
est un sous-ensemble borné de H(U)). Alors il existe une sous-suite ¢p(n) de n telle que fu(,) converge
uniformément sur tout compact vers une fonction f € H(U).

Preuve Etape 1 Soit K un compact inclus dans U et soit r > 0 tel que K, = {z € C/ dist(z, K) < r}
soit inclus dans U. Pour tout z dans K et pour tout n € N,

i/ frn(v)dv
2m OB(z,r)* ('U - 2)2

donc f] est bornée sur K, uniformément en z et en n. On en déduit que la suite est uniformément
équicontinue sur K.

Etape 2 Nous choisissons une suite croissante K, de compacts inclus dans U telle que U,,enK = U.
Par exemple,

T
)

C
< LK
,

[ (2)] =

K., ={z€U/ dist(z,0U) < — et |z| < m}.

1
m
Sur chaque K, fyk,, est uniformément équicontinue, donc, d’apres le théoreme d’Ascoli, il existe une
sous-suite ¢,,(n) de n telle que fg () Kk, converge uniformément. On conclut par un procédé de suite
diagonale. CQFD.

Rappelons le théoreme d’Ascoli.

Définition 16 Soit X un espace métrique et V un espace vectoriel. C°(X, V) est l’ensemble des fonction
continues de X wvers V. On dit qu’une suite f, dans C°(X,V) est uniformément équicontinue si et
seulement si

Ve > 0,3n > 0,Vx,y € X, dist(z,y) <n = |fulz) — fuly)| <e

Théoréme 11 (Ascoli) Soit X un espace métrique et V' un espace vectoriel de dimension finie. Soit
(fn)nen une suite de fonctions dans C°(X,V). Supposons que f, soit uniformément équicontinue et
uniformément bornée. Alors il eriste une sous-suite ¢(n) de n telle que fq) converge uniformément
vers une limite f dans C°(X,V).

Preuve cf J. Dixmier, Topologie générale, PUF 1980 ou J. Dieudonné, Fondements de I’analyse moderne,
Gauthiers Villars 1963.

Corollaire 7 Soit (f,)nen une suite bornée dans H(U). Supposons que U est connexe. Soit a € U tel
que Yk € N, lim,, fr(Lk)(a) = lt(lk) existe. Alors f, converge uniformément sur tout compact vers une

fonction f € H(U) telle que f*)(a) = 1o
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Preuve D’apres le théoreme qui précede, on peut extraire une sous-suite ¢(n) de n telle que fy(,,) converge
uniformément sur tout compact vers une fonction holomorphe f € H(U).

Supposons que f, ne converge pas uniformément sur tout compact de U vers f. Cela signifie qu’il
existe un compact K C U sur lequel f, x ne converge pas uniformément vers fjx. Donc il existe une
sous-suite 1(n) de n et eg > 0 tels que supy |f — fymn)| > €. Appliquons a nouveau le théoreme avec

la suite (fy(n))nen: il existe une sous-suite ¢(n) de ¥(n) telle que fj,,, converge uniformément sur tout
compact vers une limite f € H(U). Utilisant les théoremes de convergence, on a
F® (@) = lim £ () =10 = lim [ (a) = FP(a),

et donc, puisque U est connexe, le principe du prolongement analytique entraine que f = f. Donc en
particulier, f 3(n) Converge uniformément vers f sur K, ce qui contredit supy [f — fy(m)| > €0. CQFD.

6 Intégration et prolongement d’une fonction holomorphe

6.1 Comment intégrer une fonction holomorphe

Le probleme est le suivant: étant donné un ouvert U de C et f € H(U), peut-on fabriquer une primitive
de f, c’est & dire une fonction F € H(U) telle que ‘3—5 =f7

i) Solution locale Envisageons tout d’abord le probleme localement. Soit a € U et r > 0 tels que
B(a,r) C U. Alors f est analytique sur U et

f(z) = Z an(z —a)" sur B(a,r).
n>0

Ainsi

F(2) :c—i—Zan_l%

n>1

convient, quel que soit le choix de la constante ¢ € C. Donc le probleme a toujours une solution lo-
calement, unique modulo le choix d'une constante d’intégration. Nous noterons Pg(q,.(f) := {F €
H(B(a,r))/F" = f} Pensemble des primitives de f sur B(a,r), qui a la structure d’une droite affine
complexe.

ii) Obstructions globales Supposons que 1’on sache construire une primitive F de f sur U et soit
I" un chemin orienté dans U, allant de zp & z;. Autrement dit ' est 'image du plongement orienté
v :[0,1] — U de classe C!, tel que v(0) = zp et y(1) = 21. Alors

dF dF
/Ff(z)dz = /Edz—f—EdE

27t

En particulier, étudions 'exemple suivant: U = C* et f(z) = 271, alors pour v(t) = e, on calcule que
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/F f(z)dz = i2x.

Figure 6: intégrer 1/z

Or si f admettait une primitive F', on aurait aussi

/F J(2)dz = F(z1) - P(z) = F(1) - F(0) = 0,

une contradiction. Il n’est pas donc pas possible de produire une primitive de f, car il y a des obstructions
liées a la topologie du domaine U.

Primitive le long d’un chemin

Considérons un chemin issu d’un point zy € U et tachons de construire une primitive d’une fonction
f € H(U) le long de ce chemin. Nous choisirons de fixer a 0 la valeur initiale de la primitive en zg.

Définition 17 Dans un espace topologique X, on appelle chemin basé en un point mg € X toute appli-
cation v € C°([0,1], X) telle que v(0) = mg. On appelle lacet basé en mq tout chemin qui revient a son
point de départ, id est v(0) = (1) = my.

Revenons & un chemin v € C%([0,1],U) allant de zp & 2. Comme l'image de ce chemin est compact,
nous pouvons le recouvrir par des boules B(y(t;),e;) C U, ot j =1,.,Net 0 =1 <t < .. <
ty = 1. Alors, comme f est holomorphe sur U, f admet un développement en série entiere sur chacune
des boules B(v(t;),¢;), donc en particulier il existe une famille de primitives Pp(y(¢,).c;)(f) = {Fj €
H(B(v(t)).€;))/Fj = f sur B(y(t;).€;)}-

Choisissons Fy € Pp(y(t),e)(f) tel que Fy(z0) = 0. Puis nous choisissons 1'unique application Fy €
PB(y(t1),e1) (f) telle que Fy = Fy sur B(y(to),€0) N B(y(t1),€1). Ensuite nous choisissons I, de méme,
qui coincide avec Fy sur B(y(t1),€1) N B(y(t2), €2), etc...

Définition 18 Nous obtenons ainsi une famille de fonctions holomorphes (Fj)j définie sur toutes les
boules B(y(t;),€;) que l'on appelle la primitive de f le long de y s’annulant en z.

Il faut noter que le chemin  peut repasser plusieurs fois au méme point et la primitive peut étre différente
A chaque passage (exercice: étudier ce qui se passe avec z~! sur C*).
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Figure 7: la primitive le long dun chemin

La difficulté présente dans I’exemple précédent (sur C*) est qu'il existe plusieurs chemins possibles
pour aller d’'un point & un autre et que l'on ne peut pas toujours déformer continument un chemin vers
un autre chemin.

Définition 19 Soient v et 4 deux chemins dans un espace topologique X . Une homotopie reliant v a ¥
est une application continue

homotopie homotopie stricte

Figure 8: homotopie et homotopie stricte

Définition 20 Une homotopie stricte est une homotopie qui laisse les deux extrémités invariantes, id
est 7(0) = H(0,u) = 5(0) et (1) = H(1,u) = 3(1), Vu € [0, 1].

Définition 21 On dit que v est homotope (respectivement strictement homotope) a 4 s’il existe une
homotopie (respectivement homotopie stricte) entre v et 4. Les relations “y est homotope & 77 et “y est
strictement homotope a 47 sont des relations d’équivalence.
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Théoréme 12 Soient v et 7 € C°([0,1],U) deux chemins allant de zo a z strictement homotopes dans
U et soit f € H(U). Alors les primitives de [ s’annulant en zo définies le long de v et de 7 coincident
en z.

Preuve Soit H : [0,1] x [0,1] — U une homotopie stricte entre « et 4. Soit r € R égal a la distance de
H([0,1] % [0,1]) au bord de U, c’est a dire égal a 'infimum de {|v— H (¢, u)|/v € 9U, (t,u) € [0,1] x [0, 1]}.
Notons que comme H ([0, 1] x [0, 1]) est compact, cet infimum est atteint et donc r > 0. Nous choisissons
N € N suffisament grand pour que

1
sup([t — '], Ju —u'])) < 7 == [H(t,u) = H{t' u)] < 7. (2)

Alors, nous notons, pour tout entiers 0 <4,5 < N, a;; := H (ﬁ, %) Et une conséquence de (2) est que
V1<i,j<N,

B(am,r) n B(ai_m, ’I“) n B(ai7j_1,r) n B(ai_m_l,r) 7é (Z) (3)

Figure 9: la condition (3)

Pour chaque 0 < i, j < N, nous choisissons une primitive F; ; € Pp(a, ;) (f). Nous noterons A(i, j) €
C et A,(i,j) € C les constantes telles que

o Fii—Fi_1,;=2A:,))sur B(a;;,r)NBla;—1,;,7) pour tout 1 <i < Nettout 0<j <N

o Fi;i—F;j—1=A4(,7)sur B(a;;,7) N B(a;j—1,7) pour tout 0 < i < N et tout 1 <j < N.

Ba i-1,jr) Baj "

Figure 10: les définitions de A¢(Z, 5) et Ay (4, 5)
Nous choisissons les primitives F; ; de fagon a ce que
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Fo,0(20) = Fo,n(20) =0

o V1 <i< N, Ay(i,0) =0, cest a dire (Fio),_, 5 est la primitive de f le long de + s’annulant en
20

o V1 <i <N, Ai, N) =0, c’est a dire (F; n),_, 5 est la primitive de f le long de ¥ s’annulant
en 2

o Fo;=Fo=FnN,V0<j<N

4opres N 4

BT

TS T

1 P ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1

0 0
0 1 2 3 4

Figure 11: hypotheses sur les primitives Fj ;

La derniere condition ! entraine en particulier que V1 < j < N,
condition n’a été prescrite sur les F; ; “intermédiaires”, pour 1 <
Nous utiliserons le Lemme suivant

A,(0,7) = 0. Remarquer qu’aucune
<

i<Netl<j<N-1

Lemme 5 V1 <i,57 < N,
Ap(i, 7 = 1) + Ay, J) — Ae(i,j) — Auli —1,7) = 0. (4)
Preuve du Lemme Il s’agit d’un simple calcul, tous les termes s’annulent deux a deux:
(Fijo1 — Fic1,j-1) + (Fij — Fijo1) — (Fyj — Fic1j) — (Fic1,; — Fiz1j-1) =0,
sur B(a; j,7m) N Bla;—1,;,7) N B(aij—1,r) N B(ai-1,j-1,7).

Concluons: nous calculons de deux manieres différentes la quantité

N
S = Z At(ivj - 1) +Au(iaj) - Af(la]) - Au(i - 1aj)'

i,j=1

Lqui n’est pas réellement nécessaire pour conclure
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D’une part S = 0 en vertu du Lemme précédent et d’autre part, en utilisant le “théoreme de Fubini”,

N N N N
S = Z At(iaj_l)_At(iaj) +Z< Au(ivj)_Au(i_laj)>
=1 Jj=1 j=1 \:=1 (5)

l N N
Au(i,0) = 3 AEN) + 3 Au(N.j) = D Au(0, ),

Jj=1 Jj=1

|
.MZ

@
I
-

d’ou I'on obtient

N

N N
ZAu(o,j) = A0)+ > A, N) =0,

1 i=1 i=1

] =

<.
I
—

Au(N,j) =

N

en vertu des hypotheses. Cette derniere identité signifie que

N
Fyn—Fno=)_ Ay(N,j) =0,
=1

donc les primitives le long des deux chemins coincident en z. CQFD.

Remarque 2 Nous invitons le lecteur a comparer cette preuve avec la formule de Stokes. En particulier,
F, ; est Uanalogue discret d’une fonction de deux variable o, (A(i,7),Ay(3,7)) est lanalogue de sa
différentielle do, (4) correspond & dda = 0, S est une intégrale discréte et (5) est une version discréte
de la formule de Stokes.

Ainsi la définition d’une primitive dépend de la possibilité de démontrer que deux chemins ayant
mémes extrémités dans U sont strictement homotopes ou non.

Définition 22 Soit X un espace topologique. On dit que X est simplement connexe, si toute paire de
points dans X peut étre connectée par un chemin (connexité par arc) et si deux chemins ayant mémes
extrémités sont strictement homotopes dans X .

Corollaire 8 Si U est un ouvert simplement connexe de C, alors pour toute fonction f € H(U) et pour
tout zg, il existe une unique primitive de f sur U qui s’annule en zg.

Groupe d’homotopie

L’espace des lacets (chemins fermés) peut étre muni d’une loi de composition interne. A deux lacets
et 7, basés en my, on associe le lacet 7.7 : [0,1] — X tel que v.5(t) = v(2t), sit € [0, 3] et 7.5 = §(2t—1),
sitel[i1].

On démontre que cette loi de composition donne, lorsqu’on quotiente par la relation d’équivalence
“est strictement homotope a”, une loi de composition qui fait de ’ensemble quotient un groupe. On
note 71 (X) ce groupe, qui est appelé groupe d’homotopie ou groupe de Poincaré de X. Un espace X est
simplement connexe si et seulement si son groupe d’homotopie est trivial: m (X) ~ {0}.

Un exemple d’espace non simplement connexe est U = C*, son groupe d’homotopie est isomorphe a
(Z,+).

Intégrale le long d’un chemin continu
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Si v est un chemin continu dans U C C et si f € H(U), alors on peut donner un sens a f,y f(z)dz. 1l
suffit de construire une primitive F' de f le long de 7 et on note alors

/f(z)dz :=F(z1) — F(20),

oll zg et z; sont le points de départ et d’arrivée de 7. En effet, dans le cas ol 7y est C!, cette définition
coincide avec celle que nous avons déja vue. (Exercice: montrer que, plus généralement, on peut “intégrer”
toute 1-forme le long d’un chemin seulement continu, & partir du moment ou cette 1-forme est fermée).

6.2 Prolongement d’une fonction holomorphe

Soient U C C, B(zg, p) C U et une fonction fy € H(B(z0,p)). Une question naturelle est de chercher a
prolonger fy sur un ensemble plus grand et méme éventuellement U en une fonction qui reste holomorphe.
Des difficultés apparaissent.

En considérant ’exemple d’une fonction fy qui est la primitive sur B(zg, p) d’une certaine fonction
g € H(U), on comprend que cela revient a construire une primitive de g le long d’un chemin. Cela
dépendra donc aussi du groupe d’homotopie 71 (U).

Mais il y a d’autres difficultés: méme si on se contente de prolonger le long d’un chemin, il se peut le
chemin rencontre un “obstacle”. Par exemple, si 2o # 0, et si f(z) = %, il n’est pas possible de prolonger
f le long d’un chemin partant de zy et passant par 0.

Définition 23 Soit v : [0,1] — U un chemin continu, avec v(0) = zo et v(1) = z;. Soient r > 0 et
fo € H(B(z0,7)). Un prolongement de fy le long de v est la donnée d’une famille de boules (Bt)te[o,l] et
d’une famille de fonctions holomorphes (ft)t€[071], ot chaque By est une boule ouverte dans U de centre
~(t) et chaque fi appartient ¢ H(B:), telles que Vs € [0,1], Je(s) > 0, Vt € [0,1], si |t — s| < €(s), alors
~v(t) € Bs et Vz € Bs N By, fs(2) = fi(2).

Lemme 6 Soit une fonction holomorphe fo € H(B(z0,7)). Sile long d’un chemin v issu de zg, un
prolongement de fy (Btvft)te[o 1 ewiste, il induit de facon unique un moyen de définir la valeur de la

fonction holomorphe en tout point ~(t).

Preuve Recouvrons [0, 1] par des intervalles de type |s — €(s), s + €(s)[. Par compacité, il est possible
d’en extraire un sous-recouvrement fini [0, 1] C UN]t; —€;, t; + ], tels que Vt €]t; —e;, t; + €], v(t) € By, .
Nécessairement, pour deux valeurs consécutives t; et t; 1, si I'on choisit ¢t €]t; — €;,t; + €[N]ti41 —
€i+1, tit1 + €1, alors fy, (2) = fi(2), V2 € By, N By et fi,,,(2) = fu(2), Vz € By, N By, c'est adire fi, et
ft:41 coincident sur 'ouvert non vide B;, N By N B;;1. Donc, par le principe du prolongement analytique,
Jt:(2) = ft;;.(2), Yz € By, N By,,,. Nous montrons ainsi qu'il est possible de donner un sens a f(vy(t))
pour tout t. Comme cette construction marche quel que soit le recouvrement fini utilisé, cette valeur de
f(v(t)) est unique (prendre 'intersection de deux recouvrements finis et comparer...).

Exemples a) Si f € H(U), le prolongement de f|g(.,,¢) le long de n’importe quel chemin issu de zq existe
et est juste f.

b) Si f € H(U) et si Fy est une primitive de f sur B(zo,¢), le prolongement de Fy le long d’un chemin
issu de zg est la primitive de f le long de ce chemin, coincidant avec Fy a lorigine.

¢) Prenons zg = 1, By = B(1,7), pour n < 1 et

fol) =3 G
n=1
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(fonction logarithme). Le prolongement de fo en 1 le long du chemin 7 : ¢ — €2 est

o0 _1n
oni+ 3D
n
n=1

(En effet, il s’agit juste de la primitive de % le long de ~.)

d)Sizg =1, By = B(l,n), pour n < 1 et fo : By — C est la détermination de /z donnée par
V0 €] — 7, 7], Vp €]0, 00 tels que pe? € By, fo(pe') = \/ﬁe%. Alors si v : t — 2™ f1(2) = —fo(2),
Vz € By = Bj.

Théoréme 13 Soit fo € H(B(z0,€)). On suppose que le long de tout lacet v issu de zp, il existe un
prolongement analytique de fo le long de~y. Alors si~y ety sont deuz chemins allant de 2o a z1 strictement
homotopes dans U, le prolongement f; de fo le long de v en t =1 coincide avec le prolongement f; de fo
le long de 5y ent =1.

Preuve L’idée de la preuve est analogue a celle utilisée pour démontrer que les primitives d’'une fonction
holomorphe le long de deux chemins strictement homotopes coincident & 'arrivée (Théoréme 12). Nous
considérons une homotopie stricte H : [0,1] x [0,1] — U, entre v et 4. Pour tout u € [0, 1] fixé, il
existe un prolongement f}* de fp le long du chemin ¢ — H(t,u). Comme dans la preuve du théoréme
12, nous choisissons » > 0 et N tels que, notant a;; = H (#, %), pour 0 < 4,5 < N, les conditions
(2) et (3) soient satisfaites. Nous définissons sur chaque boule B(a; j,r) la fonction f; ; € H(B(a; ;,T))
obtenue en prolongeant fjy le long de fﬁ. Il s’ensuit que, pour tout 7,5 = 0,1,..., N, la fonction définie
sur B(aij—1,j,7) N B(a;;,r) par

Ay(i,7) = fij — fie1j

est identiquement nulle. Nous considérons aussi les fonctions holomorphes défines sur B(a; j—1,7) N
B(a; j,r) par

Ay(i,§) = fij = fij-1-
Par hypothese, nous savons que A, (0,7) =0,Vj =0,1,..., N. En utilisant le fait que A(¢,5) =0, on en
déduit par récurrence sur i que Vi,j =0,1,..., N, A,(i,7) = 0, ce qui prouve en particulier que toutes les
fonctions fy ; coincident.

Corollaire 9 Soit U C C un ouvert simplement connexe, B(zo,7) C U et f € H(B(z0,7)). Alors, si il
existe un prolongement de f le long de tout chemin issu de zg, il existe un prolongement de f sur tout U.

6.3 Indice d’un lacet par rapport a un point

Définition 24 Soit U un ouvert simplemenent conneze de C et v : [0,1] — U un lacet. Supposons que
v ne rencontre pas le point a de U, alors l'indice de vy par rapport a a est l’entier

1 dz

Ind(v,a) = %

. 6
= (©)
Une définition équivalente est la suivante.

Définition 25 Ind(vy,a) est le nombre algébrique de tours que fait vy autour de a.
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Vérifions que ces deux définitions coincident. Tout lacet v qui ne rencontre pas a peut s’écrire v(t) =
a+ p(t)e®® ou p et § sont des fonctions continues telles que p soit toujours strictement positif. Ainsi

dy _ dpe'® + ipe'®do 1 odp L do
2im(y—a)  2impe?® 2w p 27
Et comme fv % = 0, on obtient que, selon la définition donnée par (6),

do

Ind(v,a) = | —.
5 27

Proposition 3 Soient v et ¥ deux lacets strictement homotopes dans U\{a}, alors Ind(vy,a) = Ind(7, a).

Preuve Soit 2 le point de départ et d’arrivée des deux lacets. Il suffit de remarquer que Ind(vy,a) est
, N N o s 1 ~

¢gal & Fiy(z0) — Fo(zo), on (F}),_;  est une primitive de 3= 1e long de v (et de méme pour
Ind(%, a)) et d’appliquer le théoréme 12.

Figure 12: indices d'un lacet

A quoi sert I’indice ? Soit f € H(U \ {a}) une fonction méromorphe en a et v un lacet dans U \ {a}.
Alors

/ f(z)dz = Ind(y, a)Rés, f,

.

ot Rés,f = faB(a,e) f(2)dz.

Preuve Construire une homotopie entre v et a + ee??™* on k = Ind(v, a).

Plus généralement, si f € M(U) et si le lacet v évite les poles aq,...,ar, de f, alors

k
/f(z)dz = ZInd(’y, aj)Résq, f.
¥ =
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7 Transformations conformes

Définition 26 Soient U et V deux ouverts de R™ (supposés étre orientés). On appelle transformation
conforme tout difféomorphisme ¢ : U — V' qui préserve les angles et l'orientation.

e Le fait que ¢ préserve l'orientation est contenu dans la condition

det(d¢y) >0 partout.

e le fait que ¢ soit conforme signifie que Vv, v" € R™,

Angle(v,v") = Angle(dg, (v), dp.(v')),

ou bien que d¢, : R™ — R”™ soit une application linéaire conforme.

Lemme 7 Toute application linéaire A : R™ — R™ inversible et conforme est de la forme A(V) = AR.V,
ot A €]0, 400 et R € O(n). Si de plus, A est directe, alors R € SO(n).

Preuve: exercice.
Une conséquence de ce Lemme est que, pour toute transformation conforme ¢ : U — V et pour tout
x € U, IR, € SO(n), I\, €]0, 00 tels que

En particulier, si n = 2, cette condition est équivalente & dire que d¢ est inversible partout et satis-
fait le systeme d’équations de Cauchy-Riemann. Donc les transformations conformes en dimension deux
s’identifient aux difféomorphismes holomorphes. 2

Exemple A toute matrice A := < CCL Z ) € GL(2,C), on associe la transformation homographique ou
homographie
az+b
T = .
az) cz+d

Ta: C\{—2} — C\{2} est un alors un difféomorphisme. En effet, son inverse est simplement 74-1. On
peut prolonger T4 sur C U {oo} en posant TA(—%) =00 et T'a(00) = 2. On démontre alors la propriété

suivante: VA, B € GL(2,C),
TA o TB = TAB.
En fait, il s’en déduit aisément que ’ensemble des transformations homographiques de C est isomorphe
au quotient de groupe
SL(2,C)/{1,-1} =: PSL(2,C).

Interprétation Notons PC 'ensemble des droites vectorielles complexes de C2. Toute application A €
GL(2,C) agit sur PC:

2

on montre qu’en dimension n supérieure ou égale & trois, ’ensemble des transformations conformes forme un groupe de
dimension finie (au contraire de la dimension deux). Ce groupe est isomorphe au groupe de Lorentz SO(n + 1,1). C’est un
résultat da a Liouville.
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PA: PC — PC
C(u,v) —— CA(u,v)

Et si on définit le difféomorphisme

m: CU{x} — PC

alors 1o PAom = Ty.
Exercice Montrer que Ya € D?, V0 € R,
s e 2T
az —1
est un difféomorphisme du disque D? dans lui-méme.
; 4 1 2 _ ozl
Exercice Quelle est I'image de D? par T'(z) = iZ5?

Transformation conforme du demi-plan C+ vers un polygone

Nous notons C* := {z € C/Imz > 0}. Soit C+ := Ct UR. On considere N points réels distincts ay,...,
an et N réels aq,..., an €]0, 1] tels que

Soit enfin la fonction

N
£ 1= ]~ ay) .
j=1
Levons une ambiguité: pour chaque j et pour tout z € C*, 3lp; > 0, 310, €]0, 7| tels que

T

0. ;/_ .
J. \ ! a8

Figure 13: détermination de 0; et f;

— . 105
z=a;+ pje’,

et on convient de poser

[(2) = (2 = a;) ™ 1= pmoueTiout,

Chacun des facteurs f; se prolonge sur C+\ {a;} et en particulier,
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[ ] Si z 6] — OO7a,j[, f](z) = p_o‘je_io‘jﬂ'
o siz €laj, 00, fij(z) =p~ Y.

Enfin f est égal au produit des f;.
Nous supposons pour simplifier que a1 < as < ... < ay. Alors

o sur] - oo, f(2) = |fleierttan)m = |
o sur Jar, asf, () = | flemierttan)m = | fleionn
o sur Jag, as, f(z) = |flel@rtaa)™ etc...
o sur Jay, 00, f(z) = |f]
Nous en concluons que nous pouvons étendre f a @\ {ai,...,an} et que 'image de chaque intervalle

laj, a;ji1] est contenue dans {re?(@1+e)™ /1 €]0, col}.

A présent, soit

Tw:Ly@w

ot I'on integre le long d’un chemin allant de 2 & z dans C* \ {ay,...,an}.

Lemme 8 L’%mage de R\ {ay,...,an} par T est un polygone borné I' d’angles au sommet consécutifs
a17m,..., aym. De plus, on peux étendre T sur Ct de facon continue en prenant T'(a;) égal au j-éme
sommet du polygone I" et T est alors un homéomorphisme.

Preuve du lemme Pour tout j, on a 0 < a; < 1, donc l'intégrale f(:;”l f(v)dv est convergente et
d’apres ce qui précede, I'image du segment |a;, a;q1[ est un segment de droite borné orienté faisant un
angle (a1 + ... + a;)m avec laxe des réels. On pose alors que T'(a;) égal une extrémité de ce segment
3. 1l ne reste a vérifier que I'image de [—00,a1[U]an, oo] est un segment borné. 1l est clair que T' envoie
chacun des deux segments orientés sur des segments de droites paralleles et ayant méme orientation que
I'axe réel. Il suffit donc de montrer que ces deux segments sont bornés et qu’ils se raccordent bien, c’est
a dire limg_, oo T'(x) = lim, oo T'(x) € C.

Cela découle de la propriété suivante

_ lim T'(z) existe et est finie.
z€Ct\{a1,...,an},|z[—o0

En effet, soient deux points z1 et zo dans C* \ {a1,...,an}, tels que |z1], |z2| > R, avec R >> |a;|.
Alors, en choisissant judicieusement un chemin v allant de z1 & 25 , on peut vérifier | fzzf flw)dv| < %.
On utilise pour cela le fait que Z;\;l aj = 2, qui entraine que | f(z)| < C/|z|? si |z] > R. Cela suffit pour
prouver que la limite existe.

Enfin, la restriction de T' & RU {oo} est un difféomorphisme par morceau et envoie R U {co} sur une
courbe convexe; on peut en déduire par un raisonnement géométrique que c¢’est un homéomorphisme.

Lemme 9 T est une transformation conforme de CT vers la fermeture de intérieur du polygone T.

3]la bonne!
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)

v

Figure 14: chemin d’inégration utilisé dans la preuve du Lemme 8

Preuve Nous savons que la restriction de T sur le bord est un difféomorphisme et, bien évidemment,
que T est holomorphe. Il ne reste donc plus qu’a montrer que T est un difféomorphisme. Premiérement,
T'(z) = f(z) ne s’annule jamais sur C* et donc 7" est une immersion. Montrons que T est une bijection.
Soit @ € C\ T et soit {z1,..., 2k} (avec éventuellement k infini) les images réciproques (si elles existent)
de a par T. Notons que tous ces points sont nécessairement isolés a cause du fait que 7’ ne s’annule pas.
Au voisinage de chaque point z;, on a

T(z)=a+T(z)(z—2)+ O ((z — zj)Q) et T'(z) =T'(z;) + Oz — zj)
donc

') 1 L

Ainsi, grace a la formule des résidus
k

/ T'(2)dz Z/ dz ok
— = = i27k.
act T(z) —a =17 0B(zj6) T A

Or par ailleurs, un changement de variable sur C* donne

!
/ T'(z)dz :/ ©_ _ ontnd(T, a).
act T(2) —a rz—a

Donc k = Ind(T', a). Et Ind(T", a) ne peut valoir que deux valeurs possibles: 1 si a est & U'intérieur de I' et
0 sinon. Il s’ensuit que k ne peut étre égal qu’a ces deux valeurs. Le fait que k = 0 si a est a 'extérieur

de T signifie que I'image de T est bien contenue a l'intérieur de I' et le fait que k = 1 si a est a I'intérieur
signifie qu’alors a a un et un seul antécédent.

Exemple: 'intégrale elliptique. Dans ce cas, on a
i dz
20 V(2 = a1)(z — a2)(z — a3) (2 — as)

T(z) =

et I'image de C* est un rectangle.
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a B By &

Figure 15: transformation conforme du demi-plan supérieur vers I'intérieur d’un polygone & 5 sommets
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