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Exercice 2 : Calculer les intégrales suivantes en utilisant le théoréme de Fubini

Exercice 1 : Calculer

// 2aydady, D ={(z,y), 0<z<1,2°<y<Va}
D

//D(x—i-Qy)dmdy, D={(z,y), 1<z <3 14+z<y<2a}
//D ew/ydazdy, D={(z,y), 1<y<2,y<z<2’}
//Didxdy, D={(z,y), 1<y <ey* <z <y}
//Dazcosydxdy, D borné par y =0,y = 22,z = 2.

/ /D 2zydxdy, D le premier quadrant du disque unité

//D ye**dxdy, D le triangle de sommets (0,0), (2,4), (6,0).
//Df”ydxdyv D={(zy), x>0,y >0,z +y <2}

// (z + 2y)dzdy, ou D est le triangle de sommets (0,0), (2,2), (4,0).
D
2

2
//ﬂcydxdy, D = {(z,y), xZO,yZO,%Jr% <1}

dxdy
r,y), v > 1,y>1,v+y < 4},
// @+’ ={(z,y), v > 1y y <4}

// X Wdxdy, ot D est le triangle de sommets (0,0), (1,1), (1, —1).

Exercice 3 : Caculer le volume compris entre
a) la surface d’équation z = 22 4 32 et le plan z = 4.



b) les surfaces d’équation z = 22 + 32 —let z =1 — 2% — 32
c) la surface d’équation z = 22 + 4y? et le plan z = 4.

Exercice 4 : Calculer le volume

a) Sous le paraboloide z = 22 + y? et sur le domaine délimité par y = z2 et z = 3.

b) Sous la paraboloide z = 322 + y? et sur le domaine borné par y = z et x = y% — .

¢) Sous la surface z = 2zy et sur le triangle de sommets (1, 1), (4,1), (1,2).

d) Compris entre le paraboloide z = 22 +y?> + 4 et lesplans 2 =0,y =0,z =0, 2 +y + 2z = 1.
e) Borné par le cylindre y? + 22 = 9 et les plans z = 2y, = 0, z = 0 dans le premier octant.

f) Borné par les cylindres 22 + 3% = 4 et y? + 22 = 4.

Exercice 5 : Trouver le centre de gravité de la plaque homogene limitée par la parabole y = 222 et
la droite y = 2.

Exercice 6 : Calculer le jacobien de la transformation donnée et calculer 'intégrale donnée en
utilisant cette transformation.

a) = 3(u+v),y=%(v—2u), [[,(3z+y)dzdy ot D est le domaine borné par les droites y =  — 2,
y=2z,y=—2xety=3—2z.

b) x = 2u+3v, y = 3u—2v, [[,(2z+y)dzdy ou D est le carré de sommets (0,0), (2,3), (5,1), (3,—2).
¢) x =u/v,y =v, [[H—rydedy ot D est dans le premier quadrant et borné par les droites y = z,
y = 3x et les hyperboles xy = 1, zy = 3.

Exercice 7 : En utilisant un changement de variables, calculer

/ / xdxdy, ou D est le disque de centre 0 et de rayon 5.
D

/ / ydxdy, ou D est le domaine dans le premier quadrant borné par le cercle
D
22 +y? =9 et les droites y = x,y = 0.
/ / xydxdy, ou D est le domaine dans le premier quadrant et compris
D

entre les cercles z2 4+ 4% = 4 et 2% + y* = 25.

dxdy, on D est Panneau 4 < 22 + y? < 16.

Iy v

dxd
/ / i, ou D est le disque unité.
p l+a2+y?

dxd
// xgif‘g, ou D est le triangle de sommets (0,0, (2,2), (2,0).
Zz Yy

dxd
// = y , D étant la partie du plan comprise
Z‘
-1

entre les ellipses d’équations T +==1 e —+ Yo_ 4
a
// (x +y)dxdy, D étant le triangle limité par les axes et la droite = +y = 3.
D
Exercice 8 : En utilisant les coordonnées polaires, calculer le volume

a) borné par le paraboloide z = 10 — 322 — 3y? et le plan z = 4.
b) borné par les paraboloides z = 322 + 3y? et z = 4 — 22 — 32,



c) a l'intérieure du cylindre 22 + y? = 4 et l'ellipsoide 422 + 4y? + 2% = 64.

Exercice 9 : Calculer avec deux méthodes différentes I'intégrale suivante

2 2

//D(y2 —2%)dxdy, on D est défini par % + ‘Z—2 <1.

Exercice 10 : Soit f(x,y) une fonction de classe C'. Montrer que df A df = 0. Calculer
(z2dx — y2dy) A ((2z — 1)dz + dy)
(dz + e*dy) A (dy — e¥dx)
d(z? + 6zy + y*) Ad(2® + y?).

Exercice 11 : Utilisant la formule de Green-Riemann, calculer

/ z2ydx + xyPdy, D étant le carrée de sommets (0,0), (2,0), (2,2),(0,2)

bD
/ (x2 + y2)dx + 2zydy, C se compose de Parc de parabole y = 2? compris entre
C

(0,0) et (2,4) et des segments qui vont de (2,4) a (0,4), et de (0,4) & (0,0)
- 2zydx +y°dy, D étant le triangle de sommets (0, 0), (2,0), (2,1)
/bD 22ydx — xy®dy, D le carrée de sommets (+1,41)

/bD 3(y + eV® ®)dx + (22 + cosy?)dy, D limité par les paraboles y = 22,z = 3/*

/bD y? — arctanz)dx — (3z 4+ siny)dy, D limité par les courbes y = 2%,y = 4

/ngd;z: + 3y%dy, C définie par 2° + 5 =1
/C 2?ydx — 6y%dy, C le cercle unité
/07 7, 7 = 3:3y7 + 2m47, C la courbe z* + y* = 1.

// zydredy, D ={(x,y), x>0,y >0,2+y<2}

_dxdy
D=A{(z,y), x> 1L,y>1z+y <4}
// @+ ) {(z,y), > 1,y > 1Lz +y <4}

Exercice 12 : Calculer

J[[ zdvdyiz. D= (@2 2202052 004y 42 <4
D

J[[ ~ysedyaz, D={@p2) 0<<10<y <m0 <<z,
D



/// dadydz, D= {(,y.2), 0<y<1,0<a<y,0<2<a+y)
D

/// zdxdydz, /// 2dxdydz et /// (x4 y — 2)?dedydz,
D D D

ot D ={(z,y,2), +* +y*> +2* < 4}.

Exercice 13 : a) Calculer

J[[ wazdya:

ol D se trouve sous le plan z = x + 2y et au-dessus de la région du plan Ozy bornée par les courbes

y=a%,y=0,z=2.
/// zdzxdydz
D

b) Calculer
ou D est borné par les plans z =0,y=0,z2=0,y+2=3et z+ 2z =3.

c¢) Calculer
/ / / rzdrdydz
D

ou D est la tétraedre de sommets (0,0,0), (0,2,0), (2,2,0) et (0,2,2).

d) Calculer
/// (2 + 4y)dzdydz
D

ol D est borné par le cylindre parabolique y = 22 et les plans ¢ = 2z, x = y et z = 0.

e) Calculer
/ / / xdxdydz
D

ol D est borné par le paraboloide = 4y? + 422 et le plan = = 16.

f) Calculer
/ / / zdxdydz
D

ol D est borné par le cylindre y? + 22 = 16 et les plans = 0, y = 42 et 2 = 0 dans le premier octant.

Exercice 14 : Déterminer le centre de gravité du volume homogene défini par x > 0, y >0, z > 0
et 22 + 92 +22<0.

Exercice 15 : En utilisant les intégrales triples, calculer le volume du domaine décrit.

a) Le tétraede formé par les plans de coordonnées et le plan 2z + 3y + 62z = 24.

b) Le domaine borné par le cylindre elliptique 422 + 22 = 1 le les plans y = 0 et y = z + 1.
c¢) Le domaine borné par le cylindre z = 32 et les plans z = 0 et x + 2z = 2.

d) Le domaine enfermé dans les paraboloides z = 22 + 3% et z = 8 — 22 — 32

Exercice 16 : Déterminer le jacobien de la transformation z = u?, y = v?, z = w?. Calculer le
volume du domaine limité par les plans de coordonnées et la surface /& + /y 4+ /z = 2.

Exercice 17 : En utilisant les coordonnées cylindriques

a) Calculer
/// (2% 4 y?)dxdydz
D



ol D est borné par le cylindre 22 4+ y? = 4 et les plans z = —2 et z = 2.

b) Calculer
/// Va2 + y?dedydz
D

ot D est borné par le paraboloide z = 16 — 22 — 42 et le plan Oxy.

¢) Calculer
/ / / rzdrdydz
D

ol D est borné par les plans z = 0, z = y et le cylindre 2 4+ y? = 4, dans le demi-espace y > 0.

d) Calculer
/ / / ydxdydz
D

ot D est enserré entre les cylindres 22 +y? = 4 et 22 + 42 = 16, au-dessus du plan Oxy et sous le plan

z=x+4.
/// 22 dxdydz
D

e) Calculer
ou D est borné par le cylindre 22 4+ y? = 1, au-dessus du plan z = 0 et sous le céne 22 = 922 + 9y>.

Exercice 18 : En utilisant les coordonnées sphériques.

a) Calculer
/// (2% 4 32 + 2°)dxdydz
D

ou D est la boule de centre 0 et de rayon 2.

b) Calculer
/// (2% + y*)dxdydz
D

ou D est la demi-sphere unité supérieure.
/ / / y2dxdydz
D

c¢) Calculer
ou D est la partie dans le premier octant de la boule de centre 0 et de rayon 2.

d) Calculer
/// 226 T2 dudydz
D

ou D est enfermé entre les spheres 22 + 32 + 22 =1 et 22 4+ y? + 22 = 4, dans le premier octant.

e) Calculer
/// Var? +y? + 22dzdydz
D

ott D est borné inférieurement par le cone ¢ = 7/6 et supérieurement par la sphere 22 + y? + 22 = 9.

f) Calculer
/ / / 22 dxdydz
D

ou D est entres les spheres de centre 0 et de rayons 1 et 4, et au-dessus du cone ¢ = 7/4.
g) Calculer le volume du domaine qui se trouve au-dessus du cone ¢ = /3 et sous la surface r = 4 cos ¢.

Exercice 19 : En utilisant un changement de variables, calculer
[[[ #dvivaz, D= {(wp2), 2+ <202 <1)
D

5



dxdyd
R (R )
DATZ+y?+ 2

=2 2 .2 2 2 2
J[[ VRt D= (@, G+l S <),
D Qa

Exercice 20 : Calculer

332 y2 2,2
dzdydz, D = 20 5t tasi
///nyza:yz, {($7y7z)7 337%2—07a2+b2+c2— }

Exercice 21 : Calculer le volume intérieur a la sphere et au cylindre d’équations

2?4+ + 22 =4, 22 +y? — 22 =0.

Exercice 22 : Calculer
(z%dx + 22dy + dz) A (dx — 2dy — 2°d>2)

(e*dx — eYdz) N (xdy + yd=z)
(—y2dx + dy + 2ydz) A (zdx A dy + zdz A dx)
(xdy + ydz) A (zdy + xdz) A (xdz — zdx)
d(x® + e*) A (2dx A dy — zdy A dz).
Montrer que si f(z,y, z) est une fonction de classe C'! alors df A df = 0.

Exercice 23 : Soit S la partie de la surface d’équation z = # déterminée par 0 < z < 2 et
dyNdz
P

orientée suivant la normale extérieure. Calculer I'intégrale de la surface [, S

Exercice 24 : Calculer 'aire de la surface d’équation z = xy qui se projette horizontalement sur le
disque 22 + y? < 4 dans le plan Ozy.

2

Exercice 25 : Calculer I'aire découpée sur le cone d’équation z? = 22 + 42 par le cylindre d’équation

22 + 9% = 4z et telle que z > 0.

Exercice 26 : a) Soit S une partie de la sphére de centre 0 et de rayon R orientée suivant la normale
extérieure. Montrer que

1
aire(S) = R// xdy N dz + ydz A\ dz + zdx A dy.
S

b) Calculer I'aire découpée sur la demi-sphere supérieure par le cylindre 22 + y? — Rz = 0.

Exercice 27 : Calculer I'intégrale de surface

// yzdo, S la portion du plan 3x + 2y + z = 6 dans le premier octant
S
// xzdo, S le triangle de sommets (2,0, 0), (0,2,0), (0,0, 2)
S
// —xdo, Sla surfacey:x2+4z,0§$ <2,0<2<2
S

6



// yzdo, S la partie du plan z = y + 6 limitée par le cylindre z2 + % = 4
S
// zydo, S limitée par les surfaces 22 + > =4,y =0,z +y =4
S
/ / (222 4+ y?2)do, S la demi-sphere unité supérieure
S

/ / zyzdo, S la partie de la spheére unité au-dessus du cone z = /22 + y2
S

// (z%y — 2%)do, S la partie du cylindre 2 + y? = 1 limitée par z = 0 et z = 3.
S

Exercice 28 : Calculer le flux de 7 a travers la surface S ou

a) V =—e¥i —ye®* j —a%yk, S la partie du paraboloide z = 22 + 32 au-dessus le carrée 0 < x < 1,
0<y<1 oriegtée VGTSE haut._>

b) V = 22y i +3xzy*j —4y® k, S la partie du paraboloide z = 22 4 y? — 9 au-dessous le rectangle
0<z<2,0<y <1 orientée vers le bas.

c) V= yi —xj —3zk, S la demi-sphere z = /16 — 22 — y? orientée vers le bas.

Exercice 29 : Considérons le champ de vecteurs 7 de composantes yz, zx, xy.

a) Calculer rot V.

b) Calculer la circulation de ce champ le long de la courbe intersection de la sphere et du cylindre de
I'exercice 26.

c¢) Calculer la circulation de V le long d’un arc joignant 2 points (a, b, c) et (a’,V/,c’).

d) Calculer la divergence de V.

e) Calculer le flux a travers la sphere de centre 0 et de rayon R orientée suivant la normale extérieure.

Exercice 30 : Calculer le travail de 7 le long de la courbe C', orientée dans le sens contraire des
aiguilles d’'une montre, vue d’en haut. Utiliser la formule de Stokes.

a) 7 = xz:? + 233y7 + Sxy?, C' la frontiere de la partie du plan 3z + y + z = 6 dans le premier
octant. N N N

b) V =2z +4xj +5yk, C la courbe d’intersection du plan z = z + 8 et le cylindre 22 + y? = 16.
c) 7 = x? + y? + (22 + y2)?, C la frontiere de la partie du paraboloide z = 1 — 22 — 32 dans le
premier actant.

Exercice 31 : Considérons le champ v =
a) Calculer otV et divV.

b) Calculer directement le flux de 7 a travers la sphere unité orientée suivant la normale extérieure.
c¢) Expliquer pourquoi le formule d’Ostrogradsky ne s’applique pas.

R

Exercice 32 : Soit S la sphere unité orientée suivant la normale extérieure. Calculer

// 23dy A dz + y3dz A de + 22dx A dz.
S

Exercice 33 LN Calculer lgﬂux de Z a travers la surface S en utilisant la formule d’Ostrogradski.
a) V = 34237 + 92%y2? j_—> 4zy* k , S le bord du cube de sommets (+1,41).

— —
b) 7 =22y i —2%2§ +2%y k, S le bord du parallélipipede rectangle formé par les plans z = 0, z = 3,
y=0,y=1,2=0,2=1



c) V-7 + yz?> — zQ?, S lellipsoide 22 + y? + 422 = 1.

d) V=287 + 2y37> + 22’3?, S la sphére unité.

e) 7 = (23 + ysin z)?> + (y3 + zsin l’)7 + 3z?, S le bord du domaine limité par les demi-spheres
supérieures de centre 0 et de rayon 1, 2, et par le plan z = 0.



