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Résumé. — Dans cet article, on introduit une notion d’homologie polygraphique
d’une co-catégorie stricte a coefficients dans un systéme local, généralisant I’homolo-
gie polygraphique a coefficients dans Z, introduite par Frangois Métayer. On montre
que ’homologie d’un ensemble simplicial & coefficients dans un systéme local coin-
cide avec I’homologie polygraphique de son image par ’adjoint & gauche du nerf de
Street & coefficients dans le systéme local correspondant. On définit dans ce cadre
un morphisme de comparaison entre I’homologie polygraphique d’une co-catégorie
stricte et ’homologie de son nerf de Street, et on montre que ce morphisme est un
isomorphisme pour les (1-)catégories. Il n’en est pas de méme pour une oo-catégorie
arbitraire. Néanmoins, on conjecture que pour une construction analogue dans le
cadre des oco-catégories faibles « & la Grothendieck » on obtiendrait toujours un iso-
morphisme.

Abstract. — In this article, we introduce a notion of polygraphic homology of a
strict oo-category with coefficients in a local system, generalizing the polygraphic
homology with coefficients in Z, introduced by Frangois Métayer. We show that
the homology of a simplicial set with coefficients in a local system coincides with
the polygraphic homology of its image by the left adjoint of the Street nerve with
coefficients in the corresponding local system. We define in this framework a com-
parison morphism between the polygraphic homology of a strict co-category and the
homology of its Street nerve, and we show that this morphism is an isomorphism
for (1-)categories. This is not true for an arbitrary co-category. Nevertheless, we
conjecture that for an analogous construction in the framework of weak oco-categories
“a la Grothendieck” we would always obtain an isomorphism.
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Introduction

Dans Pursuing Stacks, Grothendieck suggére que I’homologie d’un oco-groupoide
faible (« co-stack » dans sa terminologie) se calcule par le complexe dont la com-
posante de degré n est le groupe abélien libre engendré par ses n-cellules et dont
la différentielle est définie en prenant la différence entre le but et la source d’une
n-cellule [25, note 97, page 29]. Cette idée est un peu naive (elle ne donne méme
pas I’homologie correcte pour le co-groupoide ponctuel) mais comme souvent avec
Grothendieck, Iintuition sous-jacente semble correcte, sauf qu’il faudrait prendre un
foncteur d’abélianisation plus subtil, et remplacer le co-groupoide considéré par une
résolution cofibrante dans un sens adéquat.

Indépendamment, Frangois Métayer a introduit I’homologie polygraphique d’une
oo-catégorie stricte (ou w-catégorie), en termes de résolutions polygraphiques, dans
un travail qu'il précise avoir effectué en collaboration avec Albert Burroni [39]. La
notion de polygraphe [17], [18] (ou computad [46], [47]) est le concept pertinent de
oo-catégorie libre et une résolution polygraphique est 'analogue co-catégorique d’une
résolution libre d’un groupe abélien.

On rappelle que les objets oo-catégorie (stricte) de la catégorie Ab des groupes
abéliens forment une catégorie équivalente a celle des complexes de chaines de groupes
abéliens en degrés positifs [16]. Le foncteur d’oubli co-Cat(Ab) — co-Cat admet un
adjoint & gauche L, le foncteur d’abélianisation, qui s’identifie donc a un foncteur
de co-Cat vers la catégorie Comp(Ab) des complexes de groupes abéliens. Si X est
une oo-catégorie et n > 0, le groupe L(X),, est le quotient du groupe abélien libre
engendré par les n-fleches de X par les relations x x; y = x +y, pour 0 < i < n et
x,y n-fleches i-composables de X. Pour n > 0, la différentielle de l'image dans L(X),,
d’une n-cellule est définie par la différence de I'image dans L(X), 1 de son but moins
celle de sa source. L’homologie polygraphique de X est définie en choisissant une
résolution polygraphique P — X de X, en posant pour n > 0, HfLOl (X) =H,(L(P)),
et en montrant que cette définition est indépendante du choix de la résolution [39].
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L’homologie polygraphique s’interpréte plus conceptuellement en termes de la
structure de catégorie de modéles « folk » sur co-Cat, introduite dans [32]. La notion
d’équivalence faible pour cette structure généralise celle d’équivalence de catégories,
et les objets cofibrants sont les polygraphes [40]. L’homologie polygraphique s’identi-
fie au foncteur dérivé a gauche du foncteur d’abélianisation. Yves Lafont et Francgois
Meétayer ont montré que I’homologie polygraphique d’un monoide (vu comme une
oo-catégorie avec un seul objet et des i-cellules triviales pour ¢ > 1) coincide avec son
homologie usuelle [31]. Le premier des auteurs du présent article a montré qu’il en
est de méme pour toute (1-)catégorie [26], [27]. En revanche, pour une co-catégorie
stricte générale X, son homologie polygraphique ne coincide pas toujours avec son
homologie, définie comme étant celle de son nerf de Street [47]. Par exemple, si X
est la 2-catégorie ayant un seul objet, I'unité de cet objet comme seule 1-fléeche et N
comme monoide d’endomorphismes de cette unité, I’homologie polygraphique de X
est Z en degré 0 et 2, et 0 ailleurs, tandis que son homologie est Z en toute dimension
paire et 0 en dimension impaire [27, 4.5.2], [4, Theorem 4.9 et Example 4.10].

Le but de cet article est d’introduire et étudier I’homologie polygraphique d’une
oo-catégorie stricte X & coefficients dans un systéme local sur X, généralisant ainsi
I’homologie polygraphique & coefficients constants Z de Métayer. Dans un appen-
dice, on adapte cette définition aux oco-catégories faibles « & la Grothendieck » et on
conjecture que dans ce cadre ’homologie polygraphique coincide avec la « vraie »
homologie.

Si X est un espace topologique, un systéme local sur X est un foncteur contrava-
riant M du groupoide fondamental de X vers la catégorie des groupes abéliens. Au-
trement dit, & tout point x de X, on associe un groupe abélien M, et a tout chemin
d’origine zo et d’extrémité x; un isomorphisme de groupes abéliens v* : M,, — M,
qui ne dépend que de la classe d’homotopie (& extrémités fixes) de v, et ceci de fagon
compatible & la composition des chemins. L’homologie d’un espace X a coefficients
dans un systéme local M a été définie par Steenrod [43, Section 10|, [44], comme
étant I’homologie d’un complexe de groupes abéliens, généralisant celui qui calcule
I’homologie de X & coefficients dans un groupe abélien constant.

Plus précisément, si A,, désigne le simplexe topologique standard de dimension n,
enveloppe convexe de la base canonique (e;)o<i<n de R"™!, on définit un complexe
de groupes abéliens C(X, M) dont la composante de dimension n est donnée par la
formule

Co(X, M) = @D My, (e,
z:Ap—X

et la différentielle par

dz,m)= Y (=1¥(d;z,m)+ (=) (dpz,2_;,(m)), x:A, =X, meM,, ,

n—1ln
o<i<n
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ol Xp_1n désigne le chemin dans X image par x du segment e, _1 e, dans A, et d;z
la restriction de z a la i-éme face de A,,, enveloppe convexe de la famille (ey)x=; (dont
le « dernier sommet est e, sii < n et e,_1 sii =1, de sorte que la formule a un sens).

Ces définitions s’adaptent facilement au cadre des ensembles simpliciaux (voir sec-
tion 1), et ’homologie d’un espace topologique a coeflicients dans un systéme local M
s’interpréte comme ’homologie de son complexe singulier & coefficients dans le sys-
téme local induit par M. De plus, une variante d'un théoréme de Whitehead montre
qu’une application continue ou un morphisme d’ensembles simpliciaux est une équi-
valence faible topologique ou simpliciale si et seulement si il induit une équivalence
des groupoides fondamentaux et un isomorphisme sur '’homologie & coefficients dans
tout systéme local sur le but du morphisme (voir théoréme 1.6).

Le cas oo-catégorique est plus subtil. Si X est une co-catégorie stricte, la catégorie
fondamentale de X est la catégorie obtenue de X en oubliant les ¢-fléches pour ¢ > 0,
et en identifiant deux 1-fleches si elles sont reliées par un zigzag de 2-fléches. Le
groupoide fondamental II;(X) de X est le groupoide enveloppant de sa catégorie
fondamentale (obtenu en inversant formellement toutes les fléches de cette derniére).
Un systéme local sur X est un foncteur contravariant du groupoide II;(X) vers la
catégorie Ab des groupes abéliens. Il revient au méme de se donner un oco-foncteur
M : X° — Ab du dual total de X (obtenu de X en inversant le sens de ces i-fléches
pour tout i > 0) vers la catégorie des groupes abéliens (vue comme une oo-catégorie
dont les i-fleches sont des identités pour ¢ > 1) tel que 'image par M de toute 1-fléche
de X soit un isomorphisme. Pour tout objet x de X, on notera M, le groupe abélien
correspondant et pour toute 1-fleche x : g — z; de X, o* = M, : My, — My,
I’isomorphisme de groupes abéliens image de x par M.

Pour définir I’homologie polygraphique d’une co-catégorie X & coefficients dans
un systéme local M, on associe d’abord au couple (X, M) un complexe de groupes
abéliens C(X, M) défini comme suit. Pour n > 0, on pose

@ Mtgm /Nnv

(X, M) =
zeX,

ou X,, désigne ’ensemble des n-fleches de X, tgx le O-but de la n-fléche z, et ~,, est la
plus petite relation d’équivalence compatible & ’addition engendrée par les relations :

(*0) (1’1 *0 xo,m) ~n (‘Tlam) + (xoatl(xl)*(m))v m e Mto(xl*oﬁfo):toﬂ?l )

(*l) (xl *; l'o,m) ~n (xl,m) + (xo,m), 0 < 7 < n, m S Mt0($1*i$0):t0$1:t0$0 s

quand ces composés x1 *; o ont un sens (ou dans la relation (%q), t1(z1) désigne le
1-but de x1 de sorte que t;(x1)*(m) appartient & My, ,, ). La différentielle

dnzcn(XaM)HCn—l(XvM)v n>0,
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est définie par la formule

(toiﬂam) - (Soit,.’b*m), n= 1,
dy (.CE, m) =
(tn—1z,m) — (Sp—1x,m), n>1.
On observe que si M est le foncteur constant de valeur Z, alors le complexe C(X, M)
n’est autre que 'image de la oo-catégorie X par le foncteur d’abélianisation.

Comme pour I'’homologie polygraphique dune oo-catégorie X & coefficients
constants Z, I’homologie polygraphique de X a coefficients dans un systéme local M
est définie en choisissant une résolution polygraphique p : P — X, autrement dit une
fibration triviale de source cofibrante pour la structure folk sur co-Cat, et en posant,
pour n > 0, HgOI(X, M) =H,(C(P,p*(M))), o p*(M) désigne le systéme local sur P
obtenu de M en précomposant avec p. De fagon plus sophistiquée, le groupe abélien
HEOI(X7 M) est le n-éme groupe d’homologie de I'objet HI.)OI(X, M) de la catégorie
dérivée des groupes abéliens correspondant au complexe C(P,p*(M)). Le résultat
clef (théoréme 3.16) pour montrer qu’a isomorphisme canonique prés HEOl(X , M) ne
dépend pas de la résolution choisie est que le foncteur

Fx 2 00-Cat/x — Comp(Ab), (X',p: X' — X)— C(X',p"(M)),

est un foncteur de Quillen a gauche pour la structure de catégorie de modéles
sur oo—Cat/ X induite de la structure folk sur co-Cat, et la structure injective sur
Comp(Ab). Ce théoréme est non trivial et pour le démontrer on utilise une description
précise des cofibrations triviales génératrices de la structure folk sur co-Cat.

En s’inspirant de la variante du théoréme de Whitehead mentionnée précédemment,
on introduit une classe d’équivalences faibles dans oo-Cat, les équivalences polygra-
phiques. On dit qu'un oco-foncteur f : X' — X est une équivalence polygraphique
si il induit une équivalence des groupoides fondamentaux et si pour tout n > 0, le
morphisme de groupes abéliens HﬁOI(X’, (M) — HﬁOI(X, M), induit par f, est un
isomorphisme. On vérifie que cette classe satisfait au 2 sur 3 (proposition 4.11), et on
démontre le théoréme suivant (voir théoréme 3.24) :

Théoréme 1. — Toute équivalence folk est une équivalence polygraphique.

La théorie de 'homotopie des co-catégories strictes [10], [11], [12], [4], [14], généra-
lisant celle des catégories [42], [50], [25], [36], [20], est basée sur le nerf de Street, qui
prolonge le nerf usuel (1-)catégorique de Grothendieck [24]. Dans [47], Ross Street
a introduit un objet cosimplicial de oco-Cat, 'objet cosimplicial des orientaux, qui
définit par le procédé de Kan un couple de foncteurs adjoints entre la catégorie des
ensembles simpliciaux et celle des co-catégories strictes

c:&—>oo—Cat, N:oo—Cat—»&,

formé du foncteur ¢ de réalisation co-catégorique et du foncteur nerf N, connu sous le
nom de nerf de Street. Par définition, le type d’homotopie d’une co-catégorie stricte
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est le type d’homotopie de son nerf de Street. Plus précisément, si on définit les équi-
valences de Thomason comme étant les co-foncteurs dont le nerf de Street est une
équivalence faible simpliciale, Andrea Gagna a prouvé que le foncteur N induit une
équivalence de catégories entre la localisation de la catégorie co-Cat par les équiva-
lences de Thomason et la catégorie homotopique des ensembles simpliciaux, autrement
dit, celle des types d’homotopie [23]. On conjecture méme qu’il existe une structure
de catégorie de modéles sur oo-Cat avec équivalences faibles les équivalences de Tho-
mason et comme cofibrations certaines cofibrations folk [9].

Le foncteur de réalisation oco-catégorique ¢ n’est pas compatible aux équivalences
de Thomason, au sens qu’il ne transforme pas les équivalences simpliciales en équiva-
lences de Thomason, et en particulier ne définit pas un quasi-inverse homotopique du
nerf de Street. En revanche, ce foncteur est compatible & I’homologie polygraphique
a coefficients des systémes locaux, et aux équivalences polygraphiques. Si X est un
ensemble simplicial, il est facile de vérifier que son groupoide fondamental est canoni-
quement isomorphe au groupoide fondamental de la co-catégorie ¢(X), et par suite,
les systémes locaux sur X et sur ¢(X) se correspondent bijectivement. On démontre
le théoréme suivant (théoréme 4.8 et corollaire 4.10) :

Théoréme 2. — Pour tout ensemble simplicial X, tout systéme local M sur X, et
tout n > 0, on a un isomorphisme canonique HfLOl(c(X),M) ~ H, (X, M). En parti-
culier, un morphisme d’ensemble simpliciaux est une équivalence d’homotopie faible
si et seulement si son image par ¢ est une équivalence polygraphique.

Par définition, 1'homologie singuliére, ou plus simplement homologie, d’une
oo-catégorie est ’homologie de son type d’homotopie, c’est-a-dire de son nerf de
Street. Plus précisément, si X est une co-catégorie, le groupoide fondamental de X est
canoniquement isomorphe au groupoide fondamental de I’ensemble simplicial N(X),
les systémes locaux sur X et sur N(X) se correspondent donc bijectivement, et on
définit I’homologie de X & coeflicients dans un systéme local M sur X par la formule
H,(X,M) = H,(N(X),M), n > 0. Le morphisme d’adjonction ¢N(X) — X induit
un morphisme de groupes abéliens HgOl(cN (X),M) — ! (X, M), qui en vertu du
théoréme 2, définit donc un morphisme de comparaison H, (X, M) — HEOI(X ,M).
On démontre le théoréme suivant (théoréme 6.1), qui généralise un théoréme du
premier auteur dans le cas d’un systéme local constant de valeur Z [26], [27] :

Théoréme 8. — Pour toute (1-)catégorie X et tout n > 0, le morphisme de compa-
raison Hy (X, M) — HIZOI(X, M) est un isomorphisme.

Pour résumer, on est en présence de trois classes d’équivalences faibles dans co-Cat,
la classe Wik des équivalences faibles de la structure folk, la classe Wy, des équi-
valences polygraphiques et la classe Wrpom des équivalences de Thomason. On a des
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inclusions
Wrolk C Weol , Wroik € Wrhom

(la premiére en vertu du théoréme 1, la seconde en vertu de la proposition 3.6.2
de [27]). En revanche, il n’y a aucune inclusion entre les classes Wyo1 €t Wirhom (voir
scholie 6.7). Par ailleurs, si on note W3 la classe des équivalences faibles simpliciales,
on a des égalités

WA = C_l(Wpol) P WThom = N_l(WB)

(la premiere en vertu du théoréme 2 et la seconde par définition). Enfin, il résulte du
théoréme 3 (et du théoréme 1.6) que

Wyol N F1(Cat) = Wrnom N F1(Cat) |

ou F1(Cat) désigne la classe des fleches de Cat. Les classes Wy €t Wrhom par-
tagent un grand nombre de propriétés formelles (voir remarque 6.11). En particulier,
la classe Wpor satisfait & un théoréme A de Quillen relatif au dessus d’une (1-)catégorie
(proposition 6.9).

On conjecture que dans le cadre des oo-catégories faibles « & la Grothendieck » les
analogues des classes Wyl et Wrrhom coincident et que pour les co-groupoides faibles
les trois classes Wpyol, Wrhom €t Wiolk coincident.

Dans le corps de ’article, on développe la théorie de I’homologie et de I’homologie
polygraphique dans un cadre un peu plus général, celui des systémes locaux faibles
(ou le role du groupoide fondamental est remplacé par celui de la catégorie fonda-
mentale), généralisant ainsi ce qui est connu, dans le cadre des (1-)catégories, comme
homologie des foncteurs. Une partie des résultats est valable dans ce contexte plus
général, comme par exemple, le théoréme 1 (au sens ou ’homologie polygraphique a
coefficients dans un systéme local faible est compatible aux équivalences folk) ainsi
que le théoréme 2, mais pas le théoréme 3.

Plan de P’article. — Dans la premiére section on rappelle la définition de I’homo-
logie d’'un ensemble simplicial & coefficients dans un systéme local, en introduisant
une variante, les systémes locaux faibles, et on esquisse la preuve d’un théoréme de
Whitehead caractérisant les équivalences faibles simpliciales. Le but de la deuxiéme
section est de fixer la terminologie et les notations relatives aux co-catégories strictes,
et faire quelques rappels sur la structure folk oco-catégorique. Dans la troisiéme, on
définit I’homologie polygraphique d’une co-catégorie stricte a coefficients dans un sys-
téme local faible, on montre son invariance par équivalences faibles folk, et on étudie
ses propriétés de fonctorialité. Dans la quatriéme, on rappelle la définition du nerf de
Street, et on prouve que 'homologie d’un ensemble simplicial a coefficients dans un
systéme local faible coincide avec I’homologie polygraphique de son image par 1’ad-
joint & gauche du nerf de Street. On introduit les équivalences faibles polygraphiques
et on montre qu’elles permettent de caractériser les équivalences faibles simpliciales.
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La cinquiéme section est consacrée a 1’étude de plusieurs définitions équivalentes de
I’homologie d’une catégorie a coefficients dans un systéme local faible, connue sous
le nom d’homologie des foncteurs. Dans la derniére section, on montre que pour un
systéme local, cette homologie coincide avec I'homologie polygraphique. On démontre
également que les équivalences faibles polygraphiques oco-catégoriques satisfont & un
théoréme A de Quillen relatif au-dessus d’une (1-)catégorie. Le but de I'appendice A
est de prouver un lemme technique d’adjonction utile dans la section 3. Dans 'ap-
pendice B, on interpréte ’homologie polygraphique d’un systéme local libre en termes
de la construction de Grothendieck co-catégorique. L’appendice C est consacré a la
définition de ’homologie polygraphique d’une oco-catégorie faible.

1. Rappels sur ’homologie d’un systéme local simplicial

Dans cette section, on rappelle quelques résultats sur I’homologie d’un ensemble
simplicial & coeflicients dans un systéme local. Aucune originalité n’est révendiquée.

1.1. — On note A la catégorie des simplexes standard dont les objets sont les en-
sembles ordonnés

A,={0<1< - <n}, n>=0,
et les morphismes les applications croissantes entre iceux, Ala catégorie des ensembles
simpliciaux, catégorie des préfaisceaux sur A, et pour un ensemble simplicial X,
X, ensemble de ses n-simplexes, X,, = X(A,), et

di : Xy — Xp—1, si: Xy — X1, 0<2<n,

les opérateurs de face et de dégénérescence. Pour tout n-simplexe = € X,,, et toute
suite d’entiers 0 <ig <4y < -+ <ip < n, on désigne par ;y;,..;, le p-simplexe de X
image inverse de x par I'application k — ;. En particulier,

dix =z, 7 et ST =1T1 i-tiiitl..n; 0<i<n.

1.2. — Soit X un ensemble simplicial. On note ¢, (X) (resp. II1 (X)) sa catégorie fon-
damentale (resp. son groupoide fondamental). On rappelle que ¢, (X) est la catégorie
définie par générateurs et relations par le graphe

do
X1 d:; Xo
1

(d1 Tapplication source et dg I'application but) et les relations
dy(z) =do(z)oda(z), =€ Xs, 1. = so(z), z€ Xp,

et II; (X) le groupoide enveloppant de ¢, (X), autrement dit, le groupoide obtenu de
la catégorie ¢, (X) en inversant formellement toutes ses fléches. On a une équivalence
canonique de groupoides II; (X) ~ IT; (| X|), ot |X| désigne la réalisation topologique
de lensemble simplicial X et IT; (| X|) son groupoide fondamental. Tout morphisme
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d’ensembles simpliciaux f : X’ — X, induit un morphisme ¢;(f) : ¢;(X’) — ¢ (X)
(resp. II; (f) : I} (X') — TI;(X)), définissant ainsi un foncteur de la catégorie des
ensembles simpliciaux vers celle des petites catégories (resp. des groupoides).

Un systéme local faible sur X est un préfaisceau abélien sur ¢, (X), autrement dit,
un foncteur M : ¢;(X)° — Ab, ot Ab désigne la catégorie des groupes abéliens. Pour
tout x € Xy, on a donc un groupe abélien M,, et pour tout x € X;, un morphisme
de groupes abéliens z* := z3}, := M, : M, — M,, satisfaisant aux conditions

* * * *
Toa = To1 ©T1g, <€ Xo, Too = 1m,, € Xo.

On dit que M est un systéme local si pour tout z € Xi, le morphisme z* est un
isomorphisme, autrement dit, si le foncteur M se factorise par II;(X).

1.3. — Soient X un ensemble simplicial et M un systéme local faible sur X. On
définit un groupe abélien simplicial C(X, M) en posant

Cu(X,M)= @ M,,, nz20,
ze€X,

et en définissant les opérateurs simpliciaux par

p (dix,m), 0<i<n,
i<x7m) B (dnxvxzfl,n(m)) , t=n,

si(x,m) = (s;z,m).

On en déduit un complexe de chaines de groupes abéliens noté également C(X, M)

dont la différentielle est donnée par

d(z,m)= > (=1)"(diz,m)+ (=1)"(dnz,z}_; ,,(m)), 2 € X, m € My, ,n>0.
0<i<n

L’homologie de ’ensemble simplicial X & valeurs dans le systéme local faible M est

définie par H,, (X, M) = H,,(C(X, M)). Cette homologie est également celle du com-

plexe normalisé correspondant, quotient de C(X, M) par le sous-complexe engendré

pas les simplexes dégénérés de X. On remarque que si le foncteur M est constant de

valeur un groupe abélien fixe M, alors H,, (X, M) est 'homologie usuelle de ’ensemble

simplicial X & valeurs dans le groupe abélien M.

Soient f : X’ — X un morphisme d’ensembles simpliciaux, et M : ¢;(X)° — Ab
un systéme local faible sur X. Le composé

e ()°
EE—

ey (X')° e (X)° —2s Ab

définit un systéme local faible sur X', noté f*(M), et le morphisme f induit un
morphisme de complexes C(f, M) : C(X’, f*(M)) — C(X, M), d’ot un morphisme
de groupes abéliens H,, (f, M) : H, (X', f*(M)) — H, (X, M), pour n > 0.
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1.4. — Soit (X, a) un ensemble simplicial pointé connexe. Le revétement universel
de (X, a) est ensemble simplicial pointé (X, a) défini comme suit :

)Z'n ={(z,9)|z € X, g €1 (X;2p,a)}

(diz,g), 0<i<n,

(dnz,goTpn_1n), i=mn,
Sz(m,g) = (Sﬁl’,g),
a=(a,1,),

ott Iy (X; ¢, @) = Homypy, (x)(2n,a). On a un morphisme évident d’ensembles simpli-
ciaux pointés

),Z_)X7 (x’g)Hx’

dont la réalisation topologique |X| — |X| s’identifie au revétement universel de la
réalisation topologique de X. Un morphisme d’ensembles simpliciaux connexes pointés
f : X’ — X induit un morphisme d’ensembles simpliciaux pointés

.]?:)’Z/_’)?a ($7g)'—>(f(l'),H1(f)(g)),

rendant commutatif le carré

oo

||

X' Hf X
1.5. — On rappelle qu'une équivalence faible simpliciale est un morphisme d’en-
sembles simpliciaux X’ — X induisant une équivalence d’homotopie | X'| — | X| entre
les réalisations topologiques.

On a la variante suivante du théoréme de Whitehead :

Théoréme 1.6. — Soit f : X' — X un morphisme d’ensembles simpliciauz. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est une équivalence faible simpliciale ;

(b) II1(f) est une équivalence de groupoides, et pour tout systéme local M sur X et
toutn > 0, le morphisme de groupes abéliens H,,(f, M) : H, (X', f*(M)) — H, (X, M),
induit par f, est un isomorphisme ;

(c) 1 (f) est une équivalence de groupoides, et pour toute composante connexe X,
de X' et tout n > 0, le morphisme de groupes abéliens Hn()?é,Z) — Hn()N(O,Z), ou
Xo est la composante connexe de X correspondant ¢ X, par Uéquivalence 11 (f), et
)?6 (resp. )?0) le revétement universel de X|) (resp. de Xg) pointé par un de ses points
(resp. par l'image par f de ce point), est un isomorphisme.
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Esquisse de preuve. — (a) = (b). Supposons que f est une équivalence faible simpli-
ciale. Par définition, II;(f) est alors une équivalence de groupoides. Il suffit donc de
mountrer que pour tout systéme local M : II;(X)° — Ab, le morphisme de complexes

C(f,M): C(X', f*(M)) — C(X, M) est un quasi-isomorphisme. Fixons un tel sys-
téme local M, et considérons la catégorie A/X des ensembles sunphmaux au-dessus
de X munie de la structure de catégorie de modéles induite de celle de A la catégorie
Comp(Ab) des complexes de groupes abéliens munie de la structure de catégorie de
modeles injective (dont les cofibrations sont les monomorphismes et les équivalences
faibles les quasi-isomorphismes), et F : A /X — Comp(Ab) le foncteur associant a un
objet (T,p : T — X) le complexe C(T,p*(M)). 1l suffit de montrer que ce foncteur
respecte les équivalences faibles, et pour cela, comme tous les objets de E/X sont
cofibrants, qu’il est un foncteur de Quillen & gauche. Il est évident que ce foncteur
respecte les monomorphismes, et qu’il commute aux limites inductives et est donc un
adjoint & gauche, puisqu’il est un foncteur entre catégories localement présentables.
Pour conclure, il reste donc & montrer que ce foncteur envoie les cofibrations tri-
viales génératricgs de A /X sur des quasi-isomorphismes. Or, les cofibrations triviales
génératrices de A/ X sont les inclusions de cornets au-dessus de X,

AP LA, P X

et comme le groupoide IT; (A,,) est trivial le systéme local p* (M) sur A,, est isomorphe

au systéme constant de valeur M ,). On en déduit que 1’1mage du morphisme ¢ au-
dessus de X par le foncteur F's 1dent1ﬁe au morphisme C(AX, M, ,,)) — C(An, Mp(n))
des complexes calculant 'homologie & valeurs dans le groupe constant M, Ce

morphisme de complexes est un quasi-isomorphisme car, d’une part, llmage d’une
inclusion de cornets dans la catégorie des ensembles simpliciaux & homotopie prés est
un isomorphisme, et d’autre part, le foncteur homologie & valeurs dans un groupe
abélien constant transforme les homotopies simpliciales en homotopies de complexes.

(b) = (c¢). Pour montrer cette implication on se rameéne aussitot au cas ot X et
X’ sont 0-connexes. Choisissons un point a’ de X', soit a son image par f, et consi-
dérons le revétement universel X’ (resp. X) de lensemble simplicial pointé (X', a’)
(resp. (X,a)) et le morphisme f+ X’ — X induit par f. On définit un systéme local
M sur X comme suit. Pour tout 0-simplexe x de X, M, est le Z-module libre engen-
dré par 'ensemble II; (X; z,a). Pour tout 1-simplexe = de X, on a un morphisme de
Z-modules z* : M,, — M,,, induit par I’application

H1<X,£C1,a)—>H1(X,.'Eo,G/), gr—4gox.

La définition du groupoide II;(X) par générateurs et relations montre que pour
tout 2-simplexe z de X, on a zj, = x§; © 275, et qu'on définit ainsi un foncteur
M :TI;(X)° — Ab. Une vérification simple mais fastidieuse montre alors que le mor-
phisme de complexes C(f, M) : C(X', f*(M)) — C(X, M) s’identifie au morphisme
C(f,Z): C(X',Z) — C(X,Z), ce qui prouve I'implication.
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(¢) = (a). On peut a nouveau supposer X’ et X 0-connexes, choisir un point a’
de X’ et considérer le morphisme ]”v: X' — X induit par f, entre les revétements
universels correspondants. La réalisation topologique | X'| (resp. |X|) de X’ (resp. X)
s'identifie au revétement universel de X’ (resp. X), et |f| au morphisme entre les
revétements universels induit par |f]. Or, en vertu d’un théoréme d’Eilenberg, pour
tout ensemble simplicial T" et tout n > 0, on a un isomorphisme H,,(|7'|, Z) ~ H,, (T, Z),
fonctoriel en T. L’hypothése de la condition (¢) implique donc que pour tout n > 0,
le morphisme H, (|f],Z) : H,(|X’|,Z) — H,(|X|,Z) est un isomorphisme. Comme les
espaces |)~( ' et |)~( | sont simplement connexes, le théoréme de Whitehead implique que
| /| est une équivalence d’homotopie. Comme par hypothése IT; (), donc aussi ITy (| f]),
est une équivalence de groupoides, la longue suite exacte des groupes d’homotopie

implique que |f|, donc aussi f, est une équivalence faible. O

Remarque 1.7. — Le fait que dans la condition (b) du théoréme ci-dessus on a sup-
posé que M est un systéme local, et pas seulement un systéme local faible, est essen-
tiel. En effet, il faut se garder de croire que 'homologie & coefficients dans un systéme
local faible soit invariante par les équivalences faibles simpliciales. Par exemple, si
f: X' — X est le nerf de l'inclusion de la catégorie ponctuelle {1} dans la catégorie
{0 — 1}, et M le systéme local faible M; — My, avec My = Z et M; = 0, alors on
vérifie facilement que Ho (X', f*(M)) = 0, tandis que Ho(X, M) = Z.

2. Rappels sur les co-catégories strictes et les polygraphes

Toutes les co-catégories considérées dans cet article seront des oo-catégories strictes
et les oo-foncteurs des oo-foncteurs stricts, et on dira simplement oco-catégorie pour
oo-catégorie stricte et co-foncteur pour oco-foncteur strict. Aucune hypothése d’inver-
sibilité (stricte ou faible) des i-fleches n’est faite en général, autrement dit, il s’agit
de (00, 00)-catégories.

2.1. — On note oco-Cat la catégorie des (petites) oo-catégories et oo-foncteurs.
Pour X une oo-catégorie et n > 0, on note X,, ’ensemble des ses n-cellules, qu’on
appellera également objets, si n = 0, et n-fléches, sin > 0. Pour x € X, et 0 <17 < n,
siz et t;x désignent respectivement la i-cellule i-source et i-but (itérés) de x (en
particulier s,z = x = t,x), et 1, la (n + 1)-fleche unité de z. On dira parfois qu'une
n~cellule est triviale si elle est 'unité d’une (n — 1)-cellule. Pour 0 < i < min{ng, n1},
zo € Xny, 1 € Xp,, on dira que zg et x; sont i-composables si t;x9 = s;x1, et on
notera xi *; Tg leur i-composé. Par convention, si iy < i3, la i;-composition sera
prioritaire par rapport a la is-composition. Par exemple, on écrira xo %1 x1 *g Zg
pour xy *1 (1 % o), dés que cette derniére expression a un sens. Pour n > 0, on dit
qu'une n-cellule est indécomposable si, ou bien n = 0, c’est-a-dire x est un objet, ou
bien n > 0, x n’est pas une unité, et pour tout 0 < ¢ < n et toute décomposition
x = x1 *; o de x, au moins une des deux cellules xg, x1 est une unité (itérée) d’une
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i-cellule. On note X° la co-catégorie dual total de X, obtenue de X en inversant le
sens de ses i-fléches pour tout 7 > 0.

Une n-catégorie (stricte) sera toujours considérée comme une oo-catégorie dont
les i-cellules sont triviales pour ¢ > n. En particulier, la catégorie Cat des petites
catégories, sera considérée comme une sous-catégorie pleine de oo-Cat. L’inclusion de
la sous-catégorie pleine de co-Cat formée des n-catégories admet un adjoint a gauche
et un adjoint a droite appelés respectivement foncteur de troncation intelligente et
foncteur de troncation béte. Si X est une oco-catégorie, son n-tronqué béte est la sous-
oo-catégorie de X ayant mémes i-cellules que X pour 0 < ¢ < n, et seulement des
i-cellules triviales pour ¢ > n. Son tronqué intelligent est le quotient de X ayant mémes
i-cellules que X pour 0 < i < n, dont les n-cellules sont obtenues de celles de X en
identifiant deux n-cellules si elles sont reliées par un zigzag de (n+1)-cellules de X, et
n’ayant que des i-cellules triviales pour ¢ > n. La catégorie fondamentale de X est son
1-tronqué intelligent, et son groupoide fondamental le groupoide enveloppant de cette
derniére. Par convention, le (-1)-tronqué béte d’une oo-catégorie est la oo-catégorie
vide @.

Pour n > 0, on note D, le n-disque, unique & isomorphisme unique prés, n-catégorie
ayant exactement une n-cellule non triviale (,,, appelée sa cellule fondamentale, et
pour 0 < 7 < n, exactement deux i-cellules non triviales, égales a s;(, et ¢;(, .

Dy=e, D= 0—e, D2:.@., D3_o@o

Le couple (D,,, (,) coreprésente le foncteur
oo-Cat — Ens, X—X,,

associant & une oo-catégorie I’ensemble de ses n-cellules, autrement dit, on a une
bijection naturelle en X

Homoo—cat(DruX) :> X’na f = f(g’ﬂ) .

En particulier, la (n — 1)-cellule s,,_1(, (resp. t,—1(,) définit le morphisme cosource
(resp. cobut) Dy,—1 — D,,.

On note S™ ! la (n — 1)-sphere, (n — 1)-tronqué béte de D,,,

5—1:@, SO — o . 51:0/\}07 SZZOWO
NG 72

et i, : S*~ 1 — D,, inclusion.

2.2. — La notion de oo-catégorie libre au sens des polygraphes, ou plus simple-
ment polygraphe, introduite indépendamment par Ross Street [46], [47] (sous le nom
de « computad ») et Albert Burroni [17], [18], est 'analogue exact en théorie des
oo-catégories de la notion de CW-complexe en topologie.
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Un polygraphe est une co-catégorie X, admettant une filtration notée
@:Xg—l ‘—>Xg0‘—>X§1 ‘—>--~‘—>X<n_1 <—>X<n<—>-~-r—>li_r)nX<n:X
telle que pour tout n > 0, il existe un carré cocartésien de co-Cat de la forme

as" ! —— X

In
I’!‘L

D, — X<

La oo-catégorie X, est alors une n-catégorie et s’identifie au n-tronqué béte de X. De
plus, la fléche horizontale du bas est déterminée par les images de la cellule principale
de D,, par les composantes D,, — X,, de cette fleche, établissant ainsi une bijection
entre ’ensemble I,, des indices et ’ensemble B,, de ces images. On démontre que B,
est 'ensemble des n-cellules indécomposables de X [34]. Par conséquent, aussi bien la
filtration que les carrés cocartésiens ci-dessus sont déterminés par la seule structure
de oco-catégorie de X. On dit alors que l’ensemble de cellules B = II,,>B,, est la
base du polygraphe X ou que B engendre librement (au sens des polygraphes) la
oo-catégorie X.

2.3. — La catégorie co-Cat des oo-catégories admet une structure de catégorie de
modeéles & engendrement cofibrant, connue sous le nom de « structure folk » [32]. Les
cofibrations de cette structure sont engendrées par ’ensemble I formé des inclusions
canoniques i, : S*! < D,, n > 0, des sphéres dans les disques, et les cofibrations
triviales par l’ensemble J des inclusions j, : D, — Jp11, n = 0, définies comme
suit. En vertu de l'argument du petit objet, le morphisme S™ — D, envoyant les
deux n-cellules non triviales de S™ sur la cellule principale de D,, et induisant un
isomorphisme des (n — 1)-tronqués bétes, se décompose en une cofibration suivie
d’une fibration triviale (fleche ayant la propriété de relévement a droite relativement
aux fleches i,, n > 0)
sk g I D,

Le morphisme j, est le composé de l'inclusion D, — S™, induite par la cosource
D,, — Dy41, suivi de k,. Les équivalences faibles de cette structure, appelées équiva-
lences folk, sont une généralisation co-catégorique naturelle des équivalences de caté-
gories (et de 2-catégories). Si f est une équivalence folk, pour tout n > 0, le n-tronqué
intelligent de f I’est aussi, mais la réciproque est fausse. Les objets cofibrants de cette
structure sont les polygraphes [40], et tout objet est fibrant.

3. Homologie polygraphique d’un systéme local co-catégorique

8.1. — Soit X une oo-catégorie. Un systéme local faible sur X est un oo-foncteur
M : X° — Ab, ou Ab désigne la catégorie des groupes abéliens vue comme une
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oo-catégorie dont les n-cellules sont des identités pour n > 1. Par adjonction, un
tel oco-foncteur correspond a un foncteur contravariant ¢;(X)° — Ab de la catégorie
fondamentale (1-tronqué intelligent) de X vers Ab. Il revient donc au méme de se
donner pour tout objet z de X un groupe abélien M, et pour toute 1-fleche z : g — 1
de X un morphisme de groupes abéliens z* := 2}, := M, : M, — M, satisfaisant
aux conditions suivantes. Pour toute 2-fléche z : g = z; de X, on a xf = =z}, pour
tout couple de 1-fleches composables xg, 1 de X, on a (z1*0xg)* = z{x], et pour tout
objet x de X, ona 1} = 1,7, . On dit que le systéme local faible M est un systéme local
si pour toute 1-fleche de X, le morphisme de groupes abéliens z* est un isomorphisme,
autrement dit, si le co-foncteur M se factorise par le groupoide fondamental II; (X)
de X, groupoide enveloppant de sa catégorie fondamentale ¢;(X).

3.2. — Soient X une oo-catégorie et M un systéme local faible sur X. On définit un
complexe de chaines de groupes abéliens C(X, M) comme suit :

Cu(X,M) = @ Myw [~ny 120,
r€EX,

ou ~, désigne la plus petite relation d’équivalence compatible & I’addition engendrée
par les relations :

(*0) (xl *0 xo,m) ~n (xlam) + (370, tl(xl)*(m)) , meg Mto(xl*omo):toajl )

(*i) (371 *4 x07m) ~n (xl’m) + (m07 m)7 0<i< n, mec Mto(ml*iazo):tgxlztozo 5

quand ces composés zp *; £ ont un sens (en particulier ~q est I'égalité et ~q est
engendrée par la seule relation (xg)). La différentielle

dp : Cp(X, M) — Cp1 (X, M), n>0,
est définie par la formule

d (tom,m) - (SoI,LE*m), n= 17
n(@,m) = (tn—1z,m) — (Sp—12,m), n>1.

Proposition 3.3. — Les formules ci-dessus définissent bien un complexe de chaines.

Démonstration. — Vérifions d’abord la compatibilité de la différentielle d,,, n > 0,
aux relations (x;), 0 < ¢ < n. On distingue plusieurs cas :
—n=1,1=0, xg, 1 1-cellules 0-composables. On a :
dy(z1 *g 2o, m) = (to(x1 *0 o), m) — (so(x1 *0 o), (X1 *0 )" (M))
= (tox1,m) — (Soxo, x52](M))

et
di(z1,m) + di(zo, t1(x1)"(Mm)) =

= (tow1,m) — (sox1,27m) + (toxo, x7m) — (sozo, 2] (M))

= (tox1,m) — (sowo, zox](Mm)).
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—n>1,17=0, x9, 1 n-cellules O-composables. On a :
dp(z1 %0 9, m) = (tn—1(x1 *0 o), m) — (Sn—1(z1 *0 o), M)
= (tp—121 *0 tn—1T0, M) — (Sp—1Z1 *0 Sp—1To, M)
~p—1 (tn—121,m) 4 (tn_1T0, t1tn—1(21)*(M))
— ($p—171,m) — (Sn—1Z0, t18n—1(x1)"(M))
et
dn (21,m) + dn (20, 11 (21)"(m)) =
= (tp—121,m) — (Sp—121, M) + (tn_1z0, t1(x1)*(M)) — ($p_1x0, t1(x1)*(M)) .
Si m > 2, on conclut par les relations globulaires, et si n = 2 en remarquant que
t151(x1)* = s1(x1)* = t1(x1)*, puisque la 2-fleche z1 de X s’envoie sur une identité
dans Ab qui est une (1-)catégorie.
—n>1,0<i<n—1, xg, 1 n-cellules i-composables. On a :
dp(z1 *; 0, m) = (tn—1(x1 *; T0),m) — (Sp—1(x1 *; T0), M)
= (tn—121 *; tn—1Z0, M) — (Sp_1T1 *; Sp—1Zo, M)

~n—1 (tn—lth) + (tn—leam) - (Sn—lxlam) - (Sn—1x07m)

° dp(z1,m) + dp(x0,m) =
= (tp—121,m) — (Sp—121, M) + (tn_120,m) — (Sp_1T0, M) .
—mn>1,i=n—1, zg, 1 n-cellules (n — 1)-composables. On a :
dp (21 *p—1 To, M) = (to1(T1 *pn—1 T0), M) — (Sn—1(T1 *n—1 o), M)
= (tp—121,m) — (Sp_1T0, M)
et

dp(z1,m) + dy (20, m) =
= (tp—121,m) — (Sp—121, M) + (tn_120, M) — (Sp_1Z0, M)
= (tp—121,m) — (Sp—1T0, M) .
Il reste a prouver que d,,_1d,, = 0, pour n > 2;

— n > 2. L’égalité est conséquence immeédiate des relations globulaires.
—n =2, x 2-cellule de X, m € M;,5. On a :

dida(xz,m) = di((t1z,m) — (s12,m))
= (tot1z,m) — (sot1z,t1 ()" (M))
— (tos1z,m) + (sos12, 51(x)*(m)) =0,
grace aux relations globulaires et au fait que t1(x)*(m) = s1(x)*(m), puisqu’on a une

2-fleche z : s1(z) = t1(2). O

Remarque 3.4. — Pour n > 0, la relation (,_1) implique aussitdt que si z est
une (n — 1)-cellule de X et m € My, on a (1z,m) ~, 0. On en déduit que pour
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0 < i < n' < n,larelation (x;) implique que si xg, 21 sont deux cellules i-composables
de X et m € My (z,4,20), €t si 21 est de dimension n et 2o de dimension n’, on a

(961 *q l’o,m) ~n (xlam)7
et inversement, si zo est de dimension n et x; de dimension n’, on a

(zo,t1(z1)"(m)), =0,
(xg,m), i>0.

(961 *q $07m) ~n {

3.5. — Soient f : X’ — X un oo-foncteur strict et M : X° — Ab un systéme local
faible sur X. Le composé

xro L xo M A
définit un systéme local faible sur X’ noté f*(M). Pour toute 1-fleche 2’ de X' et
tout m € f*(M)yyar = My(g2r) = Myy(fary, o0 a alors

2" (m) = f*(M)ar(m) = My (m) = f(2)"(m)

(ou «’étoile en haut » du membre de gauche est relative au systéme local faible f*(M)
sur X', tandis que celle du membre de droite est relative au systéme local faible M
sur X).

Pour n > 0, le co-foncteur f induit, en posant M’ = f*(M), un morphisme de
groupes abéliens
@ Mt/om’ - @Mtoza (xlvm) = (f(x/)7m) ) LS X7/za me Mt/og;' = Mto(fa:’)
o €X/, €Xn

qui est compatible de fagon évidente aux relations *;, 0 < 7 < n, et aux différentielles,
et définit donc un morphisme de complexes C(f, M) : C(X', f*(M)) — C(X, M). De
plus, pour tout co-foncteur f’: X" — X', on vérifie aussitot qu’on a 1’égalité

C(ff', M) =C(f, M) o C(f', f*(M)),
et que si X' = X et f = 1x, alors C(1x, M) = Lo(x,m)-
3.6. — Soient X une oco-catégorie, et M et M’ deux systémes locaux faibles sur X.
Un morphisme de systémes locauz faibles sur X de M’ vers M est une transformation
naturelle du foncteur M’ vers le foncteur M. Concrétement, la donnée d’une telle

transformation ¢ revient a la donnée, pour tout objet x de X, d'un morphisme de
groupes abéliens ¢, : M. — M, tel que pour toute 1-fleche x : xy — x4, le carré

Pz
/ 1
My, ——— M,

x*_M;l J/x*-]%x

!
M}, —— My,
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soit commutatif. Le morphisme ¢ induit, pour n > 0, un morphisme de groupes
abéliens

@Mtl(]x - @Mtow ) (‘Tvm) = (ithox(m))v HAES Xnv m e Mt/o:rv

X, X,
dont la compatibilité aux relations *; est tautologique pour 0 < ¢ < n, et résulte
facilement de la commutativité du carré ci-dessus pour ¢ = 0. De méme, sa com-
patibilité aux différentielles d; est évidente pour i > 1, et résulte aussitot de la
commutativité dudit carré pour i = 1. Il définit donc un morphisme de complexes
C(X,p): C(X,M') — C(X,M). De plus, si ¢’ : M" — M’ est un morphisme de
systémes locaux faibles sur X, on a

C(X,p¢") = C(X, p) 0 C(X, ¢'),
et si M' = M et ¢ = 1y, alors C(X, 1a7) = lo(x,m)-

3.7. — Les fonctorialités des deux paragraphes précédents satisfont a la compatibilité
suivante dont la vérification est immédiate. Soient X une oo-catégorie, v : M’ — M
un morphisme de systémes locaux faibles sur X, et f : X’ — X un oo-foncteur. Alors
la transformation naturelle f*(¢) := ¢ * f° définit un morphisme de systémes locaux
faibles f*(p) : f*(M') — f*(M) sur X', et le carré

Cx! fr(my) D axr pe ()

C(f,M’)J( JC(LM)

C(X, M) C(X,M)

C(X,p)

est commutatif.

3.8. — On peut combiner les fonctorialités des paragraphes 3.5 et 3.6 comme suit. La
catégorie des systemes locaux faibles dans co-Cat est la catégorie ayant comme objets
les couples (X, M), ou X est une co-catégorie et M un systéme local faible sur X,
un morphisme (X', M') — (X, M) étant un couple (f,¢), ou f : X’ — X est un
oo-foncteur et ¢ : M’ — f*(M) une transformation naturelle, la composition de deux
morphismes composables étant définie par la formule (f, @) o (f, "