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Résumé. — Dans cet article, on introduit une notion d’homologie polygraphique
d’une ∞-catégorie stricte à coefficients dans un système local, généralisant l’homolo-
gie polygraphique à coefficients dans Z, introduite par François Métayer. On montre
que l’homologie d’un ensemble simplicial à coefficients dans un système local coïn-
cide avec l’homologie polygraphique de son image par l’adjoint à gauche du nerf de
Street à coefficients dans le système local correspondant. On définit dans ce cadre
un morphisme de comparaison entre l’homologie polygraphique d’une ∞-catégorie
stricte et l’homologie de son nerf de Street, et on montre que ce morphisme est un
isomorphisme pour les (1-)catégories. Il n’en est pas de même pour une ∞-catégorie
arbitraire. Néanmoins, on conjecture que pour une construction analogue dans le
cadre des ∞-catégories faibles « à la Grothendieck » on obtiendrait toujours un iso-
morphisme.

Abstract. — In this article, we introduce a notion of polygraphic homology of a
strict ∞-category with coefficients in a local system, generalizing the polygraphic
homology with coefficients in Z, introduced by François Métayer. We show that
the homology of a simplicial set with coefficients in a local system coincides with
the polygraphic homology of its image by the left adjoint of the Street nerve with
coefficients in the corresponding local system. We define in this framework a com-
parison morphism between the polygraphic homology of a strict ∞-category and the
homology of its Street nerve, and we show that this morphism is an isomorphism
for (1-)categories. This is not true for an arbitrary ∞-category. Nevertheless, we
conjecture that for an analogous construction in the framework of weak∞-categories
“à la Grothendieck” we would always obtain an isomorphism.
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Introduction

Dans Pursuing Stacks, Grothendieck suggère que l’homologie d’un ∞-groupoïde
faible (« ∞-stack » dans sa terminologie) se calcule par le complexe dont la com-
posante de degré n est le groupe abélien libre engendré par ses n-cellules et dont
la différentielle est définie en prenant la différence entre le but et la source d’une
n-cellule [25, note 97, page 29]. Cette idée est un peu naïve (elle ne donne même
pas l’homologie correcte pour le ∞-groupoïde ponctuel) mais comme souvent avec
Grothendieck, l’intuition sous-jacente semble correcte, sauf qu’il faudrait prendre un
foncteur d’abélianisation plus subtil, et remplacer le ∞-groupoïde considéré par une
résolution cofibrante dans un sens adéquat.

Indépendamment, François Métayer a introduit l’homologie polygraphique d’une
∞-catégorie stricte (ou ω-catégorie), en termes de résolutions polygraphiques, dans
un travail qu’il précise avoir effectué en collaboration avec Albert Burroni [39]. La
notion de polygraphe [17], [18] (ou computad [46], [47]) est le concept pertinent de
∞-catégorie libre et une résolution polygraphique est l’analogue ∞-catégorique d’une
résolution libre d’un groupe abélien.

On rappelle que les objets ∞-catégorie (stricte) de la catégorie Ab des groupes
abéliens forment une catégorie équivalente à celle des complexes de chaînes de groupes
abéliens en degrés positifs [16]. Le foncteur d’oubli ∞-Cat(Ab) → ∞-Cat admet un
adjoint à gauche L, le foncteur d’abélianisation, qui s’identifie donc à un foncteur
de ∞-Cat vers la catégorie Comp(Ab) des complexes de groupes abéliens. Si X est
une ∞-catégorie et n > 0, le groupe L(X)n est le quotient du groupe abélien libre
engendré par les n-flèches de X par les relations x ∗i y = x + y, pour 0 6 i < n et
x, y n-flèches i-composables de X. Pour n > 0, la différentielle de l’image dans L(X)n

d’une n-cellule est définie par la différence de l’image dans L(X)n−1 de son but moins
celle de sa source. L’homologie polygraphique de X est définie en choisissant une
résolution polygraphique P → X de X, en posant pour n > 0, Hpol

n (X) = Hn(L(P )),
et en montrant que cette définition est indépendante du choix de la résolution [39].
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L’homologie polygraphique s’interprète plus conceptuellement en termes de la
structure de catégorie de modèles « folk » sur ∞-Cat, introduite dans [32]. La notion
d’équivalence faible pour cette structure généralise celle d’équivalence de catégories,
et les objets cofibrants sont les polygraphes [40]. L’homologie polygraphique s’identi-
fie au foncteur dérivé à gauche du foncteur d’abélianisation. Yves Lafont et François
Métayer ont montré que l’homologie polygraphique d’un monoïde (vu comme une
∞-catégorie avec un seul objet et des i-cellules triviales pour i > 1) coïncide avec son
homologie usuelle [31]. Le premier des auteurs du présent article a montré qu’il en
est de même pour toute (1-)catégorie [26], [27]. En revanche, pour une ∞-catégorie
stricte générale X, son homologie polygraphique ne coïncide pas toujours avec son
homologie, définie comme étant celle de son nerf de Street [47]. Par exemple, si X

est la 2-catégorie ayant un seul objet, l’unité de cet objet comme seule 1-flèche et N
comme monoïde d’endomorphismes de cette unité, l’homologie polygraphique de X

est Z en degré 0 et 2, et 0 ailleurs, tandis que son homologie est Z en toute dimension
paire et 0 en dimension impaire [27, 4.5.2], [4, Theorem 4.9 et Example 4.10].

Le but de cet article est d’introduire et étudier l’homologie polygraphique d’une
∞-catégorie stricte X à coefficients dans un système local sur X, généralisant ainsi
l’homologie polygraphique à coefficients constants Z de Métayer. Dans un appen-
dice, on adapte cette définition aux ∞-catégories faibles « à la Grothendieck » et on
conjecture que dans ce cadre l’homologie polygraphique coïncide avec la « vraie »
homologie.

Si X est un espace topologique, un système local sur X est un foncteur contrava-
riant M du groupoïde fondamental de X vers la catégorie des groupes abéliens. Au-
trement dit, à tout point x de X, on associe un groupe abélien Mx et à tout chemin γ

d’origine x0 et d’extrémité x1 un isomorphisme de groupes abéliens γ∗ : Mx1 → Mx0

qui ne dépend que de la classe d’homotopie (à extrémités fixes) de γ, et ceci de façon
compatible à la composition des chemins. L’homologie d’un espace X à coefficients
dans un système local M a été définie par Steenrod [43, Section 10], [44], comme
étant l’homologie d’un complexe de groupes abéliens, généralisant celui qui calcule
l’homologie de X à coefficients dans un groupe abélien constant.

Plus précisément, si ∆n désigne le simplexe topologique standard de dimension n,
enveloppe convexe de la base canonique (ei)06i6n de Rn+1, on définit un complexe
de groupes abéliens C(X, M) dont la composante de dimension n est donnée par la
formule

Cn(X,M) =
⊕

x : ∆n→X

Mxn:=x(en)

et la différentielle par

d(x,m) =
∑

06i<n

(−1)i(dix,m) + (−1)n(dnx, x∗n−1 n(m)) , x : ∆n → X , m ∈ Mxn ,
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où xn−1 n désigne le chemin dans X image par x du segment en−1 en dans ∆n, et dix

la restriction de x à la i-ème face de ∆n, enveloppe convexe de la famille (ek)k 6=i (dont
le « dernier sommet est en si i < n et en−1 si i = 1, de sorte que la formule a un sens).

Ces définitions s’adaptent facilement au cadre des ensembles simpliciaux (voir sec-
tion 1), et l’homologie d’un espace topologique à coefficients dans un système local M

s’interprète comme l’homologie de son complexe singulier à coefficients dans le sys-
tème local induit par M . De plus, une variante d’un théorème de Whitehead montre
qu’une application continue ou un morphisme d’ensembles simpliciaux est une équi-
valence faible topologique ou simpliciale si et seulement si il induit une équivalence
des groupoïdes fondamentaux et un isomorphisme sur l’homologie à coefficients dans
tout système local sur le but du morphisme (voir théorème 1.6).

Le cas ∞-catégorique est plus subtil. Si X est une ∞-catégorie stricte, la catégorie
fondamentale de X est la catégorie obtenue de X en oubliant les i-flèches pour i > 0,
et en identifiant deux 1-flèches si elles sont reliées par un zigzag de 2-flèches. Le
groupoïde fondamental Π1(X) de X est le groupoïde enveloppant de sa catégorie
fondamentale (obtenu en inversant formellement toutes les flèches de cette dernière).
Un système local sur X est un foncteur contravariant du groupoïde Π1(X) vers la
catégorie Ab des groupes abéliens. Il revient au même de se donner un ∞-foncteur
M : X◦ → Ab du dual total de X (obtenu de X en inversant le sens de ces i-flèches
pour tout i > 0) vers la catégorie des groupes abéliens (vue comme une ∞-catégorie
dont les i-flèches sont des identités pour i > 1) tel que l’image par M de toute 1-flèche
de X soit un isomorphisme. Pour tout objet x de X, on notera Mx le groupe abélien
correspondant et pour toute 1-flèche x : x0 → x1 de X, x∗ = Mx : Mx1 → Mx0

l’isomorphisme de groupes abéliens image de x par M .

Pour définir l’homologie polygraphique d’une ∞-catégorie X à coefficients dans
un système local M , on associe d’abord au couple (X,M) un complexe de groupes
abéliens C(X, M) défini comme suit. Pour n > 0, on pose

Cn(X, M) =
⊕

x∈Xn

Mt0x

/
∼n ,

où Xn désigne l’ensemble des n-flèches de X, t0x le 0-but de la n-flèche x, et ∼n est la
plus petite relation d’équivalence compatible à l’addition engendrée par les relations :

(∗0) (x1 ∗0 x0, m) ∼n (x1,m) + (x0, t1(x1)∗(m)) , m ∈ Mt0(x1∗0x0)=t0x1 ,

(∗i) (x1 ∗i x0,m) ∼n (x1,m) + (x0,m) , 0 < i < n , m ∈ Mt0(x1∗ix0)=t0x1=t0x0 ,

quand ces composés x1 ∗i x0 ont un sens (où dans la relation (∗0), t1(x1) désigne le
1-but de x1 de sorte que t1(x1)∗(m) appartient à Mt0x0). La différentielle

dn : Cn(X,M) → Cn−1(X, M) , n > 0 ,
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est définie par la formule

dn(x,m) =

{
(t0x, m)− (s0x, x∗m) , n = 1 ,

(tn−1x,m)− (sn−1x,m) , n > 1 .

On observe que si M est le foncteur constant de valeur Z, alors le complexe C(X, M)
n’est autre que l’image de la ∞-catégorie X par le foncteur d’abélianisation.

Comme pour l’homologie polygraphique d’une ∞-catégorie X à coefficients
constants Z, l’homologie polygraphique de X à coefficients dans un système local M

est définie en choisissant une résolution polygraphique p : P → X, autrement dit une
fibration triviale de source cofibrante pour la structure folk sur ∞-Cat, et en posant,
pour n > 0, Hpol

n (X,M) = Hn(C(P, p∗(M))), où p∗(M) désigne le système local sur P

obtenu de M en précomposant avec p. De façon plus sophistiquée, le groupe abélien
Hpol

n (X,M) est le n-ème groupe d’homologie de l’objet Hpol
• (X, M) de la catégorie

dérivée des groupes abéliens correspondant au complexe C(P, p∗(M)). Le résultat
clef (théorème 3.16) pour montrer qu’à isomorphisme canonique près Hpol

• (X, M) ne
dépend pas de la résolution choisie est que le foncteur

FX,M : ∞-Cat/X → Comp(Ab) , (X ′, p : X ′ → X) 7→ C(X ′, p∗(M)) ,

est un foncteur de Quillen à gauche pour la structure de catégorie de modèles
sur ∞-Cat/X induite de la structure folk sur ∞-Cat, et la structure injective sur
Comp(Ab). Ce théorème est non trivial et pour le démontrer on utilise une description
précise des cofibrations triviales génératrices de la structure folk sur ∞-Cat.

En s’inspirant de la variante du théorème de Whitehead mentionnée précédemment,
on introduit une classe d’équivalences faibles dans ∞-Cat, les équivalences polygra-
phiques. On dit qu’un ∞-foncteur f : X ′ → X est une équivalence polygraphique
si il induit une équivalence des groupoïdes fondamentaux et si pour tout n > 0, le
morphisme de groupes abéliens Hpol

n (X ′, f∗(M)) → Hpol
n (X,M), induit par f , est un

isomorphisme. On vérifie que cette classe satisfait au 2 sur 3 (proposition 4.11), et on
démontre le théorème suivant (voir théorème 3.24) :

Théorème 1. — Toute équivalence folk est une équivalence polygraphique.

La théorie de l’homotopie des∞-catégories strictes [10], [11], [12], [4], [14], généra-
lisant celle des catégories [42], [50], [25], [36], [20], est basée sur le nerf de Street, qui
prolonge le nerf usuel (1-)catégorique de Grothendieck [24]. Dans [47], Ross Street
a introduit un objet cosimplicial de ∞-Cat, l’objet cosimplicial des orientaux, qui
définit par le procédé de Kan un couple de foncteurs adjoints entre la catégorie des
ensembles simpliciaux et celle des ∞-catégories strictes

c : ∆̂ −→∞-Cat , N : ∞-Cat −→ ∆̂ ,

formé du foncteur c de réalisation∞-catégorique et du foncteur nerf N , connu sous le
nom de nerf de Street. Par définition, le type d’homotopie d’une ∞-catégorie stricte
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est le type d’homotopie de son nerf de Street. Plus précisément, si on définit les équi-
valences de Thomason comme étant les ∞-foncteurs dont le nerf de Street est une
équivalence faible simpliciale, Andrea Gagna a prouvé que le foncteur N induit une
équivalence de catégories entre la localisation de la catégorie ∞-Cat par les équiva-
lences de Thomason et la catégorie homotopique des ensembles simpliciaux, autrement
dit, celle des types d’homotopie [23]. On conjecture même qu’il existe une structure
de catégorie de modèles sur ∞-Cat avec équivalences faibles les équivalences de Tho-
mason et comme cofibrations certaines cofibrations folk [9].

Le foncteur de réalisation ∞-catégorique c n’est pas compatible aux équivalences
de Thomason, au sens qu’il ne transforme pas les équivalences simpliciales en équiva-
lences de Thomason, et en particulier ne définit pas un quasi-inverse homotopique du
nerf de Street. En revanche, ce foncteur est compatible à l’homologie polygraphique
à coefficients des systèmes locaux, et aux équivalences polygraphiques. Si X est un
ensemble simplicial, il est facile de vérifier que son groupoïde fondamental est canoni-
quement isomorphe au groupoïde fondamental de la ∞-catégorie c(X), et par suite,
les systèmes locaux sur X et sur c(X) se correspondent bijectivement. On démontre
le théorème suivant (théorème 4.8 et corollaire 4.10) :

Théorème 2. — Pour tout ensemble simplicial X, tout système local M sur X, et
tout n > 0, on a un isomorphisme canonique Hpol

n (c(X),M) ' Hn(X,M). En parti-
culier, un morphisme d’ensemble simpliciaux est une équivalence d’homotopie faible
si et seulement si son image par c est une équivalence polygraphique.

Par définition, l’homologie singulière, ou plus simplement homologie, d’une
∞-catégorie est l’homologie de son type d’homotopie, c’est-à-dire de son nerf de
Street. Plus précisément, si X est une∞-catégorie, le groupoïde fondamental de X est
canoniquement isomorphe au groupoïde fondamental de l’ensemble simplicial N(X),
les systèmes locaux sur X et sur N(X) se correspondent donc bijectivement, et on
définit l’homologie de X à coefficients dans un système local M sur X par la formule
Hn(X, M) = Hn(N(X),M), n > 0. Le morphisme d’adjonction cN(X) → X induit
un morphisme de groupes abéliens Hpol

n (cN(X), M) → Hpol
n (X, M), qui en vertu du

théorème 2, définit donc un morphisme de comparaison Hn(X, M) → Hpol
n (X,M).

On démontre le théorème suivant (théorème 6.1), qui généralise un théorème du
premier auteur dans le cas d’un système local constant de valeur Z [26], [27] :

Théorème 3. — Pour toute (1-)catégorie X et tout n > 0, le morphisme de compa-
raison Hn(X,M) → Hpol

n (X,M) est un isomorphisme.

Pour résumer, on est en présence de trois classes d’équivalences faibles dans∞-Cat,
la classe Wfolk des équivalences faibles de la structure folk, la classe Wpol des équi-
valences polygraphiques et la classe WThom des équivalences de Thomason. On a des
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inclusions
Wfolk ⊂ Wpol , Wfolk ⊂ WThom

(la première en vertu du théorème 1, la seconde en vertu de la proposition 3.6.2
de [27]). En revanche, il n’y a aucune inclusion entre les classes Wpol et WThom (voir
scholie 6.7). Par ailleurs, si on note W∆̂ la classe des équivalences faibles simpliciales,
on a des égalités

W∆̂ = c−1(Wpol) , WThom = N−1(W∆̂)

(la première en vertu du théorème 2 et la seconde par définition). Enfin, il résulte du
théorème 3 (et du théorème 1.6) que

Wpol ∩ Fl(Cat) = WThom ∩ Fl(Cat) ,

où Fl(Cat) désigne la classe des flèches de Cat. Les classes Wpol et WThom par-
tagent un grand nombre de propriétés formelles (voir remarque 6.11). En particulier,
la classeWpol satisfait à un théorème A de Quillen relatif au dessus d’une (1-)catégorie
(proposition 6.9).

On conjecture que dans le cadre des ∞-catégories faibles « à la Grothendieck » les
analogues des classes Wpol et WThom coïncident et que pour les ∞-groupoïdes faibles
les trois classes Wpol, WThom et Wfolk coïncident.

Dans le corps de l’article, on développe la théorie de l’homologie et de l’homologie
polygraphique dans un cadre un peu plus général, celui des systèmes locaux faibles
(où le rôle du groupoïde fondamental est remplacé par celui de la catégorie fonda-
mentale), généralisant ainsi ce qui est connu, dans le cadre des (1-)catégories, comme
homologie des foncteurs. Une partie des résultats est valable dans ce contexte plus
général, comme par exemple, le théorème 1 (au sens où l’homologie polygraphique à
coefficients dans un système local faible est compatible aux équivalences folk) ainsi
que le théorème 2, mais pas le théorème 3.

Plan de l’article. — Dans la première section on rappelle la définition de l’homo-
logie d’un ensemble simplicial à coefficients dans un système local, en introduisant
une variante, les systèmes locaux faibles, et on esquisse la preuve d’un théorème de
Whitehead caractérisant les équivalences faibles simpliciales. Le but de la deuxième
section est de fixer la terminologie et les notations relatives aux∞-catégories strictes,
et faire quelques rappels sur la structure folk ∞-catégorique. Dans la troisième, on
définit l’homologie polygraphique d’une∞-catégorie stricte à coefficients dans un sys-
tème local faible, on montre son invariance par équivalences faibles folk, et on étudie
ses propriétés de fonctorialité. Dans la quatrième, on rappelle la définition du nerf de
Street, et on prouve que l’homologie d’un ensemble simplicial à coefficients dans un
système local faible coïncide avec l’homologie polygraphique de son image par l’ad-
joint à gauche du nerf de Street. On introduit les équivalences faibles polygraphiques
et on montre qu’elles permettent de caractériser les équivalences faibles simpliciales.
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La cinquième section est consacrée à l’étude de plusieurs définitions équivalentes de
l’homologie d’une catégorie à coefficients dans un système local faible, connue sous
le nom d’homologie des foncteurs. Dans la dernière section, on montre que pour un
système local, cette homologie coïncide avec l’homologie polygraphique. On démontre
également que les équivalences faibles polygraphiques ∞-catégoriques satisfont à un
théorème A de Quillen relatif au-dessus d’une (1-)catégorie. Le but de l’appendice A
est de prouver un lemme technique d’adjonction utile dans la section 3. Dans l’ap-
pendice B, on interprète l’homologie polygraphique d’un système local libre en termes
de la construction de Grothendieck ∞-catégorique. L’appendice C est consacré à la
définition de l’homologie polygraphique d’une ∞-catégorie faible.

1. Rappels sur l’homologie d’un système local simplicial

Dans cette section, on rappelle quelques résultats sur l’homologie d’un ensemble
simplicial à coefficients dans un système local. Aucune originalité n’est révendiquée.

1.1. — On note ∆ la catégorie des simplexes standard dont les objets sont les en-
sembles ordonnés

∆n = {0 < 1 < · · · < n} , n > 0 ,

et les morphismes les applications croissantes entre iceux, ∆̂ la catégorie des ensembles
simpliciaux, catégorie des préfaisceaux sur ∆, et pour un ensemble simplicial X,
Xn l’ensemble de ses n-simplexes, Xn = X(∆n), et

di : Xn → Xn−1 , si : Xn → Xn+1 , 0 6 i 6 n ,

les opérateurs de face et de dégénérescence. Pour tout n-simplexe x ∈ Xn, et toute
suite d’entiers 0 6 i0 6 i1 6 · · · 6 ip 6 n, on désigne par xi0i1...ip le p-simplexe de X

image inverse de x par l’application k 7→ ik. En particulier,

dix = x1...̂i...n et six = x1...i−1i i i+1...n , 0 6 i 6 n .

1.2. — Soit X un ensemble simplicial. On note c1(X) (resp. Π1(X)) sa catégorie fon-
damentale (resp. son groupoïde fondamental). On rappelle que c1(X) est la catégorie
définie par générateurs et relations par le graphe

X1

d0 //

d1

// X0

(d1 l’application source et d0 l’application but) et les relations

d1(x) = d0(x) ◦ d2(x) , x ∈ X2 , 1x = s0(x) , x ∈ X0 ,

et Π1(X) le groupoïde enveloppant de c1(X), autrement dit, le groupoïde obtenu de
la catégorie c1(X) en inversant formellement toutes ses flèches. On a une équivalence
canonique de groupoïdes Π1(X) ' Π1(|X|), où |X| désigne la réalisation topologique
de l’ensemble simplicial X et Π1(|X|) son groupoïde fondamental. Tout morphisme
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d’ensembles simpliciaux f : X ′ → X, induit un morphisme c1(f) : c1(X
′) → c1(X)

(resp. Π1(f) : Π1(X ′) → Π1(X)), définissant ainsi un foncteur de la catégorie des
ensembles simpliciaux vers celle des petites catégories (resp. des groupoïdes).

Un système local faible sur X est un préfaisceau abélien sur c1(X), autrement dit,
un foncteur M : c1(X)◦ → Ab, où Ab désigne la catégorie des groupes abéliens. Pour
tout x ∈ X0, on a donc un groupe abélien Mx, et pour tout x ∈ X1, un morphisme
de groupes abéliens x∗ := x∗M := Mx : Mx1 → Mx0 satisfaisant aux conditions

x∗02 = x∗01 ◦ x∗12 , x ∈ X2 , x∗00 = 1Mx
, x ∈ X0 .

On dit que M est un système local si pour tout x ∈ X1, le morphisme x∗ est un
isomorphisme, autrement dit, si le foncteur M se factorise par Π1(X).

1.3. — Soient X un ensemble simplicial et M un système local faible sur X. On
définit un groupe abélien simplicial C(X, M) en posant

Cn(X, M) =
⊕

x∈Xn

Mxn , n > 0 ,

et en définissant les opérateurs simpliciaux par

di(x, m) =

{
(dix,m) , 0 6 i < n ,

(dnx, x∗n−1,n(m)) , i = n ,

si(x,m) = (six, m) .

On en déduit un complexe de chaînes de groupes abéliens noté également C(X, M)
dont la différentielle est donnée par

d(x,m) =
∑

06i<n

(−1)i(dix,m) + (−1)n(dnx, x∗n−1,n(m)) , x ∈ Xn, m ∈ Mxn , n > 0 .

L’homologie de l’ensemble simplicial X à valeurs dans le système local faible M est
définie par Hn(X,M) = Hn(C(X, M)). Cette homologie est également celle du com-
plexe normalisé correspondant, quotient de C(X, M) par le sous-complexe engendré
pas les simplexes dégénérés de X. On remarque que si le foncteur M est constant de
valeur un groupe abélien fixe M , alors Hn(X, M) est l’homologie usuelle de l’ensemble
simplicial X à valeurs dans le groupe abélien M .

Soient f : X ′ → X un morphisme d’ensembles simpliciaux, et M : c1(X)◦ → Ab
un système local faible sur X. Le composé

c1(X
′)◦

c1(f)◦
// c1(X)◦ M // Ab

définit un système local faible sur X ′, noté f∗(M), et le morphisme f induit un
morphisme de complexes C(f, M) : C(X ′, f∗(M)) → C(X, M), d’où un morphisme
de groupes abéliens Hn(f, M) : Hn(X ′, f∗(M)) → Hn(X, M), pour n > 0.
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1.4. — Soit (X, a) un ensemble simplicial pointé connexe. Le revêtement universel
de (X, a) est l’ensemble simplicial pointé (X̃, ã) défini comme suit :

X̃n = {(x, g) |x ∈ Xn, g ∈ Π1(X; xn, a)}

di(x, g) =

{
(dix, g) , 0 6 i < n ,

(dnx, g ◦ xn−1,n) , i = n ,

si(x, g) = (six, g) ,

ã = (a, 1a) ,

où Π1(X; xn, a) = HomΠ1(X)(xn, a). On a un morphisme évident d’ensembles simpli-
ciaux pointés

X̃ → X , (x, g) 7→ x ,

dont la réalisation topologique |X̃| → |X| s’identifie au revêtement universel de la
réalisation topologique de X. Un morphisme d’ensembles simpliciaux connexes pointés
f : X ′ → X induit un morphisme d’ensembles simpliciaux pointés

f̃ : X̃ ′ → X̃ , (x, g) 7→ (f(x), Π1(f)(g)) ,

rendant commutatif le carré

X̃ ′ f̃
//

²²

X̃

²²

X ′
f

// X .

1.5. — On rappelle qu’une équivalence faible simpliciale est un morphisme d’en-
sembles simpliciaux X ′ → X induisant une équivalence d’homotopie |X ′| → |X| entre
les réalisations topologiques.

On a la variante suivante du théorème de Whitehead :

Théorème 1.6. — Soit f : X ′ → X un morphisme d’ensembles simpliciaux. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est une équivalence faible simpliciale ;
(b) Π1(f) est une équivalence de groupoïdes, et pour tout système local M sur X et

tout n > 0, le morphisme de groupes abéliens Hn(f,M) : Hn(X ′, f∗(M)) → Hn(X, M),
induit par f , est un isomorphisme ;

(c) Π1(f) est une équivalence de groupoïdes, et pour toute composante connexe X ′
0

de X ′ et tout n > 0, le morphisme de groupes abéliens Hn(X̃ ′
0,Z) → Hn(X̃0,Z), où

X0 est la composante connexe de X correspondant à X ′
0 par l’équivalence Π1(f), et

X̃ ′
0 (resp. X̃0) le revêtement universel de X ′

0 (resp. de X0) pointé par un de ses points
(resp. par l’image par f de ce point), est un isomorphisme.
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Esquisse de preuve. — (a)⇒ (b). Supposons que f est une équivalence faible simpli-
ciale. Par définition, Π1(f) est alors une équivalence de groupoïdes. Il suffit donc de
montrer que pour tout système local M : Π1(X)◦ → Ab, le morphisme de complexes
C(f,M) : C(X ′, f∗(M)) → C(X,M) est un quasi-isomorphisme. Fixons un tel sys-
tème local M , et considérons la catégorie ∆̂/X des ensembles simpliciaux au-dessus
de X munie de la structure de catégorie de modèles induite de celle de ∆̂, la catégorie
Comp(Ab) des complexes de groupes abéliens munie de la structure de catégorie de
modèles injective (dont les cofibrations sont les monomorphismes et les équivalences
faibles les quasi-isomorphismes), et F : ∆̂/X → Comp(Ab) le foncteur associant à un
objet (T, p : T → X) le complexe C(T, p∗(M)). Il suffit de montrer que ce foncteur
respecte les équivalences faibles, et pour cela, comme tous les objets de ∆̂/X sont
cofibrants, qu’il est un foncteur de Quillen à gauche. Il est évident que ce foncteur
respecte les monomorphismes, et qu’il commute aux limites inductives et est donc un
adjoint à gauche, puisqu’il est un foncteur entre catégories localement présentables.
Pour conclure, il reste donc à montrer que ce foncteur envoie les cofibrations tri-
viales génératrices de ∆̂/X sur des quasi-isomorphismes. Or, les cofibrations triviales
génératrices de ∆̂/X sont les inclusions de cornets au-dessus de X,

Λk
n

i
↪→ ∆n

p−→ X ,

et comme le groupoïde Π1(∆n) est trivial le système local p∗(M) sur ∆n est isomorphe
au système constant de valeur Mp(n). On en déduit que l’image du morphisme i au-
dessus de X par le foncteur F s’identifie au morphisme C(Λk

n,Mp(n)) → C(∆n,Mp(n))
des complexes calculant l’homologie à valeurs dans le groupe constant Mp(n). Ce
morphisme de complexes est un quasi-isomorphisme car, d’une part, l’image d’une
inclusion de cornets dans la catégorie des ensembles simpliciaux à homotopie près est
un isomorphisme, et d’autre part, le foncteur homologie à valeurs dans un groupe
abélien constant transforme les homotopies simpliciales en homotopies de complexes.

(b) ⇒ (c). Pour montrer cette implication on se ramène aussitôt au cas où X et
X ′ sont 0-connexes. Choisissons un point a′ de X ′, soit a son image par f , et consi-
dérons le revêtement universel X̃ ′ (resp. X̃) de l’ensemble simplicial pointé (X ′, a′)
(resp. (X, a)) et le morphisme f̃ : X̃ ′ → X̃ induit par f . On définit un système local
M sur X comme suit. Pour tout 0-simplexe x de X, Mx est le Z-module libre engen-
dré par l’ensemble Π1(X; x, a). Pour tout 1-simplexe x de X, on a un morphisme de
Z-modules x∗ : Mx1 → Mx0 , induit par l’application

Π1(X, x1, a) → Π1(X, x0, a) , g 7→ g ◦ x .

La définition du groupoïde Π1(X) par générateurs et relations montre que pour
tout 2-simplexe x de X, on a x∗02 = x∗01 ◦ x∗12, et qu’on définit ainsi un foncteur
M : Π1(X)◦ → Ab. Une vérification simple mais fastidieuse montre alors que le mor-
phisme de complexes C(f,M) : C(X ′, f∗(M)) → C(X,M) s’identifie au morphisme
C(f̃ ,Z) : C(X̃ ′,Z) → C(X̃,Z), ce qui prouve l’implication.
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(c) ⇒ (a). On peut à nouveau supposer X ′ et X 0-connexes, choisir un point a′

de X ′ et considérer le morphisme f̃ : X̃ ′ → X̃ induit par f , entre les revêtements
universels correspondants. La réalisation topologique |X̃ ′| (resp. |X̃|) de X̃ ′ (resp. X̃)
s’identifie au revêtement universel de X ′ (resp. X), et |f̃ | au morphisme entre les
revêtements universels induit par |f |. Or, en vertu d’un théorème d’Eilenberg, pour
tout ensemble simplicial T et tout n > 0, on a un isomorphisme Hn(|T |,Z) ' Hn(T,Z),
fonctoriel en T . L’hypothèse de la condition (c) implique donc que pour tout n > 0,
le morphisme Hn(|f̃ |,Z) : Hn(|X̃ ′|,Z) → Hn(|X̃|,Z) est un isomorphisme. Comme les
espaces |X̃ ′| et |X̃| sont simplement connexes, le théorème de Whitehead implique que
|f̃ | est une équivalence d’homotopie. Comme par hypothèse Π1(f), donc aussi Π1(|f |),
est une équivalence de groupoïdes, la longue suite exacte des groupes d’homotopie
implique que |f |, donc aussi f , est une équivalence faible.

Remarque 1.7. — Le fait que dans la condition (b) du théorème ci-dessus on a sup-
posé que M est un système local, et pas seulement un système local faible, est essen-
tiel. En effet, il faut se garder de croire que l’homologie à coefficients dans un système
local faible soit invariante par les équivalences faibles simpliciales. Par exemple, si
f : X ′ → X est le nerf de l’inclusion de la catégorie ponctuelle {1} dans la catégorie
{0 → 1}, et M le système local faible M1 → M0, avec M0 = Z et M1 = 0, alors on
vérifie facilement que H0(X ′, f∗(M)) = 0, tandis que H0(X,M) = Z.

2. Rappels sur les ∞-catégories strictes et les polygraphes

Toutes les∞-catégories considérées dans cet article seront des∞-catégories strictes
et les ∞-foncteurs des ∞-foncteurs stricts, et on dira simplement ∞-catégorie pour
∞-catégorie stricte et ∞-foncteur pour ∞-foncteur strict. Aucune hypothèse d’inver-
sibilité (stricte ou faible) des i-flèches n’est faite en général, autrement dit, il s’agit
de (∞,∞)-catégories.

2.1. — On note ∞-Cat la catégorie des (petites) ∞-catégories et ∞-foncteurs.
Pour X une ∞-catégorie et n > 0, on note Xn l’ensemble des ses n-cellules, qu’on
appellera également objets, si n = 0, et n-flèches, si n > 0. Pour x ∈ Xn et 0 6 i 6 n,
six et tix désignent respectivement la i-cellule i-source et i-but (itérés) de x (en
particulier snx = x = tnx), et 1x la (n + 1)-flèche unité de x. On dira parfois qu’une
n-cellule est triviale si elle est l’unité d’une (n− 1)-cellule. Pour 0 6 i < min{n0, n1},
x0 ∈ Xn0 , x1 ∈ Xn1 , on dira que x0 et x1 sont i-composables si tix0 = six1, et on
notera x1 ∗i x0 leur i-composé. Par convention, si i1 < i2, la i1-composition sera
prioritaire par rapport à la i2-composition. Par exemple, on écrira x2 ∗1 x1 ∗0 x0

pour x2 ∗1 (x1 ∗0 x0), dès que cette dernière expression a un sens. Pour n > 0, on dit
qu’une n-cellule est indécomposable si, ou bien n = 0, c’est-à-dire x est un objet, ou
bien n > 0, x n’est pas une unité, et pour tout 0 6 i < n et toute décomposition
x = x1 ∗i x0 de x, au moins une des deux cellules x0, x1 est une unité (itérée) d’une
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i-cellule. On note X◦ la ∞-catégorie dual total de X, obtenue de X en inversant le
sens de ses i-flèches pour tout i > 0.

Une n-catégorie (stricte) sera toujours considérée comme une ∞-catégorie dont
les i-cellules sont triviales pour i > n. En particulier, la catégorie Cat des petites
catégories, sera considérée comme une sous-catégorie pleine de ∞-Cat. L’inclusion de
la sous-catégorie pleine de ∞-Cat formée des n-catégories admet un adjoint à gauche
et un adjoint à droite appelés respectivement foncteur de troncation intelligente et
foncteur de troncation bête. Si X est une ∞-catégorie, son n-tronqué bête est la sous-
∞-catégorie de X ayant mêmes i-cellules que X pour 0 6 i 6 n, et seulement des
i-cellules triviales pour i > n. Son tronqué intelligent est le quotient de X ayant mêmes
i-cellules que X pour 0 6 i < n, dont les n-cellules sont obtenues de celles de X en
identifiant deux n-cellules si elles sont reliées par un zigzag de (n+1)-cellules de X, et
n’ayant que des i-cellules triviales pour i > n. La catégorie fondamentale de X est son
1-tronqué intelligent, et son groupoïde fondamental le groupoïde enveloppant de cette
dernière. Par convention, le (-1)-tronqué bête d’une ∞-catégorie est la ∞-catégorie
vide ∅.

Pour n > 0, on note Dn le n-disque, unique à isomorphisme unique près, n-catégorie
ayant exactement une n-cellule non triviale ζn , appelée sa cellule fondamentale, et
pour 0 6 i < n, exactement deux i-cellules non triviales, égales à siζn et tiζn .

D0 = • , D1 = • // • , D2 = • $$

::®¶
• , D3 = • ""

<<®¶®¶
_*4 • . . . .

Le couple (Dn, ζn) coreprésente le foncteur

∞-Cat → Ens , X 7→ Xn ,

associant à une ∞-catégorie l’ensemble de ses n-cellules, autrement dit, on a une
bijection naturelle en X

Hom∞-Cat(Dn, X) ∼→ Xn , f 7→ f(ζn) .

En particulier, la (n− 1)-cellule sn−1ζn (resp. tn−1ζn) définit le morphisme cosource
(resp. cobut) Dn−1 → Dn.

On note Sn−1 la (n− 1)-sphère, (n− 1)-tronqué bête de Dn,

S−1 = ∅ , S0 = • • , S1 = • $$

:: • , S2 = • ""

<<®¶®¶
• . . . .

et in : Sn−1 ↪→ Dn l’inclusion.

2.2. — La notion de ∞-catégorie libre au sens des polygraphes, ou plus simple-
ment polygraphe, introduite indépendamment par Ross Street [46], [47] (sous le nom
de « computad ») et Albert Burroni [17], [18], est l’analogue exact en théorie des
∞-catégories de la notion de CW-complexe en topologie.
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Un polygraphe est une ∞-catégorie X, admettant une filtration notée

∅ = X6−1 ↪→ X60 ↪→ X61 ↪→ · · · ↪→ X6n−1 ↪→ X6n ↪→ · · · ↪→ lim−→X6n = X

telle que pour tout n > 0, il existe un carré cocartésien de ∞-Cat de la forme

q
In

Sn−1 //

q
In

in

²²

X6n−1

²²

q
In

Dn
// X6n .

La∞-catégorie X6n est alors une n-catégorie et s’identifie au n-tronqué bête de X. De
plus, la flèche horizontale du bas est déterminée par les images de la cellule principale
de Dn par les composantes Dn → X6n de cette flèche, établissant ainsi une bijection
entre l’ensemble In des indices et l’ensemble Bn de ces images. On démontre que Bn

est l’ensemble des n-cellules indécomposables de X [34]. Par conséquent, aussi bien la
filtration que les carrés cocartésiens ci-dessus sont déterminés par la seule structure
de ∞-catégorie de X. On dit alors que l’ensemble de cellules B = qn>Bn est la
base du polygraphe X ou que B engendre librement (au sens des polygraphes) la
∞-catégorie X.

2.3. — La catégorie ∞-Cat des ∞-catégories admet une structure de catégorie de
modèles à engendrement cofibrant, connue sous le nom de « structure folk » [32]. Les
cofibrations de cette structure sont engendrées par l’ensemble I formé des inclusions
canoniques in : Sn−1 ↪→ Dn, n > 0, des sphères dans les disques, et les cofibrations
triviales par l’ensemble J des inclusions jn : Dn ↪→ Jn+1, n > 0, définies comme
suit. En vertu de l’argument du petit objet, le morphisme Sn → Dn envoyant les
deux n-cellules non triviales de Sn sur la cellule principale de Dn et induisant un
isomorphisme des (n − 1)-tronqués bêtes, se décompose en une cofibration suivie
d’une fibration triviale (flèche ayant la propriété de relèvement à droite relativement
aux flèches in, n > 0)

Sn kn−→ Jn+1
rn−→ Dn .

Le morphisme jn est le composé de l’inclusion Dn → Sn, induite par la cosource
Dn → Dn+1, suivi de kn. Les équivalences faibles de cette structure, appelées équiva-
lences folk, sont une généralisation ∞-catégorique naturelle des équivalences de caté-
gories (et de 2-catégories). Si f est une équivalence folk, pour tout n > 0, le n-tronqué
intelligent de f l’est aussi, mais la réciproque est fausse. Les objets cofibrants de cette
structure sont les polygraphes [40], et tout objet est fibrant.

3. Homologie polygraphique d’un système local ∞-catégorique

3.1. — Soit X une ∞-catégorie. Un système local faible sur X est un ∞-foncteur
M : X◦ → Ab, où Ab désigne la catégorie des groupes abéliens vue comme une
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∞-catégorie dont les n-cellules sont des identités pour n > 1. Par adjonction, un
tel ∞-foncteur correspond à un foncteur contravariant c1(X)◦ → Ab de la catégorie
fondamentale (1-tronqué intelligent) de X vers Ab. Il revient donc au même de se
donner pour tout objet x de X un groupe abélien Mx et pour toute 1-flèche x : x0 → x1

de X un morphisme de groupes abéliens x∗ := x∗M := Mx : Mx1 → Mx0 satisfaisant
aux conditions suivantes. Pour toute 2-flèche x : x0 ⇒ x1 de X, on a x∗0 = x∗1, pour
tout couple de 1-flèches composables x0, x1 de X, on a (x1∗0x0)∗ = x∗0x

∗
1, et pour tout

objet x de X, on a 1∗x = 1Mx . On dit que le système local faible M est un système local
si pour toute 1-flèche de X, le morphisme de groupes abéliens x∗ est un isomorphisme,
autrement dit, si le ∞-foncteur M se factorise par le groupoïde fondamental Π1(X)
de X, groupoïde enveloppant de sa catégorie fondamentale c1(X).

3.2. — Soient X une ∞-catégorie et M un système local faible sur X. On définit un
complexe de chaînes de groupes abéliens C(X, M) comme suit :

Cn(X, M) =
⊕

x∈Xn

Mt0x

/
∼n , n > 0 ,

où ∼n désigne la plus petite relation d’équivalence compatible à l’addition engendrée
par les relations :

(∗0) (x1 ∗0 x0, m) ∼n (x1,m) + (x0, t1(x1)∗(m)) , m ∈ Mt0(x1∗0x0)=t0x1 ,

(∗i) (x1 ∗i x0,m) ∼n (x1,m) + (x0,m) , 0 < i < n , m ∈ Mt0(x1∗ix0)=t0x1=t0x0 ,

quand ces composés x1 ∗i x0 ont un sens (en particulier ∼0 est l’égalité et ∼1 est
engendrée par la seule relation (∗0)). La différentielle

dn : Cn(X,M) → Cn−1(X, M) , n > 0 ,

est définie par la formule

dn(x,m) =

{
(t0x, m)− (s0x, x∗m) , n = 1 ,

(tn−1x,m)− (sn−1x,m) , n > 1 .

Proposition 3.3. — Les formules ci-dessus définissent bien un complexe de chaînes.

Démonstration. — Vérifions d’abord la compatibilité de la différentielle dn, n > 0,
aux relations (∗i), 0 6 i < n. On distingue plusieurs cas :

— n = 1, i = 0, x0, x1 1-cellules 0-composables. On a :

d1(x1 ∗0 x0,m) = (t0(x1 ∗0 x0),m)− (s0(x1 ∗0 x0), (x1 ∗0 x0)∗(m))

= (t0x1,m)− (s0x0, x
∗
0x
∗
1(m))

et
d1(x1,m) + d1(x0, t1(x1)∗(m)) =

= (t0x1,m)− (s0x1, x
∗
1m) + (t0x0, x

∗
1m)− (s0x0, x

∗
0x
∗
1(m))

= (t0x1,m)− (s0x0, x
∗
0x
∗
1(m)) .
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— n > 1, i = 0, x0, x1 n-cellules 0-composables. On a :

dn(x1 ∗0 x0,m) = (tn−1(x1 ∗0 x0), m)− (sn−1(x1 ∗0 x0),m)

= (tn−1x1 ∗0 tn−1x0,m)− (sn−1x1 ∗0 sn−1x0,m)

∼n−1 (tn−1x1,m) + (tn−1x0, t1tn−1(x1)∗(m))

− (sn−1x1,m)− (sn−1x0, t1sn−1(x1)∗(m))

et
dn(x1,m) + dn(x0, t1(x1)∗(m)) =

= (tn−1x1,m)− (sn−1x1, m) + (tn−1x0, t1(x1)∗(m))− (sn−1x0, t1(x1)∗(m)) .

Si n > 2, on conclut par les relations globulaires, et si n = 2 en remarquant que
t1s1(x1)∗ = s1(x1)∗ = t1(x1)∗, puisque la 2-flèche x1 de X s’envoie sur une identité
dans Ab qui est une (1-)catégorie.

— n > 1, 0 < i < n− 1, x0, x1 n-cellules i-composables. On a :

dn(x1 ∗i x0,m) = (tn−1(x1 ∗i x0),m)− (sn−1(x1 ∗i x0),m)

= (tn−1x1 ∗i tn−1x0,m)− (sn−1x1 ∗i sn−1x0,m)

∼n−1 (tn−1x1,m) + (tn−1x0, m)− (sn−1x1,m)− (sn−1x0,m)

et
dn(x1,m) + dn(x0,m) =

= (tn−1x1,m)− (sn−1x1, m) + (tn−1x0,m)− (sn−1x0,m) .

— n > 1, i = n− 1, x0, x1 n-cellules (n− 1)-composables. On a :

dn(x1 ∗n−1 x0,m) = (tn−1(x1 ∗n−1 x0),m)− (sn−1(x1 ∗n−1 x0),m)

= (tn−1x1,m)− (sn−1x0,m)

et
dn(x1,m) + dn(x0, m) =

= (tn−1x1,m)− (sn−1x1,m) + (tn−1x0,m)− (sn−1x0,m)

= (tn−1x1,m)− (sn−1x0,m) .

Il reste à prouver que dn−1dn = 0, pour n > 2 ;
— n > 2. L’égalité est conséquence immédiate des relations globulaires.
— n = 2, x 2-cellule de X, m ∈ Mt0x. On a :

d1d2(x,m) = d1((t1x,m)− (s1x,m))

= (t0t1x,m)− (s0t1x, t1(x)∗(m))

− (t0s1x,m) + (s0s1x, s1(x)∗(m)) = 0 ,

grâce aux relations globulaires et au fait que t1(x)∗(m) = s1(x)∗(m), puisqu’on a une
2-flèche x : s1(x) ⇒ t1(x).

Remarque 3.4. — Pour n > 0, la relation (∗n−1) implique aussitôt que si x est
une (n − 1)-cellule de X et m ∈ Mt0x, on a (1x,m) ∼n 0. On en déduit que pour
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0 6 i < n′ < n, la relation (∗i) implique que si x0, x1 sont deux cellules i-composables
de X et m ∈ Mt0(x1∗ix0), et si x1 est de dimension n et x0 de dimension n′, on a

(x1 ∗i x0,m) ∼n (x1,m) ,

et inversement, si x0 est de dimension n et x1 de dimension n′, on a

(x1 ∗i x0,m) ∼n

{
(x0, t1(x1)∗(m)) , i = 0 ,

(x0,m) , i > 0 .

3.5. — Soient f : X ′ → X un ∞-foncteur strict et M : X◦ → Ab un système local
faible sur X. Le composé

X ′◦ f◦
// X◦ M // Ab

définit un système local faible sur X ′ noté f∗(M). Pour toute 1-flèche x′ de X ′ et
tout m ∈ f∗(M)t0x′ = Mf(t0x′) = Mt0(fx′), on a alors

x′∗(m) = f∗(M)x′(m) = Mf(x′)(m) = f(x′)∗(m)

(où « l’étoile en haut » du membre de gauche est relative au système local faible f∗(M)
sur X ′, tandis que celle du membre de droite est relative au système local faible M

sur X).

Pour n > 0, le ∞-foncteur f induit, en posant M ′ = f∗(M), un morphisme de
groupes abéliens

⊕
x′∈X′

n

M ′
t0x′ →

⊕
x∈Xn

Mt0x , (x′,m) 7→ (f(x′),m) , x′ ∈ X ′
n , m ∈ M ′

t0x′ = Mt0(fx′)

qui est compatible de façon évidente aux relations ∗i, 0 6 i 6 n, et aux différentielles,
et définit donc un morphisme de complexes C(f, M) : C(X ′, f∗(M)) → C(X, M). De
plus, pour tout ∞-foncteur f ′ : X ′′ → X ′, on vérifie aussitôt qu’on a l’égalité

C(ff ′,M) = C(f, M) ◦ C(f ′, f∗(M)) ,

et que si X ′ = X et f = 1X , alors C(1X ,M) = 1C(X,M).

3.6. — Soient X une ∞-catégorie, et M et M ′ deux systèmes locaux faibles sur X.
Un morphisme de systèmes locaux faibles sur X de M ′ vers M est une transformation
naturelle du foncteur M ′ vers le foncteur M . Concrètement, la donnée d’une telle
transformation ϕ revient à la donnée, pour tout objet x de X, d’un morphisme de
groupes abéliens ϕx : M ′

x → Mx tel que pour toute 1-flèche x : x0 → x1, le carré

M ′
x1

ϕx1 //

x∗=M ′
x

²²

Mx1

x∗=Mx

²²

M ′
x0 ϕx0

// Mx0
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soit commutatif. Le morphisme ϕ induit, pour n > 0, un morphisme de groupes
abéliens

⊕
x∈Xn

M ′
t0x →

⊕
x∈Xn

Mt0x , (x,m) 7→ (x, ϕt0x(m)) , x ∈ Xn , m ∈ M ′
t0x ,

dont la compatibilité aux relations ∗i est tautologique pour 0 < i 6 n, et résulte
facilement de la commutativité du carré ci-dessus pour i = 0. De même, sa com-
patibilité aux différentielles di est évidente pour i > 1, et résulte aussitôt de la
commutativité dudit carré pour i = 1. Il définit donc un morphisme de complexes
C(X,ϕ) : C(X,M ′) → C(X,M). De plus, si ϕ′ : M ′′ → M ′ est un morphisme de
systèmes locaux faibles sur X, on a

C(X,ϕϕ′) = C(X,ϕ) ◦ C(X, ϕ′) ,

et si M ′ = M et ϕ = 1M , alors C(X, 1M ) = 1C(X,M).

3.7. — Les fonctorialités des deux paragraphes précédents satisfont à la compatibilité
suivante dont la vérification est immédiate. Soient X une ∞-catégorie, ϕ : M ′ → M

un morphisme de systèmes locaux faibles sur X, et f : X ′ → X un ∞-foncteur. Alors
la transformation naturelle f∗(ϕ) := ϕ ∗ f◦ définit un morphisme de systèmes locaux
faibles f∗(ϕ) : f∗(M ′) → f∗(M) sur X ′, et le carré

C(X ′, f∗(M ′))
C(X′,f∗(ϕ))

//

C(f,M ′)
²²

C(X ′, f∗(M))

C(f,M)

²²

C(X, M ′)
C(X,ϕ)

// C(X,M)

est commutatif.

3.8. — On peut combiner les fonctorialités des paragraphes 3.5 et 3.6 comme suit. La
catégorie des systèmes locaux faibles dans ∞-Cat est la catégorie ayant comme objets
les couples (X, M), où X est une ∞-catégorie et M un système local faible sur X,
un morphisme (X ′,M ′) → (X, M) étant un couple (f, ϕ), où f : X ′ → X est un
∞-foncteur et ϕ : M ′ → f∗(M) une transformation naturelle, la composition de deux
morphismes composables étant définie par la formule (f, ϕ)◦ (f ′, ϕ′) = (ff ′, f ′∗(ϕ)ϕ′).

Si (f, ϕ) : (X ′,M ′) → (X,M) est un morphisme de systèmes locaux faibles dans
∞-Cat, le composé

C(X ′,M ′)
C(X′,ϕ)

// C(X ′, f∗(M))
C(f,M)

// C(X, M)

définit un morphisme de complexes de groupes abéliens

C(f, ϕ) : C(X ′,M ′) → C(X, M) .

Explicitement, ce morphisme est induit par les morphismes de groupes abéliens
⊕

x′∈X′
n

M ′
t0x′→

⊕
x∈Xn

Mt0x , (x′, m′) 7→ (f(x′), ϕt0x′(m′)) , x′ ∈ X ′
n , m′ ∈ M ′

t0x′ , n > 0 .
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On laisse au lecteur le soin de vérifier que, grâce à la compatibilité du paragraphe
précédent, on obtient ainsi un foncteur de la catégorie des systèmes locaux faibles
dans ∞-Cat vers celle des complexes de groupes abéliens. Si X ′ = X et f = 1X , on a
C(1X , ϕ) = C(X,ϕ) (cf. paragraphe 3.6), et de même, si M ′ = f∗(M) et ϕ = 1f∗(M),
on a C(f, 1f∗(M)) = C(f, M) (cf. paragraphe 3.5).

3.9. — On rappelle qu’étant donnés deux ∞-foncteurs f0, f1 : X ′ → X une trans-
formation oplax, ou plus simplement transformation, de f0 vers f1 est un ∞-foncteur
α : D1 ⊗ X ′ → X tel que fk = α∂k

X′ , k = 0, 1, où ⊗ désigne le produit de Gray
∞-catégorique [1], [22], [13, appendice A], D1 la catégorie {0 → 1}, et ∂k

X′ le
∞-foncteur

X ′ ' D0 ⊗X ′ k⊗X′
// D1 ⊗X ′

(D0 la catégorie ponctuelle et k : D0 → D1 le foncteur défini par l’objet k de D1). Il
revient au même (voir par exemple [13, appendice B]) de se donner, pour tout n > 0
et toute n-cellule x de X ′, une (n + 1)-cellule αx de X satisfaisant aux conditions
suivantes :

0) Compatibilité aux sources et aux buts. Pour tout n > 0, toute n-cellule
x de X ′ et tout i, 0 6 i 6 n, on a

siαx = αti−1x ∗i−1 · · · ∗1 αt0x ∗0 f0(six) ,

tiαx = f1(tix) ∗0 αs0x ∗1 · · · ∗i−1 αsi−1x .

En particulier, pour i = 0, s0αx = f0(s0x) et t0αx = f1(t0x), et si n = 0, c’est-à-dire
si x est un objet de X ′, alors αx est une 1-flèche de X de source f0(x) et but f1(x).
De même, pour i = 1 et n > 1, on a s1αx = αt0x ∗0 f0(s1x) et t1αx = f1(t1x) ∗0 αs0x,
et si n = 1, c’est-à-dire si x : x0 → x1 est une 1-flèche de X ′, alors αx est une 2-flèche
de X de source αx1

∗0 f0(x) et but f1(x) ∗0 αx0
.

1) Compatibilité aux unités. Pour tout n > 0 et toute n-cellule x de X ′, on a
α1x

= 1αx
.

2) Compatibilité aux compositions. Pour tout n > 0, tout i, 0 6 i < n, et tout
couple de n-cellules i-composables x0, x1 de X ′, on a

αx1∗ix0
= f1(ti+1x1)∗0αs0

∗1· · · ∗i−1αsi−1
∗iαx0

∗i+1αx1
∗iαti−1

∗i−1· · · ∗1αt0∗0f0(si+1x0),

où pour tout k, 0 6 k < i, on note

sk = skx0 = skx1 et tk = tkx0 = tkx1 .

En particulier, pour i = 0, on a

αx1∗0x0
= (f1(t1x1) ∗0 αx0

) ∗1 (αx1
∗0 f0(s1x0)) .

Si g est un ∞-foncteur de source X, le composé du ∞-foncteur α : X ′ ⊗D1 → X

avec g définit une transformation, notée g ∗ α, de gf0 vers gf1. De même, si h est un
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∞-foncteur de but X ′, le composé α(h⊗ 1D1) définit une transformation, notée α ∗ h

de f0h vers f1h.

Lemme 3.10. — Soient P un polygraphe, q : X ′ → X une fibration triviale pour
la structure folk sur ∞-Cat (cf. paragraphe 2.3), f ′0, f

′
1 : P → X ′ deux ∞-foncteurs,

et α une transformation oplax de f0 := qf ′0 vers f1 := qf ′1. Alors il existe une trans-
formation oplax α′ de f ′0 vers f ′1 telle que α = q ∗ α′.

Démonstration. — Considérons le carré commutatif

P q P

²²

(f ′0,f ′1) // X ′

q

²²

P ⊗D1 α
// X ,

où la flèche verticale de gauche est l’inclusion canonique, qui s’identifie au produit de
Gray de l’inclusion S0 = D0qD0 ↪→ D1 par l’objet cofibrant P , et est donc, en vertu
du théorème 5.6 de [8], une cofibration de la structure folk. Comme q est une fibration
triviale pour cette structure, ce carré admet un relèvement α′ : P ⊗ D1 → X ′, qui
est une transformation oplax de f ′0 vers f ′1 telle que α = q ∗ α′. (Pour plus de détails
voir [26, Lemma 6.5].)

3.11. — Soient f0, f1 : X ′ → X deux ∞-foncteurs, α : f0 ⇒ f1 une transformation
oplax de f0 vers f1, et M un système local faible sur X. Le composé ϕ := M ∗ α

définit un morphisme de systèmes locaux faibles sur X ′ (cf. paragraphe 3.6)

ϕ : f∗1 (M) → f∗0 (M) .

En effet, en vertu des formules de compatibilité de α aux sources et buts, pour
tout objet x′ de X ′, αx′ est une 1-flèche de X de source f0(x′) et but f1(x′),
d’où un morphisme de groupes abéliens ϕx′ := α∗x′ := Mαx′ : Mf1(x′) → Mf0(x′).
De même, pour toute 1-flèche x′ : x′0 → x′1 de X ′, αx′ est une 2-flèche de X de
source αx′1

∗0 f0(x′) et but f1(x′) ∗0 αx′0
. L’existence de cette 2-flèche implique que

Mαx′1
∗0f0(x′) = Mf1(x′)∗0αx′0

, d’où en vertu de la fonctorialité contravariante de M , la
commutativité du carré

f∗1 (M)x′1

ϕx′1
=Mα

x′1 //

x′∗=f∗1 (M)x′=Mf1(x′)
²²

f∗0 (M)x′1

x′∗=f∗0 (M)x′=Mf0(x′)
²²

f∗1 (M)x′0 ϕx′0
=Mα

x′0

// f∗0 (M)x′0
.

On en déduit un morphisme de systèmes locaux faibles dans ∞-Cat

(f0, ϕ) : (X ′, f∗1 (M)) → (X, M) ,
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d’où (cf. paragraphe 3.8) un morphisme de complexes

C(f0, ϕ) : C(X ′, f∗1 (M)) → C(X, M)

composé des morphismes

C(X ′, f∗1 (M))
C(X′,ϕ)

// C(X ′, f∗0 (M))
C(f0,M)

// C(X,M) .

Par ailleurs, on a aussi un morphisme de complexes de même source et même but

C(f1,M) : C(X ′, f∗1 (M)) → C(X, M) .

Lemme 3.12. — En gardant les hypothèses et notations ci-dessus, on a une homo-
topie de morphismes de complexes h de C(f0, ϕ) vers C(f1,M), définie par

Cn(X ′, f∗1 (M)) → Cn+1(X,M) , (x′, m) 7→ (αx′ ,m) , n > 0 .

Démonstration. — Posons M ′ = f∗1 (M). On remarque d’abord que pour tout n > 0,
tout x′ ∈ X ′

n, et tout m ∈ M ′
t0x′ , comme en vertu des formules de compatibilité d’une

transformation aux buts t0αx′ = f1(t0x′) et comme par définition M ′
t0x′ = Mf1(t0x′),

on a m ∈ Mt0α
x′
, et l’application (x′, m) 7→ (αx′ ,m) définit donc un morphisme de

groupes abéliens
⊕

x′∈X′
n

M ′
t0x′ −→

⊕
x∈Xn+1

Mt0x .

Montrons que ce morphisme est compatible aux relations ∗i du paragraphe 3.2. Soient
donc 0 6 i < n et x′0, x

′
1 deux n-cellules i-composables de X ′. On distingue deux cas :

— i = 0. En vertu de la formule de compatibilité d’une transformation à la
0-composition, la relation (∗1), et la remarque 3.4, on a

hn(x′1 ∗0 x′0,m) = (αx′1∗0x′0
,m)

= ((f1(t1x′1) ∗0 αx′0
) ∗1 (αx′1

∗0 f0(s1x
′
0)),m)

∼n+1 (f1(t1x′1) ∗0 αx′0
,m) + (αx′1

∗0 f0(s1x
′
0), m)

∼n+1 (αx′0
, f1(t1x′1)

∗(m)) + (αx′1
,m)

= (αx′1
,m) + (αx′0

, t1(x′1)
∗(m))

= hn((x′1,m) + (x′0, t1(x
′
1)
∗(m)))

(en se souvenant, pour l’avant dernière égalité, que f1(t1x′1)
∗(m) = t1(x′1)

∗(m), où
« l’étoile en haut » du membre de gauche est relative au système local faible M sur X,
tandis que celle du membre de droite est relative au système local faible M ′ sur X ′).
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— i > 0. En vertu de la formule de compatibilité d’une transformation à la
i-composition, la relation (∗i+1), et la remarque 3.4, on a

hn(x′1 ∗i x′0,m) = (αx′1∗ix
′
0
,m)

∼n+1 (f1(ti+1x
′
1) ∗0 αs0x′0

∗1 · · · ∗i−1 αsi−1x′0
∗i αx′0

, m)

+ (αx′1
∗i αti−1x′1

∗i−1 · · · ∗1 αt0x′1
∗0 f0(si+1x

′
0), m)

∼n+1 (αx′0
,m) + (αx′1

,m) = hn((x′1, m) + (x′0,m)) .

Il reste à montrer que, pour n > 0, on a

dn+1hn + hn−1dn = Cn(f1,M)− Cn(f0, ϕ)

(avec la convention d0 = 0 et h−1 = 0). On distingue trois cas :

— n = 0, x′ objet de X ′, m ∈ M ′
x′ = Mf1x′ . On a

d1h0(x′,m) = d1(αx′ ,m) = (t0αx′ ,m)− (s0αx′ , α
∗
x′(m))

= (f1(x′), m)− (f0(x′), ϕx′(m)) = (C0(f1,M)− C0(f0, ϕ))(x′,m) .

— n = 1, x′ 1-flèche de X ′, m ∈ M ′
t0x′ . En vertu de la formule de compatibilité

d’une transformation aux sources et buts et de la relation ∗0, on a

(d2h1 + h0d1)(x′,m) = d2(αx′ ,m) + h0((t0x′,m)− (s0x
′, x′∗(m)))

= (t1αx′ ,m)− (s1αx′ ,m) + (αt0x′ ,m)− (αs0x′ , x
′∗(m))

= (f1(x′) ∗0 αs0x′ , m)− (αt0x′ ∗0 f0(x′), m)

+ (αt0x′ ,m)− (αs0x′ , x
′∗(m))

∼1 (f1(x′),m) + (αs0x′ , f1(x′)∗(m))

− (αt0x′ ,m)− (f0(x′), α∗t0x′(m))

+ (αt0x′ ,m)− (αs0x′ , x
′∗(m))

= (f1(x′), m)− (f0(x′), ϕt0x′(m))

= (C1(f1, M)− C1(f0, ϕ))(x′, m) .

— n > 1, x′ n-flèche de X ′, m ∈ M ′
t0x′ . En vertu de la formule de compatibilité

d’une transformation aux sources et buts, de la relation ∗n−1, et de la remarque 3.4,
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on a
(dn+1hn + hn−1dn)(x′,m) = dn+1(αx′ , m) + hn−1((tn−1x

′,m)− (sn−1x
′,m))

= (tnαx′ ,m)− (snαx′ ,m) + (αtn−1x′ ,m)− (αsn−1x′ ,m)

= (f1(x′) ∗0 αs0x′ ∗1 · · · ∗n−1 αsn−1x′ ,m)

− (αtn−1x′ ∗n−1 · · · ∗1 αt0x′ ∗0 f0(x′), m)

+ (αtn−1x′ ,m)− (αsn−1x′ ,m)

∼n (f1(x′),m) + (αsn−1x′ ,m)

− (αtn−1x′ ,m)− (f0(x′), α∗t0x′(m))

+ (αtn−1x′ ,m)− (αsn−1x′ ,m)

= (f1(x′),m)− (f0(x′), ϕt0x′(m))

= (Cn(f1,M)− Cn(f0, ϕ))(x′,m) ,

ce qui achève la démonstration du lemme.

Proposition 3.13. — Soient f0, f1 : X ′ → X deux ∞-foncteurs, α : f0 ⇒ f1

une transformation oplax de f0 vers f1, et M un système local faible sur X.
On suppose que pour tout objet x′ de X ′, le morphisme de groupes abéliens
α∗x′ := Mαx′ : Mf1(x′) → Mf0(x′) est un isomorphisme. Alors le morphisme de
complexes C(f0,M) : C(X ′, f∗0 (M)) → C(X, M) est un quasi-isomorphisme si et
seulement si le morphisme C(f1, M) : C(X ′, f∗1 (M)) → C(X, M) l’est.

Démonstration. — En vertu du lemme précédent et dans les notations du para-
graphe 3.11, il existe une homotopie entre les morphismes de complexes C(f1,M) et
C(f0, ϕ) = C(f0,M)◦C(X ′, ϕ). On en déduit que C(f1, M) est un quasi-isomorphisme
si et seulement si C(f0, ϕ) l’est. Or, l’hypothèse de la proposition implique aussitôt
que C(X ′, ϕ) est un isomorphisme, ce qui achève la démonstration.

Corollaire 3.14. — Soient j : X ′ → X un ∞-foncteur et M un système
local faible sur X. On suppose que j admet une rétraction r et qu’il existe
une transformation oplax α de jr vers 1X telle que pour tout objet x de X,
α∗x := Mαx : Mjr(x) → Mx soit un isomorphisme. Alors le morphisme de complexes
C(j, M) : C(X ′, j∗(M)) → C(X, M) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. — En vertu de la proposition précédente, l’hypothèse du corol-
laire implique que le morphisme de complexes C(jr,M) = C(j, M) ◦ C(r, j∗(M))
est un quasi-isomorphisme. Or, comme r est une rétraction de j, on a l’égalité
1C(X′, j∗(M)) = C(r, j∗(M)) ◦ C(j, r∗j∗(M)). On en déduit que C(r, j∗(M)) est un
quasi-isomorphisme, donc C(j, M) aussi.

Remarque 3.15. — L’hypothèse sur la transformation α dans la proposition et le
corollaire précédents est satisfaite par exemple si M est un système local, et pas
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seulement un système local faible, ou si pour tout objet x′ de X ′ l’image de αx′ dans
la catégorie fondamentale de X (1-tronqué intelligent de X) est un isomorphisme.

Théorème 3.16. — Soient X une∞-catégorie et M un système local faible. Le fonc-
teur F = FX,M : ∞-Cat/X → Comp(Ab) de la catégorie des ∞-catégories au-dessus
de X vers celle des complexes de groupes abéliens, associant à (X ′, p : X ′ → X) le
complexe C(X ′, p∗(M)) est un foncteur de Quillen à gauche pour la structure de caté-
gories de modèles sur ∞-Cat/X induite de la structure folk sur ∞-Cat et la structure
injective sur Comp(Ab) (ayant les quasi-isomorphismes comme équivalences faibles
et les monomorphismes comme cofibrations).

Ce théorème résulte des trois lemmes suivants.

Lemme 3.17. — Soient X une ∞-catégorie et M un système local faible. Le fonc-
teur

F = FX,M : ∞-Cat/X → Comp(Ab) , (X ′, p : X ′ → X) 7→ C(X ′, p∗(M)) ,

admet un adjoint à droite.

Démonstration. — Voir appendice A.

Lemme 3.18. — En gardant les hypothèses et les notations du lemme précédent, le
foncteur F respecte les cofibrations.

Démonstration. — Comme, en vertu du lemme précédent, le foncteur F admet un
adjoint à droite, il commute aux limites inductives et par suite il suffit de montrer
qu’il transforme les cofibrations génératrices en cofibrations. On rappelle que les cofi-
brations génératrices de la structure folk sur ∞-Cat sont les inclusions Sn−1 ↪→ Dn,
n > 0, où Dn est la n-catégorie ayant une seule cellule non triviale x en dimension
n et exactement deux cellules non triviales en dimension 0 6 i < n, à savoir six

et tix, et Sn−1 la sous-n-catégorie de Dn, ayant les mêmes cellules que Dn en di-
mension < n, et pas de cellule non trivial en dimension n [32]. On en déduit que
les cofibration génératrices de la structure induite sur ∞-Cat/X sont les inclusions
Sn−1 ↪→ Dn au-dessus de X, indexées par n > 0 et p : Dn → X, ∞-foncteur arbi-
traire. Comme il n’y a aucune composition non triviale dans Dn et Sn−1, il résulte
de la remarque 3.4 que l’image par le foncteur F d’une telle inclusion s’identifie à
l’inclusion des complexes N ′ ↪→ N , où, en posant M ′ = p∗(M), le complexe N est
défini par

N0 = M ′
t0x ⊕M ′

s0x , Ni = M ′
t0x ⊕M ′

t0x , 0 < i < n , Nn = M ′
t0x , Ni = 0 , i > n ,

d1 =
(

1 1
−t1(x)∗ −t1(x)∗

)
, di =

(
1 1
−1 −1

)
, 1 < i < n , dn =

(
1
−1

)
,
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(avec les adaptations évidentes de ces formules pour n = 0, 1) et N ′ est le sous-
complexe de N tel que N ′

n = 0 et N ′
i = Ni, pour 0 6 i < n, ce qui achève la

démonstration.

Lemme 3.19. — En gardant les notations et les hypothèses des lemmes précédents,
le foncteur F respecte les cofibrations triviales.

Démonstration. — Comme en vertu de ce qui précède le foncteur F commute aux
limites inductives et respecte les cofibrations, il suffit de montrer qu’il transforme les
cofibrations triviales génératrices en équivalences faibles.

On rappelle que les cofibrations triviales génératrices de la structure folk sur∞-Cat
sont des inclusions de la forme jn : Dn → Jn+1, n > 0, admettant une rétraction rn

qui est aussi une fibration triviale [32]. De plus, on peut choisir le polygraphe Jn+1

de sorte que son (n + 2)-tronqué bête soit le (n + 2)-polygraphe obtenu de Dn+1 en
adjoignant une (n + 1)-flèche v dans le sens opposé de celui de sa cellule principale
u : x → y et deux (n+2)-flèches ε : v ∗n u → 1x et η : 1y → u ∗n v [6, Remark 20.4.4].
Le morphisme jn est alors induit par la cosourse σ : Dn → Dn+1. On en déduit que
pour n = 0, la catégorie fondamentale c1(J1) de J1 est un groupoïde trivial, et que
pour n > 1, les objets de Jn+1 n’ont pas de 1-endomorphismes non triviaux et que
jnrn induit l’identité sur les objets.

La famille des inclusions jn : Dn → Jn+1 au-dessus de X, indexée par n > 0 et
p : Jn+1 → X,∞-foncteur arbitraire, engendre les cofibrations triviales de∞-Cat/X.
Il s’agit de montrer que C(jn, p∗(M)) est un quasi-isomorphisme. Or, comme Jn+1 est
un polygraphe et la rétraction rn de jn une fibration triviale, en vertu du lemme 3.10,
la transformation oplax identique de rn se relève (en remarquant que rnjnrn = rn) en
une transformation oplax α de jnrn vers 1Jn+1 . Pour conclure, il suffit de vérifier que
α satisfait aux hypothèses du corollaire 3.14 (relativement à p∗(M)). Si n > 0, comme
jnrn induit l’identité sur les objets et comme les objets de Jn+1 n’admettent pas de
1-endomorphismes non triviaux, pour tout objet x de Jn+1 on a αx = 1x, et à plus
forte raison l’hypothèse du corollaire est satisfaite. Cette hypothèse est également
satisfaite pour n = 0, puisque la catégorie fondamentale de J1 est un groupoïde
(cf. remarque 3.15).

Corollaire 3.20. — Soient X une ∞-catégorie et M un système local faible. Le
foncteur F = FX,M : ∞-Cat/X → Comp(Ab) de la catégorie des ∞-catégories au-
dessus de X, munie des équivalences faibles induites de celles de la structure folk, vers
celle des complexes de groupes abéliens, munie des quasi-isomorphismes, associant à
(X ′, p : X ′ → X) le complexe C(X ′, p∗(M)) admet un foncteur dérivé total à gauche

LF = LFX,M : Ho(∞-Cat/X) −→ Ho(Comp(Ab)) = Der(Ab)

de la catégorie homotopique de∞-Cat/X vers la catégorie dérivée des groupes abéliens.
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Démonstration. — Le corollaire est conséquence directe du théorème 3.16 et du théo-
rème d’existence des foncteurs dérivés (voir par exemple [28, Theorem 8.5.8]).

3.21. — Soient X une ∞-catégorie et M : X◦ → Ab un système local faible sur X.
On définit l’homologie polygraphique Hpol

n (X, M) de X à coefficients dans le système
local faible M comme suit. On choisit une résolution polygraphique p : P → X de X,
autrement dit, une fibration triviale de source un objet cofibrant pour la structure
de catégorie de modèles folk sur la catégorie des ∞-catégories strictes, et pour tout
n > 0, on pose Hpol

n (X,M) = Hn(C(P, p∗(M))). On rappelle que les objets cofibrants
pour cette structure sont les polygraphes, d’où le nom d’homologie polygraphique.
On remarque que si M est le foncteur constant de valeur le groupe Z, on retrouve
la définition de l’homologie polygraphique d’une ∞-catégorie introduite par François
Métayer dans [39]. De même, on définit l’homologie polygraphique totale de X à coef-
ficients dans le système local faible M comme étant l’objet Hpol

• (X, M) de la catégorie
dérivée des groupes abéliens représenté par le complexe C(P, p∗(M)).

En vertu du corollaire précédent et de la construction du foncteur dérivé total
à gauche d’un foncteur de Quillen à gauche, l’homologie polygraphique Hpol

n (X, M)
et l’homologie polygraphique totale définies ci-dessus sont indépendantes, à isomor-
phisme canonique près, du choix de la résolution polygraphique p : P → M . Plus
précisément, en gardant les notations dudit corollaire, on a un isomorphisme cano-
nique dans la catégorie dérivée des groupes abéliens Hpol

• (X, M) ' LFX,M (X, 1X),
et en particulier pour n > 0, un isomorphisme canonique de groupes abéliens
Hpol

n (X,M) ' Hn(Hpol
• (X,M)), où Hn : Der(Ab) → Ab désigne le foncteur homolo-

gie de degré n. On remarque que Hn(Hpol
• (X, M)) = 0, pour n < 0.

On va maintenant s’intéresser à la fonctorialité de l’homologie polygraphique
Hpol
• (X,M) en X et en M .

3.22. — Soient f : X ′ → X un ∞-foncteur et U = Uf le foncteur « d’oubli par f »

U : ∞-Cat/X ′ →∞-Cat/X , (T, p : T → X ′) 7→ (T, fp : T → X)

entre les catégories∞-Cat/X ′ et∞-Cat/X munies chacune de la structure de catégo-
rie de modèles induite par la structure folk sur ∞-Cat. En vertu de la définition des
structures induites, ce foncteur respecte les équivalences faibles et les cofibrations et en
particulier (comme il admet un adjoint à droite) c’est un foncteur de Quillen à gauche.
Il admet donc un foncteur dérivé total à gauche LU : Ho(∞-Cat/X ′) → Ho(∞-Cat/X)
qui coïncide avec le foncteur Ū obtenu de U par la propriété universelle de la locali-
sation.
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Soit maintenant un système local faible M sur X. On a un triangle commutatif
évident de foncteurs de Quillen à gauche

∞-Cat/X ′ U //

FX′,f∗(M) ##GG
GG

GG
GG

G
∞-Cat/X

FX,M
{{wwwwwwww

Comp(Ab) .

En vertu du théorème de Quillen de composition des foncteurs dérivés (voir par
exemple [29, Theorem 1.3.7]), on a un isomorphisme canonique de foncteurs

LFX′,f∗(M) ' LFX,M ◦ LU = LFX,M ◦ Ū ,

et en particulier des isomorphismes canoniques dans la catégorie dérivée des groupes
abéliens

Hpol
• (X ′, f∗(M)) ' LFX′,f∗(M)(X ′, 1X′) ' LFX,M ◦ LU(X ′, 1X′) = LFX,M (X ′, f) .

En composant avec le morphisme

LFX,M (X ′, f) → LFX,M (X, 1X) ' Hpol
• (X, M)

image par le foncteur LFX,M du morphisme f : (X ′, f) → (X, 1X) de ∞-Cat/X, on
obtient un morphisme

Hpol
• (f,M) : Hpol

• (X ′, f∗(M)) → Hpol
• (X,M)

dans Der(Ab), et en particulier pour tout n > 0, un morphisme de groupes abéliens

Hpol
n (f,M) : Hpol

n (X ′, f∗(M)) → Hpol
n (X,M) .

On remarque que Hpol
• (1X ,M) = 1

H
pol
• (X,M)

, et on laisse le soin au lecteur de vérifier
que si f ′ : X ′′ → X ′ est un ∞-foncteur composable avec f , alors on a

Hpol
• (ff ′,M) = Hpol

• (f, M) ◦Hpol
• (f ′, f∗(M)) .

Remarque 3.23. — Ce qu’il faut retenir est que, dans les notations du paragraphe
précédent, on a un isomorphisme canonique Hpol

• (X ′, f∗(M)) ' LFX,M (X ′, f) identi-
fiant le morphisme Hpol

• (f, M) : Hpol
• (X ′, f∗(M)) → Hpol

• (X,M) au morphisme

LFX,M ((X ′, f)
f→ (X, 1X)) .

Théorème 3.24. — Soient f : X ′ → X un ∞-foncteur et M un système local faible
sur X. Si f est une équivalence folk, alors Hpol

• (f, M) : Hpol
• (X ′, f∗(M)) → Hpol

• (X, M)
est un isomorphisme dans la catégorie dérivée des groupes abéliens, et en particulier,
pour tout n > 0, Hpol

n (f, M) : Hpol
n (X ′, f∗(M)) → Hpol

n (X, M) est un isomorphisme
de groupes abéliens.
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Démonstration. — En vertu de la définition du morphisme Hpol
• (f,M), il suffit de

montrer que l’image par LFX,M du morphisme f : (X ′, f) → (X, 1X) de ∞-Cat/X
est un isomorphisme, ce qui résulte du fait que, par hypothèse, f : (X ′, f) → (X, 1X)
est une équivalence faible de ∞-Cat/X.

3.25. — Soient X une ∞-catégorie, M et M ′ deux systèmes locaux faibles sur X,
et ϕ : M ′ → M un morphisme de systèmes locaux faibles sur X (cf. paragraphe 3.6).
Pour tout objet (X ′, p : X ′ → X) de ∞-Cat/X, on définit une transformation natu-
relle p∗(ϕ) : p∗(M ′) → p∗(M), en posant p∗(ϕ) = ϕ ∗ p◦, et par suite, un morphisme
de complexes C(X ′, p∗(ϕ)) : C(X ′, p∗(M ′)) → C(X ′, p∗(M)). Il résulte aussitôt du pa-
ragraphe 3.7 qu’on obtient ainsi une transformation naturelle FX,ϕ : FX,M ′ → FX,M ,
et par 2-fonctorialité des foncteurs dérivés, une transformation naturelle

LFX,ϕ : LFX,M ′ → LFX,M ,

d’où, en évaluant à l’objet (X, 1X) de ∞-Cat/X, un morphisme

Hpol
• (X, ϕ) : Hpol

• (X, M ′) → Hpol
• (X, M)

dans la catégorie dérivée des groupes abéliens, et en particulier, pour tout n > 0, un
morphisme de groupes abéliens

Hpol
n (X,ϕ) : Hpol

n (X, M ′) → Hpol
n (X,M) .

La 2-fonctorialité des foncteurs dérivés implique aussitôt que Hpol
• (X,1M) = 1

H
pol
• (X,M)

et que si ϕ′ : M ′′ → M ′ est un morphisme de systèmes locaux faibles sur X, com-
posable avec ϕ, alors on a Hpol

• (X, ϕϕ′) = Hpol
• (X, ϕ) ◦ Hpol

• (X,ϕ′). De même, si
f : X ′ → X est un ∞-foncteur, on a (cf. paragraphe 3.7 et remarque 3.23) un dia-
gramme commutatif

Hpol
• (X ′, f∗(M ′))

H
pol
• (X′,f∗(ϕ))

//

H
pol
• (f,M ′)

²²

Hpol
• (X ′, f∗(M))

H
pol
• (f,M)

²²

Hpol
• (X,M ′)

H
pol
• (X,ϕ)

// Hpol
• (X,M) ,

où f∗(ϕ) : f∗(M ′) → f∗(M) désigne le morphisme de systèmes locaux faibles sur X ′

défini par la transformation naturelle ϕ ∗ f◦.

3.26. — Soit (f, ϕ) : (X ′,M ′) → (X, M) un morphisme de systèmes locaux faibles
dans∞-Cat (cf. paragraphe 3.8). On définit un morphisme de la catégorie dérivée des
groupes abéliens

Hpol
• (f, ϕ) : Hpol

• (X ′,M ′) → Hpol
• (X,M)

en posant
Hpol
• (f, ϕ) = Hpol

• (f, M) ◦Hpol
• (X ′, ϕ) .
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La commutativité du carré ci-dessus implique aussitôt que l’association

(X,M) 7→ Hpol
• (X, M) , (f, ϕ) 7→ Hpol

• (f, ϕ)

définit un foncteur de la catégorie des systèmes locaux faibles dans ∞-Cat vers la
catégorie dérivée des groupes abéliens.

Proposition 3.27. — Soient f0, f1 : X ′ → X deux ∞-foncteurs, α : f0 ⇒ f1

une transformation oplax de f0 vers f1, et M un système local faible sur X.
On suppose que pour tout objet x′ de X ′, le morphisme de groupes abéliens
α∗x′ := Mαx′ : Mf1(x′) → Mf0(x′) est un isomorphisme. Alors Hpol

• (f0,M) est
un isomorphisme dans la catégorie dérivée des groupes abéliens si et seulement si
Hpol
• (f1,M) l’est.

Démonstration. — Choisissons des résolutions polygraphiques p : P → X et
p′ : P ′ → X ′ de X et X ′ respectivement. Pour ε = 0, 1, le morphisme Hpol

• (fε,M)
s’identifie, par définition (cf. paragraphe 3.22) et construction des foncteurs dérivés,
à l’image dans la catégorie dérivée des groupes abéliens du morphisme de com-
plexes C(f ′ε, p

∗(M)), où f ′ε : P ′ → P désigne un relèvement de fε. En vertu du
lemme 3.10, appliqué à la transformation α ∗ p′, il existe une transformation oplax
α′ de f ′0 vers f ′1 telle que p ∗ α′ = α ∗ p′. Or, l’hypothèse faite sur α implique que la
transformation α′ satisfait aux conditions de la proposition 3.13. On en déduit que
C(f ′0,M) est un quasi-isomorphisme si et seulement si C(f ′1,M) l’est, ce qui achève
la démonstration.

Corollaire 3.28. — Soient j : X ′ → X un ∞-foncteur admettant une rétraction r,
et M un système local faible sur X. On suppose qu’il existe une transformation oplax α

de jr vers 1X telle que pour tout objet x de X, α∗x := Mαx : Mjr(x) → Mx soit
un isomorphisme. Alors les morphismes Hpol

• (j, M) et Hpol
• (r, j∗(M)) de la catégorie

dérivée des groupes abéliens sont des isomorphismes.

Démonstration. — En vertu de la proposition précédente, l’hypothèse du corollaire
implique que le morphisme Hpol

• (jr,M) = Hpol
• (j,M) ◦Hpol

• (r, j∗(M)) est un isomor-
phisme. Or, comme r est une rétraction de j, on a l’égalité

1
H

pol
• (X′,j∗(M))

= Hpol
• (r, j∗(M)) ◦Hpol

• (j, r∗j∗(M)) .

On en déduit que Hpol
• (r, j∗(M)) est un isomorphisme, donc Hpol

• (j, M) aussi.

Remarque 3.29. — L’hypothèse sur la transformation α dans la proposition et le
corollaire précédents est satisfaite par exemple si M est un système local, et pas
seulement un système local faible.

Dans le cas où X est un polygraphe, on dispose d’une description plus précise du
complexe C(X, M) calculant alors son homologie polygraphique à coefficients dans un
système local faible M .
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Proposition 3.30. — Soient X une ∞-catégorie librement engendrée au sens des
polygraphes par l’ensemble de cellules B, et M un système local faible sur C. Alors
pour tout n > 0, le composé

⊕
b∈Bn

Mt0b ↪→ ⊕
x∈Xn

Mt0x → Cn(X, M) ,

de l’inclusion canonique suivie par la surjection canonique, est un isomorphisme.

Démonstration. — L’assertion étant tautologique pour n = 0, supposons que n > 1.
Il suffit de montrer que pour tout groupe abélien N l’application

HomAb(Cn(X, M), N) −→ HomAb(
⊕

b∈Bn

Mt0b, N) ' ∏
b∈Bn

HomAb(Mt0b, N) ,

induite par ce composé, est une bijection. Comme le n-tronqué bête d’un polygraphe
est un polygraphe et que la formation du complexe C(X, M) commute aux troncations
bêtes, on peut supposer que le polygraphe X est une n-catégorie et que le complexe
C(X,M) est nul en degré > n. On a alors une bijection canonique

HomAb(Cn(X, M), N) ' HomComp(Ab)(C(X,M), N [n]) ,

où N [n] désigne le complexe concentré en degré (homologique) n de valeur N . Or,
par adjonction, on a une bijection canonique

HomComp(Ab)(C(X,M), N [n]) ' Hom∞-Cat/X(X, GN [n]) ,

où G = GX,M désigne l’adjoint à droite décrit dans l’appendice A. Dans ce cas
particulier, GN [n] est une n-catégorie ayant même (n−1)-tronqué bête que X et dont
les n-cellules s’identifient aux couples (x, un), avec x n-cellule de X et un : Mt0x → N .
En vertu de la propriété universelle des polygraphes, se donner un ∞-foncteur de X

vers GN [n], induisant l’identité sur son (n − 1)-tronqué bête, revient à se donner
pour tout b ∈ Bn une telle cellule (x, un), de façon compatible aux sources et buts.
Pour que ce ∞-foncteur soit au-dessus de X, il est nécessaire que ce couple soit
de la forme (b, un), et alors la compatibilité aux sources et buts est automatique.
Mais cette condition est également suffisante puisqu’en composant ce ∞-foncteur
avec la projection GN [n] → X on obtient un ∞-foncteur qui induit l’identité sur le
(n− 1)-tronqué bête et sur les générateurs, ce qui achève la démonstration.

Remarque 3.31. — La description de la différentielle en termes des générateurs du
polygraphe n’est pas aussi simple que pour l’homologie polygraphique à coefficients
constants. Dans la section suivante, on l’explicitera dans un cas particulier.

4. L’homologie polygraphique d’un système local simplicial

4.1. — La théorie de l’homotopie des ∞-catégories strictes est basée sur le nerf de
Street, généralisation du nerf usuel 1-catégorique introduit par Grothendieck [24].
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Ross Street a introduit dans [47] un objet cosimplicial dans ∞-Cat, la catégorie
cosimpliciale O des orientaux. En basse dimension, on a :

∆0 7→ O0 = {0} = catégorie ponctuelle ,

∆1 7→ O1 = {0 −→ 1} ,

∆2 7→ O2 =





1

½½
66

66
6

KS

0

DD©©©©©
//

KS

2





,

∆3 7→ O3 =





1

""EEEEE 1

""EEEEE

²²

Â ÂÂ ÂKS

0

""EEEEE

<<yyyyy
// 2

||yyyyy
_*4 0

""EEEEE

<<yyyyy
2

||yyyyy¡¡¡¡
<D ____ +3

vvvv
7?

3 3





.

Ce qu’il faut retenir, dans le cas général, est que On est un n-polygraphe dont les
i-cellules génératrices sont en bijection avec les i-simplexes non dégénérés de ∆n, la
source (resp. le but) d’une telle cellule étant un composé des (i − 1)-cellules corres-
pondant aux faces impaires (resp. paires) du i-simplexe. En particulier, On a n + 1
objets notés 0, 1, . . . , n et une unique n-cellule non triviale ξn, qu’on appellera sa cel-
lule principale. Pour 0 6 j0 < j1 < · · · < ji 6 n, on notera (j0j1 . . . ji) à la fois le
i-simplexe de ∆n défini par l’application k 7→ jk est la i-cellule correspondante de On.
Avec cette notation, on a donc ξn = (01 . . . n). La 0-source de ξn est 0 et son 0-but
est n. On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.2. — Pour n > 1 pair, respectivement impair, la source et le but de la
cellule principale de On sont des composés

sn−1ξn = An−1 ∗n−2 · · · ∗n−2 A3 ∗n−2 A1 , tn−1ξn = A0 ∗n−2 A2 ∗n−2 · · · ∗n−2 An ,

respectivement

sn−1ξn = An ∗n−2 · · · ∗n−2 A3 ∗n−2 A1 , tn−1ξn = A0 ∗n−2 A2 ∗n−2 · · · ∗n−2 An−1 ,

où pour tout i, Ai est une (n− 1)-cellule de On de la forme

Ai = Ln−2 ∗n−3 · · · ∗2 L2 ∗1 L1 ∗0 (0 . . . î . . . n) ∗0 R1 ∗1 R2 ∗2 · · · ∗n−3 Rn−2 ,

Lk, Rk étant des k-cellules de On, pour 1 6 k 6 n−2. De plus, si 0 < i < n, L1 et R1

sont des unités, si i = 0, L1 est une unité et R1 = (01), et si i = n, R1 est une unité
et L1 = (n− 1, n).

Démonstration. — Voir [48] ou [33, section 4.3]. La dernière assertion résulte du fait
qu’il n’existe pas de cellule non triviale dans On de 0-but 0 ou de 0-source n, et du
fait que la seule 1-cellule de source 0 (resp. n − 1) et de but 1 (resp. n) est (01)
(resp. (n− 1, n)).
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Remarque 4.3. — En particulier, dans les notations du lemme, pour n = 1, on a

s0(ξ1) = A1 = (01̂) = 0 , t0(ξ1) = A0 = (0̂1) = 1 ,

pour n = 2,

s1(ξ2) = A1 = (01̂2) = (02) , t1(ξ2) = A0 ∗0 A2 = (0̂12) ∗0 (012̂) = (12) ∗0 (01) ,

et pour n = 3,

s2(ξ3) = A3 ∗1 A1 = ((23) ∗0 (012)) ∗1 (023) ,

t2(ξ3) = A0 ∗1 A2 = ((123) ∗0 (01)) ∗1 (013) .

Pour n arbitraire, ce lemme ne donne par une description complète de la source et du
but de ξn, mais fournit des informations suffisantes pour ce qui suit.

4.4. — La ∞-catégorie cosimpliciale O : ∆ →∞-Cat définit par le procédé de Kan
un couple de foncteurs adjoints

c : ∆̂ −→∞-Cat , N : ∞-Cat −→ ∆̂ ,

où c est le prolongement du foncteur O par limites inductives, et le nerf de Street N

est défini par
C 7→ (∆n 7→ Hom∞-Cat(On, C)) .

On remarque aussitôt que la restriction du foncteur N à Cat est le foncteur nerf usuel
et que le foncteur c1 associant à un ensemble simplicial sa catégorie fondamentale est
le composé de c avec le foncteur de troncation intelligente τ1, adjoint à gauche de
l’inclusion de Cat dans ∞-Cat. Autrement dit, pour tout ensemble simplicial X, sa
catégorie fondamentale est canoniquement isomorphe à la catégorie fondamentale de
la ∞-catégorie c(X), et par suite les groupoïdes fondamentaux de X et de c(X) sont
aussi canoniquement isomorphes.

4.5. — Soient X un ensemble simplicial et M : c1(X)◦ → Ab un système lo-
cal faible sur X. En composant le foncteur M avec le morphisme d’adjonction
c(X) → τ1c(X) = c1(X), on obtient un système local faible sur c(X) qu’on notera
également M : c(X)◦ → Ab. Réciproquement, si M : c(X)◦ → Ab est un système
local faible sur la ∞-catégorie c(X), comme Ab est une (1-)catégorie le foncteur M

se factorise par τ1c(X) = c1(X), et définit donc un système local faible sur l’ensemble
simplicial X. Ainsi les systèmes locaux faibles sur X et sur c(X) se correspondent
bijectivement.

Le but de la suite de cette section est de montrer que si X est un ensemble simplicial
et M un système local faible sur X, pour tout n > 0, le groupe d’homologie Hn(X, M)
est canoniquement isomorphe au groupe d’homologie polygraphique Hpol

n (c(X),M).
Plus précisément, on va montrer que le complexe normalisé du groupe abélien sim-
plicial C(X, M) est canoniquement isomorphe au complexe C(c(X), M). Comme la
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∞-catégorie c(X) est un polygraphe, on obtient donc un isomorphisme canonique
H•(X,M) ' Hpol

• (c(X),M) dans la catégorie dérivée des groupes abéliens.

4.6. — Soient X un ensemble simplicial et M un système local faible sur X. On
note N(X,M) le complexe normalisé associé au groupe abélien simplicial C(X,M).
On rappelle que pour n > 0,

Nn(X, M) =
⊕

x∈Xnd
n

Mxn
, n > 0 ,

où Xnd
n désigne l’ensemble des n-simplexes non dégénérés de X, la différentielle étant

définie par

d(x,m) =
∑

06i<n

(−1)i(dix,m) + (−1)n(dnx, x∗n−1,n(m)) , x ∈ Xnd
n , m ∈ Mxn

, n > 0 ,

avec la convention que les termes où dix est dégénéré sont nuls.

Un n-simplexe x de X définit par Yoneda un morphisme d’ensembles simpliciaux
x̃ : ∆n → X, d’où par application du foncteur c, un ∞-foncteur c(x̃) : On → c(X), et
par suite, une n-cellule c(x) := c(x̃)(ξn) de c(X), où ξn est la cellule principale de On.
Pour toute application croissante ϕ : ∆n0 → ∆n1 et tout n1-simplexe x1 de X,
si x0 = Xϕ(x1), de sorte que x̃0 = x̃1ϕ, on a

c(x0) = c(x̃0)(ξn0) = c(x̃1ϕ)(ξn0) = c(x̃1)(Oϕ(ξn0)) .

En particulier, pour ϕ un opérateur de face, on obtient que si x est un n-simplexe et
0 6 i 6 n, on a

c(dix) = c(x̃)(0 . . . î . . . n) .

De même, pour ϕ un opérateur de dégénérescence, on obtient que si x est un
n-simplexe dégénéré la n-cellule c(x)(ξn) est une unité. Enfin, pour ϕ l’application
∆0 → ∆n, 0 7→ n, on obtient t0c(x) = c(xn). Ainsi, on définit un morphisme de
groupes abéliens

fn : Nn(X, M) =
⊕

x∈Xnd
n

Mxn −→
⊕

y∈c(X)n

Mt0y

/
∼n = Cn(c(X),M)

(x, m) 7−→ (c(x),m) .

Proposition 4.7. — Le morphisme de groupes abéliens gradués f = (fn)n>0 est un
isomorphisme de complexes.

Démonstration. — Vérifions la compatibilité de f aux différentielles. Soient donc
n > 1, x un n-simplexe de X, et m ∈ Mxn . On distingue plusieurs cas.
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— n = 1. On a :

df1(x,m) = d(c(x),m) = (t0(c(x)),m)− (s0(c(x)), c(x)∗m)

= (t0(c(x̃)(ξ1)),m)− (s0(c(x̃)(ξ1)), x∗m)

= (c(x̃)(t0ξ1),m)− (c(x̃)(s0ξ1), x∗m)

= (c(x̃)(0̂1),m)− (c(x̃)(01̂), x∗m)

= (c(d0x),m)− (c(d1x), x∗m)

= f0(d0x, m)− f0(d1x, x∗m) = f0d(x) .

— n = 2. On a :

df2(x,m) = d(c(x),m) = (t1(c(x)),m)− (s1(c(x)), m)

= (t1(c(x̃)(ξ2)),m)− (s1(c(x̃)(ξ2)),m)

= (c(x̃)(t1ξ2),m)− (c(x̃)(s1ξ2),m)

= (c(x̃)((0̂12) ∗0 (012̂)),m)− (c(x̃)(01̂2),m)

= (c(x̃)(0̂12) ∗0 c(x̃)(012̂),m)− (c(x̃)(01̂2),m)

∼1 (c(x̃)(0̂12), m) + (c(x̃)(012̂), c(x̃)(0̂12)∗(m))− (c(x̃)(01̂2),m)

= (c(x̃)(0̂12),m)− (c(x̃)(01̂2),m) + (c(x̃)(012̂), x∗12(m))

= (c(d0x),m)− (c(d1x), m) + (c(d2x), x∗12(m))

= f1(d0x,m)− f1(d1x,m) + f1(d2x, x∗12(m)) = f1d(x) .

— n > 2, n impair. En vertu du lemme 4.2, et dans ses notations, on a :

dfn(x, m) = d(c(x),m) = (tn−1(c(x)), m)− (sn−1(c(x)),m)

= (tn−1(c(x̃)(ξn)),m)− (sn−1(c(x̃)(ξn)),m)

= (c(x̃)(tn−1ξn),m)− (c(x̃)(sn−1ξn), m)

= (c(x̃)(A0 ∗n−2 A2 ∗n−2 · · · ∗n−2 An−1),m)

− (c(x̃)(An ∗n−2 · · · ∗n−2 A3 ∗n−2 A1),m)

= (c(x̃)(A0) ∗n−2 (c(x̃)(A2) ∗n−2 · · · ∗n−2 (c(x̃)(An−1),m)

− (c(x̃)(An) ∗n−2 · · · ∗n−2 (c(x̃)(A3) ∗n−2 (c(x̃)(A1),m)

∼n−1 (c(x̃)(A0),m) + (c(x̃)(A2),m) + · · ·+ (c(x̃)(An−1),m)

− (c(x̃)(An),m)− · · · − (c(x̃)(A3),m)− (c(x̃)(A1),m) ,

où

Ai = Ln−2 ∗n−3 · · · ∗1 L1 ∗0 (0 . . . î . . . n) ∗0 R1 ∗1 · · · ∗n−3 Rn−2 ,

avec Lk, Rk k-cellules de On, et L1 une unité si i 6= n et Ri une unité si i 6= 0. En
vertu de la remarque 3.4, on a donc, si 0 < i < n,

(c(x̃)(Ai), m) ∼n−1 (c(x̃)(0 . . . î . . . n),m) = (c(dix),m) ,
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si i = 0,

(c(x̃)(A0),m) ∼n−1 (c(x̃)((0̂1 . . . n) ∗0 R1),m) = (c(x̃)(0̂1 . . . n) ∗0 c(x̃)(R1),m)

∼n−1 (c(x̃)(0̂1 . . . n),m) = (c(d0x),m) ,

et si i = n,

(c(x̃)(An),m) ∼n−1 (c(x̃)(L1 ∗0 (01 . . . n̂)),m) = (c(x̃)(L1) ∗0 c(x̃)(01 . . . n̂), m)

∼n−1 (c(x̃)(01 . . . n̂), c(x̃)(L1)∗(m)) = (c(dnx), x∗n−1,n(m))

(en se souvenant qu’en vertu du lemme 4.2, L1 = (n − 1, n)). On en déduit que
dfn(x) ∼n−1 fn−1d(x), ce qui achève la vérification de la compatibilité de f aux
différentielles (le cas n pair étant tout à fait similaire).

Vu que c(X) est un polygraphe de base l’ensemble des c(x), pour x simplexe non
dégénéré de X, la proposition résulte alors de la proposition 3.30.

Théorème 4.8. — Soient X une ∞-catégorie et M un système local faible sur X.
Alors, on a un isomorphisme canonique H•(X,M) ' Hpol

• (c(X),M) dans la catégorie
dérivée des groupes abéliens, et en particulier, pour tout n > 0, un isomorphisme de
groupes abéliens Hn(X, M) ' Hpol

n (c(X),M).

Démonstration. — Comme la ∞-catégorie c(X) est un polygraphe, le théorème est
conséquence directe de la proposition précédente.

4.9. — On dit qu’un ∞-foncteur f : X ′ → X est une équivalence polygraphique si f

induit une équivalence des groupoïdes fondamentaux, et si pour tout système local M

sur X et tout n > 0, le morphisme de groupes abéliens

Hpol
n (f, M) : Hpol

n (X ′, f∗(M)) → Hpol
n (X,M)

est un isomorphisme (ou de façon équivalente si

Hpol
• (f, M) : Hpol

• (X ′, f∗(M)) → Hpol
• (X,M)

est un isomorphisme dans la catégorie dérivée des groupes abéliens).

Corollaire 4.10. — Pour qu’un morphisme d’ensembles simpliciaux soit une équi-
valence faible simpliciale, il faut et il suffit que son image par le foncteur c, adjoint à
gauche du nerf de Street, soit une équivalence polygraphique.

Démonstration. — Le corollaire est conséquence immédiate du théorème précédent et
du théorème 1.6, en se souvenant que pour tout ensemble simplicial X, les groupoïdes
fondamentaux de la ∞-catégorie c(X) et de l’ensemble simplicial X sont canonique-
ment isomorphes (cf. paragraphe 4.4).

Proposition 4.11. — Si dans un triangle commutatif de∞-Cat deux parmi les trois
flèches sont des équivalences polygraphiques, il en est de même de la troisième.



36 LÉONARD GUETTA & GEORGES MALTSINIOTIS

Démonstration. — Soient f : X → Y et g : Y → Z deux morphismes composables de
∞-Cat. La seule chose non triviale à montrer pour établir la proposition est que si g et
gf sont des équivalences polygraphiques, alors pour tout système local M sur Y et tout
n > 0, Hpol

n (f, M) : Hpol
n (X, f∗(M)) → Hpol

n (Y, M) est un isomorphisme de groupes
abéliens. Comme par hypothèse Π1(g) est une équivalence de groupoïdes, on peut en
choisir un quasi-inverse I : Π1(Z) → Π1(Y ). En se souvenant que la donnée d’un sys-
tème local sur une∞-catégorie revient à la donnée d’un foncteur contravariant de son
groupoïde fondamental vers la catégorie des groupes abéliens, le composé M◦I◦ définit
un système local M ′ sur Z, et l’isomorphisme de foncteurs I ◦Π1(g) ∼→ 1Π1(Y ) un iso-
morphisme ϕ : g∗(M ′) ∼→ M de systèmes locaux sur Y . Or, comme g et gf sont des
équivalences polygraphiques, l’égalité Hpol

n (gf, M ′) = Hpol
n (g, M ′) ◦ Hpol

n (f, g∗(M ′))
(cf. paragraphe 3.22) implique que Hpol

n (f, g∗(M ′)) est un isomorphisme, et le dia-
gramme commutatif

Hpol
n (X, f∗g∗(M ′))

H
pol
n (X,f∗(ϕ))

//

H
pol
n (f,g∗(M ′))

²²

Hpol
n (X, f∗(M))

H
pol
n (f,M)

² ²

Hpol
n (Y, g∗(M ′))

H
pol
n (Y,ϕ)

// Hpol
n (Y, M)

(cf. paragraphe 3.25), dont les lignes sont des isomorphismes, qu’il en est de même de
Hpol

n (f, M).

Proposition 4.12. — Soit j : X ′ → X un ∞-foncteur. On suppose que j admet une
rétraction r et que jr est une équivalence polygraphique. Alors j est une équivalence
polygraphique.

Démonstration. — L’hypothèse que r est une rétraction de j implique que
Π1(r)Π1(j) = 1Π1(X′), et l’hypothèse que jr est une équivalence polygraphique
implique que Π1(j)Π1(r) = Π1(jr) est un isomorphisme. On en déduit que Π1(j)
est un isomorphisme. De même, pour tout système local M sur X, le morphisme
H•(jr,M) = H•(j, M) ◦ H•(r, j∗(M)) (cf. paragraphe 3.22) est un isomorphisme de
la catégorie dérivée des groupes abéliens et on a l’égalité

H•(r, j∗(M)) ◦H•(j, r∗j∗(M)) = H•(rj, j∗(M)) = 1H•(X′,j∗(M)) .

On en déduit que H•(r, j∗(M)) est un isomorphisme, donc H•(j, M) aussi, ce qui
achève la démonstration.

Remarque 4.13. — Dans la terminologie de Grothendieck [25], [36], [20], le
contenu des propositions 4.11 et 4.12 est que les équivalences polygraphiques forment
une classe faiblement saturée de flèches de ∞-Cat.
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Proposition 4.14. — Soit j : X ′ → X un ∞-foncteur. On suppose que j admet une
rétraction r et qu’il existe une transformation oplax α de jr vers 1X . Alors j est une
équivalence polygraphique.

Démonstration. — L’hypothèse que r est une rétraction de j implique que
Π1(r)Π1(j) = 1Π1(X′), et la transformation oplax α induit une transformation
naturelle Π1(j)Π1(r) = Π1(jr) → 1Π1(X), qui est un isomorphisme, puisque Π1(X)
est un groupoïde. On en déduit que Π1(j)Π1(r) est un isomorphisme, donc Π1(j)
aussi. La proposition résulte alors du corollaire 3.28 et de la remarque 3.29.

Corollaire 4.15. — Pour toute∞-catégorie X, la projection D1⊗X
r→ D0⊗X ' X

est une équivalence polygraphique.

Démonstration. — Soit j : X ' D0 ⊗X → D1 ⊗X le produit de Gray de l’inclusion
D0 = {0} ↪→ {0 → 1} = D1 par X. Le ∞-foncteur r est une rétraction de j.
La transformation naturelle de l’endofoncteur constant de valeur 0 de D1 vers 1D1

définit un morphisme D1⊗D1 → D1. On vérifie aussitôt que le produit de Gray de ce
morphisme par X définit une transformation oplax de jr vers 1D1⊗X , ce qui implique
en vertu de la proposition précédente que j est une équivalence polygraphique, et par
suite r aussi (proposition 4.11).

5. Rappels sur l’homologie d’un système local 1-catégorique

Soient X une petite catégorie et M un système local faible (autrement dit, un pré-
faisceau abélien M sur X). L’homologie H•(X, M) de X à coefficients dans M (appelée
aussi homologie du foncteur M) généralise l’homologie d’un groupe G à coefficients
dans un Z-module à droite (c’est-à-dire un préfaisceau abélien sur G, vu comme une
catégorie à un seul objet). Classiquement, si G est un groupe, ou plus généralement
un monoïde, et M un G-module à droite, les groupes d’homologie Hn(G,M) sont
définis comme étant les groupes abéliens TorZ[G]

n (M,Z), où Z[G] désigne l’algèbre du
groupe (ou du monoïde) G, M le Z[G]-module à droite défini par l’action de G, et Z
est vu comme Z[G]-module à gauche, G agissant trivialement [19]. Or, les foncteurs
M 7→ TorZ[G]

n (M,Z) sont les foncteurs dérivés à gauche du foncteur M 7→ M ⊗Z[G] Z,
et on a un isomorphisme canonique

M ⊗Z[G] Z ' lim−→
G◦

M

du groupe M ⊗Z[G] Z avec la limite inductive du foncteur M : G◦ → Ab, groupe
des coïnvariants de M sous l’action de G. Par conséquent, le groupe d’homologie
Hn(G,M) s’identifie à l’évaluation en M du n-ème foncteur dérivé à gauche du
foncteur limite inductive, autrement dit au n-ème groupe d’homologie de la limite
inductive homotopique de M , vue comme objet de la catégorie dérivée des groupes
abéliens.
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Ainsi, si X est une petite catégorie et M un système local faible sur X, autrement
dit un préfaisceau X◦ → Ab, on définit l’homologie de X à coefficients dans M par
la formule suivante

H•(X, M) := holim−−−→M = holim−−−→
x∈X◦

Mx ,

où la limite inductive homotopique est prise dans la catégorie dérivée des groupes
abéliens.

Si X est une ∞-catégorie, on aimerait pouvoir définir son homologie par la même
formule. Néanmoins, à l’état actuel des connaissances, on ne sait pas interpréter cette
formule dans le cadre∞-catégorique. Comme par définition le type d’homotopie d’une
∞-catégorie est le type d’homotopie de son nerf, on est conduit à poser la définition
suivante. Si X est une ∞-catégorie et M un système local faible sur X, l’homologie
de X à coefficient dans M est définie par la formule

H•(X, M) := H•(N(X),M) ,

où N désigne le nerf de Street. Cette formule a un sens car on vérifie facilement que la
catégorie fondamentale de l’ensemble simplicial N(X) est canoniquement isomorphe
à celle de la ∞-catégorie X, de sorte que systèmes locaux faibles sur X s’identifient
aux systèmes locaux faibles sur N(X).

La proposition suivante montre que ces deux définitions coïncident quand X est une
(1-)catégorie et M un système local (et pas seulement un système local faible) sur X.

Proposition 5.1. — Soient X une catégorie et M un système local sur X. On a un
isomorphisme canonique

holim−−−→
x∈X◦

Mx ' H•(N(X), M) .

Même si cette proposition n’est pas vraiment originale, on en esquisse une preuve
pour la convenance du lecteur. Pour cela, on aura besoin des lemmes suivants.

Lemme 5.2. — Soient C une catégorie de modèles, X un objet de C, et considé-
rons la catégorie C/X, munie de la structure de catégorie de modèles induite de celle
de C. Alors le foncteur d’oubli C/X → C respecte et reflète les limites inductives
homotopiques.

Démonstration. — Par définition de la structure de catégorie de modèles induite, le
foncteur d’oubli U : C/X → C respecte les équivalences faibles et les cofibrations,
et comme il admet un adjoint à droite, il est, en particulier, un foncteur de Quillen
à gauche. Il respecte donc les limites inductives homotopiques. Pour montrer qu’il
les reflète également, il suffit alors de remarquer que le foncteur Ho(C/X) → Ho(C),
induit par U , est conservatif. Cette dernière assertion résulte du fait que le fonc-
teur d’oubli respecte et reflète les équivalences faibles, et du fait que toute flèche de
la catégorie homotopique d’une catégorie de modèles C peut s’écrire sous la forme
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P (h)−1P (g)P (f)−1, où P : C → Ho(C) désigne le foncteur de localisation et f, h

sont des équivalence faibles et g une flèche arbitraire de C.

Lemme 5.3. — Soit X une petite catégorie, et considérons la catégorie Cat/X munie
de la structure de catégorie de modèles induite de celle Thomason sur Cat [50]. Alors
l’objet (X, 1X) de Cat/X est la limite inductive homotopique dans Cat/X du foncteur

X◦ → Cat/X , x 7→ x\X,

où chaque x\X est équipé de la projection canonique vers X.

Démonstration. — D’après le lemme précédent, il suffit de voir que la limite inductive
homotopique dans Cat du foncteur X◦ → Cat, x 7→ x\X est isomorphe à X, ce qui
suit facilement du fait que ce foncteur est faiblement équivalent au foncteur constant
de valeur la catégorie ponctuelle, et du calcul de la limite inductive homotopique de
ce dernier à l’aide de la construction de Grothendieck (voir [49]).

Lemme 5.4. — Soit X une petite catégorie, et considérons les catégories Cat/X et
∆̂/N(X) munies des structures de catégorie de modèles induites respectivement de
celle de Thomason [50] et de celle de Kan-Quillen [41]. Alors le foncteur

N/X : Cat/X → ∆̂/N(X) , (X ′, p : X ′ → X) 7→ (N(X ′), N(p)) : N(X ′) → N(X) ,

commute aux limites inductives homotopiques.

Démonstration. — On a un carré commutatif

Cat/X
N/X

//

²²

∆̂/N(X)

²²

Cat
N

// ∆̂

dont les flèches verticales sont les foncteurs d’oubli. Comme en vertu du lemme 5.2, ces
deux foncteurs respectent et reflètent les limites inductives homotopiques, le lemme
résulte du fait que le foncteur nerf respecte les équivalences faibles et préserve les
limites inductives homotopiques, puisque, selon le goût du lecteur, il induit une équi-
valence de dérivateurs ou une équivalence de (∞, 1)-catégories.

Démonstration de la proposition 5.1. — L’objet H•(N(X),M) de la catégorie déri-
vée des groupes abéliens est défini par le complexe image de l’objet (X, 1X) de Cat/X
par le composé des foncteurs

Cat/X
N/X

// ∆̂/N(X)
F // Comp(Ab) ,

où F désigne le foncteur associant à un objet (T, p : T → N(X)) de ∆̂/N(X) le
complexe C(T, p∗(M)), introduit au paragraphe 1.3. Or, en vertu du lemme précédent,
le foncteur N/X commute aux limites inductives homotopiques, et il en est de même
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du foncteur F , puisqu’on a vu dans la preuve du théorème 1.6 qu’il est un foncteur de
Quillen à gauche. Il résulte donc du lemme 5.3 qu’on a des isomorphismes canoniques
dans la catégorie dérivée des groupes abéliens

H•(N(X), M) = F ◦N/X (X, 1X) ' F ◦N/X
(
holim−−−→
x∈X◦

x\X
)

' holim−−−→
x∈X◦

F ◦N/X(x\X) = holim−−−→
x∈X◦

C(N(x\X),M |x\X) ,

où M |x\X = p∗x(M) pour px : x\X → X le foncteur canonique d’oubli.

Pour conclure, on va définir une équivalence faible naturelle du foncteur

X◦ → Comp(Ab) , x 7→ C(N(x\X),M |x\X) ,

vers le foncteur
X◦ → Comp(Ab) , x 7→ Mx ,

le groupe abélien Mx étant vu comme un complexe concentré en degré 0. On définit
un morphisme de groupes abéliens

ϕx : C0(N(x\X),M |x\X) =
⊕

(y, p : x→y)

My −→ Mx , (y, p, m) 7→ p∗(m) .

On rappelle que la différentielle d : C1(N(x\X),M |x\X) → C0(N(x\X),M |x\X) est
définie par la formule

⊕
f : (y,p)→(y′,p′)

My′ −→
⊕

(y, p : x→y)

My , (f,m) 7→ ((y′, p′,m)− (y, p, f∗(m))) .

On vérifie alors que pour un élément (f,m) de C1(N(x\X),M |x\X), on a

ϕx(d(f,m)) = ϕx ((y′, p′,m)− (y, p, f∗(m)))

= p′∗(m)− p∗(f∗(m)) = p′∗(m)− (fp)∗(m) = 0 .

Cela signifie exactement que ϕx est compatible à la différentielle et on a donc défini
un morphisme de complexes

ϕx : C(N(x\X),M |x\X) → Mx,

où Mx est concentré en degré 0.

La naturalité de ϕx en x étant évidente, il reste à prouver que pour tout objet x

de X le morphisme de complexes ϕx est un quasi-isomorphisme. Pour cela, considé-
rons le morphisme e → x\X de la catégorie ponctuelle vers la catégorie x\X défini
par l’objet initial de cette dernière. Le morphisme N(e) → N(x\X) est alors une
équivalence faible simpliciale et le théorème 1.6 implique que la flèche induite

Mx ' C(N(e),Mx) −→ C(N(x\X),M |x\X)

est un quasi-isomorphisme. Comme ce morphisme est une section de ϕx, on conclut
par 2 sur 3.
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6. L’homologie polygraphique d’un système local 1-catégorique

Soient X une ∞-catégorie et M un système local faible sur X. On définit un
morphisme H•(X, M) → Hpol

• (X, M) dans la catégorie dérivée des groupes abé-
liens, de source l’homologie et but l’homologie polygraphique de X à coefficients
dans M comme suit. Le morphisme d’adjonction cN(X) → X induit un morphisme
Hpol
• (cN(X),M) → Hpol

• (X, M) (en se souvenant que les systèmes locaux faibles sur
X, N(X) et cN(X) se correspondent bijectivement). Or, en vertu du théorème 4.8,
on a un isomorphisme canonique

Hpol
• (cN(X),M) ' H•(N(X),M) = H•(X, M) ,

d’où le morphisme désiré.
Le but de cette section est de montrer que dans le cas particulier où X est une

petite catégorie et M un système local sur X (autrement dit, un préfaisceau abélien
M sur Π1(X)), le morphisme de comparaison ci-dessus est un isomorphisme, autre-
ment dit que l’homologie polygraphique Hpol

• (X,M) coïncide avec l’homologie usuelle
H•(X,M). Cela résultera du théorème suivant, de la proposition 5.1, et de l’observa-
tion (dont la vérification est laissée au lecteur) que les isomorphismes canoniques en
question sont compatibles au morphisme de comparaison.

Théorème 6.1. — Soient X une catégorie et M un système local sur X. On a un
isomorphisme canonique dans la catégorie dérivée des groupes abéliens

holim−−−→
x∈X◦

Mx ' Hpol
• (X, M) .

Soit donc X une petite catégorie, M un système local sur X, et choisissons une
résolution polygraphique p : P → X de X dans ∞-Cat, de sorte qu’on a un isomor-
phisme canonique Hpol

• (X,M) ' C(P, p∗(M)) dans la catégorie dérivée des groupes
abéliens. On considère le foncteur

?\P : X◦ →∞-Cat/X , x 7→ (x\P, px : x\P → X) ,

où x\P désigne le produit fibré P ×X x\X et px le composé de la projection x\P → P

avec p : P → X. Pour démontrer le théorème, on aura besoin des lemmes suivants.

Lemme 6.2. — Le foncteur ?\P ci-dessus est un objet cofibrant de la catégorie
Hom(X◦,∞-Cat/X) munie de la structure projective, ∞-Cat/X étant équipée de la
structure de catégorie de modèles induite de la structure folk sur ∞-Cat. En particu-
lier, pour tout objet x de X, la ∞-catégorie x\P est un polygraphe.

Démonstration. — Remarquons qu’on a un isomorphisme canonique

Hom(X◦,∞-Cat/X) ' Hom(X◦,∞-Cat)/cstX ,

où cstX est le foncteur constant de valeur X. Par ailleurs, cet isomorphisme est
compatible aux structures de catégories de modèles, dans le sens où la structure
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sur Hom(X◦,∞-Cat/X) de l’énoncé est identifiée avec la structure de catégorie
de modèles sur Hom(X◦,∞-Cat)/cstX induite par la structure projective folk sur
Hom(X◦,∞-Cat). En particulier, on en déduit que le foncteur ?\P : X◦ →∞-Cat/X
est un objet cofibrant de Hom(X◦,∞-Cat/X) si et seulement son composé avec le
foncteur d’oubli ?\P : X◦ → ∞-Cat est un objet cofibrant de Hom(X◦,∞-Cat), ce
qui est exactement (le dual de) la proposition 7.9 de [26].

Lemme 6.3. — L’objet (P, p : P → X) de ∞-Cat/X est la limite inductive homo-
topique dans ∞-Cat/X (munie de la structure de catégorie de modèles induite de la
structure folk sur ∞-Cat) du foncteur ?\P : X◦ →∞-Cat/X.

Démonstration. — Le lemme résulte aussitôt du lemme 5.2 et de [26, Lemma 7.5
et Theorem 7.10].

Soit x un objet de X. On rappelle que px : x\P → X désigne le composé du
∞-foncteur d’oubli x\P → P avec p : P → X. Notons qx : x\P → e l’unique
∞-foncteur de x\P vers la ∞-catégorie ponctuelle e, et considérons le système
local Mx sur e défini par le groupe Mx. On définit une transformation naturelle
ϕx : p∗x(M) → q∗x(Mx), en posant pour tout objet (y, u : x → p(y)) de x\P

ϕx,(y,u) = Mu : Mp(y) = (p∗x(M))(y,u) → (q∗x(Mx))(y,u) = Mx ,

d’où un morphisme de systèmes locaux dans∞-Cat (qx, ϕx) : (x\P, p∗x(M)) → (e,Mx)
(cf. paragraphe 3.8). On en déduit un morphisme de complexes

ψx := C(qx, ϕx) : C(x\P, p∗x(M)) → C(e,Mx) ' Mx

(où on note également Mx le complexe concentré en degré 0 correspondant à Mx).

Lemme 6.4. — Le morphisme de complexes ψx : C(x\P, p∗x(M)) → Mx est naturel
en x.

Démonstration. — Il s’agit de montrer que si v : x → x′ est un morphisme de la
catégorie X, alors le carré

C(x′\P, p∗x′(M))
C(qx′ ,ϕx′ ) //

C(v\P, 1p∗
x′ (M))

²²

C(e,Mx′)

C(1e,Mv)

²²

C(x\P, p∗x(M))
C(qx,ϕx)

// C(e, Mx)

est commutatif. Or, on a des égalités de morphismes de systèmes locaux dans ∞-Cat
(cf. paragraphe 3.8)

(qx, ϕx) ◦ (v\P, 1p∗
x′ (M)) = (qx ◦ v\P, (v\P )∗(ϕx))

(1e,Mv) ◦ (qx′ , ϕx′) = (qx′ , q
∗
x′(Mv)ϕx′)



HOMOLOGIE POLYGRAPHIQUE DES SYSTÈMES LOCAUX 43

et on remarque que qx ◦ v\P = qx′ , et que pour tout objet (y, u : x′ → p(y)) de x′\P ,

((v\P )∗(ϕx))(y,u) = (ϕx ∗ v\P )(y,u) = ϕx,(y,uv) = Muv = MvMu = (q∗x′(Mv)ϕx′)(y,u) ,

ce qui achève la démonstration.

Lemme 6.5. — Le morphisme de complexes ψx : C(x\P, p∗x(M)) → Mx est un
quasi-isomorphisme.

Démonstration. — Par définition, ψx = C(qx, ϕx) = C(qx,Mx) ◦ C(x\P, ϕx) (cf. pa-
ragraphe 3.8), et comme M est un système local (et pas seulement un système local
faible), la transformation naturelle ϕx est un isomorphisme, et par suite, C(x\P,ϕx)
est un isomorphisme de complexes. Il suffit donc de prouver que C(qx, Mx) est un
quasi-isomorphisme, autrement dit (puisque en vertu du lemme 6.2 la ∞-catégorie

x\P est un polygraphe) que Hpol
• (qx,Mx) est un isomorphisme de la catégorie

dérivée des groupes abéliens. Notons rx : x\X → e le morphisme canonique et
jx : e → x\X le foncteur défini par l’objet initial (x, 1x) de la catégorie x\X.
On a qx = rx ◦ x\p, où x\p : x\P → x\X désigne le ∞-foncteur induit par p, et

par suite, Hpol
• (qx,Mx) = Hpol

• (rx,Mx) ◦ Hpol
• (x\p, r∗x(Mx)) (cf. paragraphe 3.22).

Or, la stabilité des fibrations triviales par images inverses implique que le morphisme
x\p est une fibration triviale folk, et en particulier une équivalence folk, ce qui
implique, en vertu du théorème 3.24, que Hpol

• (x\p, r∗x(Mx)) est un isomorphisme.
Il reste à montrer que Hpol

• (rx,Mx) est un isomorphisme, ce qui résulte aussitôt du
corollaire 3.28 et de la remarque 3.29, en observant que rx est une rétraction de jx et
qu’on a une transformation naturelle canonique de jxrx vers 1x\X .

Démonstration du théorème 6.1. — Considérons le foncteur

F = FX,M : ∞-Cat/X → Comp(Ab) , (X ′, f : X ′ → X) 7→ C(X ′, f∗(M)) ,

qui est un foncteur de Quillen à gauche (théorème 3.16), de sorte qu’on a un carré
commutatif à isomorphisme près

Ho(Hom(X◦,∞-Cat/X))
LF X◦

X,M
//

holim−−−→
²²

Ho(Hom(X◦, Comp(Ab)))

holim−−−→
²²

Ho(∞-Cat/X)
LFX,M

// Ho(Comp(Ab)) ,

où LFX◦
X,M désigne le foncteur dérivé à gauche du foncteur

Hom(X◦,∞-Cat/X)
F X◦

X,M
// Hom(X◦, Comp(Ab))

induit par FX,M . Or, le quasi-isomorphisme ψx : C(x\P, p∗x(M)) → Mx du lemme
précédent étant naturel en x (lemme 6.4) définit une équivalence faible dans la
catégorie Hom(X◦,Comp(Ab)) de source FX◦

X,M (?\P ) et de but M . Comme en
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vertu du lemme 6.2, ?\P est un objet cofibrant de Hom(X◦,∞-Cat/X), on a
LFX◦

X,M (?\P ) = FX◦
X,M (?\P ), et on en déduit donc un isomorphisme

holim−−−→ LFX◦
X,M (?\P ) ' holim−−−→M .

D’autre part, en vertu du lemme 6.3, on a un isomorphisme

LFX,M holim−−−→(?\P ) ' LFX,M (P, p) = Hpol
• (X, M) ,

ce qui achève la démonstration.

Corollaire 6.6. — La restriction à Cat de la classe des équivalences faibles poly-
graphiques de ∞-Cat (cf. paragraphe 4.9) coïncide avec la classe des équivalences de
Thomason de Cat.

Démonstration. — Le corollaire résulte aussitôt de la proposition 5.1 et du théo-
rème 6.1, qui impliquent que le morphisme de comparaison

H•(N(X),M) → Hpol
• (X, M) ,

pour une (1-)catégorie X et un système local M sur X, est un isomorphisme (voir
le début de la section), de l’isomorphisme canonique Π1(N(X)) ' Π1(X), et du
théorème 1.6.

Scholie 6.7. — On rappelle qu’une équivalence de Thomason de ∞-Cat est un
∞-foncteur dont le nerf de Street est une équivalence faible simpliciale. On dispose
ainsi de trois classes d’équivalences faibles dans ∞-Cat : les classes Wfolk des équi-
valences folk, Wpol des équivalences polygraphiques et WThom des équivalences de
Thomason. Le corollaire précédent signifie que Wpol ∩ Fl(Cat) = WThom ∩ Fl(Cat),
où Fl(Cat) désigne la classe des flèches de Cat. Par ailleurs, Wfolk ⊂ Wpol (en vertu
du théorème 3.24) et Wfolk ⊂ WThom (en vertu de la proposition 3.6.2 de [27]).

En revanche, on n’a aucune inclusion entre les classes Wpol et WThom, que ce soit
dans un sens ou dans l’autre. En effet, soient B la « bulle », 2-catégorie ayant un
seul objet, l’unité de cet objet comme seule 1-flèche et N comme monoïde d’endo-
morphismes de cette unité, engendré par une 2-cellule x, et f : S2 → B l’unique
2-foncteur de source la sphère S2 (cf. paragraphe 2.1) qui envoie les deux 2-cellules
non triviales de S2 sur x. Une vérification immédiate montre que pour tout système
local M sur B (qui dans ce cas est simplement un groupe abélien) le morphisme
C(f,M) : C(S2, f∗(M)) → C(B,M) est un quasi-isomorphisme, ce qui implique,
puisque B et S2 sont des polygraphes, que f est une équivalence polygraphique. Or,
le type d’homotopie (du nerf) de B est un K(Z, 2) [4, Example 4.10], tandis que S2 a
le type d’homotopie d’une sphère de dimension 2 [27, 6.5.4], et par suite, f n’est pas
une équivalence de Thomason.

D’autre part, le morphisme d’adjonction g : c Sd2Ex2N(B) → B, où Sd désigne
le foncteur de subdivision et Ex son adjoint à droite, est une équivalence de Thoma-
son [9, corollaire 6.32], [3, corollaire 3.9]. Or, en vertu du théorème 4.8, l’homologie
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polygraphique de c Sd2Ex2N(B) est isomorphe à l’homologie de l’ensemble simplicial
Sd2Ex2N(B), qui est isomorphe à celle de N(B) (puisque Sd et Ex respectent les types
d’homotopie), qui est un K(Z, 2). On en déduit que pour tout entier positif pair n,
Hpol

n (c Sd2Ex2N(B),Z) = Z . En revanche, comme B est un 2-polygraphe, pour tout
n > 2, Hpol

n (B,Z) = 0, et par suite, g n’est pas une équivalence polygraphique. (Voir
aussi [27, Proposition 4.5.3].)

Les équivalences polygraphiques de ∞-Cat satisfont à un cas particulier du théo-
rème A de Quillen∞-catégorique [11], [12], le même que celui satisfait par les équiva-
lences folk [26, Proposition 9.2]. Pour le montrer, commençons par le lemme suivant :

Lemme 6.8. — Soit

X1
f

//

p1
¾¾

88
88

88
8 X2

p2
¤¤§§

§§
§§

§

X

un triangle commutatif dans ∞-Cat. On suppose que X est une (1-)catégorie, et
que pour tout objet x de X et tout système local faible (resp. système local) Mx sur
x\X2 le morphisme H•(x\f,Mx) de la catégorie dérivée des groupes abéliens est un
isomorphisme. Alors pour tout système local faible (resp. système local) M sur X2 le
morphisme H•(f,M) est un isomorphisme.

Esquisse de preuve. — Soit donc M un système local faible (resp. système local)
sur X2 et considérons le foncteur

F = FX2,M : ∞-Cat/X2 → Comp(Ab) , (X ′, p : X ′ → X2) 7→ C(X ′, p∗(M)) ,

qui est un foncteur de Quillen à gauche (théorème 3.16), de sorte qu’on a un carré
commutatif à isomorphisme près

Ho(Hom(X◦,∞-Cat/X2))
LF X◦

X2,M
//

holim−−−→
²²

Ho(Hom(X◦,Comp(Ab)))

holim−−−→
²²

Ho(∞-Cat/X2) LFX2,M

// Ho(Comp(Ab)) ,

où LFX◦
X2,M désigne le foncteur dérivé à gauche du foncteur

Hom(X◦,∞-Cat/X2)
F X◦

X2,M
// Hom(X◦, Comp(Ab))

induit par FX2,M . L’hypothèse du lemme implique que l’image par LFX◦
X2,M du mor-

phisme ?\X1 → ?\X2 de Hom(X◦,∞-Cat/X2), induit par f , est un isomorphisme de
Ho(Hom(X◦, Comp(Ab))). Or, comme X est une (1-)catégorie, en vertu du dual du
théorème 7.10 de [26] et du lemme 5.2, l’image par la flèche verticale de gauche de
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ce morphisme s’identifie à f , vu comme morphisme au-dessus de X2. On en déduit
que l’image de ce dernier par LFX2,M est un isomorphisme, ce qui prouve le lemme
(cf. remarque 3.23).

Proposition 6.9. — Soit

X1
f

//

p1
¾¾

88
88

88
8 X2

p2
¤¤§§

§§
§§

§

X

un triangle commutatif dans ∞-Cat. On suppose que X est une (1-)catégorie. Alors
si pour tout objet x de X le ∞-foncteur x\f : x\X1 → x\X2 est une équivalence
polygraphique, il en est de même de f .

Démonstration. — En vertu du dual du lemme 7.5 de [26], X étant une (1-)catégorie,
pour tout ∞-foncteur p : X ′ → X, on a un isomorphisme lim−→x∈X x\X ′ ' X ′ naturel
en X. Comme le foncteur Π1 commute aux limites inductives, l’hypothèse que pour
tout objet x de X le morphisme Π1(x\f) est un isomorphisme, implique donc qu’il
en est de même de Π1(X). La proposition résulte donc du lemme précédent.

Remarque 6.10. — En vertu du théorème 7.7 de [12], la proposition précédente (en
tenant compte des propositions 4.11 et 4.14) implique qu’on a une assertion analogue
pour un 2-triangle de la forme

X1
f

//

p1
¾¾

88
88

88
8 X2

p2

¤¤§§
§§

§§
§

X

α 2:mmmm

,

où α est une transformation oplax (et X toujours une (1-)catégorie).

Remarque 6.11. — On rappelle qu’un localisateur fondamental de ∞-Cat [5, pa-
ragraphe 6.2.1] est une classe W de flèches de ∞-Cat satisfaisant les conditions sui-
vantes :
(a) W est faiblement saturée, c’est-à-dire contient les identités, vérifie la propriété

du deux sur trois et contient les ∞-foncteurs j admettant une rétraction r telle
que jr soit dans W ;

(b) pour toute ∞-catégorie C, le ∞-foncteur de « projection » D1 ⊗C → C appar-
tient à W ;

(c) pour tout triangle commutatif de ∞-foncteurs

X1
f

//

p1
¾¾

88
88

88
8 X2

p2
¤¤§§

§§
§§

§

X
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si pour tout objet x de X le ∞-foncteur x\f : x\X1 → x\X2, induit par f , est
dans W, il en est de même de f .

La classe WThom des équivalences de Thomason dans ∞-Cat est un localisateur fon-
damental de ∞-Cat [5, proposition 6.2.3], et on conjecture qu’il s’agit du plus petit.
En vertu des propositions 4.11 et 4.12, et du corollaire 4.15, la classeWpol des équiva-
lences polygraphiques satisfait aux conditions (a) et (b) ci-dessus. La proposition 6.9
montre qu’elle satisfait également la condition (c) dans le cas particulier où X est
une (1-)catégorie (on dira que Wpol forme un 1-localisateur fondamental de ∞-Cat).
En revanche, il ne semble pas que Wpol soit un localisateur fondamental, puisque en
vertu du scholie 6.7, cela contredirait la conjecture de minimalité de WThom.

Appendice A

Une adjonction

A.1. — Dans ce qui suit, on fixe une ∞-catégorie X et un système local faible M

sur X. On va montrer que le foncteur

F = FX,M : ∞-Cat/X → Comp(Ab)

associant à une∞-catégorie (X ′, p : X ′ → X) au-dessus de X le complexe de groupes
abéliens C(X ′, p∗(M)) admet un adjoint à droite. Commençons par définir un foncteur
dans l’autre sens G = GX,M : Comp(Ab) → ∞-Cat/X. Soit N un complexe de
groupes abéliens

. . .
dn+1

// Nn
dn // Nn−1

dn−1
// . . . d2 // N1

d1 // N0 .

On définit une ∞-catégorie G(N) comme suit :

— Pour n > 0, une n-cellule de G(N) est un couple (x,U), x ∈ Xn et

U =

(
u0

0 u0
1 · · · u0

n−1
un

u1
0 u1

1 · · · u1
n−1

)
,

où, en posant u0
n = u1

n = un,

u0
i : Mt0(six) → Ni , u1

i : Mt0(tix) → Ni , 0 6 i 6 n ,

sont des morphismes de groupes abéliens satisfaisant aux conditions :

di ◦ uε
i = u1

i−1 − u0
i−1 , 1 < i 6 n ,

d1 ◦ uε
1 = u1

0 − u0
0 ◦ t1(x)∗ .

Ces formules ont un sens car on observe qu’en vertu des relations globulaires, pour
0 6 i 6 n, ε = 0, 1, et (i, ε) 6= (0, 0), tous les morphisme uε

i ont même source Mt0x ,
la source de u0

0 étant Ms0x .
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— Les sources et buts sont définis par

sn−1(x,U) = (sn−1x, sn−1U) , sn−1U =

(
u0

0 · · · u0
n−2

u0
n−1

u1
0 · · · u1

n−2

)
,

tn−1(x,U) = (tn−1x, tn−1U) , tn−1U =

(
u0

0 · · · u0
n−2

u1
n−1

u1
0 · · · u1

n−2

)
.

— Les unités sont définies par

1(x, U) = (1x, 1U ) , 1U =

(
u0

0 · · · u0
n−1 un

0
u1

0 · · · u1
n−1 un

)
.

— Les compositions entre cellules composables sont définies par

(y, V ) ∗i (x,U) = (y ∗i x, V ∗i U) ,

où, pour 0 < i < n,

V ∗i U =

(
u0

0 · · · u0
i v0

i+1 + u0
i+1 · · · v0

n−1 + u0
n−1

vn + un
v1
0 · · · v1

i v1
i+1 + u1

i+1 · · · v1
n−1 + u1

n−1

)
,

et, pour i = 0,

V ∗0 U =

(
u0

0 v0
1 + u0

1 ◦ t1(y)∗ · · · v0
n−1 + u0

n−1 ◦ t1(y)∗
vn + un ◦ t1(y)∗

v1
0 v1

1 + u1
1 ◦ t1(y)∗ · · · v1

n−1 + u1
n−1 ◦ t1(y)∗

)
.

Il est immédiat que ces formules définissent bien des cellules de G(N), la seule vérifi-
cation non tautologique étant que pour ce dernier tableau V ∗0U on a la compatibilité
à la différentielle pour les termes de degré 1 :

d1(vε
1 + uε

1 ◦ t1(y)∗) = v1
0 − v0

0 ◦ t1(y)∗ + u1
0 ◦ t1(y)∗ − u0

0 ◦ t1(y)∗ ◦ t1(x)∗

= v1
0 − u0

0 ◦ t1(x ∗0 y)∗

(la dernière égalité venant du fait que comme (x,U) et (y, V ) sont 0-composables, on
a u1

0 = v0
0). La vérification des axiomes des ∞-catégories est fastidieuse, mais directe.

La projection (x,U) 7→ x définit un ∞-foncteur G(X) → X et on obtient ainsi un
foncteur G : Comp(Ab) →∞-Cat/X.

On définit un morphisme de foncteurs η : 1∞-Cat/X → GF comme suit.
Soient (X ′, p : X ′ → X) une ∞-catégorie au-dessus de X et N le complexe
N = F (X ′, p) = C(X ′, p∗(M)). Il s’agit de définir un∞-foncteur η(X′, p) : X ′ → G(N)
au-dessus de X, naturel en (X ′, p). Soient n > 0 et x′ une n-cellule de X ′. On pose

η(X′, p)(x′) = (p(x′), Ux′) ,

où

Ux′ =

(
u0

0,x′ u0
1,x′ · · · u0

n−1,x′
un,x′

u1
0,x′ u1

1,x′ · · · u1
n−1,x′

)
,
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le morphisme u0
i,x′ : Mt0(sip(x′)) → Ni (resp. u1

i,x′ : Mt0(tip(x′)) → Ni), pour 0 6 i 6 n,
étant le composé

Mp(t0y′) ↪→ ⊕
y′∈X′

i

Mp(t0y′) → Ci(X ′, p∗(M)) = Ni

de l’inclusion canonique correspondant à y′ = si(x′) (resp. à y′ = ti(x′)), suivie de la
surjection canonique (en remarquant que, pour i = n, on a u0

n,x′ = u1
n,x′ et en posant

un,x′ = u0
n,x′ = u1

n,x′). On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’on obtient bien ainsi
un ∞-foncteur, η(X′, p) : X ′ → G(N) naturel en (X ′, p).

De même, on définit un morphisme de foncteurs ε : FG → 1Comp(Ab) comme suit.
Soient N un complexe de groupes abéliens et (X ′, p : X ′ → X) = G(N). Il s’agit
de définir un morphisme de complexes εN : C(X ′, p∗(M)) → N , naturel en N . Soit
n > 0. On définit un morphisme de groupes abéliens εN,n : Cn(X ′, p∗(M)) → Nn en
posant, pour (x,U,m) un générateur de Cn(X ′, p∗(M)), autrement dit, x ∈ Xn,

U =

(
u0

0 u0
1 · · · u0

n−1
un

u1
0 u1

1 · · · u1
n−1

)
,

u0
i : Mt0(six) → Ni , u1

i : Mt0(tix) → Ni , 0 6 i 6 n ,

(toujours avec la convention u0
n = u1

n = un), et m ∈ Mt0x,

εN,n(x,U,m) = un(m).

La compatibilité aux relations (∗i), 0 6 i < n, et aux différentielles, ainsi que la
naturalité en N sont tautologiques.

Théorème A.2. — Le couple des foncteurs

F : ∞-Cat/X → Comp(Ab) , G : Comp(Ab) →∞-Cat/X

est un couple de foncteurs adjoints.

Démonstration. — Une vérification facile laissée au lecteur montre que les mor-
phismes de foncteurs ε et η satisfont aux égalités triangulaires.

Appendice B

Homologie et version abélienne de la construction de Grothendieck
∞-catégorique

On rappelle que le foncteur d’oubli Ab → Ens de la catégorie des groupes abéliens
vers celle des ensembles admet un adjoint à gauche L, le foncteur d’abélianisation
associant à un ensemble le groupe abélien libre engendré par cet ensemble. De même,
le foncteur d’oubli ∞-Cat(Ab) → ∞-Cat des objets ∞-catégories dans Ab vers celle
des ∞-catégories admet un foncteur adjoint à gauche noté aussi L et appelé foncteur
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d’abélianisation. On rappelle également que la catégorie ∞-Cat(Ab) est canonique-
ment équivalente à celle des complexes de chaînes de groupes abéliens Comp(Ab) [16].
Modulo cette identification le foncteur d’abélianisation n’est autre que le foncteur

∞-Cat → Comp(Ab) , X 7→ C(X,Z)

(cf. paragraphe 3.2), où Z désigne le système local constant de valeur Z [45], [26].

Il n’est pas vrai que, pour un système local faible ou même un système local M

arbitraire sur une ∞-catégorie X, le complexe C(X, M) soit toujours obtenu comme
l’abélianisation d’une ∞-catégorie. En effet, le groupe abélien C0(X, M) n’est pas en
général un Z-module libre. Néanmoins, cela est vrai dans le cas particulier impor-
tant où le ∞-foncteur M : X◦ → Ab se factorise par le foncteur d’abélianisation
L : Ens → Ab.

En effet, soit E : X◦ → Ens un ∞-foncteur. Cela revient à se donner pour tout
objet x de X, un ensemble Ex et pour toute 1-flèche x : x0 → x1 de X, une application
x∗ = Ex : Ex1 → Ex0 tels que pour toute 2-flèche x : x0 ⇒ x1 de X, on ait x∗0 = x∗1,
pour tout couple de 1-flèches composables x0, x1 de X, on ait (x1 ∗0 x0)∗ = x∗0x

∗
1, et

pour tout objet x de X, on ait 1∗x = 1Ex . On définit une ∞-catégorie
∫

E comme
suit : Pour n > 0, une n-cellule de

∫
E est un couple (x, a), avec x ∈ Xn et a ∈ Et0x.

Pour n > 0, les buts et sources d’une telle cellule sont définis par les formules :

tn−1(x, a) = (tn−1(x), a) , sn−1(x, a) =

{
(sn−1(x), a) , n > 1 ,

(s0(x), x∗(a)) , n = 1 ,

et pour n > 0, l’unité est définie par la formule 1(x,a) = (1x, a). Si (x0, a0) et (x1, a1)
sont deux n-cellules i-composables, pour 0 6 i < n, leur composé est donné par

(x1, a1) ∗i (x0, a0) = (x1 ∗i x0, a1) ,

où on remarque que si i > 0, alors a0 = a1, et si i = 0, on a a0 = t1(x1)∗(a1). Si M

désigne le système local faible composé

X◦ E // Ens
L // Ab

du foncteur E suivi du foncteur d’abélianisation, on vérifie aussitôt que le complexe
C(X,M) est l’abélianisation de la ∞-catégorie

∫
E.

La formation de
∫

E est un cas très dégénéré de la construction de Grothendieck
∞-catégorique [51], [7], où le ∞-foncteur X →∞-Cat est à valeurs des ∞-catégories
discrètes, c’est-à-dire des ensembles. Ainsi, la formation du complexe C(X, M), pour
un système local faible M général, peut être vue comme une variante abélienne de cette
construction, où les groupes abéliens Mx sont considérés comme objets ∞-catégories
discrètes de Ab, autrement dit, comme complexes réduits en degré 0.
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Appendice C

Homologie polygraphique d’une ∞-catégorie faible

On ne rappellera pas ici la définition des cohérateurs. On renvoie le lecteur
à [37], [38], [2].

Fixons un cohérateur de ∞-catégories C. On rappelle que les objets de C sont les
sommes globulaires de la forme

Di1 qDi′1
Di2 qDi′2

· · · qDi′
n−1

Din

et qu’une∞-C-catégorie est un préfaisceau sur C transformant les sommes globulaires
en produits fibrés. Les préfaisceaux représentables, et en particulier les disques Dn,
n > 0, sont des ∞-C-catégories. La catégorie ∞-C-Cat des ∞-C-catégories est la
sous-catégorie pleine de Ĉ formée des ∞-C-catégories. On a donc des inclusions

C ↪→∞-C-Cat ↪→ Ĉ .

Pour n > 0, la sphère Sn−1 est le sous-préfaisceau de Dn dont les sections se factorisent
par la cosource ou le cobut de Dn, et S−1 est le préfaisceau vide sur C. Les polygraphes
faibles se définissent de façon parfaitement analogue aux polygraphes stricts. Une
résolution polygraphique d’une ∞-C-catégorie X est un morphisme p : P → X de
∞-C-Cat de source un polygraphe faible ayant la propriété de relèvement à droite
relativement aux inclusions Sn−1 ↪→ Dn. L’argument du petit objet montre que toute
∞-C-catégorie admet une résolution polygraphique.

Dimitri Ara a construit dans [2], pour tout cohérateur de ∞-catégories C, un
foncteur canonique u : C → Θ de but la catégorie Θ de Joyal [30], [35], [15], [21]
induisant l’identité sur les objets. Ce foncteur permet d’associer à toute ∞-catégorie
stricte X (vue comme un préfaisceaux sur Θ transformant les sommes globulaires
en produits fibrés) une ∞-C-catégorie u∗(X) = X ◦ u◦, définissant ainsi un foncteur
pleinement fidèle u∗ : ∞-Cat → ∞-C-Cat pouvant être considéré comme une inclu-
sion. Ce foncteur admet un adjoint à gauche u! : ∞-C-Cat → ∞-Cat, le foncteur de
strictification.

Le groupoïde fondamental d’une ∞-C-catégorie X peut être défini comme pour
les ∞-catégorie strictes, mais une définition équivalente plus rapide consiste à po-
ser Π1(X) := Π1(u!(X)). Un système local sur X est un foncteur contravariant
M : Π1(X)◦ → Ab, ou de façon équivalente un système local sur la ∞-catégorie
stricte u!(X). De même, la catégorie fondamentale d’une ∞-C-catégorie X peut être
définie directement, ou plus rapidement comme étant celle de u!(X), et un système
local faible sur X comme étant un système local faible sur u!(X).

Soient X une ∞-C-catégorie et M un système local faible. On définit l’homologie
polygraphique de X à coefficients dans M , en choisissant une résolution polygraphique
p : P → X de X dans ∞-C-Cat et en posant dans la catégorie dérivée des groupes
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abéliens
Hpol
• (X,M) := Hpol

• (u!(P ), p∗(M)) .

Autrement dit, l’homologie polygraphique de la ∞-C-catégorie X à coefficients dans
le système local faible M est l’homologie polygraphique de la strictification d’une
résolution polygraphique faible de M . Puisque le foncteur u! commute aux limites
inductives, cette strictification est un polygraphe (strict), et son homologie polygra-
phique est donc définie par le complexe C(u!(P ), p∗(M)).

Conjecture C.1. — L’homologie polygraphique Hpol
• (X, M) est indépendante, à iso-

morphisme canonique près, de la résolution choisie.

Soit maintenant X une ∞-catégorie stricte et M un système local faible sur X.
L’homologie polygraphique de X, vue comme ∞-catégorie faible, autrement dit celle
de u∗(X), est donc définie en choisissant une résolution polygraphique p : P → u∗(X)
de u∗(X) dans ∞-C-Cat et en posant Hpol

• (u∗(X),M) = Hpol
• (u!(P ), p∗(M)). Le

composé

u!(P )
u!(p)

// u!u
∗(X) // X

de u!(p) suivi du foncteur d’adjonction définit un morphisme canonique dans la caté-
gorie dérivée des groupes abéliens Hpol

• (u∗(X),M) → Hpol
• (X, M).

Conjecture C.2. — On a un isomorphisme canonique dans la catégorie dérivée des
groupes abéliens Hpol

• (u∗(X),M) ' H•(X, M) identifiant le morphisme canonique ci-
dessus au morphisme de comparaison H•(X, M) → Hpol

• (X, M) de la section 6.

En d’autres termes, l’homologie polygraphique d’une ∞-catégorie stricte vue
comme ∞-catégorie faible est isomorphe à sa « vraie » homologie.

On définit la classe des équivalences polygraphiques de ∞-C-Cat exactement
comme celles de ∞-Cat : un morphisme f : X ′ → X de ∞-C-Cat est une équivalence
polygraphique si f induit une équivalence des groupoïdes fondamentaux et si pour
tout système local M sur X le morphisme

Hpol
• (f, M) : Hpol

• (X ′, f∗(M)) → Hpol
• (X,M)

est un isomorphisme dans la catégorie dérivée des groupes abéliens.
On dit qu’un morphisme f : X ′ → X de∞-C-Cat est une équivalence de Thomason

si le foncteur C/X ′ → C/X, induit par f , entre les catégories des éléments de X ′ et X,
vues comme préfaisceaux sur C, est une équivalence de Thomason de Cat. Cette
définition est raisonnable car conjecturalement tout cohérateur est une catégorie test,
de sorte que Ĉ modélise les types d’homotopie et l’inclusion ∞-C-Cat ↪→ Ĉ peut être
vue comme un foncteur nerf, analogue au nerf cellulaire pour les∞-catégories strictes.

Conjecture C.3. — La classe des équivalences polygraphiques de ∞-C-Cat coïncide
avec la classe des équivalences de Thomason.
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