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VIII-01 

G.A.G.A. AFFINE 

(D'après Pierre DELIGNE) 

par Georges MALTSINIOTIS 

INTRODUCTION 

Le but du présent exposé est de démontrer un résultat analogue au 

théorème de comparaison de la cohomologie algébrique d'un faisceau algébrique 

cohérent sur une variété algébrique propre sur C à la cohomologie analyti

que du faisceau analytique cohérent correspondant, dans le cas d'une variété 

algébrique sur C non nécessairement propre. D'une façon plus précise, on 

démontrera que la cohomologie algébrique d'un faisceau algébrique localement 

libre de rang fini sur une variété algébrique lisse est isomorphe à la coho

mologie du complexe de Dolbeault de formés différentielles "modérées" à valeurs 

dans le faisceau analytique associé ; la notion de forme différentielle modérée 

étant définie au paragraphe 2• Ce résultat ainsi que sa démonstration sont 

basés sur un manuscrit de P» Deligne rédigé en Janvier 1970. Les définitions 

et les résultats du paragraphe 1 sont exposés plus en détail dans [ 1 ] , chapitre I I , 

paragraphe 2 • 
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MODERATION 

§ 1 . 

Toutes les variétés considérées dans ce paragraphe seront supposées 

séparées et dénombrables à l ' inf in i . 

Soit X* une variété analytique complexe» On appelle compactification 

partielle de X* une immersion ouverte d'image dense i 1 X* c—» X où X 

est analytique et X - X* un fermé analytique de X • Soient î  : X* c —> X̂  

et i^ * X* < — X ^ deux compactifications partielles de X* • On dit 

qu'elles sont équivalentes s ' i l existe une compactification partielle 

i * X* c — » X et deux diagrammes commuta tifs 
3 i 3 

x * c x 

3 
| f K 1 = 1,2 et fK propre. 

Cette relation est une relation d'équivalence car, si on a des compactifi

cations partielles i^ : X* c—̂ . X^ , K = 1,2,3 et des diagrammes commutatifs 

X* c 3 -» x 4 

| f K K = 1,2 , fK propre 

i 
X* c x 5 

| g K K = 2,3 , gK propre 

^ *K 

on obtient un diagramme commutatif 

x * c > x 

~. \ Jh^ K = 1,3 , hK propre 

en prenant pour Xr une résolution de singularités de X x X • 
6 4 &2 •* 
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G. A. G. A. AFFINE VIII-03 

Si : X* <—^ X̂  et i^ : X* < — X ^ sont deux compactifications partielles 

de X* équivalentes, les traces de compactes de X̂  et de X^ sur X* sont 

les mêmes. Si i : X* <~— X̂ est une compactification partielle de X* telle 

que X est compacte, on dit que c'est une compactification de X • 

Soient i : X* <—> X une compactification partielle de X* f Y = X - X* • 

On dit qu'une fonction f : X* — > IR continue a une croissance modérée le 

long de Y , si pour tout ouvert U de X tel que Y A u soit défini dans U 

par une famille finie d'équations f̂  = 0 , et tout compact K de U i l 

existe des constantes A , f > 0 telles que 

(1) VxÉJCHX* , | f ( x ) U — 
( r f . ( x ) f . ( x ) ) 

Remarque 1 Par le Nullstellensatz (C-analytique, si l'inégalité (1) est véri

fiée pour un système d'équations de Y 0 U dans U elle est vérifiée (avec 

d'autres constantes) pour tout autre système d'équations de Y H U • 

Remarque 2»~ S'i l existe un recouvrement ouvert IL de X tel que, pour tout i , 

Y H U . soit défini par une famille finie d'équations £^ = 0 et tel que pour 

tout compact K de IL , i l existe des constantes A , f >0 telles que 

Vx ( K H X* , I f (x) I « k 

r r f . . ( x ) f . . ( X ) ) P 

alors f a une croissance modérée le long de Y • En effet, soient U un 

ouvert de X, tel que Y H U soit défini par une famille finie d'équations 

f = 0 f et K un compact de U • Soit un recouvrement fini de K par 

des ouverts de U relativement compacts dans U , plus fin que U f tel que 

soit relativement compact dans • Suivant la remarque 1, pour tout i , 

i l existe des constantes A^ , > 0 tels que 

_ A. 
vx c ( r n v . ) n x » , | f ( x ) U 1

 p 

( v f . ( x ) f . C x ) ) ' 1 
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Vu que les sont en nombre fini , si A = supA i , p = inf 

V x C I C O X * , | f ( x ) U A

 p

 # 

( £ f . ( x ) f . ( x ) )P 

PROPOSITION 1 Soient i I X* « — » X une compactification partielle de X* , 

Y * X - X* , f : X*—> 1R une fonction continue» Pour que f ait une  

croissance modérée le long de Y i l faut et i l suffit qu f i l existe un recou 

vrement ouvert U. de X et des fonctions 3R -analytiques g i : IL —*IR 

ne s*annulant pas en dehors de U. O Y et pour tout compact K de des 

constantes A > 0 t f >0 telles que 

Vx i r o x * , | f ( x ) | « A

 p . 
\9±Mr 

Démonstration» La condition est nécessaire par définition» Démontrons qu'elle 

est suffisante» Quitte à remplacer le recouvrement par un recouvrement 

plus fin, on peut supposer que U. A Y est défini dans par une famille 

finie d ,équations f. . = 0 et que les ouverts U. s'identifient à des ouverts 
n. " 

de <C 1 • Soit un recouvrement de IL par des polydisques ouverts re 

lativement compacts dans U\ • I l suffit, suivant la remarque 2, de démontrer 

que, pour «tout compact K de » i l existe des constantes a , N > 0 

telles que 

Vx i K O X* , 1 ^ A , M » 
| g . ( x ) | ( E f ( x ) f ( x ) ) N 

3 J J 

Or suivant une forme du Nullstellensatz IR-analytique ( [ 3 ] , n°18, th» 2, 

p» 85), i l existe des constantes B, N ) 0 tels que 

Vx C I f | g . ( x ) | d ( x , Z ) N 

où Z est l'ensemble des zéros de g. dans V et d est la distance 
1 l J c n. 

hermitienne canonique ( v i k étant considéré comme un ouvert de C x ) » Or 

Z C Y 0 par hypothèse» Donc 
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d(x,z) ^ d (x , Y n v . k ) . 

Si on pose f. = Tf. . f. . , i l existe une constante C > 0 telle que 

Vx f y C V i k , |£ . (x) - f . ( y ) | <c C , d(x,y) = C ||x - y|| 

(formule des accroissements finis, compacité et connexité de C ) • 

On en déduit que 

V x C K H X * , Vy 6 Y O V . k , d(x,y) > 1 f . ( x ) 

donc d(x , Y V . F C ) £ f. (x) et par suite 

Vx c K n x* , _ L _ < ç ! Z i L 
| g . ( x ) | " f . ( x ) N 

d'où le résultat. 

PROPOSITION 2.- Soient i 1 : X* c—» X̂  , i^ : X* <•—> X 2 deux compactifi- 

cations partielles équivalentes de X* , Y = X,j - X* , Y2 = X2 ~ X * 1 

f : X* — I R une fonction continue» Alors f a une croissance modérée le  

long de Y^ si et seulement si elle a une croissance modérée le long de Y ^ 

( [ 1 ] , I I , 2, 19). 

Soient i : X* <•—» X une compactification partielle de X* et g une 

structure hermitienne sur X* • On dit que la structure hermitienne g est 

adaptée à la compactification partielle X s ' i l existe une structure hermi-

tienne g' sur X telle que g = i*g' • 

THEOREME 1 Si i : X* c—» x et i g : X* '—^ x g sont deux comp actif i ca 

tions partielles équivalentes, ĝ  (resp. g^) une structure hermitienne  

sur X* adaptée à la compactification partielle X̂  (resp. X^) alors i l  

existe une fonction continue ô : X* —»1R+ ayant une croissance modérée le  

long de = - X* (ou de Y ^ = - X* ce qui est équivalent suivant  

la proposition 2) telle que dĝ  c ôdg^ et dg^ ôdĝ  où dĝ  (resp. dg^) 

désigne l'élément de volume associé à la structure hermi tienne ĝ  (resp. g^) • 

Démonstration. Suivant la définition des compactifications partielles équiva-
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G. MALTSINIOTIS VIII-06 

lentes, i l suffit de démontrer le résultat dans le cas où i l existe un 

morphisme propre f : X̂  —^ rendant le diagramme 

X* c ! » x 

^ \ V 
X 2 

commutatif# Soit gj (resp. g^) une structure hermitienne sur X̂  (resp, X g ) 

telle que ĝ  = i* g' (resp # g g = i* g p . Posons f*(dg*) = ôdg1 • La fonc

tion 6 : X̂  —^IR + est une fonction continue qui s'annule au plus dans Y • 

I l suffit de démontrer que les fonctions continues sur X* , ô|x* et —^— 
ô|x* 

ont une croissance modérée le long de • La fonction 6 étant continue 

sur X̂  | elle est formée sur tout compact de X̂  f donc ô|x* a une crois

sance modérée le long de Ŷ  • 
Démontrons que —-— a une croissance modérée le long de Y • Pour 

ô|X» n

 1 

cela on peut supposer que X^ est un ouvert de (D • D'autre part, i l existe 

un recouvrement U. de X„ par des ouverts qui s'identifient à des ouverts 
n. 1 1 

de (D 1 • Soit h (resp # h^) la structure hermi tienne sur X^ (resp # Uv) 

2 n * 

induite par la structure hermitienne canonique de C (resp» C 1 ) . O n pose 

£*(dh)|lL = ô i d h i • L a f o n c"tion : U — » ] R + est 3R-analytique et s'annule 

au plus dans O Ŷ  • I l suffit donc de démontrer que,pour tout compact K 

de , i l existe une constante A > 0 telle que 
Vx C K n X* , jfej 4 J^J (proposition 1 ) . 

Or i l existe une constante B > 0 telle que dh ^ Bdg^ sur f(K) • (En effet, 

dh » Xdh où X est une fonction continue strictement positive, qui possède 

un maximum B fini sur le compact f(K) ) . Donc Bf*(dgp ^ f*(dh) , c'est-

à-dire Bôdg' ^ ^±^ h± s u r K • D e m ^ m e i ] L existe une constante C >̂ 0 telle 

/jue dh^ ^ Cdg,J sur ÎC • On déduit que BôdgJ >y ô^dgj sur K d'où 
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1 c B/C 

ô(x) " 6 (x) D 
Vx ~\X* 

On en conclut en posant A = B/C • 

Soit X* un schéma séparé, lisse de type fini sur (C • Suivant [ 2 ] , 

i l existe une immersion ouverte d'image dense i : X* «—> X avec X schéma 

propre et l isse. Si î  : X* * — » X̂  et i^ s X* <•—> X^ sont deux telles 

"compacti f i cations", i l existe une troisième i^ : X* « — X ^ et deux dia

grammes commutatifs 
i 

x*c 2 _ > x. 

\ i K Cj. r - 1 , 2 

En particulier, si on considère les structures analytiques associées, ces 

deux compactifications sont équivalentes. Suivant la proposition 2, si 

f : X* 3 3 1 ^ 1R est une fonction continue où X*3*1 désigne la variété ana

lytique associée à X* , elle a une croissance modérée le long de 

= X ^ - X * ^ si et seulement si el le en a une telle le long de 

Y 0 2 1 = X ^ - X* 3 2 1 . On dira que la fonction f a une croissance modérée à 
2 2 n 

l ' infini de X* , et cette notion dépend uniquement de la structure algébri

que de X* * De même suivant le théorème 1, si ĝ  (resp. g^) est une struc

ture hermi tienne sur X* 3 2 1 , adaptée à la compactification X ^ (resp. X^*1) , 

i l existe une fonction continue 6 : X * a n ^IR+ qui a une croissance modérée 

à l' infini de X* telle que 

^ ^ 6dg2 et dg 2 ^ 6dg1 . 

On appelle structure hermitienne modérée, une structure hermitienne qui se 

prolonge sur une compactification algébrique. 

Soient X* un schéma séparé lisse de type fini sur C , F* un faisceau 

algébrique localement libre de rang f in i sur X* , V* le fibre vectoriel 

associé V* = Vect(F*) , x * a n , F*^ , v * ^ les objets analytiques corres

pondants. On se propose de définir une classe d'équivalence de "normes" sur 
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v^an ^ ^ e s 'hormes" considérées seront des familles continues de normes sur 

les v^ 3 1 | x £ X*311 , c'est-à-dire telles que pour toute section continue 

v de V * ^ 9 ||v|| soit une fonction continue. Deux "normes" \\ •W^ » || • ||2 

sur V*3*1 seront dites équivalentes s ' i l existe une fonction continue 

6 : X*3*1 —^IR* ayant une croissance modérée à l ' infini de X* telle que 

M l , £ ô | U I 2 ^ H . l l ^ ô l l . l l , . 

I l existe une classe d'équivalence et une seule de "normes" pour cette rela

tion d'équivalence telle que, pour toute "norme" | |* | | appartenant à cette 

classe, toute immersion ouverte d'image dense i : X* < .̂ X dans un schéma X 

propre et l isse, tout faisceau algébrique cohérent F sur X tel que 

i*F as F* , tout ouvert U de X ^ , toute surjection fj : 0̂  F ^ U et 

tout compact K de U , i l existe une fonction continue 6 : X * ^ —*3R+ 

ayant une croissance modérée à l ' infini de X* telle que au-dessus de 

K n X * ^ 

l | . | k * l | . | L , H . 1 1 , 4 011.11 
^ n 

où | | v | | 7 = i n ^ ( w ) « v l w l avec |w| = £ | w . | 

( [ 1 ] , I I , 2#14, 2,15, 2.16, 2.19) • Une norme appartenant à cette classe 

d'équivalence sera dite modérée. 
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THEOREME DE COMPARAISON 

§ 2. 

Soient X un schéma séparé lisse et de type fini sur C , F un 

faisceau algébrique localement libre de rang fini sur X , X ^ f F^ les 

objets analytiques associés, Q p , q ( F a n ) le faisceau de formes différentielles 

sur X à coefficients mesurables de type p,q , à valeurs dans F0*1 • 

DEFINITION 1 « - Une forme <* £ H ° ( X a n , 0 ° t q ( F a n ) ) est dite modérée si 

(1) Pour toute "norme" modérée | | « | J sur F 3 1 1 et toute structure hermi- 

tienne g sur X 3 2 1 modérée, i l existe une fonction continue 6 : X 3 1 1 — » IR+ 

qui a une croissance modérée à l ' infini de X et telle que 

J x an 6 ~ 1 I N I 2 * * * 0 0 • 

(2) La forme d"tf C H ° ( x a n , Q ° , q + 1 (F** 1 )) , calculée au sens des distribu 

tions, est mesurable et vérifie encore ( 1 ) . 

Remarque 1 • - Si g est une structure modérée sur X 3 2 1 , Il • Il une norme 

modérée sur F^ , * i H ° ( x a n , Q ° , q ( F a n ) ) , alors 11oc || est défini par 

t|oc11 = inf Z ( || û(. || | | ^ . | | ) la borne inférieure portant sur l'ensemble 
X 1 X I X 

des écritures 

ex = 
i i 

L 
de <X au voisinage de x et | |°(^|| désignant la norme sur Q ° , q déduite 

de la structure hermitienne g (norme "TT") . si dz f # # # f d z n désigne une 

base de Q} , 0 orthonormale en x et si cK. = Z d ^ A

A e " ^ ( o u À = ^ i^, . . # , i ^ 

C [ l t » ] t i . < . . . < i et dz = dz A . . . A dz ) ||<x|| = £ I K IL • i q i i x A i x . A x 
1 q A 

En effet, si o(. = ^ f. dzA 

x A 1A A 

= X £ f .Adz, . 
iA A 

i ii 

& 6-. = £ dz ® S 
1 , A 

A i 
donc 

<T, * £ f.A<r. e t Z ||cr || • If. I ||cr. H = 
a i îA i ^ 1 1 A"x^ A I iA|x " i n x 
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= TA S I f . . I ) l i a . Il = Ella. Il l i a II 

s i «o c r ( x a n , n ° ' p ) , I h * « l l x * I H I X I M I X • 

En effet, si Q = S f B dz f î , ( B C [ 1 1 ] , card B = p) au voisinage du 
B 

point x tu) A et = £ dz„ A dzA <$ f a et 
A,B B B A 
A n B = # 

I I » H I X - A = B H V A ^ I ' B W X = I M I X H I X . 

AfiB « f( 

Remarque 2 # - Pour qu'une forme a £ H ° ( X a n

f O ° , q ( F 3 1 1 ) ) soit modérée, i l 

suffit que 

( 1 ) i l existe une "norme" modérée | | « | | ^ sur F 3 1 1 et une structure hermi-

tienne sur X3*1 modérée et une fonction continue 6 : X3*1—$ IR* qui a 

une croissance modérée à l ' infini de X et telle que 

J x an H f d * 1 < 0 0 > 

( 2 ) la forme d"<* i H ° ( X 3 V ° , q + \ ( F 3 n ) ) vérifie encore ( 1 ) . 

En effet, si | | « | | est une "norme" modérée sur F 3 1 1 et g une structure 

hermitienne sur X 3 1 1 modérée, i l existe des fonctions continues ô' tô"i X311—>3R* 

ayant une croissance modérée à l ' infini telles que || • || £ dg ^ à"dg^ et 

/ x a n ( 6 6 . 2 6 - . ) - 1 I M I 2 dg * J 6-1 | H 2 ^ < oo , 

On uti l ise le même argument pour d"cy • 

Remarque 3 « - La notion de forme différentielle modérée sur X 3 1 1 ne dépend que 

de l a structure algébrique de X • 

Remarque 4 « - Par définition, les groupes de formes différentielles modérées 

munis de l'opérateur d" forment un complexe qu'on notera C*(X,F) • 

DEFINITION 2 » - On appelle cohomologie modérée de F et on note H^(X,F) la 

cohomologie du complexe C * (x , F ) 
1 ÏÏÏ 

H»(X,F) = H*(C£(X,F)) . 
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LEMME 1.- Soient a i C*(x,F) et p : —>3R+ une fonction C°° telle 

que p et ||d"p|| aient une croissance modérée ( l a norme sur 0°'"' étant  

celle définie par une structure hermi tienne g modérée sur X ) . Alors 

P<* i <$X'F) • 

Démonstration»- Pour toute "norme" sur F3*1 modérée, i l existe une fonction 

continue ô : X 0 1 1 ^IR* ayant une croissance modérée à l' infini de X telle 

^ I an 6 _ 1 I M I 2 ^ < °° e t ! an ^ H d " a l | 2 < * < < * > • 
X X 

2 

Alors ôp + 1 est une fonction continue qui a une croissance modérée à 

l ' infini de X et 
•f a n * 6 » 2 * 1 ) " 1 I M I 2 * * * J a n « " 1 | H | 2 d 9 < » . 

X X 

De même ô(p + ||d"p|| + 1 ) 2 est une fonction continue qui a une croissance mo

dérée à l ' infini de X et 

• f x a n ( 6 ( p + M + 1 ) 2 ) _ 1 H d " ( p a ) H 2 d 9 " J x a n (
6 ( P + l l d , , P l l + l ) 2 ) " 1 H < l " P A « H - p d » a | | 2 d g * 

S J «n»"*1 <P + 11 Pli +1 ) " 2 C II*"P| ÎW+ 2Plld"p» | H | | | d « a | | + p 2 | |d«a| | )dg s 

^ J a n ^ l H I ^ + J x ^ N I ' H d " « l l d 9 + J , x 6 " 1 | l * , a l l 2 d g < + °° ' 

On en déduit que pcv ( C^(X,F) • 

LEtàtE 2 » - Supposons X connexe et soient U et V deux ouverts de Zariski  

de X , i i X «—> X une immersion ouverte d'image dense où X est un 

schéma propre et lisse, V un ouvert affine de X , cp : X ^ ^ IR une fonc-

oo 

tion C dont le support est inclu dans W , a^ = 0 un système d'équations 

de W - V fl W dans W , a = £ a â • Alors 

— ^ : u ^ V — e s t une fonction continue ayant une croissance  

modérée à l ' infini de U 0 V , pour m assez grand la fonction ô' : U031—>3R+ , 

définie par Ô ' | tl*" 0 V**1 = ôcpa™ et ô ' | - 0 = 0 est une fonction  

continue ayant une croissance modérée à l ' infini de U • 

i i ) Si ai C^(U 0 V,F) , pour m assez grand cpa^ i C^(U,F) . 
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Démons tration» 

i ) Soient b un système d'équations de W - U 0 \J dans W , b = £ b b . 
S 3 P P 

Alors 6 ayant une croissance modérée à l ' infini de U 0 V , i l existe des 

constantes A , m > 0 telles que ô £ — s u r K 0 U 3 3 1 0 V3*1 où K = supp(çp) . 
( a b H 

Soit m ^ m̂  + 1 et démontrons que m convient» On a 

6 . s < p â â — 1 s u r . 

£a

m""m1 ^ an an an 
La fonction 6" = cp 3 1 1 étant continue sur U 3 1 1 et nulle sur U 3 1 1 - U^OV 

bm1 

on en déduit que ô' est continue, et ô" ayant une croissance modérée à 

l ' infini de U on en déduit qu'il en est de même pour ô' • 

i i ) Soient g une structure hermi tienne modérée sur X 3 1 1 et | | « | | une 

"norme" modérée sur F3*1 • Alors i l existe une fonction continue 6 i U a nfl V ^ l * 

ayant une croissance modérée à l ' infini de U 0 V telle que 

f ô""1 | |c*|| 2dg<°o et J 6"1 | |d"a|| 2 dg < oo . 

Soit s —>IR + une fonction C°° telle que tj/|supp(cp) » 1 et s u p p ^ c w 3 1 1 . 

Suivant ( i ) , i l existe M tel que, pour tout m £ M , 6\[ram ait une croissance 

modérée à l ' infini de U • Alors soient m £ M et m £ 2 ; nous allons dé

montrer que pour un tel m , cpam<* l£ C q (U, F) • 

En effet 

a) ô\»fa2m + 1 a une croissance modérée à l ' infini de U et 

I u a n ( 6 * a 2 m + 1 ) H ^ l l 8 * » s J u a n ô ' 1 f V l f a * (s«P«P 2 ) J u a n n v a n

6 " 1 N I % 9 < T O ' 

b) ô ^ a 2 n w 2 + 1 a une croissance modérée à l ' infini de U et 

J u a n ( 6 * a 2 m " 2 + 1 > ~ 1 ll<*"(cpam*)!| 2dg = 

. f ( ôfa2™"2 + 1 ) " 1 f) tpa™ d«a + cpma"1"1 d» a Aa + a"1 d»cp A « | | 2 dg * 

S f a n ( ^ a 2 n w 2

+ l ) - 1 [ T a m | | d » c v | | + r a

m - 1 | | d » a | | . | | a | | + am | | d'Vp | L I I « | | ] 2 dg = 

o, 2m~2 , \ - I 2 2m 
(f a | |d»a | | 2 dg + 
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+ f ( ô ^ a 2 " - 2 ^ ) " 1 2cpam(cpmam-1 | |d"a| | + a

r " | | d « , | | ) ||d"a|| . | | « | | dg + 

+ f ( ô f a 2 1 1 1 - 2 ^ ) - 1 ( ^ ^ H d - a l l + a m | | d » c p | | ) 2 | | a | | 2 d g . 

2 2m 2 
Or ^ 2 = ^ - a = cp a ^ sup(cp a ) = Â  sur U (K = supp cp) • 

\jra K 

De même W * " " 1 l l ^ l l + « V ' * ! ! ) = 2S> a(cpm ||d«a|| + a | |d"o|| ) = 

tya ~ * 

= 2oa(ccm||d , ,a|| + a||d"cp||) £ sup(2cpa(<0m||d"a||+a||d"cp|| ))= A sur U . 
K 2 

E n f i n (cpmam^ 1Hd^l + a m l ld»cpH) 2 ^ m 2 a 2 m " V a | l 2 + 2 c ^ 2 m - 1 j l d " 4 ( ^ c p H ^ H d - y H 2 

, 2m- 2 ~* , 2m - 2 

= 2 2 m 2 | |d"a| | 2

+ 2 f ma||d»a||.||d»cp|| + a

2 J i £ l ^ i 2 = cp2m2 (| d» a|| 2+ acpmal | d»a|| . || d"cp||+a2 | | d « c t i 2 s 
T T 

£ s u p ( c p 2 m 2 | | d n a | | 2 + 2cpma || d"a || . || d"cp || + a 2 || d"cp || 2 ) = A sur U • 

On dédui t que 

J ^ C ô ^ a 2 " 1 - 2 ^ ) - 1 | | d»(cpa m

a ) | pdgs 

5 A 1 u n v 
[ a n n v a n Ô ~ 1 | l d , , 0 l i ' I M | a 3 + A 3 

[ 6" 1l|a|| 2dg< oo . 

On en conclut que ya^a i C^(U fF) • 

PROPOSITION 1 i ) Soit C ^ ) ^ ^ un recouvrement ouvert fini de Zariski de X 

et soit X^ la somme disjointe des intersections k + 1 h k + 1 des • 

Alors les Cq(X, ,F) . . forment une résolution de C q (x ,F) pour la différen-
mN k 'o^k m ' ' *• 

t iel le de Ôech d • 

i i ) SjL 0 *—* F1 > F — » F" — > 0 est une suite exacte de faisceaux lo  

calement libres de rang fini sur X alors les suites 

0 — * C q (X,F') * C q(X,F) » C q(X,F") > 0 
mN ' ' m ' 7 m ' 

sont exactes» 

Démonstration»- i ) On peut supposer X connexe. Soient i : Xuy X une 

immersion ouverte d'image dense où X est un schéma propre et l isse, cp̂  une 

partition C de l'unité sur X subordonnée à un recouvrement ouvert fini 
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W. de X • a. . un système d'équations de V. - U. dans W. . a. . = Sa. . a. . . 
j 1 1 3 a H 3 1 3 1 3 » <* ±30! 13a 

b < m ) = a m . / S a m . défini sur W. 0 X , b < m ) = S cp .b^ d é f i n i s u r x # 

13 1 3 X j 13 3 1 j Y 3 13 

On à S b ( m ^ = 1 . E n effet 

S b m ) - E S < p . b m ) = SScp. - 4 " = S - i — Sa\. = S<p. = 1 . 
1 i r J ^ i j ^ Sam. 3 ?am. 1 J J 

i 13 1 13 

Démontrons que si p . (p _ . ) ^ C C ^ F ) alors 
o k o k 

pour m assez grand H ^ ( p ) C C q (x 4 f F ) où H ^ ( p ) est défini par 

( H ( m ) 0 ) ) i • • • î, 4 
o k-1 

S b n y . . . 
1 o k-1 

I l suffit de démontrer que si p. i C q (u . 0.#.n U. t F ) alors 
i • • • i. m i x. 
o k o k 

b { m ^ B, i C q (u . fl m H U. ,F) pour m assez grand» Or suivant le 
i i m i. i, 
o o k 1 k 

lemme 2, i l existe M. tel que pour tout m £ M. , 
0 3 

cp.a? 1 , p. . <• c q ( u . n ... n u . , F ) . 

Soit ijf. X 9 3 1 HR + une fonction C°° telle que <r. |supp(cp.) = 1 et 
3 3 3 

supp(\|f.) c W. • Alors —-J— est une fonction qui a une croissance modérée 
J J Sa.m. 

i U 
à l ' inf ini de X donc a fortiori à l ' infini de U. D 0 U. et i l en est 

x 1 *k 
de même pour 4 

M i \ ^ " M * i r a ? a i 7 H d " a i i l l 
_ m ) _ m / m \2 

V Sa. . / Sa. . (Sa . . ) 
X i 10 '(I i U io' 

donc suivant le lemme 1 

a m 

cp. - i û î P. , = cp. am . p. . C c q ( u . 0 ... 0 U f F) . 
J Sa. . o k Sa. o o k 1 k 

i 10 i 10 

Par suite, si m :> max M. b\m' p. É C q (u. 0 # # . H U. f F ) et on déduit 
A 3 1 1 m l i 1 , 

3 o o k 1 k 

que pour m assez grand, H ^ m \ p ) ( C q ( x ^ , F ) • 
Soit maintenant B i Cq(X, , F ) tel que &B = 0 c'est-à-dire 

S ( - l ) q e. * . = 0 • Alors, pour m assez grand, H ^ ( p ) ( C % 1 § F ) 
a o a k+1 

e t ( a ( H W ( P ) ) ) . . = s ( - i ) p ( H m ( p ) ) . j i = s H ) P H m P i . . . t . . . i = 
o k P o p k ^ o p k 
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= S b K ; ( - 1 ) P P . . j , = S b f V i - & ± i donc â ( H W ( & ) ) = p . 
1 P o p k 1 o k o k 

On déduit que les C q (X^,F) ° ^ i c forment une résolution de C q ( x , F ) pour la 

différentielle de Cech à . 

i i ) Pour démontrer ( i i ) f i l suffit d'appliquer ( i ) à un recouvrement 

^ • ̂  n affine de X • Alors la suite exacte 0 ± F' — > F —>. F" —k 0 
i 1 ^ i £ N v 

est scindée sur les pour k £ 0 et par suite, les suites 

0 —î m le'" — » F) m F») _ » 0 

sont exactes, donc suivant ( i ) la suite 

0 — » C q ( x , F » ) — • C ^ X » F ) * C q (X,F") — » 0 

est exacte. 

LEMME 3«- Soient des applications linéaires à domaine de définition dense et  

à graphe fermé entre espaces de Hilbert 

T ^ 
H4 — H H 

1 2 3 

telles que 

a) dom(s) r> Im(T) et SGT = 0 . 

b) I l existe une constante C > 0 telle que 

Va i dom(s) 0 dom(T*) | | a | | * C ( | | T»a|| + | | s a | | ) . 

(La condition (b) peut être remplacée par la condition plus faible : 

b ' ) I l existe une constante C > 0 telle que 

Va i Ker(s) 0 dom(T*) ||a|| ^ C || T*a || ) . 

Alors si z (. dom(s) et s(z) = 0 , i l existe T] i H4 tel que z =* 1T| • 

Démons tration.- Soit z (. dom(s) tel que S(z) = 0 . Alors dire que z = TT) 

équivaut à dire que pour tout a £ domT*< z,a > 2 = < î) , T*a >^ • Donc pour 

qu'il existe T) tel que z = 1T] > i 1 suffit que T*a i—>< z,a > 2 soit la 

restriction d'une forme antilinéaire continue sur donc par Hahn-Banach 

i l suffit qu'il existe une constante A telle que pour tout a £ domT* 

| < z,a > 2 | £ A ||T*a|| • Posons a = a, + a 2 avec a< i Ker(s) , a g É Ker ( s ) 1 ; 

alors puisque z i Ker(s) < z,a > 2 = 0 et pour tout j i domT < T j , a 2 > = 0 
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(puisque S 0T = 0 ) donc T*ag = 0 • On peut donc supposer que a£dom(T*) l er ( s ) • 

Alors | < z f a > 2 | * ||z || | |a || £ ||z || • C ||T*a|| • On déduit le lemme en posant 

A = || z | | .C . 

LEMME 4»- Soient X un sous «-schéma fermé lisse de dimension n de C m muni  

de la structure hermitienne kahlérienne g induite par la structure canonique  

de 3Pm(<&) » ( s i Z^, Z^tf9Z^) désignent des coordonnées homogènes de 3Pm(c) , 

U K l'ouvert affine où Z^ / 0 f o i r ( 3Pm(<D) , C ^ 1 ) la forme différentielle 

i m Z-iZ-i 
de définition de la structure kaiilerienne, u>|U = - | d'd"Log S - ~ ( [ 4 ] , I I I , 

m i m 
n°5) et en particulier «>|<C * - d'd"Log(l + S z . z . ) où z 4 , , . . , z désignent 

2 i a s 1 i i — 1 m 
les coordonnées affines de ) , 0 = ^ le faisceau de formes différentielles 

holomorphes de degré n sur X muni de la structure hermi tienne déduite de g , 
m 

k > 0 une constante, cp = Log( 1 + Y z . z . ) , L le faisceau 0 muni de la 

-kco i s s 1 1 1 

structure hermi tienne e ^ fois la structure hermi tienne de 0 • Alors les  

applications linéaires partiellement définies entre espaces de Hilbert 

L 2 ( f i 0 , q " V ) ) L 2 ( f i 0 , < I ( L ) ) - 5 - + L 2 ( 0 O , q + V ) ) 

vérifient les hypothèses du lemme 3 pour q ^ 1 • 

Démonstration»- L'hypothèse (a) est évidente» Pour démontrer (b) nous allons 

démontrer que si ai L 2 ( f i ° , q ( x ) ) tel que d"a et à"a soient définis 

( 1 ) ( f < a9a > d g ) 1 / 2 * K " 1 / 2 [ ( f < d»c*,d»a > d g ) 1 / 2 + ( f < ô"c*f Ô '^dg) 1 ' ' ' 2 ] 
J X J x J x 

Nous allons démontrer cela d'abord pour a à support compact de classe 

(f° • Pour cela, i l suffit de démontrer que, pour & i r ( x f 0 O , q ( Z ) ) , q ^ 1 

oo 
à support compact et de classe C 

(2) f k < ata > dg £ f < â"a 9d
na > dg + f < à"a,à"a >dg 

J X J X J X 

ou encore puisque le complexe de faisceaux muni de la structure hermi tienne 

est isomorphe à ®^ 0 que pour a i r ( x l f i n , q ( Q " " 1 ®qL)) à support compact 

ei de classe C°° on a la même inégalité. Pour cela (Exp. n°3 , § 3 , th. 3 ) i l 
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\ r 1 V * -i 

suffit de démontrer que - £ k$ x où C 8> Z est la forme quadra

tique associée à i C --j , C j étant donnée par la formule 
0 l' L 

°Q~^®qL' * d " d , L o f i f e " k C D ( e x P 0 n ° 3 » § 2 » P r °P» 6 ) c a r Q " 1 ^ Z est le fais

ceau 0 muni de la structure hermitienne qui fait que < 1,1 > = e~kcP et 

où $ x est la forme quadratique déduite de la xouae de iCâhier u) sur X • 

Or 
d»d«Loge- k c p * d » d » L o g ( e " k L o g ^ 1 +

i f 1 V i ^ ) = d"d'Log(l +.2^ z±z±)~
 K » 

= rd'd"Log(l + S z . z . ) 
i-1 1 1 * -1 

donc en fait - k$ x • 

On en déduit l'inégalité (1) pour une forme à support compact et de classe C°° « 

Pour en déduire l'inégalité (1) pour a i L 2 ( Q 0 , q ( Z ) ) telle que d"a 

et à"a soient définis, i l suffit de démontrer que les formes à support compact 

de classe C°° sont denses dans cet ensemble pour la norme ||or|| 2 1| dtB,of|| + | |6 , , o? | | 2 

ce qui résulte de [ 6 ] , 4«4# 

LEMME 5«- En gardant les notations du lemme 4, soit f x X —*1R une fonction  

continue» Alors f a une croissance modérée le long de l ' infini de X s i et 

seulement s i , pour tout compact K de IPm((D) , i l existe des constantes 
m k 

A , k > 0 telles que |f| ^ A(1 + Z z . z . ) sur K 0 X • 
i=1 1 1 

Démons tration.- En effet si Z , Z . , . « « , Z désignent des coordonnées homogènes 
- o 1 m 

de ] P m ( c ) 
Z Z 1 

- — 2_2 _ = = 0 

V o + + V m 1 + Z z.Z. 
i-1 1 1 

est une équation IR-analytique de l ' infini de X . On en déduit le lemme 

(§ 1t prop. 1 et définitions). 

LEMME 6 « - Si X est un schéma affine lisse de type fini sur (D , alors 

H^(X,0" l g ) = 0 £Our q * 1 . 
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Démonstration.- I l existe un entier m tel que X soit un sous-schéma fermé 

de <Dm » En reprenant les notations du lemme 4 , g est une structure hermi-

tienne modérée, Q « (n*1- ) a n et la'norme'1 sur Q associée à la structure axg 

hermi tienne sur O déduite de g est modérée. Soit a i C q (x ,Q n ^ ) telle 
mx 9 alg' 

que d"ûf = 0 • En utilisant le lemme 5 et la définition de formes modérées, 

i l existe k > 0 tel que 

J X 

m 
f 2 

i=1 

- \-k 
< a ' a >iam d g K 0 0 

( < ^igfai désigne le produit scalaire sur Q O , q ( 0 ) déduit de g ) • 

Or 
J T

( 1 + .= V i > " k < > U h l X 1=1 
dg = f e"kcp < a9a > kâhl dg » 

J X 

= < ct9a > dg 
J X 

(où < • . , • > désigne le produit scalaire sur fi°iq(Z) )«, Donc a C L 2 ( f l ° , q ( Z ) ) 

et par suite d'après les lemmes 3 et 4 » i l existe p i L 2 ( f } ° , q " ^ (Z) ) tel 

que d"p = a .Or p C L 2 ( Q 0 f ^ (z)) entraine que J < P ,p > dg < oo donc 

J (1 + S z^z.,) < p , p > k a h l dg < oo donc p É C q ~'(X,Q) • On en déduit 
X i = 1 

le lemme» 

LEMME 7 « - Si X est un schéma affine lisse de type fini sur (D , F un 

faisceau algébrique localement libre de rang fini sur X , H°(x,F) « T(X t F) 

et H q ( x t F ) = 0 pour q * 1 • 

Démonstration»- Pour démontrer la première assertion, vu que F est un facteur 

direct de 0*J pour un certain n i l suffit de la démontrer pour 0*J donc x x 

pour O x • 

Soient X c — » X une immersion ouverte d'image dense où X est un 

schéma propre et l isse et ) T - X un diviseur à croisements normaux, g une 

structure hermi tienne modérée sur X , f i c ^ X , ° x ^ t e l l e <ï u e = 0 • 

Alors i l existe par définition une fonction continue ô : X —>IR* qui a 

une croissance modérée à l ' infini de X telle que f ô"^ffdg < + oo 0 

J X 
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Soit U un ouvert de X dans lequel X - X est défini par l'équation holo

morphe sur U , h = 0 • Alors i l existe des constantes N , A > 0 telles 

que 6 £ ——rz d'où ô""1 :> A~ 1 (hn) N . Donc [ h N f .h N f dg < oo # Or la 
( h h r J X 

N 

fonction h f est holomorphe sur U H X car dMf = 0 donc elle l'est aussi 

au voisinage des points non singuliers de X - X fl U (s i g : D n - Y — » <D 

est une fonction holomorphe carrée sommable, où D n est le polydisque unité 

de <Dn et Y l'hyperplan = 0 , alors g est holomorphe sur D n entier). 

N 

On déduit que h f est holomorphe sur U car elle l 'est sauf au plus sur un 

sous-espace de codimension 2. Donc la fonction f est méromorphe le long de 

X - X et par suite f i r ( x , O x ) . 

Pour démontrer la deuxième assertion, i l suffit de remarquer que CT^ F 3 3 1 

est facteur direct de 0̂  pour un certain n donc F 3 3 1 est facteur direct 

de ( 0 ) n • On déduit le lemme en utilisant le lemme 6» 

THEOREME 1 Soient X un schéma séparé lisse de type fini sur (D et F un 

faisceau algébrique localement libre de rang fini sur X • Alors on a 

H»(X fP) = H*(X,F) . 

Démonstration.- Soit U un recouvrement affine de X . Par définition, on a 

H«(X,F) = H»(C»(X tF) • Or en gardant les notations de la propo

sition 1, d'après cette proposition C^(X,F) = H*C^(x # fF) = H°(C^(X^,F)) . 

D'autre part, les X^ étant affines suivant le lemme 6 

Ck(tf,F) = H*(C^(X k ,F)) = H^QJCX^F)) • 

Le double complexe C^(x^,F) ayant donc des lignes et des colonnes acycliques, 

sauf en degré 0 , on a 

H*(C*(X,F)) = H*(C*(tf,F)) et H*(C*(tf fF)) = H(X fF) 

car le recouvrement U est affine. On en déduit le théorème. 
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