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Abstract - The aim of this paper is to introduce a notion of quantum groupoid, non-commutative analogue
of Lie groupoids. This notion generalizes simultaneously the notion of a Hopf bigebroid [Mal] (corresponding to a
quantum groupoid with commutative space of units) and the notion of a braided quantum group of Majid [Maj].
The commutativity hypothesis of the base in [Mal] is no more necessary and a construction of L. Vainerman [V]

enters in this frame.

Introduction

Le but de cet article est d’introduire une notion de groupoide quantique, analogue non
commutatif des groupoides de Lie, ou des groupoides algébriques. Cette notion généralise
celle de bigébroide de Hopf, introduite dans [Mal], qui correspond a un groupoide de base
(ou espace d'unités) commutative. L’étude des bigébroides de Hopf s’est avérée fructueuse
dans la théorie tannakienne des groupes quantiques [Brl], [Br2]. Pour cette théorie, le
besoin de généraliser la notion pour englober le cas d’une base non commutative n’était
pas ressenti. De plus, il n’était pas clair comment procéder a cette généralisation, ni méme
si une telle généralisation existait. C’est un exemple de Vainerman [V] décrivant “quelque
chose” qui était visiblement un exemple de groupoide quantique de base non commutative
qui a lancé le défi de dégager les axiomes d’une espece de structure méritant ce nom.
Dans cet article, on définit une notion englobant ’exemple de Vainerman (et méme une
généralisation de cet exemple), la notion de bigébroide de Hopf, ainsi que celle de groupe
quantique tressé introduite par Majid [Maj]. La difficulté conceptuelle principale réside a
la définition d’un analogue quantique de la notion de catégorie. Ensuite, la définition d’un
antipode (correspondant & 'inverse d’un morphisme) ne pose pas de vrai probléme, bien
que techniquement les démonstrations sont plus difficiles. Les deux ingrédients de base
pour définir les “catégories quantiques” sont :

a) Une définition simpliciale des catégories, due a Grothendieck;

b) Les produits tensoriels tordus d’algebres, introduits par Cartier [Ca] (légeérement
généralisés).



On rappelle qu'un ensemble simplicial est un foncteur contravariant
A° — Ens

ou &ns désigne la catégorie des ensembles et A la catégorie dont les objets sont les en-
sembles

[n]:{()?]‘?"'?n}? TLZO,

ordonnés par 'ordre naturel, et les morphismes les applications croissantes. On note

& i[n—1]—=[n] n>1

- Y

0<1<n

Y

I'unique morphisme injectif de A dont I'image ne contient pas {i}, et

ol in+1]=[n] n>0, 0<:<n

Y

I'unique morphisme surjectif tel que 'image réciproque de {i} soit formée de deux éléments.

Grothendieck a défini un foncteur nerf
N :Cat — A

de la catégorie des petites catégories dans celle des ensembles simpliciaux, associant a une
petite catégorie A 'ensemble simplicial N A :

[n]+— Homeat([n], A) = FI(A), FI(A)

“ob(a) FI(A)s “ob(a)  “ob(ay b (

n fois

= ensemble des suites de n morphismes composables,
ou la notation ; FI(A), indique qu’on utilise I'application but (resp. source) pour le produit

fibré situé a gauche (resp. a droite) du symbole 4 FI(A)s. Le foncteur nerf est pleinement
fidele et son image essentielle est formée des ensembles simpliciaux

F:A°—&ns |

satisfaisant a la propriété d’exactitude a gauche suivante : les sommes amalgamées :

[0] ————[n] am(0) =0

a . b,(0) =n
. ml l] jk)=k, 0<k<n,
[m] ————=[m] gy [n]=[m+n] iy=n+l, 0<1<m,

4

on imagine les ensembles ordonnés [n | écrits dans 'ordre décroissant
g
[n]={n>n-1>--->12>0} )
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sont transformés en carrés cartésiens

Flm]|«———F[m+n]

F(i)

autrement dit, le morphisme canonique
4
Flm+n] — F[m] xp[o) F[n]
est un isomorphisme (ici une bijection). On peut donc définir une petite catégorie comme

étant un ensemble simplicial satisfaisant a la propriété ci dessus. Réciproquement, a partir
d’un tel ensemble simplicial F' on récupere une catégorie (au sens ordinaire) A comme suit :

les applications source et but

s,b: F[1]== F[0]

sont définies par
s=F(6), b=F(), 8,0 :[0]=[1] ,
I'unité d'un objet X € Ob(A) = F[0] par
lx = Flog)(X),  og:[1] —[0] ,

et la composition par la commutativité du diagramme

0
F[2]<9f1> F[1]s ><F[0] pF[1]
F@%)l &y o [1] —[2],
composition

autrement dit, si u,v € F[1] et si F(67)(u) = F(89)(v), alors uwov = F(53)071 (u,v).

Soit C une catégorie admettant des produits fibrés. On rappelle qu’un objet catégorie
dans C, ou plus simplement une catégorie dans C, est la donnée

A = (Ob(A),FI(A),s,b,comp,id)
formée de deux objets Ob(A) et FI(A) de C et de morphismes

s,b: FI(A) =2 Ob(A), id:Ob(A) — FI(A) et comp: FI(A)s » FILA) — FI(A)

X
Ob(A)



de C, tels que s oid = 1gp(4) = boid et rendant commutatifs les diagrammes suivants :

comp comp
FI(A), XOb(A) » FI(LA) ——— FI(A) FI(A), XOb(A) » FI(LA) ——— FI(A)
Prll lb Przl 13
FI(A) b Ob(A) FI(A) s Ob(A)
compXop(a)lFica)
FI(A), XOb(A) » FI(A)s XOb(A) » FI(A) FI(A), XOb(A) » FI(A)
1FI(A) XOb(A)compl lcomp
FI(A), XOb(A) » FI(A) comp FI(A)
TRy XObayd tdX0oba)ylFl(a)
FI(A), XOb(A) (A) ———— FI(A), XOb(A)b FI(A) «————— Ob(A4) XOb(A)b (A)
~ lcomp ~
Ob(A)

Bien entendu, si C = &Ens, alors une catégorie dans C n’est rien d’autre qu’une catégorie
ordinaire. On démontre dans le cas général (comme dans le cas ou C = Ens) que se donner
une catégorie dans C équivaut a se donner un objet simplicial de C (foncteur contravariant
A° — C) transformant les sommes amalgamées (*) en carrés cartésiens.

Un objet groupoide dans C, ou plus simplement groupoide dans C est une catégorie
dans C telle qu’il existe un morphisme inv : FI(4A) — FI(A) tel que s oinv =b, boinv =s
et rendant commutatif le diagramme suivant

FI(A) ——— FI(A) g, o FI4) TP F0b ™Yy 4y X opay b FIA)
b comp
Ob(A) i FI(A)
s comp

FI(A) —— FI(A), FI(A)

X FI(A) — FI(A)s x
Ob(A) » FI(A) U XobaylFia) (A): Ob(A) b
(les deux morphismes non explicités étant les morphismes diagonaux).

En fait, on peut affaiblir un peu les hypotheses sur C. Au lieu de supposer que tous
les produits fibrés existent dans C, il suffit de supposer 'existence des produits fibrés itérés

FI(A), FI(A)

“ob(a) FI(A)s “oba)  “ob(ay !
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dans le cas des catégories, ou des produits fibrés itérés

FI(A)q, FI(A) FI(A)

“Ob(a) Pt on-1 “opay " “oba) M (

(o;, 85 € {s,b}, 1 <1< n,1<j<n)dans le cas des groupoides. Cette généralisation
n’est pas purement gratuite. En effet, un exemple important est celui ou C est la catégorie
des variétés différentiables, qui n’admet pas des produits fibrés généraux. Néanmoins, il
suffit que les morphismes source et but s et b soient des submersions pour que les produits
fibrés pertinent existent. On obtient ainsi les notions de catégorie de Lie et de groupoide

de Lue.

Un autre exemple intéressant est celui des groupoides algébriques. Soient A un corps
(resp. anneau) commutatif et C la catégorie des variétés algébriques sur K (resp. des
K-schémas). On appelle catégorie (ou groupoide) algébrique (rvesp. schéma en catégories
(ou en groupoides)) une catégorie (ou groupoide) dans C. En vertu de ce qui précede, se
donner une catégorie algébrique (resp. un schéma en catégories) revient a se donner un objet
simplicial de C transformant les sommes amalgamées (*) en carrés cartésiens. Si on se limite
aux variétés (resp. schémas) affines, comme la catégorie des variétés (resp. schémas) affines
est équivalente a la catégorie opposée a celle des K-algebres commutatives de type fini
(resp. des K -algebres commutatives arbitraires), la donnée d’une catégorie algébrique (resp.
schéma en catégories) affine équivaut a la donnée dune algebre cosimpliciale, foncteur
covariant de A dans la catégorie des K-algebres commutatives de type fini (resp. des
K -algebres commutatives arbitraires), satisfaisant a la propriété de transformer les carrés
cocartésiens (%) en carrés cocartésiens. On rappelle que les carrés cocartésiens d’algebres
commutatives sont les carrés isomorphes a un carré de la forme

A—Y

| b
B—' —Ba,C

Y

ou B ®4 C désigne l'algebre produit tensoriel sur A, et ¢ et j designent les morphismes
définis par
ib)=b®1, beb, et Jle)=1®c, ceC.

De facon équivalente un carré commutatif d’algebres commutatives
A—C

|

B—'—

est cocartésien si et seulement si le morphisme
Bo,C—D | b@cw—i(b)j(e), beB, ce(C,

est un isomorphisme.



Une “catégorie quantique” doit étre un analogue non commutatif d’'une catégorie al-
gébrique. Pour définir cette notion, on remplacera, comme d’habitude, la catégorie des al-
gebres commutatives par celle des algebres (associatives, uniféres) non nécessairement com-
mutatives (sur un anneau commutatif de base K'), qu'on notera Alg,- ou Alg. Néanmoins,
on doit modifier la notion de carré cocartésien. (De méme qu'un groupe quantique n’est
pas un objet groupe de la catégorie Alg® (catégorie opposée a Alg), une catégorie quan-
tique ne sera pas une catégorie dans Alg°.) En effet, les sommes amalgamées existent dans
Alg, mais ils sont “trop gros”, dans le sens suivant. Si A, B, C sont des algebres qui sont
déformation (ou “quantification”) d’algebres commutatives et u : A — B, v : A — C des
morphismes d’algebres, alors la somme amalgamée B 114 C' dans Alg n’est pas en général
déformation d'une algebre commutative. Par exemple, si A = K, B = C = K[X], alors
B1l4 C ~ K(X1,X3) est I'algebre des polynomes non commutatifs en deux variables.
De facon imprécise mais imagée, on peut dire que la “quantification ne commute pas aux
sommes amalgamées”. D’un autre coté, dans le cas non commutatif, le K-module B ®4 C'
n’a pas de structure naturelle d’algebre, et ne peut donc pas étre utilisé a la place des
sommes amalgamées. La solution est inspirée des produits tensoriels tordus de Cartier. On
dira qu’'un carré commutatif

A—Y

|

B—'—

de Alg est cocartierien si les morphismes de K-modules

B&aC—D et C@aB—D
b@eri(b)j(e) c®@b— j(e)i(b), beB, ceC,
sont des isomorphismes. Le point est que si I'on se donne un diagramme :

A—2

“i

dans Alg, ce diagramme ne peut pas toujours étre complété en un carré cocartierien, ni de
facon unique (& isomorphisme pres) quand cela est possible. Pierre Cartier a obtenu une
classification (& isomorphisme pres) des carrés cocartieriens, complétant le diagramme ci
dessus.

On définira donc une catégorie quantique comme étant une algebre cosimpliciale,
foncteur covariant de A dans Alg, transformant les carrés cocartésiens (*) en carrés co-
cartieriens. Autrement dit, il s’agit d’'un foncteur

F:A— Alg
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tel que pour tout m et n le carré

Flo) 20, ppp) am(0) = 0

b,(0) =n
0P| i e
F[W]WF[W—I-TL] iy=n+l, 0<1<m,

est cocartierien.

Une théorie de groupoides quantiques non équivalente a celle présentée ici a été dé-
veloppée par J.-H. Lu [Lu] et par P. Xu [Xu].

Plan

Dans le premier paragraphe, on étudie plusieurs présentations de la catégorie des
simplexes. Apres un bref rappel de la présentation classique, on définit une notion de
catégorie partiellement monoidale, on munit d’une telle structure la catégorie des simplexes,
et on décrit une présentation de cette derniere, comme catégorie partiellement monoidale.
A la fin de ce paragraphe, on interprete et on renforce les résultats obtenus, en termes de
2-catégories.

Dans le deuxieme paragraphe, inspiré de [Ca], on généralise la notion de produit tenso-
riel tordu d’algebres [Cal], [Man], [CSV], au cas des produits tensoriels sur un anneau de
base non commutatif. Sans chercher a étre complet, on démontre uniquement les résultats
utilisés dans la suite de Darticle.

Dans le troisieme paragraphe, on introduit la notion de catégorie quantique qui est
au centre de ce travail. On étudie les propriétés élémentaires de cette nouvelle structure,
et on montre que cette notion généralise celle de bigebre. On expose un exemple inspiré
de [V], et un analogue quantique d’une famille de monoides.

Dans le paragraphe quatre, on introduit la notion d’antipode d’une catégorie quan-
tique, ainsi que celle de groupoide quantique de base non commutative. Apres une partie
technique, consacrée aux pseudo-bigébroides de Hopf, on démontre les propriétés essen-
tielles de ’antipode. On termine par quelques exemples. En particulier, on expose une
généralisation de l'exemple de Vainerman [V], et on montre que les groupes quantiques
tressés de Majid [Maj] entrent dans le cadre des groupoides quantiques.






1. Présentations de la catégorie des simplexes

1.1. La catégorie des simplexes.

Définition 1.1.1. On appelle catégorie des simplezes et on note A la catégorie dont les
objets sont les ensembles

[n]:{()?]‘?"'?n}? TLZO,

ordonnés par 'ordre naturel, et les morphismes les applications croissantes.

1.1.2. On note

§in—1]—=[n] n>1, 0<i<n,
le morphisme de A défini par
S(ky=k, 0<k<i, e S (k)=k+1, i<k<n-1,
et
iln+1]—=[n] , n>0, 0<i<n,
le morphisme défini par
olky=k, 0<k<i, e oi(k)=k—-1, i<k<n+4+1.

Ces morphismes, qu’on appelle respectivement opérateurs de face et opérateurs de dégé-
nérescence satisfont aux relations suivantes, qu’on appelle relations simpliciales

Si 6l =5t . 0<i<j<n, n>0,
U£Un+1:0-no-£——||——11 , 0<:1<y3<n, n>0,
Slol=l . 0<i<j<n, n>0,
oldi =3 1) 0<j<n, 1€{j,7+1}, n>0,
S7lel . 0<j<i—1<n, n>0,

Lemme 1.1.3. Tout morphisme ¢ : [m] — [n] admet une décomposition unique :

is ols 11 J2 J1
99—5n5n 10 s+10mt Tm—20m—-1 >

avee 0 < 33 < - <13 <N, 0 < gy < - <1 < metm—t=mn—s. De plus,

{in, ... ist=[n]—p((m]) et {jr,... it ={j € [m]:0() =i+ D}
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Proposition 1.1.4. La catégorie des simplexes est engendrée par les objets [n], n € N, et
les opérateurs de face et de dégénérescence, soumis aux relations simpliciales. Autrement
dit, pour toute catégorie C, toute famille (Xy)n>o d'objets de C et toutes famalles

(d; : Xn—l — Xn)nZl,OSiSn et (3:1 : Xn—l—l — Xn)nZO,OSiSn

de morphismes de C satisfaisant auz relations :

dfz+1d‘1i:d£il1dfz ) 0<:<j<n, n>0,
3‘£3f1+1:3f13£111 ) 0<:<j<n, n=>0,
dis’ . 0<i<j<n, n>0,
shdyyr =9 1x, 0<j<n, i€{jj+1}, n>0,
df;ls;i_l, 0<y<i—-1<n, n>0,

il existe un foncteur unique F : A — C (objet cosimplicial de C) tel que

Fln]=X,,neN, F(@,)=d,,0<i<n,n>0, F(o,)=s,,0<i<n, n>0.

7

La démonstration du lemme 1.1.3 est facile et classique. Pour la démonstration de la
proposition 1.1.4, qui en est conséquence, voir [G-Z], II, 2.2.

1.2 Catégories partiellement monoidales.

1.2.1. On appelle catégorie partiellement monoidale la donnée de (V, ¢V, Vo, @, I, a, I, 1),
ou V désigne une catégorie, oV et Vo des sous-catégories (non pleines) de V, ayant méme
ensemble d’objets que V et telles que les foncteurs d’inclusion soient conservatifs (autre-
ment dit, si v est un morphisme inversible de V et si u est dans oV (resp. dans V,) il en
est de méme pour son inverse),

Ve x V-5V

un foncteur tel que si l'on note ¢V, 'intersection de ¢V et V,, on ait :
a) pour tout u € Fl(¢Va) et tout v € FI(4V), ona u®@v € Fl(,V);
b) pour tout u € FI(V,) et tout v € Fl(¢Ve), on a u @ v € FI(V,);

I est un objet de V et a, [, r sont des contraintes d’associativité, d’unité a gauche et d’unité
@ droite respectivement. De facon précise, en vertu de (a) et (b), “le produit tensoriel” @
définit deux foncteurs

Ve X oVe X oV 32XV

par

(XY, Z)» (XoY)oZ e (XY, Z)»XoY oZ),

et a est un isomorphisme du premier sur le second. De plus, on demande que pour tous

objets X, Y et Z de V,

axyz: (XQY)eZ — X (Y oZ)
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soit dans ¢Ve. De méme, [ (resp. r) est un isomorphisme du foncteur

oV — Y (resp. Vo — Vo )

X—=IwX (resp. X —»X®1)
sur le foncteur identique de oV (resp. Vo) et on demande que, pour tout objet X de V,
Ix: I®X —X et ry : X®I—X

solent dans ¢V,. Ces contraintes doivent satisfaire aux conditions du “pentagone” et du
“triangle” de Mac Lane : elles doivent rendre commutatifs les diagrammes suivants :

(XoY)oZ2)oT 2225 (X oY)e (ZoT) 2255 X o (Yo (20 1))

aX,Y,Z®1Tl Il)(@ay,z,T
(XoYoZ)eT e Xo(Yoz)oT)
(XooY Ly Xo(laY)
TX% AIY
XY

pour tous objets X, Y, Z et T de V.

On remarque que oV, munie de la restriction du foncteur ©@, de 1'objet I et des
isomorphismes fonctoriels a, [ et r est une catégorie monoidale. Par ailleurs, une catégorie
monoidale n’est rien d’autre qu'une catégorie partiellement monoidale telle que ¢V =V, =
V. Soit f: X — Y un moprhisme de V. On note, parfois, f : ¢ X — Y, f: X¢ = Y, ou
f 1 eXe = oY, pour indiquer que f est un morphisme de oV, Vo ou 4V, respectivement.

Enfin, il est facile de vérifier que si 'on définit un foncteur ®° : 4V x Vo — V par
X ®@°Y =Y @X et un isomorphisme de foncteurs a® par a% y ; = a}lyx, pour X, Y,
Z objets de V, alors (V, V., oV, @°, I, a°, r, l) est une catégorie partielléfnent monoidale
appelée transposée de la précédente.

1.2.2. Soient (V, ¢V, Ve, @, I, a, l,7r) et (V' YV, V,, @ I' o, r') deux catégories
partiellement monoidales. Un foncteur partiellement monoidal de la premiere vers la deux-
ieme est la donnée de (F, @2, ®p), ou F: VYV — V' est un foncteur tel que

a) pour tout u € FI(4V), on a F(u) € FI(JV');
b) pour tout u € FI(V,), on a F(u) € FI(V]);

11



et @y et ®g sont des contraintes de compatibilité auz produits tensoriels et de compatibilité
aux unités respectivement. De facon précise, en vertu des conditions (a) et (b), on définit
deux foncteurs

Ve X oV =2V

par

(X,V) = F(X)@' F(Y) e (X,Y)sFXaY),

et @5 est un isomorphisme du premier sur le second. De plus, on demande que pour tous

objets X et Y de V,
Py xy  F(X)®"F(Y)— F(X®Y)

soit dans V.. De méme, &y : I' — F(I) est un isomorphisme appartenant & ,V,. Ces
contraintes doivent rendre commutatifs les diagrammes suivants :

) Up(x),F(v),F(2)

(FIX)®@' F(Y) @' F(Z

F(X)o (FY)®' F(Z))

o x v @ 1p(z) 1px)®' P2y, 2
(1.2.2.1) F(X@Y)®' F(Z) F(X)®' F(Y @ Z)
P2 xgv,z P2 x,vez
F(XoY)® Z) Flaxv.z) F(X 2 (Y ®Z2))
I'®o' F(X) frco) F(X) F(X) ) FX)a'I'
(1.2.2.2) ¢o®’1p<x>l IF(IX) F(rX)I llF(X@/%

F(I)o' F(X) -2 F(IoX)  F(X o)« F(X)o' F() |

pour tous objets X, Y et Z de V.

Si (F', @), ®() désigne un deuxieme foncteur partiellement monoidal de méme source
et but que (F, ®y, ®g) un morphisme de foncteurs partiellement monoidauz de (F, ®y, ®g)
vers (F', ®,, ®() est un morphisme de foncteurs a de F vers F' tel que :

a) pour tout objet X de V, ax est un morphisme de JV/;

b) pour tous objets X et Y de V les diagrammes suivants sont commutatifs :

F(X)o' F(Y) -2 FI(X) @ F/(Y)

]’/
(1.2.2.3) %’X’Yl lcbg,x,y / \‘
F(I) = F'(I)

F(X®Y) axey F(XQY)
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La composition des foncteurs partiellement monoidaux, ainsi que celle des morphismes de
tels foncteurs, est définie de la facon évidente, et (1y,1g, 1) est un foncteur partiellement
monoidal, appelé foncteur partiellement monoidal identique. On dit que le foncteur partiel-
lement monoidal (F, @, ®¢) est une équivalence de catégories partiellement monoidales s’il
existe un foncteur partiellement monoidal de source (resp. de but) le but (resp. la source)
de (F, ®4,®g) tel que les deux composés soient isomorphes aux foncteurs identiques, par
des isomorphismes de foncteurs partiellement monoidaux.

1.2.3. On dit qu'une catégorie partiellement monoidale est stricte siles contraintes d’asso-
ciativité, d'unité a gauche et d’unité a droite sont des isomorphismes identiques (ce qui
implique, en particulier, que les foncteurs source et but sont égaux). On démontre un théo-
reme de cohérence, pour les catégories partiellement monoidales, analogue au théoreme de
cohérence de Mac Lane, ce qui permet, sans perte de généralité, de ne considérer que des
catégories partiellement monoidales strictes. Ce théoreme résulte de celui de Mac Lane,
appliqué a la catégorie monoidale 4V,, et implique, en particulier, que pour toute catégo-
rie partiellement monoidale, il existe une catégorie partiellement monoidale stricte et une
équivalence de catégories partiellement monoidales de la deuxieme sur la premiere.

On dit qu’un foncteur partiellement monoidal est strict si les contraintes de com-
patibilité aux produits tensoriels et de compatibilité aux unités sont des isomorphismes
identiques.

EXEMPLE 1.2.4. Soient K un anneau commutatif, B une K-algebre, V la catégorie dont les
objets sont les (B ; B)-bimodules et dont les morphismes sont les applications K -linéaires,
oV (resp. V.) la sous-catégorie ayant mémes objets et dont les morphismes sont les ap-
plications B-linéaires a gauche (resp. a droite), de sorte que Vo soit la catégorie des
(B ; B)-bimodules,

Ve X oV -5V

le foncteur produit tensoriel @ g sur B d’'un B-module a droite par un B-module a gauche,
I le (B; B)-bimodule B, et a, [ et r les contraintes d’associativité et d’unité habituelles.

Alors
V, VYV, Ve, @, I, a,l,r)

est une catégorie partiellement monoidale, qu’on appelle la catégorie partiellement monoi-
dale des (B ; B)-bimodules. Cette catégorie partiellement monoidale n’est pas stricte, mais
en vertu du théoreme de cohérence, on fera comme si elle I’était, quitte a la remplacer par
une catégorie partiellement monoidale stricte équivalente (par une équivalence de catégo-
ries partiellement monoidales). (Dans ce cas particulier, le théoreme de cohérence étant
une évidence puisque les contraintes sont définies par des propriétés universelles. )

Notons B° la K-algebre opposée a B et, pour tout (B ; B)-bimodule X, notons X° le
(B°; B°)-bimodule opposé a X, ayant méme I -module sous-jacent et dont la structure de
B°-module a gauche (resp. a droite) est définie par

(b,x) — xb (resp. (x,b) — bx ) beB, xzeX

Pour toute application K-linéaire v : X — Y d’un (B ; B)-bimodule dans un autre, u® =
u: X° — Y° est une application K-linéaire qui est B°-linéaire & droite (resp. a gauche)
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si u est B-linéaire & gauche (resp. a droite). Pour tout couple de (B ; B)-bimodules X, Y,
notons

\I/X,Y  X°®Rp Y — (Y X B X)O
le morphisme de (B°; B°)-bimodules défini par
TOpeyr—yWpe reX, yey

On vérifie facilement que (7°, ¥, 15) est une équivalence de catégories partiellement monoi-
dales (et méme un isomorphisme) de la catégorie partiellement monoidale transposée a celle

des (B ; B)-bimodules vers celle des (B°; B°)-bimodules.

EXEMPLE 1.2.5. Soit ¥V = A la catégorie des simplexes. Pour tout m, m € N, notons
s b 2 [0] = [m]
les morphismes de V définis par a,,(0) = 0 et by, (0) = m, autrement dit
Uy = 66151 et by = 6 1gm—2 60

On définit oV = ¢A (resp. Vo = A,) comme étant la sous-catégorie de V, ayant mémes
objets que V et telle que

Hom,y([m],[n]) = {y € Homy([m],[n]) : pbm = bn}
(resp.  Homy, ([m],[n]) = {y € Homy([m],[n]): pam = an} )

La somme amalgamée au dessus de [0] via a,, et b, :

(0] —2— [n]
| i
[m] ————[m] oy [n]=[m+n]
définit un foncteur
@ =1Hg1: Ve X oV —V
De facon explicite [m] @ [n] =[m +n]etsip:[m]e — [m']e et ¥ : o[n] = o[n'] sont

des morphismes de V, et 4V respectivement, autrement dit, des applications croissantes
telles que ¢(0) = 0 et ¢»(n) = n’', alors le morphisme p @ : [m+n| = [m'+n'] deV est
défini par

) 0<i<n,

e(i—n)+n", n<i<m+n.

¢®¢(i)={

(On rappelle qu’on imagine les ensembles [ 1] écrits dans 'odre décroissant.) Enfin, on note

I Tobjet [0] de A. Alors
(V, oV, Ve, @, I) = (A, AL A, H[o], [0])
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est une catégorie partiellement monoidale stricte (dans le cas strict on se dispense d’indi-
quer les contraintes, puisque elles sont 'identité). On dira que (A, ¢ A, A,, IIjg], [0]) est
la catégorie partiellement monoidale des simplezes.

Posons s = 01, b =46y, § = 01 et € = ¢§. On remarque que
s:[0]e = 1o, b:o[0] = o[1], d:e[lle = o[2]e, €:e[l]le = 4[0]s,

autrement dit, s est un morphisme de A,, b un morphisme de 4 A, et § et € des morphismes
de ¢ A,. On vérifie aussitot que

0 =1no1] @b =111 Moy b,

8t =1 im1] @@L = Lppeici) U0y § o1 l[imay, 0<i<m,
On =@ {n-1) =sjo)l{n-1]

Oh = 1n—i) @ €@11i) = 1n—i) Moy Moyl , 0<i<n,

De plus, il résulte des relations simpliciales qu’on a

€s=1lg)=¢€b , §s=(s@lpps §b=(11]@b)b
(1.2.5.2)
(5@1[1])5 = (1[1] @8)6§ (€®1[1])5 =11 = (1[1] @ €)§

0<

b g

tandis que pour les opérateurs de face, on a §!, € Fl(4A,), 0
or € FI(A,), pour tout n > 0.

On remarque que les opérateurs de dégénérescence, o}, < n, sont tous dans ¢A.,,
<1

< n, 60 € FILA) et

Théoreme 1.2.6. La catégorie partiellement monoidale des simplexes est la catégorie
partiellement monoidale stricte engendrée par 'objet [1] et les morphismes

soumis auz relations (1.2.5.2). Autrement dit, pour toute catégorie partiellement monoidale
stricte (V, oV, Ve, @, I), tout objet X de V, et tous morphismes

S:ile = Xey bial 5o X, A:ieXe =2 e X RXe, c:eXe —ole,

satisfarsant aux relations

es=1r=c¢eb , As=(s®1lx)s Ab=(1x @b)b
(1.2.6.1)
(A@lx)A:(lx®A)A , (5®1X)A:1X:(1X®5)A ,

il existe un foncteur partiellement monoidal strict unique F tel que



De plus, s1 F et F' sont deuz foncteurs partiellement monoidauz stricts de la catégo-
rie partiellement monoidale des simplezes dans (V, oV, Ve, @, I), pour tout morphisme

a:F[1] = F'[1] de V tel que
(1.2.6.2) aF(s):F’(s), aF(b):F’(b), (a@a)F((S):F’(é)a, F(e):F’(e)a

il existe un unique morphisme de foncteurs partiellement monoidaux o de source F et de
but F' tel que ap=a.

DEMONSTRATION. Pour montrer I'unicité de F', on remarque que comme F est un foncteur
partiellement monoidal strict, pour tout n, n > 0, on a

(1.2.6.3) Fln] :F([l]H[O] i [1]) ~X®..0X ,
n fois n fois

ou par convention

X®..X=I et X®@..o X=X |,
S—— S——
0 fois 1 fois

et les relation 1.2.5.1 impliquent que si ’on pose
d?z = ]-F[n—l] @b,

d; = 1F[n—i—1] ®A®1F[i—1] ;0 <i<n ’

(1.2.6.4)
dy=38@Llpn_1],
sth=1pnei)@e@1lpy, 0<i<n,
on a
(1.2.6.5) F(8.)=d,, 0<i<n,n>0, F(o)=s,, 0<i<n,n>0,

ce qui prouve 'unicité, en vertu de la proposition 1.1.4. En vertu de cette méme proposi-
tion, pour montrer 'existence d’'un foncteur F': A — V satisfaisant aux relations 1.2.6.3
et 1.2.6.5, il suffit de montrer que les morphismes de V définis par les formules 1.2.6.4
satisfont aux relations simpliciales. On vérifie aussitot que les seules relations qui ne sont
pas conséquence formelle de la fonctorialité du produit tensoriel de V sont

a) La relation d',  ,d} = df:_lldfw pour 0 <1 =73 < n;
b) La relation st d!, | = 1p[,], pouri € {j,j + 1}, 0<j <n.

Pour traiter le cas (a), on remarque que cette relation résulte pour 1 = 7 = 0 de la
relation Ab = (1x @ b)b, pour 0 < i = j < n de la relation (A @ 1x)A = (1x ® A)A,
et pour ¢« = j = n de la relation As = (s @ 1x)s. Pour traiter le cas (b), on remarque
que cette relation résulte pour ¢ = 5 = 0 de la relation ¢b = 17, pour 0 < 1 =35 < n de
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(e@lx)A=1lx,por 0<j=i—-1<nde(lxy @e)A=1x,etpourj=n,i=n+1
de es = 1. Pour conclure, on vérifie facilement que le foncteur ainsi défini est un foncteur
partiellement monoidal strict.

Pour montrer la derniére assertion , on remarque que si a : F' — F' est un morphisme
de foncteurs partiellement monoidaux tel que apq) = a, en vertu de 1.2.2.3, on a
Oé[o]:]_[ et oz[n+1]:oz[n]®a, TLZO,

ce qui implique que

(1.2.6.6) a1 =a®@---Qa n>0
[n] ————

n fois

et prouve 'unicité de a. Pour montrer 'existence, définissont o par 1.2.6.6 et montrons que
a est un morphisme de foncteurs, autrement dit, que pour tout morphisme @ : [m] — [n]

de A, on a

(1.2.6.7) ap,1F(e) = Fl(e)ap,,

Or, en vertu du lemme 1.1.3, il suffit de le vérifier pour ¢ opérateur de face ou de dégé-
nérescence. Mais dans ce cas, 'égalité 1.2.6.7 résulte aussitot des relations 1.2.6.2, du fait
que F et F' sont des foncteurs monoidaux stricts et des relations 1.2.5.1, ce qui acheve la
démonstration du théoreme.

Proposition 1.2.7. Soit (G, ®3, o) un foncteur partiellement monoidal de la catégorie
partiellement monoidale des simplexes, dans une catégorie partiellement monoidale stricte
(V, oV, Ve, @, I). Alors il existe un couple unique (F, «), formé d’un foncteur partiellement
monoidal strict F: A — V et d'un isomorphisme de foncteurs partiellement monoidaux
a: F— G, tel que

F[1]=G[1] et ap1] = lap

DEMONSTRATION. Pour montrer l'unicité, on remarque que comme F est un foncteur

partiellement monoidal strict et F[1] = G[1], pour tout n, n >0, on a
(1.2.7.1) Fln]= F<[1] Tjo; - - o) [1]) ~Gl1]®...0G6[1]
n fois n fois
et comme «a est un morphisme de foncteurs partiellement monoidaux et a1 = 1g;], on a
(1.2.7.2) Qro] = O et Q[ pn41] = (1)27[,1]7[1](0&[”] @ 1G[1]) , n>0,

ce qui prouve 'unicité de o. Comme o est un isomorphisme de foncteurs, pour tout mor-
phisme ¢ : [m] — [n] de A, on a

(1.2.7.3) F(e) = o, ,G(@)0 )

n]
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ce qui prouve 'unicité de F.

Montrons l'existence. On définit af, |, n > 0, par récurrence, en utilisant les formules
1.2.7.2. Comme ®q et Py ,,1 1], n > 0, sont des isomorphismes de 4V, il en est de méme
pour a,, n > 0. On peut donc définir F' par les formules 1.2.7.1 et 1.2.7.3. Il est immédiat
que F est un foncteur, que a est un isomorphisme de foncteurs, et que F' transforme les
morphismes de ¢ A (resp. A,) en morphisme de oV (resp. Vo). Il reste & montrer que F est
un foncteur partiellement monoidal strict et établir la condition 1.2.2.3. La commutativité
du triangle 1.2.2.3 est satisfaite, par définition de a[g). Pour montrer done la condition
1.2.2.3, il suffit de montrer que pour tous m, n € N, on a

(1.2.7.4) mtn] = Lo fm][n)(A[m] @ n))

On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0 la formule résulte de la commutativité du
deuxieme carré 1.2.2.2. Pour n = 1 elle est satisfaite par définition (car il résulte de la
commutativité du premier carré 1.2.2.2 que aj1] = lgr1]). Supposons qu’elle est établie

pour n et montrons la pour n + 1. On a
Umgnt1] = Lo fmtn] [11(Omyn] © lap1])

= P2 [man] [1)(P2[m) [n] @ Lap1))(Apm) @ apn) @ L6a))

= Po [m][n41)(L61m) @ Po ) (1)) m) @ an) @ L6[1))

= D5 (), n41] (] © O ng1])

(la deuxieme égalité résultant de I'hypothese de récurrence et la troisieme de la commuta-
tivité du carré 1.2.2.1). Il reste & montrer que pour tous ¢ : [m]| = [n] et ¢ : [m'] = [n']
morphismes de A, et A respectivement, on a F(p Iljo) ¢) = F(v) @ F(y), mais cela
résulte de 1.2.7.3, de la fonctorialité de ®, et de 1.2.7.4.

1.2.8. La catégorie des simplexes A admet un automorphisme involutif £ : A — A défini
comme suit. Pour tout m € N,

Elm]=[m] ,
et pour tout morphisme ¢ : [m] = [m'] de A, E(¢) =% :[m] — [m'] est défini par
pli)=m'—¢p(m—i) , 0<i<m ,
de sorte que
E(@)=6"", 0<i<n, n>0, et B )=0"", 0<i<n

Si @ appartient a ¢ A (resp. A, ), alors @ appartient a A, (resp. ¢ A). Pour tous morphismes
p:[m]—=[m']ety:[n]—[n'] de A, et ¢ A respectivement, on a

E(p Uioy¢) = E(¥) Loy E(p)

Ainsi, E est un foncteur partiellement monoidal strict de source la catégorie partiellement
monoidale des simplexes et de but sa transposée, définissant un isomorphisme entre ces
catégories partiellement monoidales.
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EXEMPLE 1.2.9. Soient K un anneau commutatif et B une K-algebre. On rappelle qu'un
K-cogébroide de base B [De] est un triplet (X, A,e), ou X est un (B ; B)-bimodule et

A: X —XopX | et c¢: X — B
deux morphismes de (B ; B)-bimodules, satisfaisant aux relations
(1.2.9.1) (A@B 1x)A:(1x®BA)A , et (5@3 1X)A:1X:(1X®B5)A

En vertu du théoreme 1.2.6, se donner un foncteur partiellement monoidal strict de la
catégorie partiellement monoidale des simplexes dans la catégorie partiellement monoidale
des (B; B)-bimodules revient a se donner un K-cogébroide de base B, (X,A,¢) muni
d’une application B-linéaire a gauche b : B — X et une application B-linéaire a droite
s: B — X, satisfaisant aux relations

(1.2.9.2) es=1p=¢cb , ASZ(S X B 1x)8 , et Ab:(lx X B b)b

Or, la donnée d'une application B-linéaire a gauche b: B — X (resp. a droite s : B — X)
équivaut a la donnée de 'image 3 = b(1) (resp. @ = s(1)) de 'unité de B par cette
application, et on vérifie aussitot que les conditions 1.2.9.2 sont équivalentes a

(1.2.9.3) sla)=1=¢3) , Alo)=a®@pa , et AB)=p@B S

Finalement, se donner un tel foncteur partiellement monoidal revient a se donner un co-
gébroide de base B muni de deux éléments o et [ satisfaisant aux relations (1.2.9.3). Une
telle structure (B, X, A,¢e,s,b) ou (B, X, A, ¢, a, 3) sera appelée catégorie pré-quantique.

1.3. Catégories partiellement monoidales et 2-catégories.

La lecture de ce paragraphe peut étre omise en premaere lecture. Ces résultats ne sont utiles
que pour l'ezemple de Vainerman, dont ils permettent une meilleure compréhension.
1.3.1. On rappelle qu’une 2-catégorie C consiste en la donnée :

a) d’'un ensemble Ob(C), appelé ensemble des objets de C;

b) pour tout couple X, Y € Ob(C), d'une catégorie Home¢(X,Y ), notée Hom(X,Y)

quand aucune ambiguité n’en résulte, dont les objets sont appelés 1-fléches de C (de source
X et de but Y') et dont les morphismes sont appelés 2-fléches de C;

¢) pour tous X, Y, Z € Ob(C), d'un foncteur
@ : Hom(Y,Z) x Hom(X,Y) — Hom(X, Z)

appelé foncteur de composition horizontale ;

d) pour tout objet X de C, d'un foncteur idx : e — Hom(X,X), ou e désigne la
catégorie ayant un seul objet et l'identité de cet objet comme seule fleche, objet final de
Cat. Par abus de notation, on note aussi idx la 1-fleche de C image par idx de 'unique
objet de ¢, et on l'appelle identité de X.
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On demande que ces foncteurs rendent commutatifs les diagrammes suivants

Hom(Z,T) x Hom(Y,Z) x Hom(X,Y) X IHomX.¥) Hom(Y,T) x Hom(X,Y)

13 0miz,1) ><®l l@

Hom(Z,T) x Hom(X, Z) & Hom(X, T)

e X Hom X,Y) Hom(X Y) x

idy X 1agom(x, Y) \ / 1’HOM(X,Y) x idx

Hom(Y,Y) x Hom(X,Y) 4>7-[0m X,Y) <—7—[om X,Y) x Hom(X,X)
pour X, Y, Z, T € Ob(C).

Un 2-foncteur (strict) de C dans une deuxieme 2-catégorie C' consiste en la donnée
d’une application F' : Ob(C) — Ob(C’) et pour tout couple d’objets X, Y de C d'un
foncteur Fyy : Home(X,Y) — Home (F(X),F(Y)) tels que, pour tout X € Ob(C),
Fx xidx = idp(x) et rendant commutatif le diagramme suivant

Fy 7z Xx Fxy

Hom(Y,Z) x Hom(X,Y) Hom(F(Y),F(Z)) x Hom(F(X),F(Y))

®l l®
Hom(X, Z) .z Hom(F(X),F(Z))
pour X, Y, Z € Ob(C). Par abus de notation, Fx y est noté, souvent, simplement F.

1.3.2. Soit (V, oV, Ve, @, I) une catégorie partiellement monoidale stricte. On va lui
assocler une 2-catégorie C = Cy comuine suit :

Ob(C) ={a,e,8} |

Home(e,0) = Vo

Home(a,0) =V

Home(s,8) = Vo

Home(e, B) =V

Home(a,a) = Home(3,8) =€

Home(3,0) = Home(3, o) = Home(e,a) =0

Les foncteurs de composition non triviaux sont définis par le foncteur @ et ses restrictions,
et I'identité de e est I. On vérifie aussitot que les axiomes des catégories partiellement
monoidales stictes assurent qu’on a ainsi défini une 2-catégorie.

Soit X un objet de V. On le notera ¢ Xo, « X, Xo, ou X selon qu’on le considere comme
objet de Home(e, ), Home(a, @), Home(e, 3), ou Home(a, ) respectivement.
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1.3.3. On appele 2-catégorie des simplezes et on note D = Ca la 2-catégorie associée a
la catégorie partiellement monoidale des simplexes. Alors on a des 1-fleches de D

Q01 e ol

et les morphismes s, b, §, € de A, définis dans 1.2.5, s’interpretent comme des 2-fleches :

s:[0]e — [1]e =[0]e @a[1]s b:e[0] —o[1]=0[1]e ®.[0] ,
(S:o[l]o—>0[2]o:o[1]0®0[1]0 5 630[1]0—>0[0]o:id0 5
et les relations 1.2.5.2 se traduisent par :
(1[0]. ®5)S = (s@l.[l].)s , (1[0]. X 6)5 = 1[0]. ,
(1.3.3.1)  (60L0))b= (L1, @b)b »  (€@L0))b=1,0] -
(0@l 11,)8 =Ly, @8)6 , (e@L1,)6 =117, = (L,(1], @ €)§

les deux premieres relations étant dans Homp(e, 3), les deux suivantes dans Homp(ca,e),
et les deux dernieres dans Homyp(e,e). On remarque que les relations 1.2.5.1 impliquent
que dans Homp(e,8) = 4A, on a :

5; =1, [n-i-1]s @ D1, [i=1], te[n—1]e > o[n]e, 0<i<n,
(1.3.3.2) |

0-111:1.[n—i].®6®1.[i]. :0[n+1]’_>’[n]07 0§Z<n7
dans Homp(a,e) = ¢ A on a:

52:1.[n_1].®b:.[n—1]—>.[n], n>0,
(1.3.3.3) 6t =1, [neic1], @@L, [im1] e[ —1] = u[n], 0<i<n,

O-i :1o[n—i]. ®€®1.[1].[n—|—1]—>.[n], Oglgnv
dans Homp(e,3) = A, on a:

8t = 1tnoic1], @801, icay, s [n—1]e = [n]e, 0<i<n,

(1.3.3.4) 5":s®1.[n_1]. [n—1]e = [n]e, n>0,

o = it @ €@, n+ 1o = [nle, 0<i<n,
et dans Homyp(a,3) = A on a:
52:1[n_1].®b:[n—1]—>[n], n>0,

O = ln—ic1], @301, [ic1) i [n—1] = [n], 0<i<n,
(1.3.3.5)

<
3
Il

n =8Ol po1y:[n—1]=[n], n>0,

o = 1nil, @@L [n+1] = [n], 0<i<n,
ou avec un léger abus de notations on désigne par le méme symbole les opérateurs de
face et de dégénérescence qu’ils soient considérés comme morphismes de Homp(e,e), de

Homp(a,e), de Homp(e, ), ou de Homp(a,[3).
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Théoreme 1.3.4. La 2-categorie des simplexes est la 2-catégorie engendrée par les objets

a, e, 3, les 1-fleches

.[0] J1]e [0].

oa———=—e o —— e o———— [

Y Y Y

et les 2-fleches s, b, §, € soumises auz relations 1.3.3.1. Autrement dit, pour toute
2-catégorie C, tous objets M, X, N de C, toutes 1-fléches

N

MM .y ox—X o x . x NN
et toutes 2-fléches
s:N—NoX | b:M—XoM |,
A X —- XX | e: X —idy
satisfaisant auz relations
(IN®@A)s=(s@1x)s (In®@e)s=1n ,
(1.3.4.1) (A@1y)b=(1x @b (e@1pm)b=1pm
(AR1Ix)A=(1xy @ A)A | (e@lx)A=1x =(1x @e)A
il existe un 2-foncteur unique F : D — C tel que
Fla)=M ,  Fle)=& ,  F@) =N,
(1.3.4.2) FL[0)=M Flo[lle) =X | F([0]e)=N
F(s)=s , Fb)=b , FB)=A , Fle)=c¢

Pour démontrer le théoreme, on a besoin de la proposition suivante, analogue de la propo-
sition 1.1.4.

Proposition 1.3.5. La catégorie ¢A (resp. A, resp. ¢ As) est engendrée par les objets
[n], n €N, et les opérateurs de dégénérescence et ceux des opérateurs de face qui sont des
fléches de cette catégorie (autrement dit, 6%, 0 <7 < n (resp. 0 < i < n, resp. 0 < i < n))
soumis a celles des relations simpliciales dont tous les morphismes sont des fleches de cette
catégorie.

La démonstration, analogue a celle de la proposition 1.1.4 est laissée au lecteur. L’ob-
servation clef est que si les morphismes qui figurent au premier membre d’une relation
simpliciale appartiennent a la catégorie considérée, il en est de méme pour ceux du second
membre.
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1.3.6. DEMONSTRATION DU THEOREME. Pour montrer 'unicité, on remarque que comme
F' est un 2-foncteur, pour tout n, n > 0, on a

(1361)  F. Gl =F. (1.0 01l)=X0.. 06X ,

n fois n fOiS

(1362)  F. (i) =F.( 1o oilef])=Xo.  oXaM |

n fois n fOiS

(13.63)  Foglnl) =F ([0l oo 0Jil)=NoXs. 0X ,

n fois n fOiS

(13.64)  F, 4([n)) = Faﬁ<[0]. @ e[1] @...@.[1].®.[0]> —NoX® oM |,

n fois
ol

X" =X®..9X |,
N —’

n fois
les relations 1.3.3.2 impliquent que

F, J(8)) =1lxen-i-1 @ A@1lyeisa, 0<i<n,
(1.3.6.5) 4
F.7.(U;):1x®n—i®€®1x®i, 0<i<n,

les relations 1.3.3.3 impliquent que

F, 6))=1xen1@b, n>0,

(1.3.6.6) F o 0)=1xen-i-1@AQ1xeici @1y, 0<i<n,

a,

Fouol)=1lxen-i@e®@lxe: @1y, 0<i<n,
les relations 1.3.3.4 impliquent que

F,3(60) =1y @lxen-it @A @ Iyeim, 0<i<n,

(1.3.6.7) F,5(05)=5®1xen1, n>0,

F.76(0'711):1N®1x®n—i®€®1x®i, 0<i1<n,
et les relations 1.3.3.5 impliquent que
F,5(00) =1y ®1lxen-1@b, n>0,
Fo3(6) =1y @lxen-it @A @ lxei- @1y, 0<i<n,
(1.3.6.8)
Fa76(5z)28®1x®n—1®1M 5 TL>07
Fogol)=1y@lxen-i @e@lxei@1ly, 0<i<n,
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ce qui, en vertu de la proposition 1.1.4 et le lemme 1.3.4.3, prouve 'unicité de F. En vertu
de ces mémes propositions, pour montrer 'existence d’un foncteur

F,,:Homp(e,e) = Ay — Home(X,X)

)

( resp. F,.:Homp(a,e) = A — Home(M, X)
resp. F, 5 : Homp(e,3) = Ay — Home (X, N)
resp. F, 5:Homp(a,3) = A — Home(M,N) )

satisfaisant aux relations 1.3.6.1 et 1.3.6.5 (resp. 1.3.6.2 et 1.3.6.6, resp. 1.3.6.3 et 1.3.6.7,
resp. 1.3.6.4 et 1.3.6.8), il suffit de montrer que les morphismes définis par les formules
1.3.6.5 (resp. 1.3.6.6, resp. 1.3.6.7, resp. 1.3.6.8) satisfont aux relations simpliciales perti-
nentes, ce qui se vérifie comme dans la démonstration du théoreme 1.2.6. Pour conclure,
on vérifie facilement la compatibilité de ces foncteurs a la composition horizontale, ce qui
prouve qu’ils définissent un 2-foncteur. Les détails sont laissés au lecteur.

EXEMPLE 1.3.7. Soient (V,®,I) une catégorie monoidale stricte, (X, A, ¢) une cogebre
de V, autrement dit, un objet X de V, et des morphismes

A XXX | e: X =1

de V tels que

(1.3.7.1) (A@lx)A:(lx®A)A et (€®1x)A: 1X:(1X®5)A

Y

(M,b) (resp. (N, s)) un X-comodule & gauche (resp. a droite), autrement dit, un objet M
(resp. N) de V et un morphisme

b M—->XeoM (resp. s: N —->N@X )
tel que

(A@lM)b:(l)(@b)b et (€®1M)b:1M
(1.3.7.2)

(resp. (IN@A)s=(s®1x)s et (In®@e)s=1n ).

Soit C la 2-catégorie correspondant a la catégorie monoidale V, autrement dit, la 2-catégorie
ayant un seul objet o, et telle que Home(e,8) =V, la composition horizontale étant définie
par le produit tensoriel @ de V. Alors, en vertu du théoreme 1.3.4, il existe un 2-foncteur
unique F : D — C, de la 2-catégorie des simplexes dans C, tel que

(1.3.7.3)



En effet, les relations 1.3.7.1 et 1.3.7.2 sont exactement les relations 1.3.4.1. En particulier,
si 'on pose

X"=XpX..0X |,

n fois

il résulte des relations 1.3.6.4 et 1.3.6.8 qu’il existe un foncteur (nécessairement unique, en
vertu de 1.1.4), noté aussi F, de la catégorie des simplexes A dans la catégorie V, tel que

Fln]=N@X®*"oM, n>0
F(6®) =1y @ 1xen-1@b, n>0,

(1.3.7.4) F(6)=1N @ 1lxen-i-1 @A @ lxei1 @1y, 0<i<n,
F(6;)=s®1lxen-1 @13y, n>0,
Fo!)=1In@lxen—i @@ 1o @1y, 0<i<n,

Ce résultat s’applique, en particulier, au cas ou V est la catégorie des KA modules, ou
K est un anneau commutatif, et @ le produit tensoriel @5 sur K (en considérant qu’il
s’agit d’une catégorie monoidale stricte, quitte a la remplacer par une catégorie monoidale
stricte, monoidalement équivalente), dans quel cas on a des cogebres et comodules au sens
ordinaire.
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2. Carrés cocartieriens et produits tensoriels tordus

Dans la suite de cet article, on se fize un anneaw commutatif K. On dira module, pour
K-module, application linéaire, pour application K-linéaire, algébre, pour K-algébre asso-
ciative unifére, et morphisme d’algebres, pour morphisme unifére de K-algébres. On notera
® le produit tensoriel Qi sur K, et Alg la catégorie des K-algébres.

2.1. La classification des carrés cocartieriens de base donnée.

Définition 2.1.1. On dit qu’'un carré

A—Y

ul l.] \ noté (u,v,1,7) ,

B——
de Alg est cocartierien direct si

a) il est commutatif’;

b) le morphisme de (A; A)-bimodules
QQ(U,U,Z',]') : B®A ¢ —D

b@y e u(b)je)
est un isomorphisme.

Les carrés cocartieriens directs sont considérés comme plongés dans un plan orienté. En
effet, 'hypothese que (u,v,1,7) est un carré cocartierien direct n’implique pas qu’il en est
de méme pour le carré (v,u,j,¢). On dira que le carré (u,v,1,j) est cocartierien inverse si
le carré (v,u, j,1) est cocartierien direct. On dira que (u,v,1,j) est cocartierien s’il est a la
fois cocartierien direct et cocartierien inverse, autrement dit, s’il satisfait aux conditions
(a), (b) ci-dessus ainsi qu’a la condition

¢) le morphisme de (A; A)-bimodules

o' (u,v,i,5) : C @4 B— D
¢ @bt j()i(h)
est un isomorphisme. On dit que le diagramme
A—C
ul \ noté (u,v),

B

est la base du carré cocartierien direct (resp. cocartierien inverse) (resp. cocartierien)
(u,v,4,7).
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2.1.2. Soit (u,v,7,7) un carré cocartierien direct comme ci-dessus. On note
T=T(u,v,i,75):C@,B—B®,C
le morphisme de (A; A)-bimodules défini par
T =T(u,v,i,7) = ¢ u,v,i,7)¢ (u,v,i,7)

Alors les deux diagrammes suivants sont commutatifs

le®, T To,1
Co,Co,B—S"A" c@,Ba,C A°C . Bw,Co,C
(2.1.2.1) o @4 1B lp@apc
o T
®AB B®AC
et
T®,1 lp@, T
Co,Bo,B AP peg,Co,B—L2"4" .Be,Bw,C
(2.1.2.2) lo @y pp fp @alc
o T
®AB B®AC
autrement dit,
(2.1.2.3) (1 @A pe )T @4 1) 1e @4 T) =T(pe @4 1B)
et
(2.1.2.4) (hp @ale)lp @4 THT @4 1) =T (1o @4 pp)

ouwpg:B@ 4B — Betpu,:C®,C — C désignent les morphismes de (A ; A)-bimodules
définis par les multiplications de B et C' respectivement. En effet, si up: D@, D — D
désigne le morphisme de (A ; A)-bimodules défini par la multiplication de D, par définition
de T, on a

MD(Z ®AJ)T = QQ(U,U,Z',]')T = @/(U,U,Z',]’) = /“LD(.] ®A Z)
On en déduit que
p(u, 0,4, 7)1 @4 pe)(T @4 1c)(le @4 T)

= 1p(i @4 )1 @4 )T @4 10)(1e @4 T)

= pp(Ip @4 pp)(i @47 D4 0)(T @4 1c)(le @y T)

= up(p Ou1p)i @47 @A NT @4 1) (1o @4 T)

=puplpp @41p) (I @41 @4 7)1l @4 T)

=pp(lp @4 p1p)J @a1@47)(le @4 T)

=pp(Ip @4 pp)(J @47 @4%) =pplp @4 1D)(J @47 ©41)
=up(J @4 ) (e @418) =0(u, 0,4, 1) T (e @4 1B)
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(la deuxieme et 'huitieme égalité résultant du fait que j est un morphisme d’algebres, et la
troisieme, la cinquieme et la septieme de l'associativité de la multiplication de D), ce qui
prouve la relation 2.1.2.3, puisque, par hypothese, ¢(u,v,i,7) est inversible. La relation
2.1.2.4 se démontre de facon duale. De plus, pour tous b € B et ¢ € C, on a

ou 1 désigne indifféremment 1'unité de l'algebre B ou C'. En effet,
p(u, 0,1, 7)T(c@p1) = pp(J@41)(c@u 1) = jlc) = pp(i@ ) (1@ 40) = @(u,v,7,5)(10 40),

ce qui prouve que T(¢® 4 1) =1 ® 4 ¢, et la relation T(1 ® 4, b) = b @, 1 se démontre de
facon duale. Les relations 2.1.2.5 sont équivalentes aux relations

(2.1.2.6) T(le @ 4u)=u®yle et To@,1p)=1p@4v
qui ont un sens modulo les identifications

Il faut néanmoins se garder de croire que les relations 2.1.2.6 impliquent que, pour tous
a€ A, be B, ceC,on ait

Tec@ ula)) =ula)®4e¢ et T(v(a) @40) =b®@ 4 v(a)

En fait, elles impliquent que

T(e@aula)) = (u@41c)(1 @4 cv(a)) =10, cv(a)
et

T(v(a) ©40) =(1p @, 0)(u(a)b @4 1) =ula)p @41
car l'identification 2.1.2.7 de C © 4 A avec A @ 4, C (resp. de A ® 4 B avec B @ 4 A) n'est
pas c @4 a > a®, ¢ (resp. a @4 b+ b®, a) mais ¢ @, a — cv(a) — 1 @, cv(a) (resp.
a®@ b u(a)b— ula)b® 4 1.

Siu:A— Betv:A— C sont des morphismes d’algebres et

un morphisme de (A; A)-bimodules satisfaisant aux conditions 2.1.2.3, 2.1.2.4 et 2.1.2.5,
on dit que T est un A-tressage de l'algébre B avec ['algébre C. On remarque que si
T:C®,B— B®,C est un isomorphisme de (A;A)-bimodules, pour qu’il soit un
A-tressage de l'algebre B avec ’algebre C il suffit qu’il satisfasse aux conditions 2.1.2.3 et
2.1.2.4. En effet, alors pour tout ¢, ¢ € C, on a

T(ea1)= (g @4 1c) (1@, TH1 @4 c@41)
= (pg @4 1)1 @, THT @4 1) (T @4 1B)(1 @4 c@ 4 1)
=T(lc @ pp) (T @ 1B) (1 @4 c@y1)

:TT_1(1®AC):1®AC 5
et on démontre de fagon duale que, pour tout b, b€ B,ona T(1®,b) =b® 4 1.

29



2.1.3. Soient

A—Yv A—Y
ul l.] et ul l]’
Bt p—Y . p

deux carrés cocartieriens directs de méme base (u,v). On dit qu’ils sont isomorphes s’il
existe un isomorphisme d’algebres w : D — D' tel que i/ = wi et 5’ = wy.

Théoréeme 2.1.4 [Ca). L’application qui associe & un carré cocartierien direct (u,v,1,J)
le morphisme de (A; A)-bimodules T(u,v,i,7) établit une bijection entre 'ensemble des
classes d’isomorphisme de carrés cocartieriens directs de base (u,v) et l'ensemble des
A-tressages T de lalgébre B avec l'algébre C. L’application wnverse associe a T le car-
ré cocartierien direct

A—2
(u,v,2,5) = Ul lj
B——

défini comme suit. Comme (A;A)-bimodule D = B ® 4, C, le morphisme de (A; A)-bimo-
dules p: D @ 4 D — D associé a la multiplication de D est défini par

(2.1.4.1) p=(p@apc)1B 04T @,1c0)

et les morphismes d’algébres 1 : B — D et j: C — D sont définis par

(2.1.4.2) iby=b2,41, beB, et jle)=1@,4¢, ceC,
autrement dit,

(2.1.4.3) 1=1p @, v et J=u®y le

De plus, on a p(1 @ 4, 7) = 1p, T = p(j @ 41), et le carré cocartierien direct (u,v,1,j)
satisfait a la propriété universelle suivante. Pour tout diagramme commutatif d’algébres

A—Y

T

-/
B—t

tel que pp(i' @4 3T = pp(y’ @41'), ot up désigne le morphisme de (A; A)-bimodules
associé a la multiplication de E | il existe un morphisme unique d’algébres w : D — E tel
que 1" = wi et J' = wy, et cet unique morphisme w est égal d p (v @ 4 7"). Enfin, le carré
(u,v,1,7) est cocartierien si et seulement si T est bijectif.
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DEMONSTRATION. Montrons que si T' est un A-tressage de I'algébre B avec 'algébre C,
alors la multiplication p de D = B @ 4, C définie par 2.1.4.1 est associative. En effet, on a

i @41p) = (g @a )1 D4 T @4 lo)(pip @4 e D4 1 @4 1c)
(1B ®AT®A 10 ®A 1B ®A 10)

= (g Qatc) g @alp @ pc @4 1c)(1p@4 1 D, T @4 1o @4 1c)
(1B ®A 1B ®A 10 ®AT®A 10)(1B ®AT®A 10 ®A 1B ®A 10)

= (g @4 tc)1B @A pig Dale Dapc)Ip @ 104 T34 1c @4 10)
(1B ®AT®A 1B ®A 1C ®A 10)(1B ®A 1C®A 1B ®AT®A 10)

= (g @apc)1BDAaT R4 1) (1B @4 lo @qpip Dgthe)
(1B ®A 10 ®A 1B ®AT®A 10)
= p(1p @4 1)

(la deuxieme égalité résultant de 2.1.2.3, la troisieme de l'associativité de B et C, et la
quatrieme de 2.1.2.4). D’autre part, en vertu de 2.1.2.5, pour tous b € B et ¢ € C,on a

pb@pc@y1@x1)=(pp@apc)lp@sTO 1c)(b@yc@y1@41)

= (g DA pc) 0@ 1@ e 1) =b@ ¢

et
1410400 4¢)=(pp@apc)lp@sT O 1c)(1 @4 10,00 )

= (g Qs pc)(1@a0@4 1@ 4¢)=bR e

ou 1 désigne indifféremment l'unité de B ou C, ce qui prouve que 1 ®, 1 est une unité
pour (i, et prouve que D, muni de la multiplication p, est une algebre.

Montrons que les applications linéaires 7 et j, définies par 2.1.4.2, sont des morphismes
d’algebres. Pour tous b,0' € B, on a

pi @4 ) (b)) = (np @apc)la@aTO41c) (b4 1040 @ 1)

= (b Oapc)(b @b @104 1) =g @4 0) @41 =ipg(be V)

(la deuxieme égalité résultant de 2.1.2.5), ce qui prouve que i est un morphisme d’algebres.
Pour j, la démonstration est duale.

Montrons que le carré (u,v,t,j) est cocartierien direct. On remarque que
(2.1.4.4) To@au)=T(le@uv=(u@41lc)v =u@yv
(la deuxieme égalité résultant de 2.1.2.6). On a donc
pu,v,0,5) =p(i @47) = (kp Qapc)1B @4 T @4 1c)(1B @ v @ u®,10)
= (1p Qapc)1B @ u@ v 10) =10y, Lo
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(car la propriété d'unité de ppy et p implique que pg(lp @, u) =1 et po(v @4 lo) =
1o respectivement), ce qui prouve que @(u,v,4,7) est le morphisme identique, et est, en
particulier, un isomorphisme. Cela implique aussi que

= (g QA pc)1BOAT D4 1c)(u@ylc @y lp @4 v)
= (Hp Qapc) U@yl lc @ 0)T =T

(car la propriété d’unité de ppg et p implique que pg(u @4 1) =1p et pa(lec @4v) =
Lo respectivement), ce qui prouve que l'application qui associe & un carré cocartierien
(u,v,1,7) le A-tressage T(u,v,i,7) est un inverse a gauche de l'application qui associe a
un A-tressage T le carré cocartierien (u,v,,7) défini ci-dessus.

Montrons la propriété universelle. Soit donc
A—Y

| b

B——

un carré commutatif d’algebres tel que

(2.1.4.5) ppli’ @4 3T =pp(' ©47)

ou pip désigne le morphisme de (A; A)-bimodules défini par la multiplication de E. Si
w : D — E est un morphisme d’algebres tel que i/ = wi et j' = wj, comme, en vertu de ce

qui précede, p(t @, 7) =1p @4 1¢, on a
w=wp(i @47) = pp(w @ )iy ) =pgli @45)

ce qui prouve 'unicité de w. Pour conclure, il suffit de montrer que le morphismede (A ; A)-
bimodules w, défini par la formule ci-dessus, est un morphisme d’algebres et satisfait aux
relations ¢/ = wi et 3/ = wj. On a

wpe = pg(i' @47 ) g ©apc)1e @4 T 0y o)
=wp(pp @app)i' @47 045 @47 )15 04T @4 10)
= pp(lE @) le @ g @4 1) @40 @45 @451 @04 T @y Lo)
= pp(le @) le @ g @4 1p)[i @45 @40 @47

=y @ pp)t @47 @41 @47") = pplw @4 w)

(la deuxieme égalité résultant du fait que ¢’ et j' sont des morphismes d’algebres, la troi-
sieme et la cinquieme de lassociativité de pp, et la quatrieme de 2.1.4.5),

w(l@41) =pg(l’ @47 )1@41) =pg(le,y1l)=1
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ce qui prouve que w est un morphisme d’algebres, et

wi = pp(i’ @47 )1 04v) =pp(i @471 @4u)=i'up(lp @ u) =i’
(la deuxieme égalité résultant de la commutativité du carré (u,v,i’,7’), la troisieme du
fait que i’ est un morphisme d’algebres, et la quatrieme de la propriété d’unité de pp). La
relation wj = 7' se démontre de facon duale.

Supposons maintenant que le carré (u,v,i’,j’) soit cocartierien direct, et posons
T =T(u,v,i,j)
Alors, par définition de T(u,v,i',7'), on a

pp(i' @4 JT = pp(y' @4 10"

En vertu de ce qui précede, il existe donc un unique morphisme d’algebres w : D — E tel
que ' =wi et j'=wj, et on a

w = ME(i/ ®a ]/) = @(uv v, ilvj/)
On en déduit que w est un isomorphisme d’algebres, ce qui acheve la démonstration du
fait que lapplication qui associe & un carré cocartierien direct (u,v,4,7) le morphisme de
(A; A)-bimodules T'(u,v,1,7) établit une bijection entre l'ensemble des classes d’isomor-
phisme de carrés cocartieriens directs de base (u,v) et U'ensemble des A-tressages T de
I’algebre B avec l'algebre C'. La derniere assertion du théoreme est évidente.

Définition 2.1.5. Soient A, B, et C' des algebres, u : A = Betv: A — C des morphismes
d’algebreset T': C @ 4 B — B ©® 4 C un A-tressage de l'algebre B avec 'algebre C'. On dit
que 'algebre B @ 4, C' dont la multiplication p est définie par 2.1.4.1 est le produst tensoriel
tordu sur A de B et C associé au A-tressage T. On dit qu'une structure d’algebre sur
B @ 4 C est un produit tensoriel tordu sur A de B et C s'il existe un A-tressage T', tel que
cette structure soit le produit tensoriel tordu sur A, associé a ce tressage. On dit qu'un
produit tensoriel tordu sur A est régulier si le A-tressage correspondant est bijectif, ou de
facon équivalente, si le carré cocartierien direct correspondant est cocartierien.

Remarque 2.1.6. a) En vertu du théoreme 2.1.4, 'ensemble des structures d’algebre sur
B ® 4, C qui sont un produit tensoriel tordu sur A de B et C' est en bijection avec ’ensemble
des A-tressages de B avec C, et une structure d’algebre sur B® 4 C est un produit tensoriel
tordu si et seulement si, pour tous b,0’ € B et ¢,/ € C,on a

(bo41) (V'@ 1) =041, (1@40) (104c) =10 4ec",  (b@41)- (10 40) = b 4¢

b) Si B = A et u = 14, 'isomorphisme canonique C @ 4, A - A ®, C, déduit des
identifications C' @ 4y A ~ C ~ A @ 4 C, est un A-tressage de l'algebre A avec 'algebre C,
et la structure d’algebre sur A @ 4 C, produit tensoriel tordu sur A, associé a ce tressage,

s’identifie a celle de 'algebre C'.

¢) Sil'algebre A est commutative et si l'image de u (resp. v) est centrale dans B (resp.
C), autrement dit, si u (resp. v) fait de B (resp. C) une A-algebre, alors la volte

c:C@o,B—B®,C
cQb—b®, ¢
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est un A-tressage de l'algebre B avec l'algebre (', et la structure d’algebre sur B @ 4, C,
produit tensoriel tordu sur A, associé a ce tressage, s’identifie a la structure de produit
tensoriel ordinaire sur A des algebres B et C.

Corollaire 2.1.7. Soient A, B, B, C, C' des algébres,

u:A—DB | u':A— B, v:A—C | v A—C
des morphismes d’algébres, et
T:-C@y,B—B®,C (resp. T':C"@,4,B — B ®@,C" )
un A-tressage de lalgébre B (resp. B') avec l'algébre C (resp. C'). Soient
f:B— B g:C —C'

des morphismes d’algébres tels que u' = fu, v/ = gv, et tels que le carré

gDy fl lf ®a9
! ! T/ ! !
C'o4B ——B @, C
soit commutatif. Alors, si 'on munit B @, C (vesp. B' @, C') de la structure d’algébre,
produit tensoriel tordu sur A de B et C (vesp. B' et C'), associé au tressage T (resp. T'),
le morphisme de (A; A)-bimodules f @ , g est un morphisme d’algébres.

DEMONSTRATION. Considérons les carrés cocartieriens correspondants aux A-tressages T

et 7'

!

A—Yv A v C’
. ’
B—'—=D=Bw,C B —'—D =B®,C
Z:]_B@AU Z./:]_B/®AU/
J=u®y le j=u @y le
et notons
pw:D@,D—D | /,L':D’®AD’—>D’

les morphismes de (A ; A)-bimodules définis par les multiplications de D et D’ respective-
ment. En vertu du théoreme 2.1.4, on a p/(¢' @ 4 j') = 1pr et p'(3' @ 41") =T'. Sil’on pose
" =1'f, 7" = 3'g, on a donc

M/(i” ®Aj”) = M/(i/ ®A.j/)(f Q4 9) = (f Q4 9) )

P oal") =0 (i s g@a ) =T (904 f)
et, en particulier,
P 0T =(foag)T=T(go4f)=p'(G" 041").
En vertu donc de la propriété universelle de l'algebre D, établie dans le théoreme 2.1.4,
il existe un unique morphisme d’algebres w : D — D', tel que ¢ = wi et 3" = wy, et
w=p'(i"@,75")=Ff @, g, ce qui prouve le corollaire.
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2.2. Les sorites sur les carrés cocartieriens.
Lemme 2.2.1. Soit

A—Y

(2.2.1.1) % P

B—

un diagramme d’algebres et de morphismes d’algébres, et considérons le diagramme

AO UO CO

(2.2.1.2) u°l lj°

Be 1 D° |
ot pour une algébre X on note X° l'algébre opposée et pour un morphisme d’algébres
t: X — Y, on note t° : X° — Y° le morphisme d’algébres ayant méme application
sous-jacente que t. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) le carré (u,v,i,7) est cocartierien direct;

b) le carré (u,v,i,7)° := (v°,u°,5°,1°) est cocartierien direct, autrement dit le carré
(u®,v°,1°,75°) est cocartierien inverse.

Lemme 2.2.2. Soit uw: A — B un morphisme d’algébres. Alors les carrés (u,1a,1p,u)
et (1A7u7u7 ]-B)

Al—A> AL
RS
Bl—B> N

sont cocartieriens directs (donc cocartieriens}.
La démonstration des lemmes 2.2.1 et 2.2.2 est immeédiate.

Lemme 2.2.3. Le produit tensoriel (sur K) de deuz carrés cocartieriens directs est co-
cartierien direct, autrement dit, si

A v Al U/ Cl
B Z B/ i/ D/

sont des diagrammes d’algébres et de morphismes d’algébres et si les carrés (u,v,i,7) et
(u' 0,4, j") sont cocartieriens directs, il en est de méme pour le carré :

AoA VOV g e
(u@u,vev,ieiljo))= u®U’l lJ'@j'
o i

BoB 2" . DoD
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DEMONSTRATION. Par hypotheése, les morphismes
Bo,C-5D e BaoyC D
b@ e i(b)j(c) ' @ard =i (0)5'(¢)

sont des isomorphismes de K-modules, et il s’agit de montrer que

P
(B2 B')@apa (C0C")—— DD
(b@ ) Dapar (c@c) = (i(b) @'(V)) - (j(c) @ 5'(c))
est aussi un isomorphisme de K-modules. Or, on a un isomorphisme canonique
(B B)@aon (CoC) = (BeaC)o (B ox )
(b)) Dagar (c@)r— (bR, ¢)@ (b @arc)

et on vérifie aussitot que ¢ = (p @ '), ce qui prouve le lemme.

Lemme 2.2.4. Soit

A—0b - g

“ (1) d (2 g

B, - C D
un diagramme commutatif d’algébres et de morphismes d’algébres. On suppose que le carré
(1) = (a,b,e,d) est cocartierien direct. Alors les deuz conditions suivantes sont équiva-
lentes :

a) le carré (2) = (d,e, f,g) est cocartierien direct;

b) le carré (2) o (1) = (a,eb, fc,g) est cocartierien direct.

DEMONSTRATION. Considérons le diagramme de K-modules et applications K-linéaires

By @4 By @p, C L>B1 @ 4 Co
(2.2.4.1) ﬁl l;/}

C1 @B, Oy D ,

ou « désigne l'isomorphisme canonique

a(x; @y 22 OB, Y2) = 21 @ 4 e(T2)y2 r1 €By, x3€By, 1y €Cy,
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et les applications linéaires 3, ¢, 1 sont définies par

B(x1 @y w2 OB, y2) = c(x1)d(z2) @Byy2 , w1 €B1, w2€By, y2€Cy,
o(y1 @B, y2) = fly1)g(y2) y1€Ci, y2€0Cy,
V(x1 @4 y2) = fe(z)g(y) t1 €8y, Yy €C,.

Le diagramme ci-dessus est commutatif. En effet, pour tous x1 € By, 22 € By, y2 € Cy,
on a

ol @4 22 @, y2) = (21 @4 e(wa)y2) = fe(wr)g(e(wa)y2) = fe(z1)ge(xa)g(ys)

et

eB(x1 @4 2 @By y2) = plca)d(w2) @B, y2) = fle(z1)d(x2))g(y2) = fe(zr) fd(z2)g(ys)

et la commutativité du diagramme 2.2.4.1 résulte de celle de (2). Comme le carré (a, b, ¢, d)
est cocartierien direct, 3 est un isomorphisme, et comme « est un isomorphisme,  est un
isomorphisme si et seulement si @) ’est, ce qui prouve le lemme.

Proposition 2.2.5. Soient n un entier, pour tous k, [, 0 E <
(0,0), (k,1) # (n,n), une algébre By, pour tous k, I, 0 < k <1 < n, (k
bii : Bri—1 — Bpi un morphisme d’algébres, pour tous k, I, 0 < k <1 < n, (k,
(n—1,n), sk : Bry1,1 — Bry un morphisme d’algébres, tels que pour tous k, [, 0
E+1<Il-1,1<mn, on ait

< I <n
< [

brt1.1
Bk—i—l,l—l - Bk—i—l,l
Sk,l—ll lsk,l Sk, ibk+1,0 = br,1Sk,1—1
br.1

By ————— DBy

Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) pour tous k, [, 0 <k, k+1<1—-1,1<mn, le carré (k,l) = (sk.1—1,0k+1,0,0k,1, Sk.1)
est cocartierien direct;

b) pour tous k, I, 0 <k, k+1<I1—1,1<mn, le carré

(k,l)o(k,l—1)o---o(k,k4+2) = (Sk k+1,0k+1,10k+1,1-1 - Okt1 k42, Ok 10k 11 - - - D kg2, Sk.1)

est cocartierien direct;

c) pour tous k, [, 0 <k, k+1<1—1,1<n, le carré

(k,D)o(k+1,0) o 0(l —2,1) = (Sk,1—15k+1,1—1 " S1=2,1—1,b1—1,1, Ok, 1, Sk, 1Sk+1,1 " * = S1—2.,1)
est cocartierien direct;
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d) pour tous k, k', [, !, 0 <k <Kk <U' <l1<n, le carré

By —— By

By —— DBy

(Sk,0Skg1,0+* Ski—1,05 bs 1bkr 1—1 -+ - brr g1, bk 1k 1—1 -+~ D g1, Sk ISk41,0 -+

est cocartierien direct;

e) pour tous k, [, 0 <k, k+1<1—1,1<n, Uapplication linéaire

Pk,l
Bk7k+1 ®Bk+1,k+1 Bk+17k+2 ®Bk+2,k+2 ®Bl—1,l—1 Bl—lJ — BkJ

L1 ®Bk+1,k+1 L2 ®Bk+2,k+2 T ®Bl—1,l—1 Tl—k — il(xl)iZ(xZ) T il—k(xl—k)

ot pour tout p, 1 < p<I[—Fk,

ip = bk bk, 1—1 * Ok ket p+ 1Sk, kit pSk+1,k+p * " Sktp—2,k+p

(11 = bi,ibg1—1 - by kg2 €t 1i—) = Sk 1Sk41,1° - Si—2,1) est bijective.

S35

by s
B4,4 —7>B4,5
53,4
b3 4 b3 s
33,3 : 33,4 :
52,3 52,4
by 3 b2 4 by s
? ? ?
Byyg ————— 32,3 32,4
51,2 51,3 51,4
bi 2 bi 3 bi 4 bis
? ? ? ?
B1,1 4>B1,2 4>B1,3 B1,4
50,1 50,2 50,3 50,4
Bo,l b—> Bo,z b—> Bo,3 b Bo,4 b
0,2 0,3 0,4 0,5

Figure 1 : cas n =5
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DEMONSTRATION. L’équivalence des conditions (a), (b), (¢) et (d) résulte aussitdot du
lemme 2.2.4. L’équivalence de (¢) et (e) va résulter de deux observations suivantes. Soient
E,LO<Ek, k+1<I-1,1<n:

i) sil—k =2, application ¢y ; est, par définition, bijective si et seulement si le carré
(k,1) = (1 —2,1) = (s1—2,1—1.b1-1,1,b1—2,1, 51—2,1) est cocartierien direct;

i) sil —k > 2, pourvu que 'application ¢ ;1 soit bijective, I'application ¢y ; est
bijective si et seulement si le carré
(k,D)o(k+1,0) o 0(l —2,1) = (Sk,1—15k+1,1—1 " S1=2,1—1,b1—1,1, Ok, 1, Sk, 1Sk+1,1 " * = S1—2.,1)
est cocartierien direct.

Cela résulte aussitot de la commutativité du triangle suivant :

Bk7k+1 ®Bk+1,k+1 ®Bl—2,l—2 Bl—27l—1 ®Bl—1,l—1 Bl—lJ

Pkl
Pk,i-1 ®Bl—1,l—1 ]‘Bl—l,ll \

Bgi-1 @p_y,_, Bi—1, By

T OBy Y k(@) Skaskgra e si—2,0(y)
L’équivalence de (¢) et (e) en résulte par récurrence sur [ — k > 2.

2.3. Produits tensoriels tordus multiples.
Les résultats de ce paragraphe ne sont utilisés que dans 3.4 et 4.4.4.
Définition 2.3.1. Soient B une algebre, X7, X3, X3 trois (B; B)-bimodules et
T X;0p X — X0 X5 1<i<y3<3 |
des morphismes de (B ; B)-bimodules. On dit que le triplet (T4, T31, T32) satisfait a I’équa-
tion de Yang-Bazter quantique sile diagramme suivant est commutatif

T32Qp1x
XzopXo 05Xy — Xy 0p X3 @p X
1x,®pTo1 1x,®p7 51
X3 @ X1 Qg Xy X2 ®@p X1 ®p X3
T31®p1x, T21®p1x,
1x,®pTs2

Xy ®BX3®BX2—>X1 ®BX2®BX3 s
autrement dit,
(To1 @p 1x,)(1x, @p T31)(Ts2 @p 1x,) = (1x, ©@p T52)(T51 @p 1x.)(1x, ©@p T21)
Si Xy = Xy = Xz et Tyy = T3y = T35 = T, on dit, plus simplement, que T satisfait a
I’équation de Yang-Baxter quantique.
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Lemme 2.3.2. Soient B une algébre, X;, 1 <1 <4, des (B;B)-bimodules et
Ty : X;05Xs — X, 0 X; 1<i<yp<4 (i,j)%(l,Q) ,

des morphismes de (B; B)-bimodules tels que les triplets (Ts1,Ty1,Tus) et (Ts2,Tuz, Tys3)
satisfassent a 'équation de Yang-Bazter quantique. On pose

T512 = (1x, @ T52)(T31 @p 1x,)
Ty12=(1x, @5 Tu2)(Ty1 @p 1x,)
Alors le triplet (T3 12, T4 12, Tus) satisfait a 'équation de Yang-Bazter quantique.
DEMONSTRATION. On a
(13,12 @p 1x,)(1x, @p Tu2)(Tus @p 1x,0,%,)
= (1X1 ®p T3, ®p 1X4)(T31 ©plx, ®p 1X4)(1X3 ©plx, @p T42)
(1X3 ®B T41 ®B 1X2)(T43 ®B 1X1 ®B 1X2)

= (1X1 ®B T32 ®B 1X4)(1X1 ®B 1X3 ®B T42)(T31 ®B 1X4 ®B 1X2)
(1X3 ®p Ty ®p 1X2)(T43 ®p lx, ®p 1X2)

= (1X1 ®B T32 ®B 1X4)(1X1 ®B 1X3 ®B T42)(1X1 ®B T43 ®B 1X2)
(T41 ®B 1X3 ®B 1X2)(1X4 ®B T31 ®B 1X2)

= (1X1 ®p 1x, ®p T43)(1X1 ®p Ty ®p 1X3)(1X1 ®p 1x, ®p T32)
(T41 ®B 1X3 ®B 1X2)(1X4 ®B T31 ®B 1X2)

= (1X1 ®B 1X2 ®B T43)(1X1 ®B T42 ®B 1X3)(T41 ®B 1X2 ®B 1X3)
(1X4 ®plx, @p T32)(1X4 @p 131 ©p 1X2)

= (Ixio,x: ©p Tas)(Ta12 ©p 1x,)(1x, @p T312)

(la troisieme (resp. la quatrieme) égalité résultant du fait que le triplet (751, Ty1, Tuz) (resp.
(T52,Ty2,Ty3)) satisfait a ’équation de Yang-Baxter quantique), ce qui prouve le lemme.

Lemme 2.3.3. Soient B, X1, X3, X3 des algébres, u; : B — X;, 1 = 1,2,3, des mor-
phismes d’algébres, et

Tji3Xj®BXi—>Xi®BXj , 1<i<y3 <3

un B-tressage de l'algébre X; avec Ualgebre X;. On munit X; @5 X;, 1 <1< 3 <3, dela
structure d’algebre produit tensoriel tordu sur B de X; et X;, associé au tressage Tj;.

i) Si l'on pose
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(2.3.3.2) Tosq = (101 @ lx,)(1x, @ T51)

les conditions suivantes sont équivalentes :
a) le triplet (Tz1,T51,T52) satisfait a 'équation de Yang-Bazter quantique;
b) T3 12 est un B-tressage de l'algébre Xy @ g Xy avec lalgébre Xs;
c) Ths1 est un B-tressage de l'algébre X, avec algébre Xy @ p Xs.

De plus, si ces conditions sont satisfaites, la structure d’algebre sur X1 @5 Xo @5 X3,
produit tensorvel tordu sur B de X; @ g Xo et X3, associé au B-tressage 15 12, coincide
avec celle de produit tensoriel tordu sur B de X et Xo @5 X3, associé au B-tressage Ths 1,
et le morphisme de (B ; B)-bimodules 1x, @gus Qg lx,: X1 @5 X5 = X1 @5 Xo @ Xs

est un morphisme d’algébres.

ii) Réciproquement, supposont X1® 5 Xo@ 5 X3 muni d’une structure d’algébre, faisant
de X1 @ Xy @p X3 un produit tensoriel tordu sur B de X1 @5 Xy et X3, associé a un
B-tressage T3 12. St 1x, Qgu2@plx, et u1@plx,@glx, sont des morphismes l'algebres,
alors le B-tressage T5 12 est donné par la formule 2.3.3.1 En particulier, [’existence d'une
telle structure d’algébre sur X1 @5 Xo @ g X3 implique que le triplet (T, T51,T52) satisfait
a équation de Yang-Bazter quantique.

DEMONSTRATION. On note pu; : X; ©g X; = X;, 1 < ¢ < 3, le morphisme de
(B ; B)-bimodules défini par la multiplication de X;, et

pij : Xi @p Xj 0p Xy @p Xj — Xi@p X; , 1<1<j<3
le morphisme de (B ; B)-bimodules défini par la multiplication de X; @ 5 X;. Par définition,

i = (i @p p)(1x, @5 Tji @ 1x;)

Pour démontrer la partie (1), montrons d’abord que T5 1 satisfait a la condition 2.1.2.3.

On a
(Ixy0,x: @p p3)(Ts,12 @ 1x,)(1x, @p Ts2)

= (1X1 ®B 1X2 ®B /“L3)(1X1 ®B T32 ®B 1X3)(T31 ®B 1X2 ®B 1X3)
(1X3 ®B 1X1 ®B T32)(1X3 ®B T31 ®B 1X2)

= (1x, @5 1x, @g u3)(lx, g T32 O 1x,)(1x, @p 1x,; ©p Ts2)
(T31 ®B 1X3 ®B 1X2)(1X3 ®B T31 ®B 1X2)

= (1X1 ®gB T32)(1X1 Dp s Dp 1X2)
(T31 ®p 1x, ®p 1X2)(1X3 ®p Ty ®p 1X2)

= (1X1 ®gB T32)(T31 ®gB 1X2)(/“L3 @ p 1X1 @ p 1X2)
=T512(p3 Op 1x,0, x5)
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(la troisieme égalité résultant de 2.1.2.3 pour T3z, et la quatrieme de 2.1.2.3 pour T3y),
ce qui prouve 2.1.2.3 pour T3 ;2. Montrons que T3 ;5 satisfait a la condition 2.1.2.4 si et
seulement si le triplet (T21, T31, T32) satisfait a I’équation de Yang-Baxter quantique. On a

(112 @B 1x,)(1xy0,x. @ T3,02)(T52 @p Lx,0, Xs)

= (/“Ll ®B H2 ®B 1X3)(1X1 ®B T21 ®B 1X2 ®B 1X3)
(1X1 ®p 1x, ®p lx, ®p T32)(1X1 ®p lx, ®p Ty ®p 1X2)
(1X1 ®B T32 ®B 1X1 ®B 1X2)(T31 ®B 1X2 ®B 1X1 ®B 1X2)

= (1 Qg p2 @p lx,)(1x, @ lx, @5 lx, Wp T32)
(Ix, @ To1 @p 1x, ©p 1x,)(1x, ©p 1x, ©p T51 @p 1x,)
(1X1 ®B T32 ®B 1X1 ®B 1X2)(T31 ®B 1X2 ®B 1X1 ®B 1X2)
et
T512(lx, @p p12)

= (1x, @5 T32)(T31 @p 1x,)(1x, @p 11 Qg p2)
(1X3 ®B 1X1 ®B T21 ®B 1X2)

=(1x, @ T52)(1x, @p 1x, @ p2)(T51 ©p 1x, ©p 1x,)
(1X3 ®B H1 ®B 1X2 ®B 1X2)(1X3 ®B 1X1 ®B T21 ®B 1X2)

= (1x, @p T32)(1x, @p lx, @p p2)
(Ml @p 1X3 ®p 1X2 ®p 1X2)(1X1 ®p Ty ®p 1X2 ®p 1X2)
(T31 ®B 1X1 ®B 1X2 ®B 1X2)(1X3 ®B 1X1 ®B T21 ®B 1X2)

= (/“Ll ®B H2 ®B 1X3)(1X1 ®B 1X1 ®B 1X2 ®B T32)
(1X1 ®p lx, ®p Ty ®p 1X2)(1X1 ®p Ty ®p 1x, ®p 1X2)
(1X1 ®B 1X3 ®B T21 ®B 1X2)(T31 ®B 1X2 ®B 1X1 ®B 1X2)

(la troisieme égalité résultant de 2.1.2.4 pour T3, et la quatrieme de 2.1.2.4 pour T32), ce
qui prouve que si le triplet (151, T31,T32) satisfait a 'équation de Yang-Baxter quantique,
alors T3 12 satisfait a la condition 2.1.2.4. Réciproquement, si T3 ;5 satisfait a la condition
2.1.2.4, en composant a droite par 1x, Qg u1 Qg lx, ®glx, @guz, ona

(112 @p Ixy)(Ixi0, X2 ©@p T312)(T5,12 ©p 1x,0,x, ) (1x, @pu1 @ 1x, ©p lx, @puz)

=T312(1x, @ pr12)(1x, @gu1 Qg lx, @ lx, Qpusz)
et il résulte de ce qui précede et de 2.1.2.6 pour T3y et T2 que

(Ml Wp 2 Op 1X3)(u1 ®p lx, ®p 1x, ®Wpu2 Op 1X3)
(T21 @5 1x5)(1x, @p T31)(T32 @p 1x,)

= (1 @p p12 W Lx;)(u1 @p 1x, Op lx, Qg us @p 1x,)
(1x, @p T32)(T31 @p 1x,)(1x, @ To1)
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ce qui, en vertu de la propriété de I'unité de py et po, implique que le triplet (To1, T31, T52)
satisfait a I’équation de Yang-Baxter quantique. D’autre part, pour tous x1 € X5, x5 € X3,
x3 € X3, en vertu de 2.1.2.5 pour T3y et T35, on a

T3 12(l@pg a1 @ga) =(1x, @ T32)(T31 @ 1x,) (1 Qg a1 Qg 22)
=(lx, @ T52)(x1 @l @pay) =1 Qg @p 1

et
T3 12(2v3 @pl@p 1) = (1x, @p T32)(T31 @p 1x,) (w3 @1l @p1)

=(lx, @ T)(l@gr3@pl) =105 1523

ce qui établit 2.1.2.5 pour T3 12, et prouve ’équivalence des conditions (a) et (b). Duale-
ment, on montre [’équivalence des conditions (a) et (¢).

Supposons donc que les conditions équivalentes (a), (b) et (¢) sont satisfaites. Mon-
trons que la structure d’algebre sur Xy @5 X2 @5 X3, produit tensoriel tordu sur B de
X1 @5 Xo et X3, associé au B-tressage T3 12, coincide avec celle de produit tensoriel tordu
sur B de X et Xy @5 X3, associé au B-tressage Th3 1. On a

(112 @p p3)(1x,0, %, ©p T2 @p 1x,)

= (11 @p p2 @ p3)(lx, @ To1 W lx, Wplx, 5 1x,)
(1X1 ®B 1X2 ®B 1X1 ®B T32 ®B 1X3)(1X1 ®B 1X2 ®B T31 ®B 1X2 ®B 1X3)

= (11 Qg p2 Qg p3)(lx, @plx, @plx, @g Tz @p 1x,)
(1X1 ®B T21 ®B 1X3 ®B 1X2 ®B 1X3)(1X1 ®B 1X2 ®B T31 ®B 1X2 ®B 1X3)

= (/“Ll ®B /“L23)(1X1 ®B T2371 ®B 1X2®BX3) 5

ce qui prouve l’assertion.

Enfin, on a

T312(1x, @p lx, @puz) = (1x, @p T32)(T31 @p 1x,)(1x, ©p 1x, @p u2)

=(lx, @ T32)(lx, @p lx, @gu2)T31 = (lx, Qg uz @p 1x,)Ts1

(la derniere égalité résultant de 2.1.2.6 pour T32), ce qui, en vertu du corollaire 2.1.7,
implique que 1x, @5 us @p lx, est un morphisme d’algebres, et acheve la démonstration
de la partie (¢) du lemme.

Pour montrer la partie (i), notons

X1 Qg Xo@pXs@pXi@gXo@gXs — Xq 0 Xo@p X3
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le morphisme de (B ; B)-bimodules défini par la multiplication de X1 @ 5 X7 @ 5 X3. Pour
tous x1 € X1, 29 € Xo, 3 € X3, 0n a

T512(23 Qg1 Qg ae) = (10510 a3) (21 g xe @p 1)
=(1@plopas) (v1@plepl) (1@ @pl)

[(1x, ®pu2 @p 1x,) (1 @gas) - (v1 @5 1))] - (1@ zs @p1)

[(1X1 ®B Uz ®B 1X3)T31($3 ®B 1'1)] ‘(1 ®B ) ®B 1)

(la deuxieme égalité résultant de 2.1.6, (a), et la troisieme du fait que 1x, @z us @5 lx,
est un morphisme d’algebres), ce qui implique que

T510=p(lx, @gus @p lx, @gu; @plyx, Qg us)(Ts1 @5 lx,)
D’autre part, pour tous y; € X, y2 € X3, y3 € X3, 0on a
((lx, @pu2 @ lx, @gui @p lx, @pus)(ys Opys Op y2)
=(y1 ®pl@pys) - (1@py2 @p1)
=(y1 ©plopl)- (10pl10pys) (1@py2 @p1)
= (1)1 05105 1) [(11 ©p lx, Op Lx, ) (1 @ ys) - (y2 @5 1))]
=(y @glegl)- [(u1 @plx, @ lx,)Ts2(ys Qp yz)]

(la deuxieme égalité résultant de 2.1.6, (a), et la troisieme du fait que uy @z lx, @ g lx,
est un morphisme d’algebres). On en déduit que

f(lx, @guz @ lx, Qg ur @p 1x, Op uz)
=u(lx, Qpuz @puz Wgu1 g lx, W 1x,)(1x, @p T32)
Enfin, pour tous z; € Xy, 20 € X5, z3 € X3, 0n a
p(lx, @guz @guz @gur @ lx, Op lx,)(21 g 22 @p 23)
=(x1@p10l) (1Q52 Op 23)
=(x1@plepl) - (10pz0pl) (10p1ap z;)
=(z1 ®p 22 Vg 23)

(les deux dernieres égalités résultant de 2.1.6, (a)), ce qui prouve 2.3.3.1 et démontre le
lemme.
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Théoréeme 2.3.4. Soient I un ensemble ordonné, B une algébre, (X;)ier une famille
d’algébres, pour tout v, v € I, u; : B — X; un morphisme d’algébres, et pour tous 1,5 € I,
1< J,

T]‘i : X]‘ Xp X; — X, ®BXJ

un B-tressage de lalgebre X; avec lalgebre X;. On suppose que pour tous i,j,k € I,
1 < g <k, letriplet (T};, Tri, Ty;) satisfait a ’équation de Yang-Bazter quantique. Alors si
J désigne l'ensemble des parties finies,non vides, totalement ordonées de I, ordonné par

J<Jy — Ve, Ve, n1<j2
il existe une famille d’algébres (X 5) ey, une famille de morphismes d’algébres
w;:B—-X;, JeJ .
et une famaille de B-tressages
Trg XX, — X5, @Xy, Ji,Joed, Si<J

de l'algebre X 5, avec Ualgeébre X y,, uniques, telles que :
a) pour tout J, J € J, le (B; B)-bimodule sous-jacent 4 Xy est donné par

(2.3.4.1) X;=Xj 0p X, @p---0pXj,
OdJ:{jlajZV-'vjn}; .jl <]2<<]n; et on a
(2.3.4.2) Uy=uj Vpuj, g+ uj, ;

b) pour tout 1, i € I, lalgebre Xy;y n'est autre que lalgebre X ;

c) pour tous 1,5 € I,1 < j, on a Tgjy iy = Tjis

d) pour tous Jy,Jy € T, J1 < Jo, lalgébre X j 1, est le produit tensoriel tordu sur B
de Xy, et X, associé au B-tressage Ty, j, ;

e) pour tous Jy, Jy, Js € T, J1 < J» < J3, on a
(2.3.4.3) Trynon = (Ix, @ Trn)(Tr 0 @plx,,)
De plus, alors, pour tous Jy,Jo, J3 € T, J1 < Jo < J3, on a
(2.3.4.4) Trorn = (Thn @plx,,)(1x,, @ Tr.n)

et le triplet (Ty, 5., T1,,0,,T1,.0,) satisfait a Uéquation de Yang-Baster quantique.

DEMONSTRATION. L'unicité résulte aussitot des conditions (a), (b), (¢), (d), et (e). Pour
montrer 'existence, définissons, pour J € J, le (B; B)-bimodule X ; par 2.3.4.1, le mor-
phisme de (B ; B)-bimodules u ; par 2.3.4.2, et pour tout j, j € I, tel que J < {j}, défi-
nissons, par récurrence sur le nombre d’éléments de .J, un morphisme de (B ; B)-bimodules

TjJin@BXJ—}XJ@BXj
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par

Tjy=(1x, @ T;i)(Tjr @p 1x;)
si card(J) > 1, i =max(J), J =J — {i}

SiJ=J1UlJy, Ji,Jy €T, J1 < Jy, on vérifie aussitot, par récurrence sur card(.J;), que
(2.3.4.5) Tj s = (x, @pTjn)(Thn @B lx,,)

et il résulte du lemme 2.3.2, par récurrence sur card(.J), que, pour tout k € I, j < k, le
triplet (15,7, Tk, s, Tk;) satisfait a 'équation de Yang-Baxter quantique.

Notons, pour ¢ € I, p1; : X; ® g Xi — X; le morphisme de (B ; B)-bimodules défini par
la multiplication de X;, et, pour tout J, J € J, définissons, par récurrence sur card(.J),
un morphisme de (B ; B)-bimodules p;: X7 @z X7 — X par

fgy =pi o, st J=A{i} ,

py =y @ppi)lx, @pTjrdplx;)
si card(J) > 1, j=max(J), J' =J—{j}

Il résulte aussitot du théoreme 2.1.4 et du lemme 2.3.3, (¢) (implication (a) = (b)), par
récurrence sur card(.J), J € J, que :

i) le morphisme de (B ; B)-bimodules y ; définit une multiplication, faisant du (B ; B)-
bimodule X ; une algebre, et de u; un morphisme d’algebres;

w) sicard(J) > 1, J = J U{j}, J' < {j}, alors T} p est un B-tressage de l'algebre
Xy avec l'algebre X, et I'algebre X j (cf. (i)) est le produit tensoriel tordu sur B de X p
et X;, associé a ce tressage.

Pour tous Jy,J2 € J, J1 < J3, définissons, par récurrence sur le nombre d’éléments
de J;, un morphisme de (B ; B)-bimodules

TJ27J1 :XJQ ®B XJ1 — XJ1 ®B XJ2

par

TJ27J1 = TJ7J1 ,ost Jy = {]} )
Trys, = (Try0 @ 1x;)(1x,, @ Tjn)
si card(J2) > 1, j=max(Jz), J5=Jo—{j}

Montrons, par récurrence sur card(.J;), que Ty, j, est un B-tressage de l'algebre X j, avec
I’algebre X z,, et que 'algebre X 7,7, est le produit tensoriel tordu sur B de X j, et X ,,
associé a ce tressage. Si card(.J3) = 1, cela résulte de ce qui précede. Supposons le résultat
établi pour card(J3) = n > 1, et démontrons le pour card(.Jz) = n+1. Posons j = max(.J2),
J; = Jo —{7}. Par hypothese de récurrence, Tj; 7, est un B-tressage de l'algebre X, avec
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I’algebre Xy, et I’algebre Xjur est le produit tensoriel tordu sur B de X j, et X, associé
a ce tressage. Or, par définition,

TJ27J1 = (Tjévﬂ ®B 1Xj)(1XJé ®B TJ7J1) ’
et, en vertu de 2.3.4.5,

Tjnon = (xy, ©p T ) (Tin ©plx,,)

j
Valgebre X, et l'algebre Xy 1y, est le produit tensoriel tordu sur B de X oy et Xj,

associé a ce tressage, il résulte du lemme 2.3.3, (1) (implication (b) = (c¢)) que Ty, s, est
un B-tressage de ’algebre X, avec l'algebre X j,, et que l'algebre X 7, est le produit
tensoriel tordu sur B de X j, et X j,, associé a ce tressage.

Soient Jy,Jo, JJ3 € J, J1 < Jo < J3. L’égalité 2.3.4.3 résulte alors aussitot de 2.3.4.5,
par récurrence sur card(.Js). Il résulte donc de ce qui précede et du lemme 2.3.3, (i),
implication (b) = (a), que le triplet (T, 7,, Tr,,.7,, L5y, 7,) satisfait a ’équation de Yang-
Baxter quantique, et de I'implication (b) = (¢) que si 'on pose

Comme, en vertu de ce qui précede, T} 5,0, est un B-tressage de 'algebre Xy o avec

T' = (Tr,5 ©plx,,)x,, @ Tr.0)

alors T’ est un B-tressage de 'algebre X 7, avec algebre X j,u7,, et algebre X 5, G017,
est le produit tensoriel tordu de X, et X 7,1 7,, associé a ce tressage. Or, en vertu de ce qui
précede, l'algebre X j 47,07, est déja le produit tensoriel tordu de X 5, et X 5,07, associé
au tressage Ts,u7, 7, 1l résulte donc du théoreme 2.1.4 que T" = Tp,u 1,1, , ce qui prouve
2.3.4.4, et acheve la démonstration du théoreme.

2.3.5. En gardant les notations du théoreme, on dit que ’algebre X 7, J € J, est le produst
tensoriel tordu multiple (sur B) de la famille d’algebres (X ) e (indexée par I'ensemble fini
totalement ordonné .J), associé aux B-tressages T};, 1,7 € J, t < j. Pour tous Jy,.J; € J,
Ji1 < Jy, on dit que Ty, j, est le B-tressage déduit des B-tressages T}, j,, j1 € Ji, 72 € Ja.
Les produits tensoriels tordus multiples sont fonctoriels dans le sens suivant. Soient (X/);er
une deuxieme famille d’algebres, pour tout ¢, ¢ € I, v’ : B — X! un morphisme d’algebres,
et pour tous 1,5 € I,1 < 5, Tj; : X;@p X] = X| @5 X| un B-tressage de l'algebre X; avec
I'algebre X, tels que, pour tous 1,7,k € I, 1 < 7 < k, le triplet (T]{i,T,gi,T,ij) satisfasse a
I’équation de Yang-Baxter quantique. Soit (f; : Xi — X/);er une famille de morphismes
d’algebres telle que, pour tout ¢, ¢ € I, on ait u; = fiu;, et telle que pour tousi,7 € I,1 < j,
onait T}, (f;@p fi) = (fi®gf;)Tji. Alors, pour tout J € J, J = {j1,.. -, dnfrJ1 < < Jn,
le morphisme de (B ; B)-bimodules f; = f;, @p - @g f;, est un morphisme d’algebres,
de l'algebre produit tensoriel tordu multiple X ; de la famille d’algebres (X );e s, associé
aux B-tressages T};, 1,7 € J, 1 < j, dans l'algebre produit tensoriel tordu multiple X', de
la famille d’algebres (X7} ) e, associé aux B-tressages T}, 1, € J, i < j. De plus, pour
tous J1,Jo € J, J1 < Ja,0on a T327J1(fj2 @p fjl) = (fjl @p fJQ)TJQJU ou T}27J1 désigne
le B tressage de l'algebre X', avec l'algebre X déduit des B-tressages T}, . , j1 € Ji,
J2 € Ja. (La premiere assertion résulte par récurrence du corollaire 2.1.7, et la deuxieme
se démontre par une simple récurrence).
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Corollaire 2.3.6. Soient u: B — X un morphisme d’algébres et T : X @ X - X @5 X
un B-tressage de lalgébre X avec elle méme, satisfaisant a l’équation de Yang-Bazter quan-
tique. Alors, 1l existe une famille d’algébres (Xp)n>1, une famille de morphismes d’algébres
Up: B — X, n>1, et une famille de B-tressages

Y — Y

de Ualgebre X,, avec Ualgébre X, uniques, telles que

a) pour tout n, n > 1, le (B ; B)-bimodule sous-jacent a X, est donné par

Xn=X®p - @5X et Up =URp- - Dgu ;
S—_— —
n fois n fois

b) X1 =X et uy = u;
¢) pour tous m,n > 1, Ualgébre X4, est le produit tensoriel tordu sur B de X, et
Xy, associé au B-tressage Ty m;

d) pour tous l,m,n >1, on a
De plus, alors, pour tous [,m,n>1, on a

(2.3.6.2) Togng = (Tm,l ®plx,)(1x,, @p Tn,l) )

et le triplet (T 1, Tn 1, Tnm) satisfait a U'équation de Yang-Baster quantique.

2.3.7. En gardant les notations du corollaire 2.3.6, on dit que 'algebre X,,, n > 1, est le
produit tensoriel tordu n-uple (sur B) de l'algebre X, associé au B-tressage T'. Pour tous
m,n > 1, on dit que T}, ,, est le B-tressage de 'algebre X,,, avec I'algebre X,,, déduit du
B-tressage T
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3. Catégories quantiques

Dans la suite de cet article, st A, B, C désignent des algébres et u: A — C,v: B — C
des morphismes d’algébres, on notera ,C la structure de A-module a gauche sur C' définie
par (a,¢) — u(a)e, a € A, ¢ € C, C, la structure de B-module & droite définie par
(¢,b) = cv(b), b€ B, c€ C, et ,C, la structure de (A; B)-bimodule correspondante.

3.1. La définition des catégories quantiques.

Définition 3.1.1. On appelle catégorie quantique une algebre cosimpliciale, foncteur
covariant

F:A— Alg

de la catégorie des simplexes dans la catégorie des algebres, telle que, pour tous entiers m
et n, m, n € N, le carré

F[0] F(bn) F[n] am(0) =0
(3.1.1.1) F(am)l lF(j) ?’E]i())):k” e
F[m] Flm+n] iy=n+l, 0<1<m,

SN
F(i)
soit cocartierien. Autrement dit, on demande que, pour tous m et n, m, n € N, les appli-

cations linéaires

Opming s Flmlea. @, FonFln] — Flm+nl, w@ppojy— F@i)(2) - F()y)

(0]

oy m)  Flnlre,) @, FaoFlm]— Flm+nl, y@poyz = F()y) - Fi)(x)

(0]
solent bijectives.

Intuitivement, F[0] s’interprete comme 'algebre des fonctions sur l'espace (non com-
mutatif) des objets, F[1] comme celle des fonctions sur 'espace des fleches, et, plus généra-
lement, F[n] comme 'algebre des fonctions sur 'espace des suites de n fleches composables.

Un morphisme de catégories quantiques ou foncteur quantique d’une catégorie quan-
tique F' : A — Alg dans une catégorie quantique F' : A — Alg est un morphisme
d’algebres cosimpliciales de F’ dans F, autrement dit, un morphisme des foncteurs cor-
respondants.

NOTATIONS 3.1.2. Pour tous m et n, 0 < m < n notons

les morphismes de A définis par

ar(k)y=k, 0<k<m et br(k)=n—m+k, 0<E<m ,

7

m _ fnsn—1 m-+1 m __ 0 ¢O 0
an = 5n5n—1 e 5m—|—1 et bn - 5n5n—1 e 5m—|—1



En particulier, les morphismes figurant au carré cocartierien 2.1.1.1 sont

U =ad, . b,=0), i=0b"

m+n .]: a?n—l—n
Enfin, pour tout m, m € N, et tout k, 1 <k < m, notons i¥ : [1] — [m] le morphisme
de A défini par
FO)=k—-1 et i (1)=k |,
& k1 —1 k+1 £0 c0 0
T = A by = 600 "1 - 5k+15k5k—1 S by

Proposition 3.1.3. Soit F: A — Alg une algébre cosimpliciale. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) lalgébre cosimpliciale F est une catégorie quantique ;
b) pour tout m, m € N, le carré

F(
F(a?)l lF(agﬂ)
[1] Flm+1]
o F(by,11)
est cocartierien ;
¢) pour tout m, m € N, le carré
F(19
Flo] AU VIR Fl1]

Flom,y T

est cocartierien ;

d) pour tous I, m,n € N, [ <m, [ <n, le carré

l
P
F(afn)l lF(Gnernl)
y sy
est cocartierien ;

e) si l'on pose s = F(a)) et b= F(b)), pour tout m, m € N, les applications linéaires

O] :F[l]s ®F[O] bF[l]s ®F[O] ®F[O] bF[l] —>F[m]

21 @p[o] ©2 @p[o] -+ OF[o] Tm — Fli)(x1) - F(ip ™

pioy sFILD @y @0 WFI1] — Flm]

r1 @plo] 2 OFo] - DF[0] Tm — F@il ) (x1) - F(i2 ) (x2) - F(i

m)(@m)
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sont bijectives (par convention, ajg] = O‘fo] = 1pro])-

DEMONSTRATION. L’équivalence de (b), (¢), (d) et (e) résulte de la proposition 2.2.5 et de
la proposition analogue relative aux carrés cocartieriens inverses qui s’en déduit en utilisant
le lemme 2.2.1. D’autre part, on a des implications évidentes (a) = (b) et (d) = (a), ce
qui démontre la proposition.

3.1.4. En gardant les notations de 3.1.1, posons B = F[0]. Pour tout m, m € N, les mor-
phismes d’agebres F(ay,), F(by,) définissent sur F[m | une structure de (B ; B)-bimodule
Fbo)Fl M ]F(a,,)- De plus, pour tous m et n, m,n € N,

Sl in) PO MR, O Fo)EFINF@n) = Pbnp FU0 A+ 1) Flan )

est un morphisme de (B ; B)-bimodules, et si ¢ : [m] — [m'] et ¢ : [n] = [n'] sont des
morphismes de A, et ¢ A respectivement, autrement dit, si @a,;, = an et b, = b, alors
F(p) et F(¢) sont B-linéaires a droite et & gauche respectivement, et le diagramme

P n]

Flmlp(a,.) @, re)Fln] Flm+n]

F(p) @p F(¥) F(p oy )

[m'],[n']

F[m/]F(am,) ®B F(bn/)F[n/] —>F[m/ _I_ n/]

est commutatif. On vérifie facilement que (F, ®,1p) est un foncteur partiellement monoi-
dal de la catégorie partiellement monoidale des simplexes dans la catégorie partiellement
monoidale des (B; B)-bimodules (¢f. 1.2.2, 1.2.4 et 1.2.5), ou, par abus, on note aussi F
le foncteur [m] — p(p,)F[m]r(a,,) de la catégorie des simplexes dans celle des (B ; B)-
bimodules. De méme, si I'on considére F[m ] muni de la structure de (B ; B)-bimodule
Flam) Fl M F@,,), quon notera F'[m], alors (F',®',1g) est un foncteur partiellement
monoidal de la catégorie partiellement monoidale transposée de celle des simplexes dans
la catégorie partiellement monoidale des (B ; B)-bimodules (¢f. 1.2.1).

En gardant les notations de 3.1.3, (e), on vérifie facilement que sil’on pose X = F[1],

Glm] =X, Dt Xs @y @ X = R Xs
B
(3.1.4.1)
G/[m] — st ®B st ®B ce ®B st — ®3Xb
B
et, pour tout morphisme ¢ : [m] — [m'] de A,
_ —1
(3.1.4.2) Gle) =arpFl@lag, »  Ge)=alFle)alu -

alors le couple (G, a) (resp. (G',a')) est 'unique couple (¢f. prop. 1.2.7), formé d'un
foncteur partiellement monoidal strict G (resp. G') et d’un isomorphisme de foncteurs
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partiellement monoidaux o (resp. '), de source G (resp. G') et but le foncteur partiel-
lement monoidal (non strict) (F,®,1p) (resp. (F',®',1p)), tel que G[1] = F[1] (resp.
G'[1] = F'[1]) et aj1) = 1pp1] (resp. ozfl] = 1pi1))-

Posons

dfl = G((S,"l) = a7} F((S;)oz

[n] 0<:<n

[n—1] , n>0,

Si:G(O'i):Oz_lF(O'i)Oé[n_i_l], 0§z§n,

7

di = G'(0L) = af 1 F(8)af, 1, 0<i<n, n>0,

3

? ? -1 ? .
sﬁlzG’(an):af F(o )ozfn_i_l], 0<i<n,

n g g

de sorte qu’on ait des diagrammes commutatifs de K-modules

n—1 a[n—l] a[n—l] n—1
R s X, F[n—1] R X
B B
d, F(éy,) i
!
i ] Yn] "
® b s F[ n] ® s Xp
B B
et ,
n+1 ary, « n n+1
& X, 41l Rl 1] ] ® X,
B B
sz F(U;) &l
!
" ] Yn] "
& s X F[n] & s Xp
B B

En particulier, on a

B = a0 = F(8) = F(i) =b .
dh = & = F(6)) = F(a3) = s

On pose
_ 0 _ 0 _ 0
e=sy=3y = F(og) ,

A=dy=a \F(6) et A =d =af; F(&})
Alors (ef. 1.2.9), (B,3Xs,A,¢e,5,b) est une catégorie pré-quantique et, en particulier,

(5 X5, A, e) est un cogébroide de base B. Dualement, (B, s X;, A’,¢,b,s) est aussi une ca-
tégorie pré-quantique et (;Xp, A’, &) un cogébroide de base B. Les foncteurs partiellement
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monoidaux G et G’ étant stricts, on a :

d(T)l = ]-n—l ®B b 9 d/T? = b@B ]-n—l . n > 0 9
® bXs & st
B B
dy=Tlo i QpA@pli, di=1is  @pA @plei 0<i<n
" & bXs B B ®bXs ’ " ®5Xb B & s)(b7 ’
B B B B
dz =S ®B ]-n—l 9 d/nn = ]-n—l ®B S 9 n > 0 9
® bXs & st
B B
? 1 :
S :]-n—i ® 5@ 1, S :11 ® 5@ ]_n_,' OSZSTL
" ®bXs B B ®bXs ’ " ®5Xb B B ®5Xb ’
B B B B

3.1.5. On dit qu'une catégorie quantique F : A — Alg est stricte si le foncteur

[m]— re)Flm]ra,,

de la catégorie partiellement monoidale des simplexes dans celle des (B ; B)-bimodules,
est un foncteur partiellement monoidal strict, ou de facon équivalente si I'isomorphisme
fonctoriel «, défini ci dessus, est 'identité. En vertu de ce qui précede, si pour tout m,
m € N, on munit G[m] de la structure d’algebre obtenue de celle de F[m ] par transport
de structure par afp,], alors le foncteur G devient une catégorie quantique stricte. Cela

prouve en particulier que toute catégorie quantique est isomorphe a une catégorie quantique
stricte.

Pour résumer, une catégorie quantique stricte est définie par la donnée :

a) d'une catégorie pré-quantique (B, X, A, e, s,b) (cf. 1.2.9), de sorte qu’en posant

Fln]=QX n>0,
B
F((gg) d?l:]-n—l ®Bb 5 TL>07
® X
B
F(@)y=d =1,_i, Aoyl 0<i<n,
(67,) n ®X®B @ p oy 1 <n
B B
F6))=d,=s@glax n>0,
® X
B
F(o!)=s' =1,_, 1, , 0<i<n,
(o) = s, ®X®B5®B - <i1<n
B B

on définisse un foncteur partiellement monoidal strict de la catégorie partiellement monoi-
dale des simplexes dans celle des (B ; B)-bimodules;

b) pour tout n, n € N, d'une structure d’algebre sur F[n] rendant les applications
F(61),0<i<n,n>0, et F(c}), 0 < i < n, des morphismes d’algebres, la structure
d’algebre sur F[0] étant celle de B, et la structure de (B ; B)-bimodule , F[ 1], coincidant
avec celle de X.
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n
De plus, on demande que, sil’on note ji : X — ) = F[n] 'application linéaire définie
B
par

jk(x):1®B“‘®Bl®3x®Bl®B...®B1 7
— —————— —
k —1 fois n — k fois

alors, pour tout n, n € N, I” application linéaire
RX =Ry Xs——F[n]| =X
B B B
T1 @ a2y Op - @ an — Ji(r1) - ja(w2) - gn(Tn)

soit I'identité, et I'application linéaire

%SX,,—m[n]

T Qg ry Qg @ Tn — Ju(21) - Jno1(x2) - J1(20)
soit bijective.

3.2. L’exemple des bigébroides.

Définition 3.2.1. Soit B une algebre commutative. Un bigébroide de base B [Mal]
est la donnée (X,s,b,A,ec), o X est une algebre (non nécessairement commutative),
s, b: B——= X sont des morphismes d’algebres dont I'image est centrale dans X, et

A:bX3—>bX3®B pX s et ¢ Xy — B

des morphismes de (B ; B)-bimodules et d’algebres (X, @4 0 X étant muni de la structure
d’algebre produit tensoriel, ce qui a un sens puisque 'image de s ainsi que celle de b est
dans le centre de X) tels que (X5, A, ¢) soit un cogébroide de base B (¢f. 1.2.9).

3.2.2. En vertu de 1.2.6 et 1.2.9, la donnée du bigébroide ci-dessus définit, en particu-
lier, un foncteur partiellement monoidal strict F' de la catégorie partiellement monoidale
des simplexes dans la catégorie partiellement monoidale des (B ; B)-bimodules. De facon
explicite,

F[n]:bXs®B® bX37

B

n fois

F((Sg) = ]-F[n—l] ®Bb )
(3.2.2.1) ‘ .
F((S:z):lF[n—i—l]@BA@B leficn), O0<ai<n,

F((SZ) =sWp 1F[n—l] ’
F(U;):lF[n—i](@B@@BlF[i], 0<:<n.
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Comme 'image de s et b est contenue dans le centre de X, on peut munir F[n] de la
structure d’algebre produit tensoriel n-uple, et comme s, b, A et ¢ sont des morphismes
d’algebres, il en est de méme pour F(8%) et F(c), 0 < i < n, et en vertu de 1.1.3, il en
est de méme aussi pour F(¢), pour tout ¢ : [m] — [n], morphisme de A. Le foncteur F
définit donc une algebre cosimpliciale. En fait, cette algebre cosimpliciale est une catégorie
quantique. Pour prouver cela, on va montrer que la condition (e) de la proposition 3.1.3
est satisfaite. Or, on constate immédiatement que, dans les notations de cette proposition,
Papplication linéaire af,| est I'application identique et I'aplication

/

) Xp @y s Xp @y @ X — Xy @, 0 X, @, -0, 3 X

B

n fois n fois

n’est autre que application
T1 P2 Qg Qgltpnr-——TpgTp_1 Q- Qg1

qui est aussi bijective, ce qui prouve 'assertion.

3.3. La généralisation de I’exemple de Vainerman.

3.3.1. L’exemple qu’on va présenter ci-dessous est une version quantique de ’exemple clas-
sique de catégorie suivant. On se donne un monoide M, une action a gauche M x X — X
de M sur un espace X et une action a droite X' x M — X' sur un espace X’'. On définit
une catégorie C comme suit. L’ensemble des objets de C est X' x X, ’ensemble des fleches
est X' x M x X, les applications source et but sont définies par

s(a',g,2) = (2'g, x) et bz, g,2) = (2',gx) (2',g,2) € FI(C)
la composition par
(z',9,2) 0 (¥ hyy) = (', gh,y)

pour (', g,2), (v, h,y) € FI(C) tels que (y',hy) = (2'g,x), et I'identité d’un objet (a', x)
de C par 1y, = (2, e,2), ou e désigne I’élément neutre du monoide M.

3.3.2. Voici I'analogue quantique de l'exemple ci-dessus. On se donne une bigebre H (qui
correspond au monoide) de coproduit Ay : H — H @ H et de colinité ey : H — K, deux
algebres A et A’ (qui correspondent aux espaces X et X') et des morphismes d’algebres

0:A—-H®A | A A oH

faisant de A et A" un H-comodule & gauche et & droite respectivement (et qui correspondent
aux actions). On définit des algebres

(3.3.2.1) H,.=QH , X, =A9H, A n>0 |,
et des morphismes d’algebres

d Xp 1= X,, 0<i<n,n>0, S X1 = X,, 0<i<n,n>0



par
dy =14 @1y, , @08

dy=1p0ly, , , OAp@ly,_, @1l , 0<i<n
(3.3.2.2)
dz :5/®1Hn_1 @1la

sh=1lp@ly,_ Qeg@ly,@ly ,  0<i<n
Proposition 3.3.3. [l existe une catégorie quantique unique F : A — Alg telle que
(3.33.1) Fln]=X,,n>0, F@)=d,,0<i<n,n>0, Flo{)=s',0<i<n.
DEMONSTRATION. Montrons d’abord qu’il existe une algebre cosimpliciale unique
F:A = Alg

satisfaisant aux conditions 3.3.3.1. La méthode la plus élémentaire consiste a vérifier di-
rectement les relations simpliciales, et conclure par la proposition 1.1.4. On laisse cette
vérification fastidieuse au lecteur courageux.

En effet, la théorie développée au premier paragraphe permet d’éviter ces calculs. Pour
cela, on peut utiliser le théoreme 1.2.6, en considérant la catégorie partiellement monoidale
stricte (V, oV, Ve, @, I) définie comme suit. La catégorie V est la sous-catégorie pleine de
Alg dont les objets sont les X, m € N. La sous-catégorie V, (resp. o V) est la sous-catégorie
de V ayant mémes objets que V, un morphisme de X, dans X, étant un morphisme de
la forme u @ 14 (resp. 1o @u'),ovnu: A '@Hy, - A'@H, (resp.v': H,, A — H, @ A)

est un morphisme d’algebres. Le produit tensoriel

Ve x oV -5V

est défini par X,, © Xy = Xy sur les objets, et si v = u @ 14 (resp. v/ = 14 @ u')
est un morphisme de V, (resp. oV), de source X,, (resp. X,v) et de but X,, (resp. X,,/),
alors v ® v" est le morphisme u @ u’, de source X, 4 et de but X, 4,,. Cette définition
demande une justification : on doit vérifier que u @ u' ne dépend que de v et v’ (si K n’et
pas un corps, les applications v — u ® 14 et u’ — 14 ® u' ne sont pas nécessairement
injectives). Cela résulte du fait que

u@u =(wely o4)lagy, @u)
= Qaowu, @oapy No@ly Nog 4@y, )y, @) ow y, @1y oa),
ou, pour tout couple de K-modules M et N, oy, n: M @ N — N @ M désigne la volte,

définie par oy, (v @ y) =y @z, v € M, y € N. Enfin, I est Iobjet Xo = A’ ® A. On

vérifie immédiatement qu’on définit ainsi une catégorie partiellement monoidale stricte.
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Le théoreme 1.2.6 implique alors aussitot Iexistence et 1'unicité du foncteur F en posant,
dans les notations de ce théoreme

X=X, 8:5/®1A, bZlA/®(S, A=1400ApR1s, =14 Reg @14,
les relations 1.2.6.1 étant conséquence immédiate des propriétés de coassociativité et de

counité de la bigebre H et des comodules A et A’.

Une troisieme alternative, si I’on accepte d’avoir recours aux 2-catégories, est de cons-
tater que 'existence et I'unicité du foncteur F est une conséquence immédiate du théoreme

1.3.4 (¢f. exemple 1.3.7).

Il reste a montrer que 1’algebre cosimpliciale ainsi définie est une catégorie quantique.
En vertu de la proposition 3.1.3, il suffit de montrer que pour tout n, n € N, le carré

F(1})
Xog————— X,
(3.3.3.2) F(ag)l lF(a}H_l)
Xo ——— Xnp1
.. , . , F(bn—l—l)
est Cocal"tlel"len. Deﬁnlssons pal" recurrence sur m
(S(m)A—>Hm®A , (S:n:Al—>Al®Hm
par
Sy =1a S(ma1) = (1H,, @6)d(m)
5{0) =1la 5£m+1) = (5/ ® 1Hm)5£m)

ce qui implique en particulier que §;;y = ¢ et 6/, = ¢’). Il résulte aussitot de 3.3.3.1 que
qui impliq p que &1 ) que,
pour tous met n, 0 < m < n, on a

F(azl) = 5En—m) @ 1Hm ©1a et F(bzl) =14 ® 1Hm ® 5(n—m)

On en déduit que le diagramme commutatif 3.3.3.2 n’est autre que le diagramme

]_A/@(S

A'®A AAoH®A
5£n) ® 1Al lCSEn) @1 ®1a
A@H,®A A'® H, A ,
® ® Lo ol 03 & 411 &
qui est produit tensoriel sur K des carrés
Al 1A' Al A L H ® A
5En)l lﬂn) et 1Al llH ®1a
AoH, ———— A" ®H, A——H®A )
la @1p, )

ce qui prouve, en vertu des lemmes 2.2.2 et 2.2.3, que le carré 3.3.3.2 est cocartierien, et
termine la démonstration.
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3.4. L’exemple des familles non commutatives de monoides quantiques tressés.

3.4.1. L’exemple qu’on va présenter ci-dessous est ’analogue quantique d’une catégorie
(classique) C, dont 'application source coincide avec I'application but, autrement dit, telle
que ’ensemble des morphismes entre deux objets distincts soit vide. Une telle catégorie
peut étre considérée comme une famille de monoides, indexés par Ob(C).

Définition 3.4.2. Soit B une algebre (non nécessairement commutative). Une famille de
monoides quantiques tressés de base B est la donnée (X, u, T, A, ), ou X est une algebre,
v : B — X un morphisme d’algebres, T : X @5 X — X @5 X un B-tressage byjectif de
lalgebre X avec elle méme (cf. 2.1.2), satisfaisant & ’équation de Yang-Baxter quantique
(cf. 2.3.1), et

A X —-XopX et e: X = B

des morphismes d’algebres, le (B ; B)-bimodule X @ 5 X étant muni de la structure d’algebre
produit tensoriel tordu sur B, associé au B-tressage T (cf. 2.1.5), tels que (X, A, ¢) soit
un cogébroide de base B (cf. 1.2.9), et tels que

(Ix@pT)(Toplx)(1lx @pA)=(Aoplx)T
(3.4.2.1)
(Toplx)lx 0 TN (A lx)=(1x @ A)T

Comme T est bijectif, un argument dual a celui développé a la fin de 2.1.2 prouve qu’on a

3.4.3. En vertu de 1.2.6 et 1.2.9, la donnée de la famille de monoides quantiques tressés
ci-dessus définit, en particulier, un foncteur partiellement monoidal strict F' de la catégo-
rie partiellement monoidale des simplexes dans la catégorie partiellement monoidale des
(B ; B)-bimodules. De facon explicite,

Fin]=X@p---0p X,

n fois

F(8y) = 1p(n-1)Opu,
(3.4.3.1) i |
F((Sn)le[n—i—l](@BA@B 1F[i—1] R 0<Z<n7
F((SZ) =ulp 1F[n—l] )
F(U;):lF[n—z](@B@@BlF“], 0<:<n.

Munissons F[n | de la structure produit tensoriel tordu n-uple sur B, associé au B-tressage
T (cf. 2.3.7). En vertu de 2.3.5, il résulte de 3.4.2.1 (resp. 3.4.2.2) que, pour tout n et tout
i, 0 <i<n (resp. 0 <7 < n), F(6%) (resp. F(ol)) est un morphisme d’algebres. D autre
part, comme, pour tout n, n > 1, l'algébre F[n| est produit tensoriel tordu sur B de

Fln—1]et de F[1] (resp. de F[1] et de F[n—1]) (cf. 2.3.6) F(&2) (resp. F(J")) est aussi
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un morphisme d’algebres, et en vertu de 1.1.3, il en est de méme pour F(p), pour tout
@ : [m] — [n], morphisme de A. Le foncteur F définit donc une algebre cosimpliciale.
En fait, cette algebre cosimpliciale est une catégorie quantique. En effet, en gardant les
notations de la définition 3.1.1, on vérifie facilement que

(I)[m]v["] = 1F[m—|—n] et (I)[n],[m] - Tn,m 5

ou T, , est le B-tressage de l'algebre F([m]) avec l'algebre F([n]), déduit du B-tressage
T (cf. 2.3.7). Comme T est bijectif, il résulte aussitot de 2.3.6.1 et 2.3.6.2, par récurrence
sur m et n, que T}, ,, est aussi bijectif, ce qui prouve 'assertion. On dit que cette catégorie
quantique est la catégorie quantique associée a la famille des monoides quantiques tres-
sés (X,u,T,A e). En gardant les notations de 3.1.4, on remarque qu'on a s = u = b.
Réciproquement :

Proposition 3.4.4. Soit F: A — Alg une catégorie quantique telle que s = b (cf. 3.1.4).
Alors F est isomorphe a la catégorie quantique associée a une famille de monoides quan-
tiques tressés.

DEMONSTRATION. En vertu de 3.1.5, on peut supposer que la catégorie quantique F est
stricte. En gardant les notations de 3.1.4, posons u = s = b, et notons T}, ,, le B-tressage
de 'algebre F([m]) avec 'algebre F([n]) associé au carré cocartierien direct 3.1.1.1 (cf.
2.1.2). Comme ce carré est cocartierien, le B-tressage T, ,, est bijectif (cf. 2.1.4). Comme
la catégorie quantique F' est stricte, @[ 1 1n] = LF[m+n], €t il résulte de 2.1.4 que l'algebre
F[m 4+ n] est le produit tensoriel tordu sur B de F[m] et F[n], asocié au B-tressage
Ty m- Il résulte donc du lemme 2.3.3 (ii) que, pour tous I, m,n, le triplet (T 1, T 1, Ty )
satisfait a l’équation de Yang-Baxter quantique, et que T}, ;4 satisfait a la relation 2.3.6.1.
En particulier, si I'on pose T' = T 5, alors T est un B-tressage bijectif de 'algebre X avec
elle méme, satisfaisant a I’équation de Yang-Baxter quantique. Comme, en vertu de 3.1.4,
(X,A,e) est un cogébroide de base B, on en déduit que (X,u,T,A,¢) est une famille
de monoides quantiques tressés. Il résulte de la partie unicité du corollaire 2.3.6 que la
catégorie quantique F' est la catégorie quantique associée a cette famille de groupoides
quantiques tressés, ce qui prouve la proposition.
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4. Groupoides quantiques

4.1. La définition des groupoides quantiques.

Définition 4.1.1. Soit F': A — Alg une catégorie quantique. Posons (c¢f. 3.1.4)

B=F[0], X=F[1], s=F(@}), b=F(), c=F(0)), A=a F(3),

(2]
ou (cf. 3.1.3 (e))
afa] 58X @ p 8 Xs — py) FI2]p(y) = pesgsoy 12 ] peszay
désigne 'isomorphisme de (B ; B)-bimodules défini par
v1 @p r2 > F(8))(21) - F(5))(22)
On appelle antipode un morphisme de (B ; B)-bimodules

I:bX3—>3Xb

rendant commutatif le diagramme suivant de (B ; B)-bimodules

I 1
bXs ®B bXs M} st ®B bXs 4>3X3
A S
bXs 2 B
A b

bX s ®p bX s 1X—BI> bX s ®p sXp ——>p X}

les deux morphismes non spécifiés étant définis par la multiplication de X. On appelle
groupoide quantique une catégorie quantique admettant un antipode.

Pour étudier les propriétés de antipode, on a besoin de quelques préliminaires.

4.2. Pseudo-bigébroides.

4.2.1. Soient B et C' deux algebres et (X, A, ¢) in cogébroide de base B. On va définir
une catégorie C dont I'ensemble des objets est 'ensemble Hom 4;4(B, C') des morphismes
d’algebres de B dans C. Pour tout couple o, 3 € Ob(C), Hom¢(a, 3) est 'ensemble des
morphismes de (B ; B)-bimodules de X dans gCl,.

Homc(oz,ﬁ) = Hom(B;B)—Bimod(Xv ﬁca)
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Pour tous o, 3,7 € Ob(C), la composition d'une fleche f € Home(a,3) et d'une fleche
g € Home(3,~) est définie par

gof=upslg@n fIA

X#X@BX& Cﬁ® 3Ca _ ke ~Ca

Y

ou g désigne l'application linéaire déduite de la multiplication de C', qui est un morphisme
de (B ; B)-bimodules. Pour tout objet o de C, la fleche identique 1, est définie par

1, = ace

X—& .p—% ., C,

La composition ci-dessus est associative : solent o, 3,7+, € Ob(C) et f € Home(a, 3),
g € Home¢(3,7), h € Home(v,6). On a

ho(gof)=py(h@pluslg @p fIADA
= 1y(le Qg pp)(h @pg@p fl(lx @ A)A
= gty ©p le)(h @pg@p (AR 1x)A
= ps[py(h @p g)Al g f)A
=(hog)of

Il reste a vérifier la propriété de I'unité : soient a, 3 € Ob(C) et f € Hom¢(ar, 3). On a

fola=pa(f@p(ag))A
= pia(le @p o)(f @ 1B)(1x @pe)A
=f
et
lgof=ps((Be) @p f)A
=pp(B@ple)(1s @p f)le @p 1x)A
=f
Définition 4.2.2. Soit B une algebre. Un pseudo-bigébroide de base B est la donnée
(X,s,b,A,¢), o X est une algebre s, b: B == X sont des morphismes d’algebres et

A:bX3—>bX3®B pX s et ¢ Xy — B

des morphismes de (B ; B)-bimodules tels que (X5, A, ) soit un cogébroide de base B.

Onremarque que si A(l) = 1®@gzlet (1) = 1, alors (B, s X5, A, &, 5, b) est une catégorie
pré-quantique (c¢f. 1.2.9), et qu’un bigébroide de base B (cf. 3.2.1) est, en particulier, un
pseudo-bigébroide de base B.
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Définition 4.2.3. On dit qu'une application linéaire I : X — X est un antipode du
pseudo-bigébroide (X, s,b, A, £) de base B si :
a)I: 3 Xs — X3 est un morphisme de (B ; B)-bimodules;

b) le diagramme

I 1
bXs ®B bXs M} st ®B bXs L)SXS
A S
bXs 2 B
A b

bX s ®B bX s 1X—BI> bX s ®B sXp T b-Xb

est commutatif : (1 @5 1x)A =se et ps(lx @ g 1A = be.

On appelle pseudo-bigébroide de Hopf un pseudo-bigébroide admettant un antipode. On
appelle bigébroide de Hopf un bigébroide (¢f. 3.2.1) dont le pseudo-bigébroide sous-jacent
est de Hopf.

En considérant la catégorie C, dont I’ensemble des objets est Hom 4(B, X ), définie
par le cogébroide de base B (3 X5, A, ¢) (¢f. 4.2.1), on remarque que s et b sont des objets
de C, que 1x est un morphisme de C de source s et de but b

lx € Homc(s,b) ,
et qu’'une application linéaire I : X — X est un antipode si et seulement si I est un inverse
de ce morphisme dans C. En particulier, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 4.2.4. Un pseudo-bigébroide posséde aw plus un antipode.

Proposition 4.2.5. Soient B une algébre et (X, s,b, A, £) un pseudo-bigébroide de base B.
1) Sie(l) =1, alors es =1p et b= 1p.
i) St A(1) = 1®@5z1, alors, pour tout a, a € B, As(a) = 1@ gs(a) et Ab(a) = bla)@g1.

i) Sie(l) =1, A(l) =1®@pz 1, et si le pseudo-bigébroide X posséde un antipode I,
alors on a Ib=s et [s =b.

iv) Si e est un morphisme d’algébres et si le pseudo-bigébroide X posséde un antipode
I, alors on a cl =c¢.

DEMONSTRATION. Soit @ € B. Sie(l)=1,on a:
e(s(a)) =¢(l-s(a))=¢(l-a)=¢(l)-a=1-a=a |,
e(bla)) =e(bla)-1)=¢(a-1)=a-e(l)=a-1=a
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ce qui prouve l'assertion (i). S1A(1)=1®z 1, 0ona:
A(s(a)) = A(l-s(a)) = A(l-a) =A(l)-a=(10g1)-a=105z(1-s(a)) = 1Qps(a) ,
A(b(a)) = A(b(a) - 1) =Ala-1) =a-A(l) =a- (1@ 1) =(b(a) - 1) ®p 1 =b(a) @51 ,

ce qui prouve 'assertion (ii). Pour démontrer I’assertion (iii), on remarque que 1’égalité
(I @p 1x)A = se (resp. ps(lx @g I)A = be) implique que pour tout a, a € B,

(I @ 1x)Ab(a) = seb(a) (resp. ps(lx @p I)As(a) =bes(a) )

et il résulte des assertions (i) et (ii) que Ib(a) = s(a) (resp. Is(a) = b(a)). De méme,
pour démontrer 'assertion (iv), on remarque que 1’égalité (1 @5 1x)A = se implique
que eup(I @ 1x)A = ese, d’ou, en vertu de 'assertion (i), de 'hypothese que ¢ est un
morphisme d’algebres, et de la propriété de cotinité,

e=(e@pe)I@plx)A=cl(lx @ge)A=¢cl
ce qui termine la démonstration.

4.3. Propriétés de 'antipode d’un groupoide quantique.
Proposition 4.3.1. Une catégorie quantique posséde au plus un antipode.

DEMONSTRATION. Soit F': A — Alg une catégorie quantique. En gardant les notations de
la définition 4.1.1, (X, s,b, A, ¢) est un pseudo-bigébroide de base B, et un antipode de F
est un antipode de ce pseudo-bigébroide, ce qui, en vertu de 4.2.4, prouve la proposition.

Proposition 4.3.2. Soit F: A — Alg un groupoide quantique d’antipode I. En gardant
les notations de 3.1.4, on a

IS = b 5 Ib =S8, {—_:I =&

et le diagramme
bXs L st
A A

bX s ®B bX s W sXp ®B sXp

est commutatif.
DEMONSTRATION. On a A(1) = 1 @5 1 (¢f. 1.2.9.3), ¢ est un morphisme d’algébres et

(X,s,b,A,¢) est un pseudo-bigébroide d’antipode I. Il résulte donc de 4.2.5 que Is = b,
Ib = s et el = ¢. Il reste a établir la derniere assertion.

On utilisera librement les notations de 3.1.4. Pour montrer que A'l = (I @ g I)A, on
va montrer que les composés avec 'isomorphisme de (B ; B)-bimodules

/

Oé[z] : st ®B st —_— F(az)F[Q]F(bQ)
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sont égaux, autrement dit, en vertu de le définition de A’, que
(4.3.2.1) F(6;)] = a1 (I @5 1A

Pour cela, considérons la catégorie C, dont l’ensemble des objets est Hom (B, F[2]),
définie par le cogébroide de base B (X5, A, ¢) (¢f. 4.2.1). On remarque que

F(az), F(bz) € Ob(C) et F(65)I, afz](I®B IA € Home(F(by), F(az))
D’autre part, comme 51 € Ob(4A,), F(d3) est un morphisme de (B ; B)-bimodules
F(53) :3Xs — o) FI2]F(an)

donc
F(63) € Home(F(ay), F(b2))
On va montrer que dans C

(4.3.2.2) [F(83)I] 0 F(83) = Lr(a) et F(5y) 0 [afg)(I @5 DA] = 1p@p,)

ce qui prouvera que F(81) est un isomorphisme de C d’inverse & gauche F(83)I et d’inverse
a droite ozfz](f @z DA, ce qui établira que F(d3)] = ozfz](f @ g I)A. On va donc montrer
que

p([FON 0 F3)A=Fla)e et/ (F(@)op[afy)(I0pDA])A = Fby)e

ou
12 P F[2]pps) @ g Po) F12]F(a0) — Flan) F[2]F(as)

1 paa) F2]P(an) @ g Plan) FI21F ) — Poo) FL2]F(bo)
désignent les morphismes de (B ; B)-bimodules déduits de la multiplication de F[2]. On a

u([FODT] @ F(33) A = F(@h)m(I 05 1x)A = F(3})se

= F(65)F(6))e = F(8,8))e = F(858])e = F(az)e

(la premiere égalité résultant du fait que F(4]) est un morphisme d’algébres, la deuxiéme de
la définition de 'antipode, la troisieme de la définition de s, la quatrieme de la fonctorialité
de F, la cinquieme des relations simpliciales, et la sixieme de la définition de az), ce qui
prouve la premiere égalité 4.3.2.2.

Pour montrer la deuxieme, on remarque d’abord qu’on a un diagramme commutatif

a[2] @p Ay
bXs @ b X @ s Xp @ s Xy Fbo) F12]P(a2) @ 5 Flan)F[2]F (b,

!

1X®BM3®B Ix L

bX s ®B b Xp ®B s Xp F(bQ)F[Q]F(bQ) s
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ou ¢ est le morphisme de (B ; B)-bimodules défini par

V(a1 @p a2 Opas) = F(&)(x1) - F(83)(az) - F(&y)(xs) . 21,22, 236X
(Iégalité simpliciale 658{ = 62469, impliquant que F(89)s = F(43)b, montre que cette
application est bien définie, et 'égalité F(89)b = F(89)F(8Y) = F(696Y) = F(by) montre
que cette application est bien un morphisme de (B ; B)-bimodules). En effet, pour tous
r1,%2,23,T4 € X, 0n a

(2] @p aly))(21 @ a2 O a3 Op aa) = F(8)) (1) - F(83)(22) - F(55)(x3) - F(83)(wa)
= F(83)(x1) - F(53) (w2 - x3) - F(8y)(wa)
=Y(1x Qp s Dp 1x)(71 Wp 22 Dp a3 D 74).
Comme, par définition de A, F(6}) = afy)A, on a done
i (F(83) ©p [afyy (I 05 H)A])A
=(1x Qg pus Oplx)(Acp (I @ I)A)A
=(lx Qs Op 1x)(1x Wplx @p I I)(lx ¥ A@p 1x)(1x @5 A)A
=1p(1x @p (be) @p I)(1x @p A)A

=¢(Ix @b A =9(lx @pba@plx)(lx @5 I)A

(la deuxieme égalité résultant d’une double application de la propriété de coassociativité,
la troisieme de la définition de l'antipode, et la quatrieme de la propriété de cotinité).
D’autre part, on remarque que le diagramme

bX s ®p sXp He b-Xb

1X®Bb®B 1X F((S(Z))

W
b Xs @5 58X @ o Xo —— F00) F[2]p(s,)
est commutatif. En effet, pour tous xy,25 € X,

P(lx @pbRplx)(r1 Qg ae) =(r1 @g 1l Qg v2)

= F(65)(w1) - F(55)(1) - F(63)(x2) = F(83)(x1 - 22) -
On a donc

i (F(33) @ [af,)(T @5 DA])A = F(8)u,(1x @ DA = F(35)be

= F(8)F(8%)z = F(56%)z = F(by)e

(la deuxieme égalité résultant de la définition de l'antipode, la troisieme de la définition
de b, la quatrieme de la fonctorialité de F, et la cinquieme de la définition de by), ce qu’on
voulait démontrer. Ceci acheve la démonstration de la proposition.
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4.3.3. Soit F': A — Alg un groupoide quantique d’antipode I. En gardant les notations
de 3.1.4, on définit un morphisme de (B ; B)-bimodules

Iyt rao Flnlra,) — plan Flnlre,)

en posant
5 -1
In) = ofy (®1 ),
B
ol n é] n o
P Fln ] p(a,) ——— @ Xs ——— ®:Xs — 2 piany FIn]re,)
B B

En particulier, on a Iy = 1g et I} = 1.

Théoréeme 4.3.4. Soit F': A — Alg un groupoide quantique d’antipode I. Alors, pour
tout morphisme @ : [m] — [n] de A, le diagramme suivant est commutatif

Iim)

(4.3.4.1) F(c,o)l lF(E)
I[n]

Fln] ———F[n] ,

ot @ est défini par p(i) =n —@(m —1), 0 <1 <m, (cf. 1.2.8). De fagon plus précise, en
gardant les notations de 3.1.4,

définit un morphisme de foncteurs partiellement monoidauz de source (F,®,1p) et de but le
composé du foncteur partiellement monoidal strict E, de source la catégorie partiellement
monoidale des simplexes et de but sa transposée (cf. 1.2.8), suivi du foncteur partielle-
ment monoidal (F',®' 1p), de source cette derniére et de but la catégorie partiellement

monoidale des (B ; B)-bimodules (cf. 3.1.4).

DEMONSTRATION. Pour vérifier la commutativité du diagramme 4.3.4.1, on peut, en vertu
du lemme 1.1.3, se ramener au cas ou ¢ est un opérateur de face ou de dégénérescence et
utiliser la proposition 4.3.2 et les formules de 3.1.4 pour conclure. Ces vérifications sont
néanmoins superflues. En effet, en gardant les notations de 3.1.4, en vertu de la derniere
assertion du théoreme 1.2.6, il résulte de la proposition 4.3.2 qu’il existe un morphisme
unique de foncteurs partiellement monoidaux stricts 3 : G — G'E tel que 1] = I, et, en
vertu de 1.2.2.3, on a

On a donc

—1
et [n] = I, est donc un morphisme de foncteurs partiellement monoidaux, puisque
a, 3, et a1 le sont, ce qui prouve la version précise du théoréme et, en particulier, la

commutativité du diagramme 4.3.4.1.
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4.4. Exemples.

EXEMPLE 4.4.1. Soient B une algebre commutative et (X,s,b,A,e) un bigébroide de
Hopf de base B, d’antipode I (¢f. 3.2.1 et 4.2.3). Alors la catégorie quantique associée a
ce bigébroide (cf. 3.2.2) est un groupoide quantique, d’antipode I (c’est tautologique).

EXEMPLE 4.4.2. En gardant les notations de 3.3.1, si le monoide M est un groupe, alors
la catégorie (classique) C est un groupoide (classique). En effet, pour tout morphisme
(2',g,2) de C, on vérifie aussitot que (2'g,¢g7 1, gx) est un inverse de (2/, g, ). De méme,
pour 'analogue quantique, en gardant les notations de 3.3.2, si la bigebre H est de Hopf,
d’antipode I, et si I’on définit

I AoHRA —AH®A

par

ad@h@ar— (§'(d)@1)- (1@ Igh)®1) - (1@6a)) ,
I=01a@uyg@10)(1la @uyg@1lg@14)0 @Iyod)

ou pgy + H® H — H désigne la multiplication de H, alors la catégorie quantique de la
proposition 3.3.3 est un groupoide quantique, d’antipode I.

En effet, par définition de cette catégorie quantique (¢f. 3.3.2.1, 3.3.2.2 et 3.3.3.1), en
gardant les notations de la définition 4.1.1, on a

B=A@A, X=A@QH®A, s=§801ls, b=14®§,
A=ala@Ap@la), e=(1a@ey@la),
ou, pour tous ay,as € A, hy,he € H, a},al, € A',
ap21((af @ hy @ay) @p (dh @ hy @ az)) = (af @ hy @ 6(ay)) - (8'(ah) @ ha @ az)
= (ay @ h1)-48"(a)) @(ar) - (ha @ az)
Il suffit donc de montrer que
(I @p 1X)a[_21](1A' QA @14)=(8@14)(la ey @14)

et
-1

ps(lx @p Doy (o @ Ag @ 14) = (1o @6) (1o @ ey @ 1a)

ol
[y s Xy @ g b X — 5 X et fro s b Xs @5 s Xp —> 3 X5

sont les morphismes de (B ; B)-bimodules définis par la multiplication de X. Montrons,
par exemple, la premiere de ces égalités. On remarque d’abord que, pour tous hy,hy € H,
acA ad €A ona

ap2)((@ @h @1)@p (1@ hy®@a)) =(a' @hy)-8(1)@6(1) - (ha@a)=a'" @h1 @ha @ a .
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On en déduit que
aph(@ @ h @ hy ©a) = (o ©hy ©1) @ (10 hy @ a)

Soient donc a € A, h € H, a' € A’, et posons

m

Ap(h) = > h; @ hj

=1
On a

1](1A' @A @1la)(d @h @ a)

=
~
&
w
—
<
_©
o

= Yl @p lx)ag(d @hi@hi ©a)

= S (@) 1) (o (k) © 1) ©p (10 b @ a))

(o) @ a)- (10 S Tu(RhY @ 1)

< =1
(

§'(dy@a)ey(h)=(8'@14) (1o @ey @14)(d @h @ a)

o)

(la cinquieme égalité résultant de la définition de 'antipode d’une bigebre de Hopf), ce qui
prouve la premiere égalité. La deuxieme se démontre de facon duale.

Cet exemple est une généralisation de l'exemple de Vainerman [V], qui traitait le cas
particulier ou 'agebre A’ était 'anneau de base I, et ¢’ la coaction triviale, définie par la
colinité e, de H.

Proposition 4.4.3. En gardant les notations de 4.4.2, si I est inversible, il en est de
méme pour 1.

DEMONSTRATION. Définissons
I' Ao HQA— A OH®A

par

I'=(1a 0py @1a)la @ py @1y @14)(8 @ I @6)

ou py : H® H — H désigne la multiplication de l’algebre opposée a H, autrement dit,
py =pgo,ono: H®H — H® H est définie par o(h @ h') = h' @ h, pour h,h’' € H. On
rappelle que 'antipode d’une bigebre de Hopf est un anti-homomorphisme d’algebres :

Iy =py(Ig @ Iy)
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On a donc, en notant n; : ' — H 'application linéaire définie par 'unité de H,

II'= (14 @pug@14)1la @ pg @1g @1a)(6"' @ In @ 6)(1ar @ ply @ 14)
(Lo @ ply @1y @14)(8 © Ig' @ 6)

=(la Quy@1aA) 1o Qpuy @1l @14)(8" @ puy @6)(1la @In @ Ig @ 14)
(Lo @ ply @1y @14)(8 © Ig' @ 6)

=(1la Qug@14)1la @uy@1lg@10)0" @puy @8)1a @uy @1y @14)
(la @ Ip @ Ig @Iy @14)( @ I @9)

=1l Qug@1l)la @pg@lp@1)la @1lgQug @1y © 1a)
(la@lgQug@lplpg@la)(la@lp@lp@ly@Ip©lyg @ 14)
(0 01lp@lp@lg@06)(0 @1y @0d)

=1l Qug@la)la @pg@lp@ 1) la Qug @ 1lg Quy @ 1a)
(a1l RIglglp@lp@1la)(la @A 1g @Ar@14)(8 @1y @46)

=(la QOpg@1a)la @py @1l @1a)la @ (ngey) @ 1y @ (ngey) @ 1a)
(' @1y @ 46)
=14 @1g @1y

(la cinquieme égalité résultant des propriétés d’associativité et coassociativité, la sixieme
de la définition de 'antipode d’une bigebre de Hopf, et la septieme des propriétés d’uni-
té et colinité). Pour établir 'égalité Il' = 14 @ 1y @ 14 ci dessus, on a utilisé que
(H, ptysmp, Npg.eqy, 1) est une bigebre de Hopf, et que (A,d) (resp. (A',d")) est un
comodule a gauche (resp. a droite) sur la cogebre (H,Ap,e; ). En remarquant que
et I’ se correspondent si 'on échange iy < py et I Iﬁl, et en se souvenant que
(H, 1m0 N egp, Iy ) est une bigebre de Hopf, égalité I'I = 140 @ 1 @ 14 résulte de
ce qui précede, appliqué a cette nouvelle situation, ce qui prouve que I est bien bijectif.

EXEMPLE 4.4.4. Soient B une algebre et (X, u, T, A, ¢) une famille de monoides quantiques
tressés de base B (cf. 3.4.2). On remarque qu’alors (X, u,u, A, ¢) est un pseudo-bigébroide
de base B (cf. 4.2.2). On dit que (X, u, T, A, ¢) est une famille de groupes quantiques tressés
de base B, si le pseudo-bigébroide (X, u,u, A, ) admet un antipode I (cf. 4.2.3). Alors,
on vérifie immédiatement que la catégorie quantique associée a la famille de monoides
quantiques tressés (X, u, T, A ¢e) (cf. 3.4.3) est un groupoide quantique d’antipode I.
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