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GROUPO�IDES QUANTIQUESDE BASE NON COMMUTATIVEG. MALTSINIOTISQUANTUM GROUPOIDSAbstract - The aim of this paper is to introduce a notion of quantum groupoid, non-commutative analogueof Lie groupoids. This notion generalizes simultaneously the notion of a Hopf bigebroid [Mal] (corresponding to aquantum groupoid with commutative space of units) and the notion of a braided quantum group of Majid [Maj].The commutativity hypothesis of the base in [Mal] is no more necessary and a construction of L. Vainerman [V]enters in this frame. IntroductionLe but de cet article est d'introduire une notion de groupo��de quantique, analogue noncommutatif des groupo��des de Lie, ou des groupo��des alg�ebriques. Cette notion g�en�eralisecelle de big�ebro��de de Hopf, introduite dans [Mal], qui correspond �a un groupo��de de base(ou espace d'unit�es) commutative. L'�etude des big�ebro��des de Hopf s'est av�er�ee fructueusedans la th�eorie tannakienne des groupes quantiques [Br1], [Br2]. Pour cette th�eorie, lebesoin de g�en�eraliser la notion pour englober le cas d'une base non commutative n'�etaitpas ressenti. De plus, il n'�etait pas clair comment proc�eder �a cette g�en�eralisation, ni mêmesi une telle g�en�eralisation existait. C'est un exemple de Vainerman [V] d�ecrivant \quelquechose" qui �etait visiblement un exemple de groupo��de quantique de base non commutativequi a lanc�e le d�e� de d�egager les axiomes d'une esp�ece de structure m�eritant ce nom.Dans cet article, on d�e�nit une notion englobant l'exemple de Vainerman (et même uneg�en�eralisation de cet exemple), la notion de big�ebro��de de Hopf, ainsi que celle de groupequantique tress�e introduite par Majid [Maj]. La di�cult�e conceptuelle principale r�eside �ala d�e�nition d'un analogue quantique de la notion de cat�egorie. Ensuite, la d�e�nition d'unantipode (correspondant �a l'inverse d'un morphisme) ne pose pas de vrai probl�eme, bienque techniquement les d�emonstrations sont plus di�ciles. Les deux ingr�edients de basepour d�e�nir les \cat�egories quantiques" sont :a) Une d�e�nition simpliciale des cat�egories, due �a Grothendieck ;b) Les produits tensoriels tordus d'alg�ebres, introduits par Cartier [Ca] (l�eg�erementg�en�eralis�es). 1



On rappelle qu'un ensemble simplicial est un foncteur contravariant�� �! Ens ;o�u Ens d�esigne la cat�egorie des ensembles et � la cat�egorie dont les objets sont les en-sembles [n ] = f0; 1; . . . ; ng ; n � 0 ;ordonn�es par l'ordre naturel, et les morphismes les applications croissantes. On note�in : [n� 1 ]! [n ] ; n � 1 ; 0 � i � n ;l'unique morphisme injectif de � dont l'image ne contient pas fig, et�in : [n + 1 ]! [n ] ; n � 0 ; 0 � i � n ;l'unique morphisme surjectif tel que l'image r�eciproque de fig soit form�ee de deux �el�ements.Grothendieck a d�e�ni un foncteur nerfN : Cat �! b�de la cat�egorie des petites cat�egories dans celle des ensembles simpliciaux, associant �a unepetite cat�egorie A l'ensemble simplicial NA :[n ] 7! HomCat([n ]; A) = Fl(A)s �Ob(A) b Fl(A)s �Ob(A) � � � �Ob(A) b Fl(A)| {z }n fois= ensemble des suites de n morphismes composables ,o�u la notation b Fl(A)s indique qu'on utilise l'application but (resp. source) pour le produit�br�e situ�e �a gauche (resp. �a droite) du symbole b Fl(A)s. Le foncteur nerf est pleinement�d�ele et son image essentielle est form�ee des ensembles simpliciauxF :�� �! Ens ;satisfaisant �a la propri�et�e d'exactitude �a gauche suivante : les sommes amalgam�ees :(�) [ 0 ] wbnuam [n ]u j[m ] wi [m ] q[ 0 ] [n ] = [m+ n ] am(0) = 0bn(0) = nj(k) = k ; 0 � k � n ;i(l) = n+ l ; 0 � l � m;(on imagine les ensembles ordonn�es [n ] �ecrits dans l'ordre d�ecroissant[n ] = fn � n� 1 � � � � � 1 � 0g )2



sont transform�es en carr�es cart�esiensF [ 0 ] F [n ]u F (bn)F [m ]uF (am) F [m+ n ]u F (i) u F (j) ;autrement dit, le morphisme canoniqueF [m+ n ] ��! F [m ]�F [ 0 ] F [n ]est un isomorphisme (ici une bijection). On peut donc d�e�nir une petite cat�egorie comme�etant un ensemble simplicial satisfaisant �a la propri�et�e ci dessus. R�eciproquement, �a partird'un tel ensemble simplicial F on r�ecup�ere une cat�egorie (au sens ordinaire)A comme suit :Ob(A) = F [ 0 ] ; Fl(A) = F [ 1 ] ;les applications source et but s; b : F [ 1 ] ww F [ 0 ]sont d�e�nies par s = F (�11) ; b = F (�01) ; �01; �11 : [ 0 ] ww [ 1 ] ;l'unit�e d'un objet X 2 Ob(A) = F [ 0 ] par1X = F (�00)(X) ; �00 : [ 1 ] �! [ 0 ] ;et la composition par la commutativit�e du diagrammeF [ 2 ]uF (�12) w� F [ 1 ]s �F [ 0 ] bF [ 1 ]u ��1 ''''''''''* compositionF [ 1 ] �12 : [ 1 ] �! [ 2 ] ;autrement dit, si u; v 2 F [ 1 ] et si F (�11)(u) = F (�01)(v), alors u � v = F (�12)��1(u; v).Soit C une cat�egorie admettant des produits �br�es. On rappelle qu'un objet cat�egoriedans C, ou plus simplement une cat�egorie dans C, est la donn�eeA = (Ob(A);Fl(A); s; b; comp; id)form�ee de deux objets Ob(A) et Fl(A) de C et de morphismess; b : Fl(A) ww Ob(A) ; id : Ob(A) �! Fl(A) et comp : Fl(A)s �Ob(A) b Fl(A) �! Fl(A)3



de C, tels que s � id = 1Ob(A) = b � id et rendant commutatifs les diagrammes suivants :Fl(A)s �Ob(A) b Fl(A) wcompupr1 Fl(A)u bFl(A) wb Ob(A) Fl(A)s �Ob(A) b Fl(A) wcompupr2 Fl(A)u sFl(A) ws Ob(A)Fl(A)s �Ob(A) b Fl(A)s �Ob(A) b Fl(A) wcomp�Ob(A)1Fl(A)u1Fl(A)�Ob(A)comp Fl(A)s �Ob(A) b Fl(A)u compFl(A)s �Ob(A) b Fl(A) wcomp Fl(A)Fl(A)s �Ob(A)Ob(A) w1Fl(A)�Ob(A)id����������' Fl(A)s �Ob(A)b Fl(A)u comp Ob(A) �Ob(A)b Fl(A)u id�Ob(A)1Fl(A)4444444447 'Ob(A) :Bien entendu, si C = Ens, alors une cat�egorie dans C n'est rien d'autre qu'une cat�egorieordinaire. On d�emontre dans le cas g�en�eral (comme dans le cas o�u C = Ens) que se donnerune cat�egorie dans C �equivaut �a se donner un objet simplicial de C (foncteur contravariant�� ! C) transformant les sommes amalgam�ees (�) en carr�es cart�esiens.Un objet groupo��de dans C, ou plus simplement groupo��de dans C est une cat�egoriedans C telle qu'il existe un morphisme inv : Fl(A) ! Fl(A) tel que s � inv = b, b � inv = set rendant commutatif le diagramme suivantFl(A) wub Fl(A)s �Ob(A) s Fl(A) w1Fl(A)�Ob(A)inv Fl(A)s �Ob(A) b Fl(A)u compOb(A) wid Fl(A)Fl(A) wus Fl(A)b �Ob(A) b Fl(A) winv�Ob(A)1Fl(A) Fl(A)s �Ob(A) b Fl(A)u comp(les deux morphismes non explicit�es �etant les morphismes diagonaux).En fait, on peut a�aiblir un peu les hypoth�eses sur C. Au lieu de supposer que tousles produits �br�es existent dans C, il su�t de supposer l'existence des produits �br�es it�er�esFl(A)s �Ob(A) b Fl(A)s �Ob(A) � � � �Ob(A) b Fl(A)4



dans le cas des cat�egories, ou des produits �br�es it�er�esFl(A)�n �Ob(A) �n�1 Fl(A)�n�1 �Ob(A) � � � �Ob(A) �1 Fl(A)(�i ; �j 2 fs; bg , 1 < i � n, 1 � j < n) dans le cas des groupo��des. Cette g�en�eralisationn'est pas purement gratuite. En e�et, un exemple important est celui o�u C est la cat�egoriedes vari�et�es di��erentiables, qui n'admet pas des produits �br�es g�en�eraux. N�eanmoins, ilsu�t que les morphismes source et but s et b soient des submersions pour que les produits�br�es pertinent existent. On obtient ainsi les notions de cat�egorie de Lie et de groupo��dede Lie.Un autre exemple int�eressant est celui des groupo��des alg�ebriques. Soient K un corps(resp. anneau) commutatif et C la cat�egorie des vari�et�es alg�ebriques sur K (resp. desK-sch�emas). On appelle cat�egorie (ou groupo��de) alg�ebrique (resp. sch�ema en cat�egories(ou en groupo��des)) une cat�egorie (ou groupo��de) dans C. En vertu de ce qui pr�ec�ede, sedonner une cat�egorie alg�ebrique (resp. un sch�ema en cat�egories) revient �a se donner un objetsimplicial de C transformant les sommes amalgam�ees (�) en carr�es cart�esiens. Si on se limiteaux vari�et�es (resp. sch�emas) a�nes, comme la cat�egorie des vari�et�es (resp. sch�emas) a�nesest �equivalente �a la cat�egorie oppos�ee �a celle des K-alg�ebres commutatives de type �ni(resp. desK-alg�ebres commutatives arbitraires), la donn�ee d'une cat�egorie alg�ebrique (resp.sch�ema en cat�egories) a�ne �equivaut �a la donn�ee d'une alg�ebre cosimpliciale, foncteurcovariant de � dans la cat�egorie des K-alg�ebres commutatives de type �ni (resp. desK-alg�ebres commutatives arbitraires), satisfaisant �a la propri�et�e de transformer les carr�escocart�esiens (�) en carr�es cocart�esiens. On rappelle que les carr�es cocart�esiens d'alg�ebrescommutatives sont les carr�es isomorphes �a un carr�e de la formeA wvuu Cu jB wi B 
A C ;o�u B 
A C d�esigne l'alg�ebre produit tensoriel sur A, et i et j designent les morphismesd�e�nis par i(b) = b
 1 ; b 2 B ; et j(c) = 1
 c ; c 2 C :De fa�con �equivalente un carr�e commutatif d'alg�ebres commutativesA wvuu Cu jB wi Dest cocart�esien si et seulement si le morphismeB 
A C �! D ; b 
 c 7! i(b)j(c) ; b 2 B ; c 2 C ;est un isomorphisme. 5



Une \cat�egorie quantique" doit être un analogue non commutatif d'une cat�egorie al-g�ebrique. Pour d�e�nir cette notion, on remplacera, comme d'habitude, la cat�egorie des al-g�ebres commutatives par celle des alg�ebres (associatives, unif�eres) non n�ecessairement com-mutatives (sur un anneau commutatif de base K), qu'on notera AlgK ou Alg. N�eanmoins,on doit modi�er la notion de carr�e cocart�esien. (De même qu'un groupe quantique n'estpas un objet groupe de la cat�egorie Alg� (cat�egorie oppos�ee �a Alg), une cat�egorie quan-tique ne sera pas une cat�egorie dans Alg�.) En e�et, les sommes amalgam�ees existent dansAlg, mais ils sont \trop gros", dans le sens suivant. Si A, B, C sont des alg�ebres qui sontd�eformation (ou \quanti�cation") d'alg�ebres commutatives et u : A ! B, v : A ! C desmorphismes d'alg�ebres, alors la somme amalgam�ee B qA C dans Alg n'est pas en g�en�erald�eformation d'une alg�ebre commutative. Par exemple, si A = K, B = C = K[X], alorsB qA C ' KhX1;X2i est l'alg�ebre des polynomes non commutatifs en deux variables.De fa�con impr�ecise mais imag�ee, on peut dire que la \quanti�cation ne commute pas auxsommes amalgam�ees". D'un autre cot�e, dans le cas non commutatif, le K-module B 
A Cn'a pas de structure naturelle d'alg�ebre, et ne peut donc pas être utilis�e �a la place dessommes amalgam�ees. La solution est inspir�ee des produits tensoriels tordus de Cartier. Ondira qu'un carr�e commutatif A wvuu Cu jB wi Dde Alg est cocartierien si les morphismes de K-modulesB 
A C �! D et C 
A B �! Db
 c 7! i(b)j(c) c
 b 7! j(c)i(b) ; b 2 B; c 2 C ;sont des isomorphismes. Le point est que si l'on se donne un diagramme :A wvuu CBdans Alg, ce diagramme ne peut pas toujours être compl�et�e en un carr�e cocartierien, ni defa�con unique (�a isomorphisme pr�es) quand cela est possible. Pierre Cartier a obtenu uneclassi�cation (�a isomorphisme pr�es) des carr�es cocartieriens, compl�etant le diagramme cidessus.On d�e�nira donc une cat�egorie quantique comme �etant une alg�ebre cosimpliciale,foncteur covariant de � dans Alg, transformant les carr�es cocart�esiens (�) en carr�es co-cartieriens. Autrement dit, il s'agit d'un foncteurF :� �! Alg6



tel que pour tout m et n le carr�e(��) F [ 0 ] wF (bn)uF (am) F [n ]u F (j)F [m ] wF (i) F [m+ n ] am(0) = 0bn(0) = nj(k) = k ; 0 � k � n ;i(l) = n+ l ; 0 � l � m;est cocartierien.Une th�eorie de groupo��des quantiques non �equivalente �a celle pr�esent�ee ici a �et�e d�e-velopp�ee par J.-H. Lu [Lu] et par P. Xu [Xu].PlanDans le premier paragraphe, on �etudie plusieurs pr�esentations de la cat�egorie dessimplexes. Apr�es un bref rappel de la pr�esentation classique, on d�e�nit une notion decat�egorie partiellement mono��dale, on munit d'une telle structure la cat�egorie des simplexes,et on d�ecrit une pr�esentation de cette derni�ere, comme cat�egorie partiellement mono��dale.�A la �n de ce paragraphe, on interpr�ete et on renforce les r�esultats obtenus, en termes de2-cat�egories.Dans le deuxi�eme paragraphe, inspir�e de [Ca], on g�en�eralise la notion de produit tenso-riel tordu d'alg�ebres [Ca], [Man], [CSV], au cas des produits tensoriels sur un anneau debase non commutatif. Sans chercher �a être complet, on d�emontre uniquement les r�esultatsutilis�es dans la suite de l'article.Dans le troisi�eme paragraphe, on introduit la notion de cat�egorie quantique qui estau centre de ce travail. On �etudie les propri�et�es �el�ementaires de cette nouvelle structure,et on montre que cette notion g�en�eralise celle de big�ebre. On expose un exemple inspir�ede [V], et un analogue quantique d'une famille de mono��des.Dans le paragraphe quatre, on introduit la notion d'antipode d'une cat�egorie quan-tique, ainsi que celle de groupo��de quantique de base non commutative. Apr�es une partietechnique, consacr�ee aux pseudo-big�ebro��des de Hopf, on d�emontre les propri�et�es essen-tielles de l'antipode. On termine par quelques exemples. En particulier, on expose uneg�en�eralisation de l'exemple de Vainerman [V], et on montre que les groupes quantiquestress�es de Majid [Maj] entrent dans le cadre des groupo��des quantiques.7
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1. Pr�esentations de la cat�egorie des simplexes1.1. La cat�egorie des simplexes.D�e�nition 1.1.1. On appelle cat�egorie des simplexes et on note � la cat�egorie dont lesobjets sont les ensembles [n ] = f0; 1; . . . ; ng ; n � 0 ;ordonn�es par l'ordre naturel, et les morphismes les applications croissantes.1.1.2. On note �in : [n� 1 ]! [n ] ; n � 1 ; 0 � i � n ;le morphisme de � d�e�ni par�in(k) = k ; 0 � k < i ; et �in(k) = k + 1 ; i � k � n� 1 ;et �in : [n + 1 ]! [n ] ; n � 0 ; 0 � i � n ;le morphisme d�e�ni par�in(k) = k ; 0 � k � i ; et �in(k) = k � 1 ; i < k � n+ 1 :Ces morphismes, qu'on appelle respectivement op�erateurs de face et op�erateurs de d�eg�e-n�erescence satisfont aux relations suivantes, qu'on appelle relations simpliciales�in+1�jn = �j+1n+1�in ; 0 � i � j � n ; n > 0 ;�jn�in+1 = �in�j+1n+1 ; 0 � i � j � n ; n � 0 ;�jn�in+1 =8>><>>: �in�j�1n�1 ; 0 � i < j � n ; n > 0 ;1[n ] ; 0 � j � n ; i 2 fj; j + 1g ; n � 0 ;�i�1n �jn�1 ; 0 � j < i� 1 � n ; n > 0 ;Lemme 1.1.3. Tout morphisme ' : [m ]! [n ] admet une d�ecomposition unique :' = �isn �is�1n�1 . . . �i1n�s+1�jtm�t . . .�j2m�2�j1m�1 ;avec 0 � i1 < � � � < is � n, 0 � jt < � � � < j1 < m et m � t = n � s. De plus,fi1; . . . isg = [n ]� '([m ]) et fj1; . . . jtg = fj 2 [m ] : '(j) = '(j + 1)g.9



Proposition 1.1.4. La cat�egorie des simplexes est engendr�ee par les objets [n ], n 2 N, etles op�erateurs de face et de d�eg�en�erescence, soumis aux relations simpliciales. Autrementdit, pour toute cat�egorie C, toute famille (Xn)n�0 d'objets de C et toutes familles(din : Xn�1 ! Xn)n�1; 0�i�n et (sin : Xn+1 ! Xn)n�0; 0�i�nde morphismes de C satisfaisant aux relations :din+1djn = dj+1n+1din ; 0 � i � j � n ; n > 0 ;sjnsin+1 = sinsj+1n+1 ; 0 � i � j � n ; n � 0 ;sjndin+1 =8>><>>: dinsj�1n�1 ; 0 � i < j � n ; n > 0 ;1Xn ; 0 � j � n ; i 2 fj; j + 1g ; n � 0 ;di�1n sjn�1 ; 0 � j < i � 1 � n ; n > 0 ;il existe un foncteur unique F :�! C (objet cosimplicial de C) tel queF [n ] = Xn ; n 2 N ; F (�in) = din ; 0 � i � n ; n > 0 ; F (�in) = sin ; 0 � i � n ; n � 0 :La d�emonstration du lemme 1.1.3 est facile et classique. Pour la d�emonstration de laproposition 1.1.4, qui en est cons�equence, voir [G-Z], II, 2.2.1.2 Cat�egories partiellement mono��dales.1.2.1. On appelle cat�egorie partiellement mono��dale la donn�ee de (V; �V; V�; 
; I; a; l; r),o�u V d�esigne une cat�egorie, �V et V� des sous-cat�egories (non pleines) de V, ayant mêmeensemble d'objets que V et telles que les foncteurs d'inclusion soient conservatifs (autre-ment dit, si u est un morphisme inversible de V et si u est dans �V (resp. dans V�) il enest de même pour son inverse), V� � �V 
�! Vun foncteur tel que si l'on note �V� l'intersection de �V et V�, on ait :a) pour tout u 2 Fl(�V�) et tout v 2 Fl(�V), on a u
 v 2 Fl(�V) ;b) pour tout u 2 Fl(V�) et tout v 2 Fl(�V�), on a u
 v 2 Fl(V�) ;I est un objet de V et a, l, r sont des contraintes d'associativit�e, d'unit�e �a gauche et d'unit�e�a droite respectivement. De fa�con pr�ecise, en vertu de (a) et (b), \le produit tensoriel" 
d�e�nit deux foncteurs V� � �V� � �V ww Vpar (X;Y;Z) 7! (X 
 Y )
 Z et (X;Y;Z) 7! X 
 (Y 
 Z) ;et a est un isomorphisme du premier sur le second. De plus, on demande que pour tousobjets X, Y et Z de V, aX;Y;Z : (X 
 Y ) 
 Z �! X 
 (Y 
 Z)10



soit dans �V�. De même, l (resp. r) est un isomorphisme du foncteur�V �! �V (resp. V� �! V� )X 7! I 
X (resp. X 7! X 
 I )sur le foncteur identique de �V (resp. V�) et on demande que, pour tout objet X de V,lX : I 
X �! X et rX : X 
 I �! Xsoient dans �V�. Ces contraintes doivent satisfaire aux conditions du \pentagone" et du\triangle" de Mac Lane : elles doivent rendre commutatifs les diagrammes suivants :((X 
 Y ) 
 Z)
 T waX
Y ;Z;TuaX;Y;Z
1T (X 
 Y )
 (Z 
 T ) waX;Y;Z
T X 
 (Y 
 (Z 
 T ))u 1X
aY;Z;T(X 
 (Y 
 Z)) 
 T waX;Y
Z;T X 
 ((Y 
 Z)
 T )(X 
 I)
 Y waX;I;YAAAACrX
1Y X 
 (I 
 Y )����� 1X
lYX 
 Y ;pour tous objets X, Y , Z et T de V.On remarque que �V� munie de la restriction du foncteur 
, de l'objet I et desisomorphismes fonctoriels a, l et r est une cat�egorie mono��dale. Par ailleurs, une cat�egoriemono��dale n'est rien d'autre qu'une cat�egorie partiellement mono��dale telle que �V = V� =V. Soit f : X ! Y un moprhisme de V. On note, parfois, f : �X ! �Y , f : X� ! Y� ouf : �X� ! �Y� pour indiquer que f est un morphisme de �V, V� ou �V� respectivement.En�n, il est facile de v�eri�er que si l'on d�e�nit un foncteur 
� : �V �V� ! V parX 
� Y = Y 
X et un isomorphisme de foncteurs a� par a�X;Y;Z = a�1Z;Y;X , pour X, Y ,Z objets de V, alors (V; V�; �V; 
�; I; a�; r; l) est une cat�egorie partiellement mono��daleappel�ee transpos�ee de la pr�ec�edente.1.2.2. Soient (V; �V; V�; 
; I; a; l; r) et (V 0; �V 0; V 0�; 
0; I 0; a0; l0; r0) deux cat�egoriespartiellement mono��dales. Un foncteur partiellement mono��dal de la premi�ere vers la deux-i�eme est la donn�ee de (F;�2;�0), o�u F : V ! V 0 est un foncteur tel quea) pour tout u 2 Fl(�V), on a F (u) 2 Fl(�V 0) ;b) pour tout u 2 Fl(V�), on a F (u) 2 Fl(V 0�) ;11



et �2 et �0 sont des contraintes de compatibilit�e aux produits tensoriels et de compatibilit�eaux unit�es respectivement. De fa�con pr�ecise, en vertu des conditions (a) et (b), on d�e�nitdeux foncteurs V� � �V ww V 0par (X;Y ) 7! F (X) 
0 F (Y ) et (X;Y ) 7! F (X 
 Y ) ;et �2 est un isomorphisme du premier sur le second. De plus, on demande que pour tousobjets X et Y de V, �2;X;Y : F (X) 
0 F (Y ) �! F (X 
 Y )soit dans �V 0�. De même, �0 : I 0 ! F (I) est un isomorphisme appartenant �a �V 0�. Cescontraintes doivent rendre commutatifs les diagrammes suivants :(1:2:2:1) (F (X) 
0 F (Y )) 
0 F (Z) wa0F (X);F (Y );F (Z)u�2;X;Y 
01F (Z) F (X) 
0 (F (Y )
0 F (Z))u 1F (X)
0�2;Y;ZF (X 
 Y )
0 F (Z)u�2;X
Y;Z F (X) 
0 F (Y 
Z)u �2;X;Y
ZF ((X 
 Y )
 Z) wF (aX;Y;Z) F (X 
 (Y 
 Z))(1:2:2:2) I 0 
0 F (X) wl0F (X)u�0
01F (X) F (X)u F (lX ) F (X)uF (rX ) F (X)
0 I 0u r0F (X) u 1F (X)
0�0F (I) 
0 F (X) w�2;I;X F (I 
X) F (X 
 I) F (X) 
0 F (I)u �2;X;I ;pour tous objets X, Y et Z de V.Si (F 0;�02;�00) d�esigne un deuxi�eme foncteur partiellement mono��dal de même sourceet but que (F;�2;�0) un morphisme de foncteurs partiellement mono��daux de (F;�2;�0)vers (F 0;�02;�00) est un morphisme de foncteurs � de F vers F 0 tel que :a) pour tout objet X de V, �X est un morphisme de �V 0� ;b) pour tous objets X et Y de V les diagrammes suivants sont commutatifs :(1:2:2:3) F (X) 
0 F (Y ) w�X
�Yu�2;X;Y F 0(X) 
0 F 0(Y )u �02;X;YF (X 
 Y ) w�X
Y F 0(X 
 Y ) I 0hhhhk�0 44446�00F (I) w�I F 0(I) :12



La composition des foncteurs partiellement mono��daux, ainsi que celle des morphismes detels foncteurs, est d�e�nie de la fa�con �evidente, et (1V ; 1
; 1I) est un foncteur partiellementmono��dal, appel�e foncteur partiellement mono��dal identique. On dit que le foncteur partiel-lement mono��dal (F;�2;�0) est une �equivalence de cat�egories partiellement mono��dales s'ilexiste un foncteur partiellement mono��dal de source (resp. de but) le but (resp. la source)de (F;�2;�0) tel que les deux compos�es soient isomorphes aux foncteurs identiques, pardes isomorphismes de foncteurs partiellement mono��daux.1.2.3. On dit qu'une cat�egorie partiellement mono��dale est stricte si les contraintes d'asso-ciativit�e, d'unit�e �a gauche et d'unit�e �a droite sont des isomorphismes identiques (ce quiimplique, en particulier, que les foncteurs source et but sont �egaux). On d�emontre un th�eo-r�eme de coh�erence, pour les cat�egories partiellement mono��dales, analogue au th�eor�eme decoh�erence de Mac Lane, ce qui permet, sans perte de g�en�eralit�e, de ne consid�erer que descat�egories partiellement mono��dales strictes. Ce th�eor�eme r�esulte de celui de Mac Lane,appliqu�e �a la cat�egorie mono��dale �V�, et implique, en particulier, que pour toute cat�ego-rie partiellement mono��dale, il existe une cat�egorie partiellement mono��dale stricte et une�equivalence de cat�egories partiellement mono��dales de la deuxi�eme sur la premi�ere.On dit qu'un foncteur partiellement mono��dal est strict si les contraintes de com-patibilit�e aux produits tensoriels et de compatibilit�e aux unit�es sont des isomorphismesidentiques.Exemple 1.2.4. SoientK un anneau commutatif,B uneK-alg�ebre, V la cat�egorie dont lesobjets sont les (B ;B)-bimodules et dont les morphismes sont les applications K-lin�eaires,�V (resp. V�) la sous-cat�egorie ayant mêmes objets et dont les morphismes sont les ap-plications B-lin�eaires �a gauche (resp. �a droite), de sorte que �V� soit la cat�egorie des(B ;B)-bimodules, V� � �V 
�! Vle foncteur produit tensoriel 
B sur B d'un B-module �a droite par un B-module �a gauche,I le (B ;B)-bimodule B, et a, l et r les contraintes d'associativit�e et d'unit�e habituelles.Alors (V; �V; V�; 
; I; a; l; r)est une cat�egorie partiellement mono��dale, qu'on appelle la cat�egorie partiellement mono��-dale des (B ;B)-bimodules. Cette cat�egorie partiellement mono��dale n'est pas stricte, maisen vertu du th�eor�eme de coh�erence, on fera comme si elle l'�etait, quitte �a la remplacer parune cat�egorie partiellement mono��dale stricte �equivalente (par une �equivalence de cat�ego-ries partiellement mono��dales). (Dans ce cas particulier, le th�eor�eme de coh�erence �etantune �evidence puisque les contraintes sont d�e�nies par des propri�et�es universelles.)Notons B� la K-alg�ebre oppos�ee �a B et, pour tout (B ;B)-bimodule X, notons X� le(B�;B�)-bimodule oppos�e �a X, ayant même K-module sous-jacent et dont la structure deB�-module �a gauche (resp. �a droite) est d�e�nie par(b; x) 7�! xb (resp. (x; b) 7�! bx ) b 2 B ; x 2 X :Pour toute application K-lin�eaire u : X ! Y d'un (B ;B)-bimodule dans un autre, u� =u : X� ! Y � est une application K-lin�eaire qui est B�-lin�eaire �a droite (resp. �a gauche)13



si u est B-lin�eaire �a gauche (resp. �a droite). Pour tout couple de (B ;B)-bimodules X, Y ,notons 	X;Y : X� 
B� Y � �! (Y 
B X)�le morphisme de (B�;B�)-bimodules d�e�ni parx 
B� y 7�! y 
B x x 2 X ; y 2 Y :On v�eri�e facilement que (?�;	; 1B) est une �equivalence de cat�egories partiellement mono��-dales (et même un isomorphisme) de la cat�egorie partiellement mono��dale transpos�ee �a celledes (B ;B)-bimodules vers celle des (B�;B�)-bimodules.Exemple 1.2.5. Soit V =� la cat�egorie des simplexes. Pour tout m, m 2 N, notonsam; bm : [ 0 ] ww [m ]les morphismes de V d�e�nis par am(0) = 0 et bm(0) = m, autrement ditam = �mm�m�1m�1 . . . �11 et bm = �m�1m �m�2m�1 . . . �01 :On d�e�nit �V = �� (resp. V� = ��) comme �etant la sous-cat�egorie de V, ayant mêmesobjets que V et telle queHom�V([m ]; [n ]) = f' 2 HomV([m ]; [n ]) : 'bm = bng(resp. HomV�([m ]; [n ]) = f' 2 HomV ([m ]; [n ]) : 'am = ang )La somme amalgam�ee au dessus de [ 0 ] via am et bn :[ 0 ] wbnuam [n ]u j[m ] wi [m ]q[ 0 ] [n ] = [m+ n ]d�e�nit un foncteur 
 = q[ 0 ] : V� � �V �! V :De fa�con explicite [m ] 
 [n ] = [m + n ] et si ' : [m ]� ! [m0 ]� et  : �[n ] ! �[n0 ] sontdes morphismes de V� et �V respectivement, autrement dit, des applications croissantestelles que '(0) = 0 et  (n) = n0, alors le morphisme '
 : [m+n ]! [m0+n0 ] de V estd�e�ni par '
  (i) = ( (i) ; 0 � i � n ;'(i� n) + n0 ; n � i � m+ n :(On rappelle qu'on imagine les ensembles [ l ] �ecrits dans l'odre d�ecroissant.) En�n, on noteI l'objet [ 0 ] de �. Alors(V; �V; V�; 
; I) = (�; ��; ��; q[ 0 ]; [ 0 ])14



est une cat�egorie partiellement mono��dale stricte (dans le cas strict on se dispense d'indi-quer les contraintes, puisque elles sont l'identit�e). On dira que (�; ��; ��; q[ 0 ]; [ 0 ]) estla cat�egorie partiellement mono��dale des simplexes.Posons s = �11, b = �01, � = �12 et � = �00 . On remarque ques : [ 0 ]� ! [ 1 ]� ; b : �[ 0 ]! �[ 1 ] ; � : �[ 1 ]� ! �[ 2 ]� ; � : �[ 1 ]� ! �[ 0 ]� ;autrement dit, s est un morphisme de��, b un morphisme de ��, et � et � des morphismesde ���. On v�eri�e aussitôt que(1:2:5:1) �0n = 1[n�1 ] 
 b = 1[n�1 ] q[ 0 ] b ;�in = 1[n�i�1 ] 
 �
1[ i�1 ] = 1[n�i�1 ] q[ 0 ] �q[ 0 ]1[ i�1 ] ; 0 < i < n ;�nn = s
1[n�1 ] = sq[ 0 ]1[n�1 ] ;�in = 1[n�i ] 
 �
1[ i ] = 1[n�i ] q[ 0 ] �q[ 0 ]1[ i ] ; 0 � i � n ;De plus, il r�esulte des relations simpliciales qu'on a(1:2:5:2) � s = 1[ 0 ] = � b ; � s = (s
1[ 1 ]) s ; � b = (1[ 1 ] 
 b) b ;(�
1[ 1 ]) � = (1[ 1 ] 
 �) � ; (�
1[ 1 ]) � = 1[ 1 ] = (1[ 1 ] 
 �) � :On remarque que les op�erateurs de d�eg�en�erescence, �in, 0 � i � n, sont tous dans ���,tandis que pour les op�erateurs de face, on a �in 2 Fl(���), 0 < i < n, �0n 2 Fl(��) et�nn 2 Fl(��), pour tout n > 0.Th�eor�eme 1.2.6. La cat�egorie partiellement mono��dale des simplexes est la cat�egoriepartiellement mono��dale stricte engendr�ee par l'objet [ 1 ] et les morphismess : [ 0 ]� ! [ 1 ]� ; b : �[ 0 ]! �[ 1 ] ; � : �[ 1 ]� ! �[ 2 ]� ; � : �[ 1 ]� ! �[ 0 ]� ;soumis aux relations (1.2.5.2). Autrement dit, pour toute cat�egorie partiellement mono��dalestricte (V; �V; V�; 
; I), tout objet X de V, et tous morphismess : I� ! X� ; b : �I ! �X ; � : �X� ! �X 
X� ; " : �X� ! �I� ;satisfaisant aux relations(1:2:6:1) "s = 1I = "b ; �s = (s 
 1X)s ; �b = (1X 
 b)b ;(�
 1X)� = (1X 
�)� ; ("
 1X)� = 1X = (1X 
 ")� ;il existe un foncteur partiellement mono��dal strict unique F tel queF [ 1 ] = X ; F (s) = s ; F (b) = b ; F (�) = � et F (�) = " :15



De plus, si F et F 0 sont deux foncteurs partiellement mono��daux stricts de la cat�ego-rie partiellement mono��dale des simplexes dans (V; �V; V�; 
; I), pour tout morphismea : F [ 1 ]! F 0[ 1 ] de V tel que(1:2:6:2) aF (s) = F 0(s) ; aF (b) = F 0(b) ; (a 
 a)F (�) = F 0(�)a ; F (�) = F 0(�)ail existe un unique morphisme de foncteurs partiellement mono��daux � de source F et debut F 0 tel que �[ 1 ] = a.D�emonstration. Pour montrer l'unicit�e de F , on remarque que comme F est un foncteurpartiellement mono��dal strict, pour tout n, n � 0, on a(1:2:6:3) F [n ] = F�[ 1 ]q[ 0 ] � � � q[ 0 ] [ 1 ]| {z }n fois � = X 
 . . .
X| {z }n fois ;o�u par convention X 
 . . .
X| {z }0 fois = I et X 
 . . .
X| {z }1 fois = X ;et les relation 1.2.5.1 impliquent que si l'on pose(1:2:6:4) d0n = 1F [ n�1 ] 
 b ;din = 1F [ n�i�1 ] 
�
 1F [ i�1 ] ; 0 < i < n ;dnn = s
 1F [ n�1 ] ;sin = 1F [ n�i ] 
 "
 1F [ i ] ; 0 � i � n ;on a(1:2:6:5) F (�in) = din ; 0 � i � n ; n > 0 ; F (�in) = sin ; 0 � i � n ; n � 0 ;ce qui prouve l'unicit�e, en vertu de la proposition 1.1.4. En vertu de cette même proposi-tion, pour montrer l'existence d'un foncteur F : � ! V satisfaisant aux relations 1.2.6.3et 1.2.6.5, il su�t de montrer que les morphismes de V d�e�nis par les formules 1.2.6.4satisfont aux relations simpliciales. On v�eri�e aussitôt que les seules relations qui ne sontpas cons�equence formelle de la fonctorialit�e du produit tensoriel de V sonta) La relation din+1djn = dj+1n+1din, pour 0 � i = j � n ;b) La relation sjndin+1 = 1F [ n ], pour i 2 fj; j + 1g, 0 � j � n.Pour traiter le cas (a), on remarque que cette relation r�esulte pour i = j = 0 de larelation �b = (1X 
 b)b, pour 0 < i = j < n de la relation (� 
 1X)� = (1X 
 �)�,et pour i = j = n de la relation �s = (s 
 1X)s. Pour traiter le cas (b), on remarqueque cette relation r�esulte pour i = j = 0 de la relation "b = 1I , pour 0 < i = j � n de16



(" 
 1X)� = 1X , pour 0 � j = i � 1 < n de (1X 
 ")� = 1X, et pour j = n, i = n + 1de "s = 1I . Pour conclure, on v�eri�e facilement que le foncteur ainsi d�e�ni est un foncteurpartiellement mono��dal strict.Pour montrer la derni�ere assertion , on remarque que si � : F ! F 0 est un morphismede foncteurs partiellement mono��daux tel que �[ 1 ] = a, en vertu de 1.2.2.3, on a�[ 0 ] = 1I et �[n+1 ] = �[n ] 
 a ; n � 0 ;ce qui implique que(1:2:6:6) �[n ] = a 
 � � � 
 a| {z }n fois ; n � 0 ;et prouve l'unicit�e de �. Pour montrer l'existence, d�e�nissont � par 1.2.6.6 et montrons que� est un morphisme de foncteurs, autrement dit, que pour tout morphisme ' : [m ]! [n ]de �, on a(1:2:6:7) �[n ]F (') = F 0(')�[m ] :Or, en vertu du lemme 1.1.3, il su�t de le v�eri�er pour ' op�erateur de face ou de d�eg�e-n�erescence. Mais dans ce cas, l'�egalit�e 1.2.6.7 r�esulte aussitôt des relations 1.2.6.2, du faitque F et F 0 sont des foncteurs mono��daux stricts et des relations 1.2.5.1, ce qui ach�eve lad�emonstration du th�eor�eme.Proposition 1.2.7. Soit (G;�2;�0) un foncteur partiellement mono��dal de la cat�egoriepartiellement mono��dale des simplexes, dans une cat�egorie partiellement mono��dale stricte(V; �V; V�; 
; I). Alors il existe un couple unique (F;�), form�e d'un foncteur partiellementmono��dal strict F : � ! V et d'un isomorphisme de foncteurs partiellement mono��daux� : F ! G, tel que F [ 1 ] = G[ 1 ] et �[ 1 ] = 1G[ 1 ] :D�emonstration. Pour montrer l'unicit�e, on remarque que comme F est un foncteurpartiellement mono��dal strict et F [ 1 ] = G[ 1 ], pour tout n, n � 0, on a(1:2:7:1) F [n ] = F�[ 1 ]q[ 0 ] � � � q[ 0 ] [ 1 ]| {z }n fois � = G[ 1 ] 
 . . .
G[ 1 ]| {z }n fois ;et comme � est un morphisme de foncteurs partiellement mono��daux et �[ 1 ] = 1G[ 1 ], on a(1:2:7:2) �[ 0 ] = �0 et �[n+1 ] = �2;[n ];[ 1 ](�[n ] 
 1G[ 1 ]) ; n � 0 ;ce qui prouve l'unicit�e de �. Comme � est un isomorphisme de foncteurs, pour tout mor-phisme ' : [m ]! [n ] de �, on a(1:2:7:3) F (') = ��1[n ]G(')�[m ] ;17



ce qui prouve l'unicit�e de F .Montrons l'existence. On d�e�nit �[n ], n � 0, par r�ecurrence, en utilisant les formules1.2.7.2. Comme �0 et �2;[n ];[ 1 ], n � 0, sont des isomorphismes de �V�, il en est de mêmepour �n, n � 0. On peut donc d�e�nir F par les formules 1.2.7.1 et 1.2.7.3. Il est imm�ediatque F est un foncteur, que � est un isomorphisme de foncteurs, et que F transforme lesmorphismes de �� (resp.��) en morphisme de �V (resp. V�). Il reste �a montrer que F estun foncteur partiellement mono��dal strict et �etablir la condition 1.2.2.3. La commutativit�edu triangle 1.2.2.3 est satisfaite, par d�e�nition de �[ 0 ]. Pour montrer donc la condition1.2.2.3, il su�t de montrer que pour tous m; n 2 N, on a(1:2:7:4) �[m+n ] = �2;[m ];[ n ](�[m ] 
 �[n ]) :On raisonne par r�ecurrence sur n. Pour n = 0 la formule r�esulte de la commutativit�e dudeuxi�eme carr�e 1.2.2.2. Pour n = 1 elle est satisfaite par d�e�nition (car il r�esulte de lacommutativit�e du premier carr�e 1.2.2.2 que �[ 1 ] = 1G[ 1 ]). Supposons qu'elle est �etabliepour n et montrons la pour n+ 1. On a�[m+n+1 ] = �2;[m+n ];[ 1 ](�[m+n ] 
 1G[ 1 ])= �2;[m+n ];[ 1 ](�2;[m ];[ n ] 
 1G[ 1 ])(�[m ] 
 �[n ] 
 1G[ 1 ])= �2;[m ];[ n+1](1G[m ] 
�2;[n ];[ 1 ])(�[m ] 
 �[n ] 
 1G[ 1 ])= �2;[m ];[ n+1](�[m ] 
 �[n+1 ])(la deuxi�eme �egalit�e r�esultant de l'hypoth�ese de r�ecurrence et la troisi�eme de la commuta-tivit�e du carr�e 1.2.2.1). Il reste �a montrer que pour tous ' : [m ]! [n ] et  : [m0 ]! [n0 ]morphismes de �� et �� respectivement, on a F (' q[ 0 ]  ) = F (') 
 F ( ), mais celar�esulte de 1.2.7.3, de la fonctorialit�e de �2 et de 1.2.7.4.1.2.8. La cat�egorie des simplexes� admet un automorphisme involutif E :�!� d�e�nicomme suit. Pour tout m 2 N, E[m ] = [m ] ;et pour tout morphisme ' : [m ]! [m0 ] de �, E(') = ' : [m ]! [m0 ] est d�e�ni par'(i) = m0 � '(m� i) ; 0 � i � m ;de sorte queE(�in) = �n�in ; 0 � i � n ; n > 0 ; et E(�in) = �n�in ; 0 � i � n :Si ' appartient �a �� (resp.��), alors ' appartient �a�� (resp. ��). Pour tous morphismes' : [m ]! [m0 ] et  : [n ]! [n0 ] de �� et �� respectivement, on aE('q[ 0 ]  ) = E( ) q[ 0 ] E(') :Ainsi, E est un foncteur partiellement mono��dal strict de source la cat�egorie partiellementmono��dale des simplexes et de but sa transpos�ee, d�e�nissant un isomorphisme entre cescat�egories partiellement mono��dales. 18



Exemple 1.2.9. Soient K un anneau commutatif et B une K-alg�ebre. On rappelle qu'unK-cog�ebro��de de base B [De] est un triplet (X;�; "), o�u X est un (B ;B)-bimodule et� : X �! X 
B X ; et " : X �! Bdeux morphismes de (B ;B)-bimodules, satisfaisant aux relations(1:2:9:1) (�
B 1X)� = (1X 
B �)� ; et (" 
B 1X)� = 1X = (1X 
B ")� :En vertu du th�eor�eme 1.2.6, se donner un foncteur partiellement mono��dal strict de lacat�egorie partiellement mono��dale des simplexes dans la cat�egorie partiellement mono��daledes (B ;B)-bimodules revient �a se donner un K-cog�ebro��de de base B, (X;�; ") munid'une application B-lin�eaire �a gauche b : B ! X et une application B-lin�eaire �a droites : B ! X, satisfaisant aux relations(1:2:9:2) "s = 1B = "b ; �s = (s 
B 1X)s ; et �b = (1X 
B b)b :Or, la donn�ee d'une application B-lin�eaire �a gauche b : B ! X (resp. �a droite s : B ! X)�equivaut �a la donn�ee de l'image � = b(1) (resp. � = s(1)) de l'unit�e de B par cetteapplication, et on v�eri�e aussitôt que les conditions 1.2.9.2 sont �equivalentes �a(1:2:9:3) "(�) = 1 = "(�) ; �(�) = � 
B � ; et �(�) = � 
B � :Finalement, se donner un tel foncteur partiellement mono��dal revient �a se donner un co-g�ebro��de de base B muni de deux �el�ements � et � satisfaisant aux relations (1.2.9.3). Unetelle structure (B;X;�; "; s; b) ou (B;X;�; "; �; �) sera appel�ee cat�egorie pr�e-quantique.1.3. Cat�egories partiellement mono��dales et 2-cat�egories.La lecture de ce paragraphe peut être omise en premi�ere lecture. Ces r�esultats ne sont utilesque pour l'exemple de Vainerman, dont ils permettent une meilleure compr�ehension.1.3.1. On rappelle qu'une 2-cat�egorie C consiste en la donn�ee :a) d'un ensemble Ob(C), appel�e ensemble des objets de C ;b) pour tout couple X; Y 2 Ob(C), d'une cat�egorie HomC(X;Y ), not�ee Hom(X;Y )quand aucune ambiguit�e n'en r�esulte, dont les objets sont appel�es 1-�eches de C (de sourceX et de but Y ) et dont les morphismes sont appel�es 2-�eches de C ;c) pour tous X; Y; Z 2 Ob(C), d'un foncteur
 : Hom(Y;Z)�Hom(X;Y ) �! Hom(X;Z)appel�e foncteur de composition horizontale ;d) pour tout objet X de C, d'un foncteur idX : e ! Hom(X;X), o�u e d�esigne lacat�egorie ayant un seul objet et l'identit�e de cet objet comme seule �eche, objet �nal deCat. Par abus de notation, on note aussi idX la 1-�eche de C image par idX de l'uniqueobjet de e, et on l'appelle identit�e de X. 19



On demande que ces foncteurs rendent commutatifs les diagrammes suivantsHom(Z; T )�Hom(Y;Z)�Hom(X;Y ) w
� 1Hom(X;Y )u1Hom(Z;T ) �
 Hom(Y; T )�Hom(X;Y )u 
Hom(Z; T )�Hom(X;Z) w
 Hom(X;T )e�Hom(X;Y )uidY � 1Hom(X;Y ) �' Hom(X;Y )� eu 1Hom(X;Y )� idXAAAAAAD 'Hom(Y; Y )�Hom(X;Y ) w
 Hom(X;Y ) Hom(X;Y )�Hom(X;X)u 
pour X; Y; Z; T 2 Ob(C).Un 2-foncteur (strict) de C dans une deuxi�eme 2-cat�egorie C0 consiste en la donn�eed'une application F : Ob(C) ! Ob(C0) et pour tout couple d'objets X; Y de C d'unfoncteur FX;Y : HomC(X;Y ) ! HomC0(F (X); F (Y )) tels que, pour tout X 2 Ob(C),FX;X idX = idF (X) et rendant commutatif le diagramme suivantHom(Y;Z)�Hom(X;Y ) wFY;Z �FX;Yu
 Hom(F (Y ); F (Z))�Hom(F (X); F (Y ))u 
Hom(X;Z) wFX;Z Hom(F (X); F (Z))pour X; Y; Z 2 Ob(C). Par abus de notation, FX;Y est not�e, souvent, simplement F .1.3.2. Soit (V; �V; V�; 
; I) une cat�egorie partiellement mono��dale stricte. On va luiassocier une 2-cat�egorie C = CV comme suit :Ob(C) = f�; �; �g ;HomC(�; �) = �V� ;HomC(�; �) = �V ;HomC(�; �) = V� ;HomC(�; �) = V ;HomC(�;�) = HomC(�; �) = e ;HomC(�; �) = HomC(�; �) = HomC(�; �) = ; :Les foncteurs de composition non triviaux sont d�e�nis par le foncteur 
 et ses restrictions,et l'identit�e de � est I. On v�eri�e aussitôt que les axiomes des cat�egories partiellementmono��dales stictes assurent qu'on a ainsi d�e�ni une 2-cat�egorie.Soit X un objet de V. On le notera �X�, �X, X�, ouX selon qu'on le consid�ere commeobjet de HomC(�; �), HomC(�; �), HomC(�; �), ou HomC(�; �) respectivement.20



1.3.3. On appele 2-cat�egorie des simplexes et on note D = C� la 2-cat�egorie associ�ee �ala cat�egorie partiellement mono��dale des simplexes. Alors on a des 1-�eches de D� w�[ 0 ] � ; � w�[ 1 ]� � ; � w[ 0 ]� � ;et les morphismes s; b; �; � de �, d�e�nis dans 1.2.5, s'interpr�etent comme des 2-�eches :s : [ 0 ]� �! [ 1 ]� = [ 0 ]� 
 �[ 1 ]� ; b : �[ 0 ] �! �[ 1 ] = �[ 1 ]� 
 �[ 0 ] ;� : �[ 1 ]� �! �[ 2 ]� = �[ 1 ]� 
 �[ 1 ]� ; � : �[ 1 ]� �! �[ 0 ]� = id� ;et les relations 1.2.5.2 se traduisent par :(1:3:3:1) (1[ 0 ]� 
 �) s = (s
1�[ 1 ]� ) s ; (1[ 0 ]� 
 �) s = 1[ 0 ]� ;(�
1�[ 0 ]) b = (1�[ 1 ]� 
 b) b ; (�
1�[ 0 ]) b = 1�[ 0 ] ;(�
1�[ 1 ]� ) � = (1�[ 1 ]� 
 �) � ; (�
1�[ 1 ]�) � = 1�[ 1 ]� = (1�[ 1 ]� 
 �) �les deux premi�eres relations �etant dans HomD(�; �), les deux suivantes dans HomD(�; �),et les deux derni�eres dans HomD(�; �). On remarque que les relations 1.2.5.1 impliquentque dans HomD(�; �) = ��� on a :(1:3:3:2) �in = 1�[n�i�1 ]� 
 �
1�[ i�1 ]� : �[n� 1 ]� ! �[n ]� ; 0 < i < n ;�in = 1�[n�i ]� 
 �
1�[ i ]� : �[n + 1 ]� ! �[n ]� ; 0 � i � n ;dans HomD(�; �) = �� on a :(1:3:3:3) �0n = 1�[n�1 ]� 
 b : �[n� 1 ]! �[n ] ; n > 0 ;�in = 1�[n�i�1 ]� 
 �
1�[ i�1 ] : �[n� 1 ]! �[n ] ; 0 < i < n ;�in = 1�[n�i ]� 
 �
1�[ i ] : �[n+ 1 ]! �[n ] ; 0 � i � n ;dans HomD(�; �) =�� on a :(1:3:3:4) �in = 1[n�i�1 ]� 
 �
1�[ i�1 ]� : [n� 1 ]� ! [n ]� ; 0 < i < n ;�nn = s
1�[n�1 ]� : [n� 1 ]� ! [n ]� ; n > 0 ;�in = 1[n�i ]� 
 �
1�[ i ]� : [n+ 1 ]� ! [n ]� ; 0 � i � n ;et dans HomD(�; �) =� on a :(1:3:3:5) �0n = 1[n�1 ]� 
 b : [n� 1 ]! [n ] ; n > 0 ;�in = 1[n�i�1 ]� 
 �
1�[ i�1 ] : [n� 1 ]! [n ] ; 0 < i < n ;�nn = s
1�[n�1 ] : [n� 1 ]! [n ] ; n > 0 ;�in = 1[n�i ]� 
 �
1�[ i ] : [n+ 1 ]! [n ] ; 0 � i � n ;o�u avec un l�eger abus de notations on d�esigne par le même symbole les op�erateurs deface et de d�eg�en�erescence qu'ils soient consid�er�es comme morphismes de HomD(�; �) , deHomD(�; �) , de HomD(�; �) , ou de HomD(�; �) .21



Th�eor�eme 1.3.4. La 2-categorie des simplexes est la 2-cat�egorie engendr�ee par les objets�, �, �, les 1-�eches� w�[ 0 ] � ; � w�[ 1 ]� � ; � w[ 0 ]� � ;et les 2-�eches s; b; �; � soumises aux relations 1.3.3.1. Autrement dit, pour toute2-cat�egorie C, tous objets M, X , N de C, toutes 1-�echesM wM X ; X wX X ; X wN N ;et toutes 2-�eches s : N �! N 
X ; b :M �! X 
M ;� : X �! X 
X ; " : X �! idX ;satisfaisant aux relations(1:3:4:1) (1N 
�)s = (s 
 1X)s ; (1N 
 ")s = 1N ;(�
 1M )b = (1X 
 b)b ; (" 
 1M )b = 1M ;(�
 1X)� = (1X 
�)� ; ("
 1X)� = 1X = (1X 
 ")� ;il existe un 2-foncteur unique F : D ! C tel que(1:3:4:2) F (�) =M ; F (�) = X ; F (�) = N ;F (�[ 0 ]) =M ; F (�[ 1 ]�) = X ; F ([ 0 ]�) = N ;F (s) = s ; F (b) = b ; F (�) = � ; F (�) = " :Pour d�emontrer le th�eor�eme, on a besoin de la proposition suivante, analogue de la propo-sition 1.1.4.Proposition 1.3.5. La cat�egorie �� (resp. ��, resp. ���) est engendr�ee par les objets[n ], n 2 N, et les op�erateurs de d�eg�en�erescence et ceux des op�erateurs de face qui sont des�eches de cette cat�egorie (autrement dit, �in, 0 � i < n (resp. 0 < i � n, resp. 0 < i < n))soumis �a celles des relations simpliciales dont tous les morphismes sont des �eches de cettecat�egorie.La d�emonstration, analogue �a celle de la proposition 1.1.4 est laiss�ee au lecteur. L'ob-servation clef est que si les morphismes qui �gurent au premier membre d'une relationsimpliciale appartiennent �a la cat�egorie consid�er�ee, il en est de même pour ceux du secondmembre. 22



1.3.6. D�emonstration du th�eor�eme. Pour montrer l'unicit�e, on remarque que commeF est un 2-foncteur, pour tout n, n � 0, on aF�;�(�[n ]�) = F�;���[ 1 ]� 
 . . . 
 �[ 1 ]�| {z }n fois � = X 
 . . .
X| {z }n fois ;(1:3:6:1) F�;�(�[n ]) = F�;���[ 1 ]� 
 . . . 
 �[ 1 ]�| {z }n fois 
�[ 0 ]� = X 
 . . .
X| {z }n fois 
M ;(1:3:6:2) F�;�([n ]�) = F�;��[ 0 ]� 
 �[ 1 ]� 
 . . . 
 �[ 1 ]�| {z }n fois � = N 
X 
 . . .
X| {z }n fois ;(1:3:6:3) F�;�([n ]) = F�;��[ 0 ]� 
 �[ 1 ]� 
 . . . 
 �[ 1 ]�| {z }n fois 
�[ 0 ]� = N 
X
n 
M ;(1:3:6:4)o�u X
n = X 
 . . .
X| {z }n fois ;les relations 1.3.3.2 impliquent que(1:3:6:5) F�;�(�in) = 1X
n�i�1 
�
 1X
i�1 ; 0 < i < n ;F�;�(�in) = 1X
n�i 
 "
 1X
i ; 0 � i � n ;les relations 1.3.3.3 impliquent que(1:3:6:6) F�;�(�0n) = 1X
n�1 
 b ; n > 0 ;F�;�(�in) = 1X
n�i�1 
�
 1X
i�1 
 1M ; 0 < i < n ;F�;�(�in) = 1X
n�i 
 "
 1X
i 
 1M ; 0 � i � n ;les relations 1.3.3.4 impliquent que(1:3:6:7) F�;�(�in) = 1N 
 1X
n�i�1 
�
 1X
i�1 ; 0 < i < n ;F�;�(�nn) = s 
 1X
n�1 ; n > 0 ;F�;�(�in) = 1N 
 1X
n�i 
 "
 1X
i ; 0 � i � n ;et les relations 1.3.3.5 impliquent que(1:3:6:8) F�;�(�0n) = 1N 
 1X
n�1 
 b ; n > 0 ;F�;�(�in) = 1N 
 1X
n�i�1 
�
 1X
i�1 
 1M ; 0 < i < n ;F�;�(�nn) = s 
 1X
n�1 
 1M ; n > 0 ;F�;�(�in) = 1N 
 1X
n�i 
 " 
 1X
i 
 1M ; 0 � i � n ;23



ce qui, en vertu de la proposition 1.1.4 et le lemme 1.3.4.3, prouve l'unicit�e de F . En vertude ces mêmes propositions, pour montrer l'existence d'un foncteurF�;� : HomD(�; �) = ��� �! HomC(X ;X )( resp. F�;� : HomD(�; �) = �� �! HomC(M;X )resp. F�;� : HomD(�; �) =�� �! HomC(X ;N )resp. F�;� : HomD(�; �) =� �! HomC(M;N ) )satisfaisant aux relations 1.3.6.1 et 1.3.6.5 (resp. 1.3.6.2 et 1.3.6.6, resp. 1.3.6.3 et 1.3.6.7,resp. 1.3.6.4 et 1.3.6.8), il su�t de montrer que les morphismes d�e�nis par les formules1.3.6.5 (resp. 1.3.6.6, resp. 1.3.6.7, resp. 1.3.6.8) satisfont aux relations simpliciales perti-nentes, ce qui se v�eri�e comme dans la d�emonstration du th�eor�eme 1.2.6. Pour conclure,on v�eri�e facilement la compatibilit�e de ces foncteurs �a la composition horizontale, ce quiprouve qu'ils d�e�nissent un 2-foncteur. Les d�etails sont laiss�es au lecteur.Exemple 1.3.7. Soient (V;
; I) une cat�egorie mono��dale stricte, (X;�; ") une cog�ebrede V, autrement dit, un objet X de V, et des morphismes� : X ! X 
X ; " : X ! Ide V tels que(1:3:7:1) (�
 1X)� = (1X 
�)� et (" 
 1X)� = 1X = (1X 
 ")� ;(M; b) (resp. (N; s)) un X-comodule �a gauche (resp. �a droite), autrement dit, un objet M(resp. N) de V et un morphismeb :M ! X 
M (resp. s : N ! N 
X )tel que(1:3:7:2) (�
 1M )b = (1X 
 b)b et (" 
 1M )b = 1M(resp. (1N 
�)s = (s 
 1X)s et (1N 
 ")s = 1N ):Soit C la 2-cat�egorie correspondant �a la cat�egorie mono��dale V, autrement dit, la 2-cat�egorieayant un seul objet �, et telle que HomC(�; �) = V, la composition horizontale �etant d�e�niepar le produit tensoriel 
 de V. Alors, en vertu du th�eor�eme 1.3.4, il existe un 2-foncteurunique F : D ! C, de la 2-cat�egorie des simplexes dans C, tel que(1:3:7:3) F (�[ 0 ]) =M ; F (�[ 1 ]�) = X ; F ([ 0 ]�) = N ;F (s) = s ; F (b) = b ; F (�) = � ; F (�) = " :24



En e�et, les relations 1.3.7.1 et 1.3.7.2 sont exactement les relations 1.3.4.1. En particulier,si l'on pose X
n = X 
X 
 . . .
X| {z }n fois ;il r�esulte des relations 1.3.6.4 et 1.3.6.8 qu'il existe un foncteur (n�ecessairement unique, envertu de 1.1.4), not�e aussi F , de la cat�egorie des simplexes � dans la cat�egorie V, tel que(1:3:7:4) F [n ] = N 
X
n 
M ; n � 0F (�0n) = 1N 
 1X
n�1 
 b ; n > 0 ;F (�in) = 1N 
 1X
n�i�1 
�
 1X
i�1 
 1M ; 0 < i < n ;F (�nn) = s 
 1X
n�1 
 1M ; n > 0 ;F (�in) = 1N 
 1X
n�i 
 "
 1X
i 
 1M ; 0 � i � n ;Ce r�esultat s'applique, en particulier, au cas o�u V est la cat�egorie des K modules, o�uK est un anneau commutatif, et 
 le produit tensoriel 
K sur K (en consid�erant qu'ils'agit d'une cat�egorie mono��dale stricte, quitte �a la remplacer par une cat�egorie mono��dalestricte, mono��dalement �equivalente), dans quel cas on a des cog�ebres et comodules au sensordinaire.
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2. Carr�es cocartieriens et produits tensoriels tordusDans la suite de cet article, on se �xe un anneau commutatif K. On dira module, pourK-module, application lin�eaire, pour application K-lin�eaire, alg�ebre, pour K-alg�ebre asso-ciative unif�ere, et morphisme d'alg�ebres, pour morphisme unif�ere de K-alg�ebres. On notera
 le produit tensoriel 
K sur K, et Alg la cat�egorie des K-alg�ebres.2.1. La classi�cation des carr�es cocartieriens de base donn�ee.D�e�nition 2.1.1. On dit qu'un carr�eA wvuu Cu jB wi D ; not�e (u; v; i; j) ;de Alg est cocartierien direct sia) il est commutatif ;b) le morphisme de (A ;A)-bimodules'(u; v; i; j) : B 
A C �! Db 
A c 7! i(b)j(c)est un isomorphisme.Les carr�es cocartieriens directs sont consid�er�es comme plong�es dans un plan orient�e. Ene�et, l'hypoth�ese que (u; v; i; j) est un carr�e cocartierien direct n'implique pas qu'il en estde même pour le carr�e (v; u; j; i). On dira que le carr�e (u; v; i; j) est cocartierien inverse sile carr�e (v; u; j; i) est cocartierien direct. On dira que (u; v; i; j) est cocartierien s'il est �a lafois cocartierien direct et cocartierien inverse, autrement dit, s'il satisfait aux conditions(a), (b) ci-dessus ainsi qu'�a la conditionc) le morphisme de (A ;A)-bimodules'0(u; v; i; j) : C 
A B �! Dc
A b 7! j(c)i(b)est un isomorphisme. On dit que le diagrammeA wvuu CB ; not�e (u; v) ;est la base du carr�e cocartierien direct (resp. cocartierien inverse) (resp. cocartierien)(u; v; i; j). 27



2.1.2. Soit (u; v; i; j) un carr�e cocartierien direct comme ci-dessus. On noteT = T (u; v; i; j) : C 
A B �! B 
A Cle morphisme de (A ;A)-bimodules d�e�ni parT = T (u; v; i; j) = '�1(u; v; i; j)'0(u; v; i; j) :Alors les deux diagrammes suivants sont commutatifs(2:1:2:1) C 
A C 
A B w1C 
A Tu �C 
A 1B C 
A B 
A C wT 
A 1C B 
A C 
A Cu1B 
A �CC 
A B wT B 
A Cet(2:1:2:2) C 
A B 
A B wT 
A 1Bu 1C 
A �B B 
A C 
A B w1B 
A T B 
A B 
A Cu�B 
A 1CC 
A B wT B 
A Cautrement dit,(2:1:2:3) (1B 
A �C)(T 
A 1C)(1C 
A T ) = T (�C 
A 1B)et(2:1:2:4) (�B 
A 1C)(1B 
A T )(T 
A 1B) = T (1C 
A �B) ;o�u �B : B
A B ! B et �C : C 
A C ! C d�esignent les morphismes de (A ;A)-bimodulesd�e�nis par les multiplications de B et C respectivement. En e�et, si �D : D 
A D ! Dd�esigne le morphisme de (A ;A)-bimodules d�e�ni par la multiplication de D, par d�e�nitionde T , on a �D(i 
A j)T = '(u; v; i; j)T = '0(u; v; i; j) = �D(j 
A i) :On en d�eduit que'(u; v; i; j)(1B 
A �C)(T 
A 1C)(1C 
A T )= �D(i 
A j)(1B 
A �C)(T 
A 1C)(1C 
A T )= �D(1D 
A �D)(i 
A j 
A j)(T 
A 1C)(1C 
A T )= �D(�D 
A 1D)(i 
A j 
A j)(T 
A 1C)(1C 
A T )= �D(�D 
A 1D)(j 
A i
A j)(1C 
A T )= �D(1D 
A �D)(j 
A i
A j)(1C 
A T )= �D(1D 
A �D)(j 
A j 
A i) = �D(�D 
A 1D)(j 
A j 
A i)= �D(j 
A i)(�C 
A 1B) = '(u; v; i; j)T (�C 
A 1B)28



(la deuxi�eme et l'huiti�eme �egalit�e r�esultant du fait que j est un morphisme d'alg�ebres, et latroisi�eme, la cinqui�eme et la septi�eme de l'associativit�e de la multiplication de D), ce quiprouve la relation 2.1.2.3, puisque, par hypoth�ese, '(u; v; i; j) est inversible. La relation2.1.2.4 se d�emontre de fa�con duale. De plus, pour tous b 2 B et c 2 C, on a(2:1:2:5) T (c
A 1) = 1
A c et T (1
A b) = b
A 1 ;o�u 1 d�esigne indi��eremment l'unit�e de l'alg�ebre B ou C. En e�et,'(u; v; i; j)T (c
A1) = �D(j
Ai)(c
A1) = j(c) = �D(i
Aj)(1
Ac) = '(u; v; i; j)(1
Ac);ce qui prouve que T (c 
A 1) = 1 
A c, et la relation T (1 
A b) = b 
A 1 se d�emontre defa�con duale. Les relations 2.1.2.5 sont �equivalentes aux relations(2:1:2:6) T (1C 
A u) = u
A 1C et T (v 
A 1B) = 1B 
A v ;qui ont un sens modulo les identi�cations(2:1:2:7) C 
A A ' C ' A 
A C et A
A B ' B ' B 
A A :Il faut n�eanmoins se garder de croire que les relations 2.1.2.6 impliquent que, pour tousa 2 A, b 2 B, c 2 C, on aitT (c
A u(a)) = u(a) 
A c et T (v(a) 
A b) = b 
A v(a) :En fait, elles impliquent queT (c
A u(a)) = (u
A 1C)(1
A cv(a)) = 1
A cv(a)et T (v(a) 
A b) = (1B 
A v)(u(a)b 
A 1) = u(a)b 
A 1 ;car l'identi�cation 2.1.2.7 de C 
A A avec A 
A C (resp. de A 
A B avec B 
A A) n'estpas c 
A a 7! a 
A c (resp. a 
A b 7! b 
A a) mais c 
A a 7! cv(a) 7! 1 
A cv(a) (resp.a
A b 7! u(a)b 7! u(a)b 
A 1.Si u : A! B et v : A! C sont des morphismes d'alg�ebres etT : C 
A B �! B 
A Cun morphisme de (A ;A)-bimodules satisfaisant aux conditions 2.1.2.3, 2.1.2.4 et 2.1.2.5,on dit que T est un A-tressage de l'alg�ebre B avec l'alg�ebre C. On remarque que siT : C 
A B �! B 
A C est un isomorphisme de (A ;A)-bimodules, pour qu'il soit unA-tressage de l'alg�ebre B avec l'alg�ebre C, il su�t qu'il satisfasse aux conditions 2.1.2.3 et2.1.2.4. En e�et, alors pour tout c, c 2 C, on aT (c
A 1) = (�B 
A 1C)(1B 
A T )(1
A c
A 1)= (�B 
A 1C)(1B 
A T )(T 
A 1B)(T�1 
A 1B)(1 
A c
A 1)= T (1C 
A �B)(T�1 
A 1B)(1 
A c
A 1)= TT�1(1
A c) = 1
A c ;et on d�emontre de fa�con duale que, pour tout b, b 2 B, on a T (1
A b) = b
A 1.29



2.1.3. Soient A wvuu Cu jB wi D et A wvuu Cu j0B wi0 D0deux carr�es cocartieriens directs de même base (u; v). On dit qu'ils sont isomorphes s'ilexiste un isomorphisme d'alg�ebres w : D! D0 tel que i0 = wi et j0 = wj.Th�eor�eme 2.1.4 [Ca]. L'application qui associe �a un carr�e cocartierien direct (u; v; i; j)le morphisme de (A ;A)-bimodules T (u; v; i; j) �etablit une bijection entre l'ensemble desclasses d'isomorphisme de carr�es cocartieriens directs de base (u; v) et l'ensemble desA-tressages T de l'alg�ebre B avec l'alg�ebre C. L'application inverse associe �a T le car-r�e cocartierien direct (u; v; i; j) = A wvuu Cu jB wi Dd�e�ni comme suit. Comme (A ;A)-bimodule D = B 
A C , le morphisme de (A ;A)-bimo-dules � : D 
A D! D associ�e �a la multiplication de D est d�e�ni par(2:1:4:1) � = (�B 
A �C)(1B 
A T 
A 1C)et les morphismes d'alg�ebres i : B ! D et j : C ! D sont d�e�nis par(2:1:4:2) i(b) = b
A 1 ; b 2 B ; et j(c) = 1
A c ; c 2 C ;autrement dit,(2:1:4:3) i = 1B 
A v et j = u
A 1C :De plus, on a �(i 
A j) = 1D , T = �(j 
A i) , et le carr�e cocartierien direct (u; v; i; j)satisfait �a la propri�et�e universelle suivante. Pour tout diagramme commutatif d'alg�ebresA wvuu Cu j0B wi0 Etel que �E(i0 
A j0)T = �E(j0 
A i0) , o�u �E d�esigne le morphisme de (A ;A)-bimodulesassoci�e �a la multiplication de E , il existe un morphisme unique d'alg�ebres w : D ! E telque i0 = wi et j0 = wj , et cet unique morphisme w est �egal �a �E(i0 
A j0). En�n, le carr�e(u; v; i; j) est cocartierien si et seulement si T est bijectif.30



D�emonstration. Montrons que si T est un A-tressage de l'alg�ebre B avec l'alg�ebre C,alors la multiplication � de D = B 
A C d�e�nie par 2.1.4.1 est associative. En e�et, on a�(� 
A 1D) = (�B 
A �C)(1B 
A T 
A 1C)(�B 
A �C 
A 1B 
A 1C)(1B 
A T 
A 1C 
A 1B 
A 1C)= (�B 
A �C)(�B 
A 1B 
A �C 
A 1C)(1B 
A 1B 
A T 
A 1C 
A 1C)(1B 
A 1B 
A 1C 
A T 
A 1C)(1B 
A T 
A 1C 
A 1B 
A 1C)= (�B 
A �C)(1B 
A �B 
A 1C 
A �C)(1B 
A 1B 
A T 
A 1C 
A 1C)(1B 
A T 
A 1B 
A 1C 
A 1C)(1B 
A 1C 
A 1B 
A T 
A 1C)= (�B 
A �C)(1B 
A T 
A 1C)(1B 
A 1C 
A �B 
A �C)(1B 
A 1C 
A 1B 
A T 
A 1C)= �(1D 
A �)(la deuxi�eme �egalit�e r�esultant de 2.1.2.3, la troisi�eme de l'associativit�e de B et C, et laquatri�eme de 2.1.2.4). D'autre part, en vertu de 2.1.2.5, pour tous b 2 B et c 2 C, on a�(b 
A c
A 1
A 1) = (�B 
A �C)(1B 
A T 
A 1C)(b 
A c
A 1
A 1)= (�B 
A �C)(b 
A 1
A c
A 1) = b
A cet �(1
A 1
A b
A c) = (�B 
A �C)(1B 
A T 
A 1C)(1 
A 1
A b
A c)= (�B 
A �C)(1 
A b 
A 1
A c) = b
A c ;o�u 1 d�esigne indi��eremment l'unit�e de B ou C, ce qui prouve que 1 
A 1 est une unit�epour �, et prouve que D, muni de la multiplication �, est une alg�ebre.Montrons que les applications lin�eaires i et j, d�e�nies par 2.1.4.2, sont des morphismesd'alg�ebres. Pour tous b; b0 2 B, on a�(i 
A i)(b 
A b0) = (�B 
A �C)(1B 
A T 
A 1C)(b 
A 1
A b0 
A 1)= (�B 
A �C)(b 
A b0 
A 1
A 1) = �B(b 
A b0) 
A 1 = i�B(b 
A b0)(la deuxi�eme �egalit�e r�esultant de 2.1.2.5), ce qui prouve que i est un morphisme d'alg�ebres.Pour j, la d�emonstration est duale.Montrons que le carr�e (u; v; i; j) est cocartierien direct. On remarque que(2:1:4:4) T (v 
A u) = T (1C 
A u)v = (u
A 1C)v = u
A v(la deuxi�eme �egalit�e r�esultant de 2.1.2.6). On a donc'(u; v; i; j) = �(i 
A j) = (�B 
A �C)(1B 
A T 
A 1C)(1B 
A v 
A u
A 1C)= (�B 
A �C)(1B 
A u
A v 
A 1C) = 1B 
A 1C31



(car la propri�et�e d'unit�e de �B et �C implique que �B(1B 
A u) = 1B et �C(v 
A 1C) =1C respectivement), ce qui prouve que '(u; v; i; j) est le morphisme identique, et est, enparticulier, un isomorphisme. Cela implique aussi queT (u; v; i; j) = '0(u; v; i; j) = �(j 
A i)= (�B 
A �C)(1B 
A T 
A 1C)(u
A 1C 
A 1B 
A v)= (�B 
A �C)(u
A 1B 
A 1C 
A v)T = T(car la propri�et�e d'unit�e de �B et �C implique que �B(u
A 1B) = 1B et �C(1C 
A v) =1C respectivement), ce qui prouve que l'application qui associe �a un carr�e cocartierien(u; v; i; j) le A-tressage T (u; v; i; j) est un inverse �a gauche de l'application qui associe �aun A-tressage T le carr�e cocartierien (u; v; i; j) d�e�ni ci-dessus.Montrons la propri�et�e universelle. Soit doncA wvuu Cu j0B wi0 Eun carr�e commutatif d'alg�ebres tel que(2:1:4:5) �E(i0 
A j0)T = �E(j0 
A i0) ;o�u �E d�esigne le morphisme de (A ;A)-bimodules d�e�ni par la multiplication de E. Siw : D! E est un morphisme d'alg�ebres tel que i0 = wi et j0 = wj, comme, en vertu de cequi pr�ec�ede, �(i 
A j) = 1B 
A 1C, on aw = w�(i 
A j) = �E(w 
A w)(i 
A j) = �E(i0 
A j0) ;ce qui prouve l'unicit�e de w. Pour conclure, il su�t de montrer que le morphisme de (A ;A)-bimodules w, d�e�ni par la formule ci-dessus, est un morphisme d'alg�ebres et satisfait auxrelations i0 = wi et j0 = wj. On aw� = �E(i0 
A j0)(�B 
A �C)(1B 
A T 
A 1C)= �E(�E 
A �E)(i0 
A i0 
A j0 
A j0)(1B 
A T 
A 1C)= �E(1E 
A �E)(1E 
A �E 
A 1E)(i0 
A i0 
A j0 
A j0)(1B 
A T 
A 1C)= �E(1E 
A �E)(1E 
A �E 
A 1E)(i0 
A j0 
A i0 
A j0)= �E(�E 
A �E)(i0 
A j0 
A i0 
A j0) = �E(w 
A w)(la deuxi�eme �egalit�e r�esultant du fait que i0 et j0 sont des morphismes d'alg�ebres, la troi-si�eme et la cinqui�eme de l'associativit�e de �E, et la quatri�eme de 2.1.4.5),w(1
A 1) = �E(i0 
A j0)(1 
A 1) = �E(1 
A 1) = 1 ;32



ce qui prouve que w est un morphisme d'alg�ebres, etwi = �E(i0 
A j0)(1B 
A v) = �E(i0 
A i0)(1B 
A u) = i0�B(1B 
A u) = i0(la deuxi�eme �egalit�e r�esultant de la commutativit�e du carr�e (u; v; i0; j0), la troisi�eme dufait que i0 est un morphisme d'alg�ebres, et la quatri�eme de la propri�et�e d'unit�e de �B). Larelation wj = j0 se d�emontre de fa�con duale.Supposons maintenant que le carr�e (u; v; i0; j0) soit cocartierien direct, et posonsT = T (u; v; i0; j0) :Alors, par d�e�nition de T (u; v; i0; j0), on a�E(i0 
A j0)T = �E(j0 
A i0) :En vertu de ce qui pr�ec�ede, il existe donc un unique morphisme d'alg�ebres w : D ! E telque i0 = wi et j0 = wj, et on aw = �E(i0 
A j0) = '(u; v; i0; j0) :On en d�eduit que w est un isomorphisme d'alg�ebres, ce qui ach�eve la d�emonstration dufait que l'application qui associe �a un carr�e cocartierien direct (u; v; i; j) le morphisme de(A ;A)-bimodules T (u; v; i; j) �etablit une bijection entre l'ensemble des classes d'isomor-phisme de carr�es cocartieriens directs de base (u; v) et l'ensemble des A-tressages T del'alg�ebre B avec l'alg�ebre C. La derni�ere assertion du th�eor�eme est �evidente.D�e�nition 2.1.5. SoientA, B, et C des alg�ebres, u : A! B et v : A! C des morphismesd'alg�ebres et T : C 
A B ! B 
A C un A-tressage de l'alg�ebre B avec l'alg�ebre C. On ditque l'alg�ebre B
AC dont la multiplication � est d�e�nie par 2.1.4.1 est le produit tensorieltordu sur A de B et C associ�e au A-tressage T . On dit qu'une structure d'alg�ebre surB
A C est un produit tensoriel tordu sur A de B et C s'il existe un A-tressage T , tel quecette structure soit le produit tensoriel tordu sur A, associ�e �a ce tressage. On dit qu'unproduit tensoriel tordu sur A est r�egulier si le A-tressage correspondant est bijectif, ou defa�con �equivalente, si le carr�e cocartierien direct correspondant est cocartierien.Remarque 2.1.6. a) En vertu du th�eor�eme 2.1.4, l'ensemble des structures d'alg�ebre surB
AC qui sont un produit tensoriel tordu sur A de B et C est en bijection avec l'ensembledes A-tressages de B avec C, et une structure d'alg�ebre sur B
AC est un produit tensorieltordu si et seulement si, pour tous b; b0 2 B et c; c0 2 C, on a(b
A1)�(b0
A1) = bb0
A1 ; (1
Ac)�(1
Ac0) = 1
Acc0 ; (b
A1)�(1
Ac) = b
Ac :b) Si B = A et u = 1A, l'isomorphisme canonique C 
A A ! A 
A C, d�eduit desidenti�cations C 
A A ' C ' A 
A C, est un A-tressage de l'alg�ebre A avec l'alg�ebre C,et la structure d'alg�ebre sur A 
A C, produit tensoriel tordu sur A, associ�e �a ce tressage,s'identi�e �a celle de l'alg�ebre C.c) Si l'alg�ebre A est commutative et si l'image de u (resp. v) est centrale dans B (resp.C), autrement dit, si u (resp. v) fait de B (resp. C) une A-alg�ebre, alors la volte� : C 
A B �! B 
A Cc
A b 7�! b 
A c33



est un A-tressage de l'alg�ebre B avec l'alg�ebre C, et la structure d'alg�ebre sur B 
A C,produit tensoriel tordu sur A, associ�e �a ce tressage, s'identi�e �a la structure de produittensoriel ordinaire sur A des alg�ebres B et C.Corollaire 2.1.7. Soient A, B, B0, C, C 0 des alg�ebres,u : A �! B ; u0 : A �! B0 ; v : A �! C ; v0 : A �! C 0 ;des morphismes d'alg�ebres, etT : C 
A B �! B 
A C (resp. T 0 : C 0 
A B0 �! B0 
A C 0 )un A-tressage de l'alg�ebre B (resp. B0) avec l'alg�ebre C (resp. C 0). Soientf : B �! B0 ; g : C �! C 0des morphismes d'alg�ebres tels que u0 = fu, v0 = gv, et tels que le carr�eC 
A B wTug 
A f B 
A Cu f 
A gC 0 
A B0 wT 0 B0 
A C 0soit commutatif. Alors, si l'on munit B 
A C (resp. B0 
A C 0) de la structure d'alg�ebre,produit tensoriel tordu sur A de B et C (resp. B0 et C 0), associ�e au tressage T (resp. T 0),le morphisme de (A ;A)-bimodules f 
A g est un morphisme d'alg�ebres.D�emonstration. Consid�erons les carr�es cocartieriens correspondants aux A-tressages Tet T 0 A wvuu Cu jB wi D = B 
A C A wv0uu0 C 0u j0B0 wi0 D0 = B0 
A C 0i = 1B 
A v i0 = 1B0 
A v0j = u
A 1C j0 = u0 
A 1C0et notons � : D 
A D �! D ; �0 : D0 
A D0 �! D0les morphismes de (A ;A)-bimodules d�e�nis par les multiplications de D et D0 respective-ment. En vertu du th�eor�eme 2.1.4, on a �0(i0 
A j0) = 1D0 et �0(j0
A i0) = T 0. Si l'on posei00 = i0f , j00 = j0g, on a donc�0(i00 
A j00) = �0(i0 
A j0)(f 
A g) = (f 
A g) ;�0(j00 
A i00) = �0(j0 
A i0)(g 
A f) = T 0(g 
A f)et, en particulier,�0(i00 
A j00)T = (f 
A g)T = T 0(g 
A f) = �0(j00 
A i00) :En vertu donc de la propri�et�e universelle de l'alg�ebre D, �etablie dans le th�eor�eme 2.1.4,il existe un unique morphisme d'alg�ebres w : D ! D0, tel que i00 = wi et j00 = wj, etw = �0(i00 
A j00) = f 
A g, ce qui prouve le corollaire.34



2.2. Les sorites sur les carr�es cocartieriens.Lemme 2.2.1. Soit(2:2:1:1) A wvuu Cu jB wi Dun diagramme d'alg�ebres et de morphismes d'alg�ebres, et consid�erons le diagramme(2:2:1:2) A� wv�uu� C�u j�B� wi� D� ;o�u pour une alg�ebre X on note X� l'alg�ebre oppos�ee et pour un morphisme d'alg�ebrest : X ! Y , on note t� : X� ! Y � le morphisme d'alg�ebres ayant même applicationsous-jacente que t. Alors les conditions suivantes sont �equivalentes :a) le carr�e (u; v; i; j) est cocartierien direct ;b) le carr�e (u; v; i; j)� := (v�; u�; j�; i�) est cocartierien direct, autrement dit le carr�e(u�; v�; i�; j�) est cocartierien inverse.Lemme 2.2.2. Soit u : A ! B un morphisme d'alg�ebres. Alors les carr�es (u; 1A; 1B; u)et (1A; u; u; 1B) A w1Auu Au uB w1B B ; A wuu1A Bu 1BA wu Bsont cocartieriens directs (donc cocartieriens).La d�emonstration des lemmes 2.2.1 et 2.2.2 est imm�ediate.Lemme 2.2.3. Le produit tensoriel (sur K) de deux carr�es cocartieriens directs est co-cartierien direct, autrement dit, siA wvuu Cu jB wi D ; A0 wv0uu0 C 0u j0B0 wi0 D0sont des diagrammes d'alg�ebres et de morphismes d'alg�ebres et si les carr�es (u; v; i; j) et(u0; v0; i0; j0) sont cocartieriens directs, il en est de même pour le carr�e :(u
 u0; v 
 v0; i
 i0; j 
 j0) = A 
A0 wv 
 v0uu
 u0 C 
C 0u j 
 j0B 
B0 wi
 i0 D 
D0 :35



D�emonstration. Par hypoth�ese, les morphismesB 
A C '�! D et B0 
A0 C 0 '0�! D0b
A c 7! i(b)j(c) b0 
A0 c0 7! i0(b0)j0(c0)sont des isomorphismes de K-modules, et il s'agit de montrer que(B 
B0) 
A
A0 (C 
 C 0)  ���! D 
D0(b 
 b0) 
A
A0 (c
 c0) 7! �i(b) 
 i0(b0)� � �j(c)
 j0(c0)�est aussi un isomorphisme de K-modules. Or, on a un isomorphisme canonique(B 
B0) 
A
A0 (C 
 C 0) ��! (B 
A C)
 (B0 
A0 C 0)(b 
 b0) 
A
A0 (c
 c0) 7�! (b 
A c)
 (b0 
A0 c0)et on v�eri�e aussitôt que  = ('
 '0)�, ce qui prouve le lemme.Lemme 2.2.4. Soit A wbua B2 weu d C2u g(1) (2)B1 wc C1 wf Dun diagramme commutatif d'alg�ebres et de morphismes d'alg�ebres. On suppose que le carr�e(1) = (a; b; c; d) est cocartierien direct. Alors les deux conditions suivantes sont �equiva-lentes :a) le carr�e (2) = (d; e; f; g) est cocartierien direct ;b) le carr�e (2) � (1) = (a; eb; fc; g) est cocartierien direct.D�emonstration. Consid�erons le diagramme de K-modules et applications K-lin�eaires(2:2:4:1) B1 
A B2 
B2 C2 w�u� B1 
A C2u  C1 
B2 C2 w' D ;o�u � d�esigne l'isomorphisme canonique�(x1 
A x2 
B2 y2) = x1 
A e(x2)y2 ; x1 2 B1 ; x2 2 B2 ; y2 2 C2 ;36



et les applications lin�eaires �, ',  sont d�e�nies par�(x1 
A x2 
B2 y2) = c(x1)d(x2) 
B2 y2 ; x1 2 B1 ; x2 2 B2 ; y2 2 C2 ;'(y1 
B2 y2) = f(y1)g(y2) ; y1 2 C1 ; y2 2 C2 ; (x1 
A y2) = fc(x1)g(y2) ; x1 2 B1 ; y2 2 C2 :Le diagramme ci-dessus est commutatif. En e�et, pour tous x1 2 B1, x2 2 B2, y2 2 C2,on a �(x1 
A x2 
B2 y2) =  �x1 
A e(x2)y2� = fc(x1)g�e(x2)y2� = fc(x1)ge(x2)g(y2)et'�(x1 
A x2 
B2 y2) = '�c(x1)d(x2) 
B2 y2� = f�c(x1)d(x2)�g(y2) = fc(x1)fd(x2)g(y2)et la commutativit�e du diagramme 2.2.4.1 r�esulte de celle de (2). Comme le carr�e (a; b; c; d)est cocartierien direct, � est un isomorphisme, et comme � est un isomorphisme, ' est unisomorphisme si et seulement si  l'est, ce qui prouve le lemme.Proposition 2.2.5. Soient n un entier, pour tous k, l, 0 � k � l � n, (k; l) 6=(0; 0), (k; l) 6= (n; n), une alg�ebre Bk;l, pour tous k, l, 0 � k < l � n, (k; l) 6= (0; 1),bk;l : Bk;l�1 ! Bk;l un morphisme d'alg�ebres, pour tous k, l, 0 � k < l � n, (k; l) 6=(n � 1; n), sk;l : Bk+1;l ! Bk;l un morphisme d'alg�ebres, tels que pour tous k, l, 0 � k,k + 1 � l � 1, l � n, on aitBk+1;l�1 wbk+1;lusk;l�1 Bk+1;lu sk;lBk;l�1 wbk;l Bk;l sk;lbk+1;l = bk;lsk;l�1 :Les conditions suivantes sont �equivalentes :a) pour tous k, l, 0 � k, k + 1 � l � 1, l � n, le carr�e (k; l) = (sk;l�1; bk+1;l; bk;l; sk;l)est cocartierien direct ;b) pour tous k, l, 0 � k, k + 1 � l � 1, l � n, le carr�e(k; l)�(k; l�1)�� � � �(k; k+2) = (sk;k+1; bk+1;lbk+1;l�1 � � � bk+1;k+2; bk;lbk;l�1 � � � bk;k+2; sk;l)est cocartierien direct ;c) pour tous k, l, 0 � k, k + 1 � l � 1, l � n, le carr�e(k; l) � (k + 1; l) � � � � � (l � 2; l) = (sk;l�1sk+1;l�1 � � � sl�2;l�1; bl�1;l; bk;l; sk;lsk+1;l � � � sl�2;l)est cocartierien direct ; 37



d) pour tous k, k0, l, l0, 0 � k < k0 � l0 < l � n, le carr�eBk0;l0 wu Bk0;luBk;l0 w Bk;l(sk;l0sk+1;l0 � � � sk0�1;l0 ; bk0;lbk0;l�1 � � � bk0;l0+1; bk;lbk;l�1 � � � bk;l0+1; sk;lsk+1;l � � � sk0�1;l)est cocartierien direct ;e) pour tous k, l, 0 � k, k + 1 � l � 1, l � n, l'application lin�eaireBk;k+1 
Bk+1;k+1 Bk+1;k+2 
Bk+2;k+2 � � � 
Bl�1;l�1 Bl�1;l 'k;l�! Bk;lx1 
Bk+1;k+1 x2 
Bk+2;k+2 � � � 
Bl�1;l�1 xl�k 7! i1(x1)i2(x2) � � � il�k(xl�k) ;o�u pour tout p, 1 � p � l � k,ip = bk;lbk;l�1 � � � bk;k+p+1sk;k+psk+1;k+p � � � sk+p�2;k+p(i1 = bk;lbk;l�1 � � � bk;k+2 et il�k = sk;lsk+1;l � � � sl�2;l) est bijective.B4;4 wb4;5us3;4 B4;5u s3;5B3;3 wb3;4us2;3 B3;4 wb3;5us2;4 B3;5u s2;5B2;2 wb2;3us1;2 B2;3 wb2;4us1;3 B2;4 wb2;5us1;4 B2;5u s1;5B1;1 wb1;2us0;1 B1;2 wb1;3us0;2 B1;3 wb1;4us0;3 B1;4 wb1;5us0;4 B1;5u s0;5B0;1 wb0;2 B0;2 wb0;3 B0;3 wb0;4 B0;4 wb0;5 B0;5Figure 1 : cas n = 538



D�emonstration. L'�equivalence des conditions (a), (b), (c) et (d) r�esulte aussitôt dulemme 2.2.4. L'�equivalence de (c) et (e) va r�esulter de deux observations suivantes. Soientk, l, 0 � k, k + 1 � l � 1, l � n :i) si l� k = 2, l'application 'k;l est, par d�e�nition, bijective si et seulement si le carr�e(k; l) = (l � 2; l) = (sl�2;l�1; bl�1;l; bl�2;l; sl�2;l) est cocartierien direct ;ii) si l � k > 2, pourvu que l'application 'k;l�1 soit bijective, l'application 'k;l estbijective si et seulement si le carr�e(k; l) � (k + 1; l) � � � � � (l � 2; l) = (sk;l�1sk+1;l�1 � � � sl�2;l�1; bl�1;l; bk;l; sk;lsk+1;l � � � sl�2;l)est cocartierien direct.Cela r�esulte aussitôt de la commutativit�e du triangle suivant :Bk;k+1 
Bk+1;k+1 � � � 
Bl�2;l�2 Bl�2;l�1 
Bl�1;l�1 Bl�1;lu'k;l�1 
Bl�1;l�1 1Bl�1;l [[[[[[[[[[[[]'k;lBk;l�1 
Bl�1;l�1 Bl�1;l w Bk;lx
Bl�1;l�1 y 7! bk;l(x)sk;lsk+1;l � � � sl�2;l(y)L'�equivalence de (c) et (e) en r�esulte par r�ecurrence sur l � k � 2.2.3. Produits tensoriels tordus multiples.Les r�esultats de ce paragraphe ne sont utilis�es que dans 3.4 et 4.4.4.D�e�nition 2.3.1. Soient B une alg�ebre, X1, X2, X3 trois (B ;B)-bimodules etTji : Xj 
B Xi �! Xi 
B Xj ; 1 � i < j � 3 ;des morphismes de (B ;B)-bimodules. On dit que le triplet (T21; T31; T32) satisfait �a l'�equa-tion de Yang-Baxter quantique si le diagramme suivant est commutatifX3 
B X2�1X3
BT21 
B X1 wT32
B1X1 X2 
B X3NNNNNNP1X2
BT31
B X1X3 
B X1NNNNNNPT31
B1X2
B X2 X2 
B X1� T21
B1X3
B X3X1 
B X3 
B X2 w1X1
BT32 X1 
B X2 
B X3 ;autrement dit,(T21 
B 1X3)(1X2 
B T31)(T32 
B 1X1) = (1X1 
B T32)(T31 
B 1X2)(1X3 
B T21) :Si X1 = X2 = X3 et T21 = T31 = T32 = T , on dit, plus simplement, que T satisfait �al'�equation de Yang-Baxter quantique. 39



Lemme 2.3.2. Soient B une alg�ebre, Xi, 1 � i � 4, des (B ;B)-bimodules etTji : Xj 
B Xi �! Xi 
B Xj ; 1 � i < j � 4 ; (i; j) 6= (1; 2) ;des morphismes de (B ;B)-bimodules tels que les triplets (T31; T41; T43) et (T32; T42; T43)satisfassent �a l'�equation de Yang-Baxter quantique. On poseT3;12 = (1X1 
B T32)(T31 
B 1X2)T4;12 = (1X1 
B T42)(T41 
B 1X2) :Alors le triplet (T3;12; T4;12; T43) satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique.D�emonstration. On a(T3;12 
B 1X4)(1X3 
B T4;12)(T43 
B 1X1
BX2)= (1X1 
B T32 
B 1X4)(T31 
B 1X2 
B 1X4)(1X3 
B 1X1 
B T42)(1X3 
B T41 
B 1X2)(T43 
B 1X1 
B 1X2)= (1X1 
B T32 
B 1X4)(1X1 
B 1X3 
B T42)(T31 
B 1X4 
B 1X2)(1X3 
B T41 
B 1X2)(T43 
B 1X1 
B 1X2)= (1X1 
B T32 
B 1X4)(1X1 
B 1X3 
B T42)(1X1 
B T43 
B 1X2)(T41 
B 1X3 
B 1X2)(1X4 
B T31 
B 1X2)= (1X1 
B 1X2 
B T43)(1X1 
B T42 
B 1X3)(1X1 
B 1X4 
B T32)(T41 
B 1X3 
B 1X2)(1X4 
B T31 
B 1X2)= (1X1 
B 1X2 
B T43)(1X1 
B T42 
B 1X3)(T41 
B 1X2 
B 1X3)(1X4 
B 1X1 
B T32)(1X4 
B T31 
B 1X2)= (1X1
BX2 
B T43)(T4;12 
B 1X3)(1X4 
B T3;12)(la troisi�eme (resp. la quatri�eme) �egalit�e r�esultant du fait que le triplet (T31; T41; T43) (resp.(T32; T42; T43)) satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique), ce qui prouve le lemme.Lemme 2.3.3. Soient B, X1, X2, X3 des alg�ebres, ui : B ! Xi, i = 1; 2; 3, des mor-phismes d'alg�ebres, etTji : Xj 
B Xi �! Xi 
B Xj ; 1 � i < j � 3 ;un B-tressage de l'alg�ebre Xi avec l'alg�ebre Xj . On munit Xi 
B Xj , 1 � i < j � 3, de lastructure d'alg�ebre produit tensoriel tordu sur B de Xi et Xj , associ�e au tressage Tji.i) Si l'on pose(2:3:3:1) T3;12 = (1X1 
B T32)(T31 
B 1X2) ;40



(2:3:3:2) T23;1 = (T21 
B 1X3)(1X2 
B T31) ;les conditions suivantes sont �equivalentes :a) le triplet (T21; T31; T32) satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique;b) T3;12 est un B-tressage de l'alg�ebre X1 
B X2 avec l'alg�ebre X3;c) T23;1 est un B-tressage de l'alg�ebre X1 avec l'alg�ebre X2 
B X3.De plus, si ces conditions sont satisfaites, la structure d'alg�ebre sur X1 
B X2 
B X3,produit tensoriel tordu sur B de X1 
B X2 et X3, associ�e au B-tressage T3;12, co��ncideavec celle de produit tensoriel tordu sur B de X1 et X2
BX3, associ�e au B-tressage T23;1,et le morphisme de (B ;B)-bimodules 1X1 
B u2 
B 1X3 : X1 
B X3 ! X1 
B X2 
B X3est un morphisme d'alg�ebres.ii) R�eciproquement, supposont X1
BX2
BX3 muni d'une structure d'alg�ebre, faisantde X1 
B X2 
B X3 un produit tensoriel tordu sur B de X1 
B X2 et X3, associ�e �a unB-tressage T3;12. Si 1X1
Bu2
B 1X3 et u1
B 1X2
B 1X3 sont des morphismes l'alg�ebres,alors le B-tressage T3;12 est donn�e par la formule 2.3.3.1 En particulier, l'existence d'unetelle structure d'alg�ebre sur X1
BX2
BX3 implique que le triplet (T21; T31; T32) satisfait�a l'�equation de Yang-Baxter quantique.D�emonstration. On note �i : Xi 
B Xi ! Xi, 1 � i � 3, le morphisme de(B ;B)-bimodules d�e�ni par la multiplication de Xi, et�ij : Xi 
B Xj 
B Xi 
B Xj ���! Xi 
B Xj ; 1 � i < j � 3 ;le morphisme de (B ;B)-bimodules d�e�ni par la multiplication de Xi
BXj . Par d�e�nition,�ij = (�i 
B �j)(1Xi 
B Tji 
B 1Xj ) :Pour d�emontrer la partie (i), montrons d'abord que T3;12 satisfait �a la condition 2.1.2.3.On a (1X1
BX2 
B �3)(T3;12 
B 1X3)(1X3 
B T3;12)= (1X1 
B 1X2 
B �3)(1X1 
B T32 
B 1X3)(T31 
B 1X2 
B 1X3)(1X3 
B 1X1 
B T32)(1X3 
B T31 
B 1X2)= (1X1 
B 1X2 
B �3)(1X1 
B T32 
B 1X3)(1X1 
B 1X3 
B T32)(T31 
B 1X3 
B 1X2)(1X3 
B T31 
B 1X2)= (1X1 
B T32)(1X1 
B �3 
B 1X2)(T31 
B 1X3 
B 1X2)(1X3 
B T31 
B 1X2)= (1X1 
B T32)(T31 
B 1X2)(�3 
B 1X1 
B 1X2)= T3;12(�3 
B 1X1
BX2)41



(la troisi�eme �egalit�e r�esultant de 2.1.2.3 pour T32, et la quatri�eme de 2.1.2.3 pour T31),ce qui prouve 2.1.2.3 pour T3;12. Montrons que T3;12 satisfait �a la condition 2.1.2.4 si etseulement si le triplet (T21; T31; T32) satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique. On a(�12 
B 1X3)(1X1
BX2 
B T3;12)(T3;12 
B 1X1
BX2)= (�1 
B �2 
B 1X3)(1X1 
B T21 
B 1X2 
B 1X3)(1X1 
B 1X2 
B 1X1 
B T32)(1X1 
B 1X2 
B T31 
B 1X2)(1X1 
B T32 
B 1X1 
B 1X2)(T31 
B 1X2 
B 1X1 
B 1X2)= (�1 
B �2 
B 1X3)(1X1 
B 1X1 
B 1X2 
B T32)(1X1 
B T21 
B 1X3 
B 1X2)(1X1 
B 1X2 
B T31 
B 1X2)(1X1 
B T32 
B 1X1 
B 1X2)(T31 
B 1X2 
B 1X1 
B 1X2)et T3;12(1X3 
B �12)= (1X1 
B T32)(T31 
B 1X2)(1X3 
B �1 
B �2)(1X3 
B 1X1 
B T21 
B 1X2)= (1X1 
B T32)(1X1 
B 1X3 
B �2)(T31 
B 1X2 
B 1X2)(1X3 
B �1 
B 1X2 
B 1X2)(1X3 
B 1X1 
B T21 
B 1X2)= (1X1 
B T32)(1X1 
B 1X3 
B �2)(�1 
B 1X3 
B 1X2 
B 1X2)(1X1 
B T31 
B 1X2 
B 1X2)(T31 
B 1X1 
B 1X2 
B 1X2)(1X3 
B 1X1 
B T21 
B 1X2)= (�1 
B �2 
B 1X3)(1X1 
B 1X1 
B 1X2 
B T32)(1X1 
B 1X1 
B T32 
B 1X2)(1X1 
B T31 
B 1X2 
B 1X2)(1X1 
B 1X3 
B T21 
B 1X2)(T31 
B 1X2 
B 1X1 
B 1X2)(la troisi�eme �egalit�e r�esultant de 2.1.2.4 pour T31, et la quatri�eme de 2.1.2.4 pour T32), cequi prouve que si le triplet (T21; T31; T32) satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique,alors T3;12 satisfait �a la condition 2.1.2.4. R�eciproquement, si T3;12 satisfait �a la condition2.1.2.4, en composant �a droite par 1X3 
B u1 
B 1X2 
B 1X1 
B u2, on a(�12 
B 1X3)(1X1
BX2 
B T3;12)(T3;12 
B 1X1
BX2)(1X3 
B u1 
B 1X2 
B 1X1 
B u2)= T3;12(1X3 
B �12)(1X3 
B u1 
B 1X2 
B 1X1 
B u2)et il r�esulte de ce qui pr�ec�ede et de 2.1.2.6 pour T31 et T32 que(�1 
B �2 
B 1X3)(u1 
B 1X1 
B 1X2 
B u2 
B 1X3)(T21 
B 1X3)(1X2 
B T31)(T32 
B 1X1)= (�1 
B �2 
B 1X3)(u1 
B 1X1 
B 1X2 
B u2 
B 1X3)(1X1 
B T32)(T31 
B 1X2)(1X3 
B T21) ;42



ce qui, en vertu de la propri�et�e de l'unit�e de �1 et �2, implique que le triplet (T21; T31; T32)satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique. D'autre part, pour tous x1 2 X1, x2 2 X2,x3 2 X3, en vertu de 2.1.2.5 pour T31 et T32, on aT3;12(1
B x1 
B x2) = (1X1 
B T32)(T31 
B 1X2)(1 
B x1 
B x2)= (1X1 
B T32)(x1 
B 1
B x2) = x1 
B x2 
B 1et T3;12(x3 
B 1
B 1) = (1X1 
B T32)(T31 
B 1X2)(x3 
B 1
B 1)= (1X1 
B T32)(1 
B x3 
B 1) = 1
B 1
B x3 ;ce qui �etablit 2.1.2.5 pour T3;12, et prouve l'�equivalence des conditions (a) et (b). Duale-ment, on montre l'�equivalence des conditions (a) et (c).Supposons donc que les conditions �equivalentes (a), (b) et (c) sont satisfaites. Mon-trons que la structure d'alg�ebre sur X1 
B X2 
B X3, produit tensoriel tordu sur B deX1
BX2 et X3, associ�e au B-tressage T3;12, co��ncide avec celle de produit tensoriel tordusur B de X1 et X2 
B X3, associ�e au B-tressage T23;1. On a(�12 
B �3)(1X1
BX2 
B T3;12 
B 1X3)= (�1 
B �2 
B �3)(1X1 
B T21 
B 1X2 
B 1X3 
B 1X3)(1X1 
B 1X2 
B 1X1 
B T32 
B 1X3)(1X1 
B 1X2 
B T31 
B 1X2 
B 1X3)= (�1 
B �2 
B �3)(1X1 
B 1X1 
B 1X2 
B T32 
B 1X3)(1X1 
B T21 
B 1X3 
B 1X2 
B 1X3)(1X1 
B 1X2 
B T31 
B 1X2 
B 1X3)= (�1 
B �23)(1X1 
B T23;1 
B 1X2
BX3) ;ce qui prouve l'assertion.En�n, on aT3;12(1X3 
B 1X1 
B u2) = (1X1 
B T32)(T31 
B 1X2)(1X3 
B 1X1 
B u2)= (1X1 
B T32)(1X1 
B 1X3 
B u2)T31 = (1X1 
B u2 
B 1X3)T31(la derni�ere �egalit�e r�esultant de 2.1.2.6 pour T32), ce qui, en vertu du corollaire 2.1.7,implique que 1X1 
B u2 
B 1X3 est un morphisme d'alg�ebres, et ach�eve la d�emonstrationde la partie (i) du lemme.Pour montrer la partie (ii), notons� : X1 
B X2 
B X3 
B X1 
B X2 
B X3 ���! X1 
B X2 
B X343



le morphisme de (B ;B)-bimodules d�e�ni par la multiplication de X1 
B X2 
B X3. Pourtous x1 2 X1, x2 2 X2, x3 2 X3, on aT3;12(x3 
B x1 
B x2) = (1 
B 1
B x3) � (x1 
B x2 
B 1)= (1 
B 1
B x3) � (x1 
B 1
B 1) � (1
B x2 
B 1)= �(1X1 
B u2 
B 1X3)((1 
B x3) � (x1 
B 1))� � (1
B x2 
B 1)= �(1X1 
B u2 
B 1X3)T31(x3 
B x1)� � (1
B x2 
B 1)(la deuxi�eme �egalit�e r�esultant de 2.1.6, (a), et la troisi�eme du fait que 1X1 
B u2 
B 1X3est un morphisme d'alg�ebres), ce qui implique queT3;12 = �(1X1 
B u2 
B 1X3 
B u1 
B 1X2 
B u3)(T31 
B 1X2) :D'autre part, pour tous y1 2 X1, y2 2 X2, y3 2 X3, on a�(1X1 
B u2 
B 1X3 
B u1 
B 1X2 
B u3)(y1 
B y3 
B y2)= (y1 
B 1
B y3) � (1
B y2 
B 1)= (y1 
B 1
B 1) � (1
B 1
B y3) � (1 
B y2 
B 1)= (y1 
B 1
B 1) � �(u1 
B 1X2 
B 1X3)((1 
B y3) � (y2 
B 1))�= (y1 
B 1
B 1) � �(u1 
B 1X2 
B 1X3)T32(y3 
B y2)�(la deuxi�eme �egalit�e r�esultant de 2.1.6, (a), et la troisi�eme du fait que u1 
B 1X2 
B 1X3est un morphisme d'alg�ebres). On en d�eduit que�(1X1 
B u2 
B 1X3 
B u1 
B 1X2 
B u3)= �(1X1 
B u2 
B u3 
B u1 
B 1X2 
B 1X3)(1X1 
B T32)En�n, pour tous z1 2 X1, z2 2 X2, z3 2 X3, on a�(1X1 
B u2 
B u3 
B u1 
B 1X2 
B 1X3)(z1 
B z2 
B z3)= (z1 
B 1
B 1) � (1
B z2 
B z3)= (z1 
B 1
B 1) � (1
B z2 
B 1) � (1 
B 1
B z3)= (z1 
B z2 
B z3)(les deux derni�eres �egalit�es r�esultant de 2.1.6, (a)), ce qui prouve 2.3.3.1 et d�emontre lelemme. 44



Th�eor�eme 2.3.4. Soient I un ensemble ordonn�e, B une alg�ebre, (Xi)i2I une familled'alg�ebres, pour tout i, i 2 I, ui : B ! Xi un morphisme d'alg�ebres, et pour tous i; j 2 I,i < j, Tji : Xj 
B Xi �! Xi 
B Xjun B-tressage de l'alg�ebre Xi avec l'alg�ebre Xj . On suppose que pour tous i; j; k 2 I,i < j < k, le triplet (Tji; Tki; Tkj) satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique. Alors siJ d�esigne l'ensemble des parties �nies,non vides, totalement ordon�ees de I, ordonn�e parJ1 < J2 () 8j1 2 J1 ; 8j2 2 J2 ; j1 < j2 ;il existe une famille d'alg�ebres (XJ )J2J , une famille de morphismes d'alg�ebresuJ : B ! XJ ; J 2 J ;et une famille de B-tressagesTJ2;J1 : XJ2 
B XJ1 �! XJ1 
B XJ2 ; J1; J2 2 J ; J1 < J2 ;de l'alg�ebre XJ1 avec l'alg�ebre XJ2 , uniques, telles que :a) pour tout J , J 2 J , le (B ;B)-bimodule sous-jacent �a XJ est donn�e par(2:3:4:1) XJ = Xj1 
B Xj2 
B � � � 
B Xjn ;o�u J = fj1; j2; . . . ; jng, j1 < j2 < � � � < jn, et on a(2:3:4:2) uJ = uj1 
B uj2 
B � � � 
B ujn ;b) pour tout i, i 2 I, l'alg�ebre Xfig n'est autre que l'alg�ebre Xi ;c) pour tous i; j 2 I, i < j, on a Tfjg;fig = Tji ;d) pour tous J1; J2 2 J , J1 < J2, l'alg�ebre XJ1[J2 est le produit tensoriel tordu sur Bde XJ1 et XJ2 , associ�e au B-tressage TJ2;J1 ;e) pour tous J1; J2; J3 2 J , J1 < J2 < J3, on a(2:3:4:3) TJ3;J1[J2 = (1XJ1 
B TJ3;J2)(TJ3 ;J1 
B 1XJ2 ) :De plus, alors, pour tous J1; J2; J3 2 J , J1 < J2 < J3, on a(2:3:4:4) TJ2[J3;J1 = (TJ2;J1 
B 1XJ3 )(1XJ2 
B TJ3;J1) ;et le triplet (TJ2;J1 ; TJ3;J1; TJ3;J2) satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique.D�emonstration. L'unicit�e r�esulte aussitôt des conditions (a), (b), (c), (d), et (e). Pourmontrer l'existence, d�e�nissons, pour J 2 J , le (B ;B)-bimodule XJ par 2.3.4.1, le mor-phisme de (B ;B)-bimodules uJ par 2.3.4.2, et pour tout j, j 2 I, tel que J < fjg, d�e�-nissons, par r�ecurrence sur le nombre d'�el�ements de J , un morphisme de (B ;B)-bimodulesTj;J : Xj 
B XJ �! XJ 
B Xj45



par Tj;fig = Tji ; si J = fig ;Tj;J = (1XJ0 
B Tji)(Tj;J0 
B 1Xi) ;si card(J) > 1 ; i = max(J) ; J 0 = J � fig :Si J = J1 [ J2, J1; J2 2 J , J1 < J2, on v�eri�e aussitôt, par r�ecurrence sur card(J2), que(2:3:4:5) Tj;J = (1XJ1 
B Tj;J2 )(Tj;J1 
B 1XJ2 ) ;et il r�esulte du lemme 2.3.2, par r�ecurrence sur card(J), que, pour tout k 2 I, j < k, letriplet (Tj;J ; Tk;J ; Tkj) satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique.Notons, pour i 2 I, �i : Xi
BXi ! Xi le morphisme de (B ;B)-bimodules d�e�ni parla multiplication de Xi, et, pour tout J , J 2 J , d�e�nissons, par r�ecurrence sur card(J),un morphisme de (B ;B)-bimodules �J : XJ 
B XJ ! XJ par�fig = �i ; si J = fig ;�J = (�J0 
B �j)(1XJ0 
B Tj;J0 
B 1Xj ) ;si card(J) > 1 ; j = max(J) ; J 0 = J � fjg :Il r�esulte aussitôt du th�eor�eme 2.1.4 et du lemme 2.3.3, (i) (implication (a) ) (b)), parr�ecurrence sur card(J), J 2 J , que :i) le morphisme de (B ;B)-bimodules �J d�e�nit une multiplication, faisant du (B ;B)-bimodule XJ une alg�ebre, et de uJ un morphisme d'alg�ebres ;ii) si card(J) > 1, J = J 0 [ fjg, J 0 < fjg, alors Tj;J0 est un B-tressage de l'alg�ebreXJ0 avec l'alg�ebre Xj , et l'alg�ebre XJ (cf. (i)) est le produit tensoriel tordu sur B de XJ0et Xj , associ�e �a ce tressage.Pour tous J1; J2 2 J , J1 < J2, d�e�nissons, par r�ecurrence sur le nombre d'�el�ementsde J2, un morphisme de (B ;B)-bimodulesTJ2;J1 : XJ2 
B XJ1 �! XJ1 
B XJ2par TJ2;J1 = Tj;J1 ; si J2 = fjg ;TJ2;J1 = (TJ02;J1 
B 1Xj )(1XJ02 
B Tj;J1) ;si card(J2) > 1 ; j = max(J2) ; J 02 = J2 � fjg :Montrons, par r�ecurrence sur card(J2), que TJ2;J1 est un B-tressage de l'alg�ebre XJ1 avecl'alg�ebre XJ2 , et que l'alg�ebre XJ1[J2 est le produit tensoriel tordu sur B de XJ1 et XJ2 ,associ�e �a ce tressage. Si card(J2) = 1, cela r�esulte de ce qui pr�ec�ede. Supposons le r�esultat�etabli pour card(J2) = n � 1, et d�emontrons le pour card(J2) = n+1. Posons j = max(J2),J 02 = J2�fjg. Par hypoth�ese de r�ecurrence, TJ02;J1 est un B-tressage de l'alg�ebre XJ1 avec46



l'alg�ebreXJ02 , et l'alg�ebreXJ1[J02 est le produit tensoriel tordu surB de XJ1 et XJ02 , associ�e�a ce tressage. Or, par d�e�nition,TJ2;J1 = (TJ02;J1 
B 1Xj)(1XJ02 
B Tj;J1) ;et, en vertu de 2.3.4.5,Tj;J1[J02 = (1XJ1 
B Tj;J02)(Tj;J1 
B 1XJ02 ) :Comme, en vertu de ce qui pr�ec�ede, Tj;J1[J02 est un B-tressage de l'alg�ebre XJ1[J02 avecl'alg�ebre Xj , et l'alg�ebre XJ1[J2 est le produit tensoriel tordu sur B de XJ1[J02 et Xj ,associ�e �a ce tressage, il r�esulte du lemme 2.3.3, (i) (implication (b) ) (c)) que TJ2;J1 estun B-tressage de l'alg�ebre XJ1 avec l'alg�ebre XJ2 , et que l'alg�ebre XJ1[J2 est le produittensoriel tordu sur B de XJ1 et XJ2 , associ�e �a ce tressage.Soient J1; J2; J3 2 J , J1 < J2 < J3. L'�egalit�e 2.3.4.3 r�esulte alors aussitôt de 2.3.4.5,par r�ecurrence sur card(J3). Il r�esulte donc de ce qui pr�ec�ede et du lemme 2.3.3, (i),implication (b) ) (a), que le triplet (TJ2;J1 ; TJ3;J1 ; TJ3;J2) satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique, et de l'implication (b) ) (c) que si l'on poseT 0 = (TJ2;J1 
B 1XJ3 )(1XJ2 
B TJ3;J1) ;alors T 0 est un B-tressage de l'alg�ebre XJ1 avec l'alg�ebre XJ2[J3 , et l'alg�ebre XJ1[J2[J3est le produit tensoriel tordu de XJ1 et XJ2[J3 , associ�e �a ce tressage. Or, en vertu de ce quipr�ec�ede, l'alg�ebre XJ1[J2[J3 est d�ej�a le produit tensoriel tordu de XJ1 et XJ2[J3 , associ�eau tressage TJ2[J3;J1. Il r�esulte donc du th�eor�eme 2.1.4 que T 0 = TJ2[J3;J1 , ce qui prouve2.3.4.4, et ach�eve la d�emonstration du th�eor�eme.2.3.5. En gardant les notations du th�eor�eme, on dit que l'alg�ebreXJ , J 2 J , est le produittensoriel tordu multiple (surB) de la famille d'alg�ebres (Xj )j2J (index�ee par l'ensemble �nitotalement ordonn�e J), associ�e aux B-tressages Tji, i; j 2 J , i < j. Pour tous J1; J2 2 J ,J1 < J2, on dit que TJ2;J1 est le B-tressage d�eduit des B-tressages Tj2;j1 , j1 2 J1, j2 2 J2.Les produits tensoriels tordus multiples sont fonctoriels dans le sens suivant. Soient (X 0i)i2Iune deuxi�eme famille d'alg�ebres, pour tout i, i 2 I, u0i : B ! X 0i un morphisme d'alg�ebres,et pour tous i; j 2 I, i < j, T 0ji : X 0j 
BX 0i ! X 0i 
BX 0j un B-tressage de l'alg�ebre Xi avecl'alg�ebre Xj , tels que, pour tous i; j; k 2 I, i < j < k, le triplet (T 0ji; T 0ki; T 0kj) satisfasse �al'�equation de Yang-Baxter quantique. Soit (fi : Xi ! X 0i)i2I une famille de morphismesd'alg�ebres telle que, pour tout i, i 2 I, on ait u0i = fiui, et telle que pour tous i; j 2 I, i < j,on ait T 0ji(fj
Bfi) = (fi
Bfj )Tji. Alors, pour tout J 2 J , J = fj1; . . . ; jng, j1 < � � � < jn,le morphisme de (B ;B)-bimodules fJ = fj1 
B � � � 
B fjn est un morphisme d'alg�ebres,de l'alg�ebre produit tensoriel tordu multiple XJ de la famille d'alg�ebres (Xj )j2J , associ�eaux B-tressages Tji, i; j 2 J , i < j, dans l'alg�ebre produit tensoriel tordu multiple X 0J dela famille d'alg�ebres (X 0j)j2J , associ�e aux B-tressages T 0ji, i; j 2 J , i < j. De plus, pourtous J1; J2 2 J , J1 < J2, on a T 0J2;J1(fJ2 
B fJ1) = (fJ1 
B fJ2)TJ2;J1 , o�u T 0J2;J1 d�esignele B tressage de l'alg�ebre X 0J1 avec l'alg�ebre X 0J2 d�eduit des B-tressages T 0j2 ;j1 , j1 2 J1,j2 2 J2. (La premi�ere assertion r�esulte par r�ecurrence du corollaire 2.1.7, et la deuxi�emese d�emontre par une simple r�ecurrence). 47



Corollaire 2.3.6. Soient u : B ! X un morphisme d'alg�ebres et T : X 
BX ! X 
BXun B-tressage de l'alg�ebre X avec elle même, satisfaisant �a l'�equation de Yang-Baxter quan-tique. Alors, il existe une famille d'alg�ebres (Xn)n�1, une famille de morphismes d'alg�ebresun : B ! Xn, n � 1, et une famille de B-tressagesTn;m : Xn 
B Xm ! Xm 
B Xn ; m; n � 1 ;de l'alg�ebre Xm avec l'alg�ebre Xn, uniques, telles quea) pour tout n, n � 1, le (B ;B)-bimodule sous-jacent �a Xn est donn�e parXn = X 
B � � � 
B X| {z }n fois et un = u
B � � � 
B u| {z }n fois ;b) X1 = X et u1 = u;c) pour tous m;n � 1, l'alg�ebre Xm+n est le produit tensoriel tordu sur B de Xm etXn, associ�e au B-tressage Tn;m;d) pour tous l;m; n � 1, on a(2:3:6:1) Tn;l+m = (1Xl 
B Tn;m)(Tn;l 
B 1Xm) :De plus, alors, pour tous l;m; n � 1, on a(2:3:6:2) Tm+n;l = (Tm;l 
B 1Xn)(1Xm 
B Tn;l) ;et le triplet (Tm;l; Tn;l; Tn;m) satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique.2.3.7. En gardant les notations du corollaire 2.3.6, on dit que l'alg�ebre Xn, n � 1, est leproduit tensoriel tordu n-uple (sur B) de l'alg�ebre X, associ�e au B-tressage T . Pour tousm;n � 1, on dit que Tn;m est le B-tressage de l'alg�ebre Xm avec l'alg�ebre Xn, d�eduit duB-tressage T .
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3. Cat�egories quantiquesDans la suite de cet article, si A, B, C d�esignent des alg�ebres et u : A ! C, v : B ! Cdes morphismes d'alg�ebres, on notera uC la structure de A-module �a gauche sur C d�e�niepar (a; c) 7! u(a)c, a 2 A, c 2 C, Cv la structure de B-module �a droite d�e�nie par(c; b) 7! cv(b), b 2 B, c 2 C, et uCv la structure de (A ;B)-bimodule correspondante.3.1. La d�e�nition des cat�egories quantiques.D�e�nition 3.1.1. On appelle cat�egorie quantique une alg�ebre cosimpliciale, foncteurcovariant F :� �! Algde la cat�egorie des simplexes dans la cat�egorie des alg�ebres, telle que, pour tous entiers met n, m; n 2 N, le carr�e(3:1:1:1) F [ 0 ] wF (bn)uF (am) F [n ]u F (j)F [m ] wF (i) F [m+ n ] am(0) = 0bn(0) = nj(k) = k ; 0 � k � n ;i(l) = n+ l ; 0 � l � m;soit cocartierien. Autrement dit, on demande que, pour tous m et n, m; n 2 N, les appli-cations lin�eaires�[m ];[n ] : F [m ]F (am) 
F [ 0 ] F (bn)F [n ] �! F [m+ n ] ; x 
F [ 0 ] y 7! F (i)(x) � F (j)(y) ;�0[n ];[m ] : F [n ]F (bn) 
F [ 0 ] F (am)F [m ] �! F [m+ n ] ; y 
F [ 0 ] x 7! F (j)(y) � F (i)(x)soient bijectives.Intuitivement, F [ 0 ] s'interpr�ete comme l'alg�ebre des fonctions sur l'espace (non com-mutatif) des objets, F [ 1 ] comme celle des fonctions sur l'espace des �eches, et, plus g�en�era-lement, F [n ] comme l'alg�ebre des fonctions sur l'espace des suites de n �eches composables.Un morphisme de cat�egories quantiques ou foncteur quantique d'une cat�egorie quan-tique F : � �! Alg dans une cat�egorie quantique F 0 : � �! Alg est un morphismed'alg�ebres cosimpliciales de F 0 dans F , autrement dit, un morphisme des foncteurs cor-respondants.Notations 3.1.2. Pour tous m et n, 0 �m � n notonsamn ; bmn : [m ] ww [n ]les morphismes de � d�e�nis paramn (k) = k ; 0 � k � m et bmn (k) = n�m+ k ; 0 � k � m ;amn = �nn�n�1n�1 � � � �m+1m+1 et bmn = �0n�0n�1 � � � �0m+1 :49



En particulier, les morphismes �gurant au carr�e cocartierien 2.1.1.1 sontam = a0m ; bn = b0n ; i = bmm+n ; j = anm+n :En�n, pour tout m, m 2 N, et tout k, 1 � k � m, notons ikm : [ 1 ] ! [m ] le morphismede � d�e�ni par ikm(0) = k � 1 et ikm(1) = k ;ikm = akmb1k = �mm�m�1m�1 � � � �k+1k+1�0k�0k�1 � � � �02 :Proposition 3.1.3. Soit F :�!Alg une alg�ebre cosimpliciale. Les conditions suivantessont �equivalentes :a) l'alg�ebre cosimpliciale F est une cat�egorie quantique ;b) pour tout m, m 2 N, le carr�eF [ 0 ] wF (b0m)uF (a01) F [m ]u F (amm+1)F [ 1 ] wF (b1m+1) F [m+ 1 ]est cocartierien ;c) pour tout m, m 2 N, le carr�eF [ 0 ] wF (b01)uF (a0m) F [ 1 ]u F (a1m+1)F [m ] wF (bmm+1) F [m+ 1 ]est cocartierien ;d) pour tous l; m; n 2 N, l �m, l � n, le carr�eF [ l ] wF (bln)uF (alm) F [n ]u F (anm+n�l)F [m ] wF (bmm+n�l) F [m+ n� l ]est cocartierien ;e) si l'on pose s = F (a01) et b = F (b01), pour tout m, m 2 N, les applications lin�eaires�[m ] : F [ 1 ]s 
F [ 0 ] bF [ 1 ]s 
F [ 0 ] � � � 
F [ 0 ] bF [ 1 ] �! F [m ]x1 
F [ 0 ] x2 
F [ 0 ] � � � 
F [ 0 ] xm 7�! F (imm)(x1) � F (im�1m )(x2) � � �F (i1m)(xm) ;�0[m ] : F [ 1 ]b 
F [ 0 ] sF [ 1 ]b 
F [ 0 ] � � � 
F [ 0 ] sF [ 1 ] �! F [m ]x1 
F [ 0 ] x2 
F [ 0 ] � � � 
F [ 0 ] xm 7�! F (i1m)(x1) � F (i2m)(x2) � � �F (imm)(xm)50



sont bijectives (par convention, �[ 0 ] = �0[ 0 ] = 1F [ 0 ] ).D�emonstration. L'�equivalence de (b), (c), (d) et (e) r�esulte de la proposition 2.2.5 et dela proposition analogue relative aux carr�es cocartieriens inverses qui s'en d�eduit en utilisantle lemme 2.2.1. D'autre part, on a des implications �evidentes (a) ) (b) et (d) ) (a), cequi d�emontre la proposition.3.1.4. En gardant les notations de 3.1.1, posons B = F [ 0 ]. Pour tout m, m 2 N, les mor-phismes d'ag�ebres F (am), F (bm) d�e�nissent sur F [m ] une structure de (B ;B)-bimoduleF (bm)F [m ]F (am). De plus, pour tous m et n, m;n 2 N,�[m ];[n ] : F (bm)F [m ]F (am) 
B F (bn)F [n ]F (an) �! F (bm+n)F (m+ n)F (am+n)est un morphisme de (B ;B)-bimodules, et si ' : [m ] ! [m0 ] et  : [n ] ! [n0 ] sont desmorphismes de �� et �� respectivement, autrement dit, si 'am = am0 et  bn = bn0 , alorsF (') et F ( ) sont B-lin�eaires �a droite et �a gauche respectivement, et le diagrammeF [m ]F (am) 
B F (bn)F [n ]uF (')
B F ( ) w�[m ];[ n ] F [m+ n ]u F ('q[ 0 ]  )F [m0 ]F (am0) 
B F (bn0 )F [n0 ] w�[m0 ];[n0 ] F [m0 + n0 ]est commutatif. On v�eri�e facilement que (F;�; 1B) est un foncteur partiellement mono��-dal de la cat�egorie partiellement mono��dale des simplexes dans la cat�egorie partiellementmono��dale des (B ;B)-bimodules (cf. 1.2.2, 1.2.4 et 1.2.5), o�u, par abus, on note aussi Fle foncteur [m ] 7! F (bm)F [m ]F (am) de la cat�egorie des simplexes dans celle des (B ;B)-bimodules. De même, si l'on consid�ere F [m ] muni de la structure de (B ;B)-bimoduleF (am)F [m ]F (bm), qu'on notera F 0[m ], alors (F 0;�0; 1B) est un foncteur partiellementmono��dal de la cat�egorie partiellement mono��dale transpos�ee de celle des simplexes dansla cat�egorie partiellement mono��dale des (B ;B)-bimodules (cf. 1.2.1).En gardant les notations de 3.1.3, (e), on v�eri�e facilement que si l'on pose X = F [ 1 ],(3:1:4:1) G[m ] = bXs 
B bXs 
B � � � 
B bXs = mNB bXs ;G0[m ] = sXb 
B sXb 
B � � � 
B sXb = mNB sXbet, pour tout morphisme ' : [m ]! [m0 ] de �,(3:1:4:2) G(') = ��1[m0 ]F (')�[m ] ; G0(') = �0[m0 ]�1 F (')�0[m ] ;alors le couple (G;�) (resp. (G0; �0)) est l'unique couple (cf. prop. 1.2.7), form�e d'unfoncteur partiellement mono��dal strict G (resp. G0) et d'un isomorphisme de foncteurs51



partiellement mono��daux � (resp. �0), de source G (resp. G0) et but le foncteur partiel-lement mono��dal (non strict) (F;�; 1B) (resp. (F 0;�0; 1B)), tel que G[ 1 ] = F [ 1 ] (resp.G0[ 1 ] = F 0[ 1 ]) et �[ 1 ] = 1F [ 1 ] (resp. �0[ 1 ] = 1F 0[ 1 ]).Posons din = G(�in) = ��1[n ]F (�in)�[n�1 ] ; 0 � i � n ; n > 0 ;sin = G(�in) = ��1[n ]F (�in)�[n+1 ] ; 0 � i � n ;d0ni = G0(�in) = �0[n ]�1F (�in)�0[n�1 ] ; 0 � i � n ; n > 0 ;s0ni = G0(�in) = �0[n ]�1F (�in)�0[n+1 ] ; 0 � i � n ;de sorte qu'on ait des diagrammes commutatifs de K-modulesn�1NB bXs w�[n�1 ]udin F [n� 1 ]uF (�in) n�1NB sXbu �0[n�1 ] u d0ninNB bXs w�[n ] F [n ] nNB sXbu �0[n ]et n+1NB bXs w�[n+1]usin F [n+ 1 ]uF (�in) n+1NB sXbu �0[n+1 ] u s0ninNB bXs w�[n ] F [n ] nNB sXbu �0[n ] :En particulier, on a d01 = d010 = F (�01) = F (b01) = b ;d11 = d011 = F (�11) = F (a01) = s :On pose " = s00 = s000 = F (�00) ;� = d12 = ��1[ 2 ]F (�12) et �0 = d021 = �0[ 2 ]�1F (�12) :Alors (cf. 1.2.9), (B; bXs;�; "; s; b) est une cat�egorie pr�e-quantique et, en particulier,(bXs;�; ") est un cog�ebro��de de base B. Dualement, (B; sXb;�0; "; b; s) est aussi une ca-t�egorie pr�e-quantique et (sXb;�0; ") un cog�ebro��de de base B. Les foncteurs partiellement52



mono��daux G et G0 �etant stricts, on a :d0n = 1n�1
B bXs
B b ;din = 1n�i�1
B bXs
B �
B 1i�1
B bXs ;dnn = s 
B 1n�1
B bXs ;sin = 1n�i
B bXs
B "
B 1 i
B bXs ; d0n0 = b
B 1n�1
B sXb ; n > 0 ;d0ni = 1i�1
B sXb
B �0 
B 1n�i�1
B sXb ; 0 < i < n ;d0nn = 1n�1
B sXb
B s ; n > 0 ;s0ni = 1 i
B sXb 
B "
B 1n�i
B sXb ; 0 � i � n :3.1.5. On dit qu'une cat�egorie quantique F :�! Alg est stricte si le foncteur[m ] 7�! F (bm)F [m ]F (am) ;de la cat�egorie partiellement mono��dale des simplexes dans celle des (B ;B)-bimodules,est un foncteur partiellement mono��dal strict, ou de fa�con �equivalente si l'isomorphismefonctoriel �, d�e�ni ci dessus, est l'identit�e. En vertu de ce qui pr�ec�ede, si pour tout m,m 2 N, on munit G[m ] de la structure d'alg�ebre obtenue de celle de F [m ] par transportde structure par �[m ], alors le foncteur G devient une cat�egorie quantique stricte. Celaprouve en particulier que toute cat�egorie quantique est isomorphe �a une cat�egorie quantiquestricte.Pour r�esumer, une cat�egorie quantique stricte est d�e�nie par la donn�ee :a) d'une cat�egorie pr�e-quantique (B;X;�; "; s; b) (cf. 1.2.9), de sorte qu'en posantF [n ] = nNB X ; n � 0 ;F (�0n) = d0n = 1n�1
B X
B b ; n > 0 ;F (�in) = din = 1n�i�1
B X
B �
B 1i�1
B X ; 0 < i < n ;F (�nn) = dnn = s
B 1n�1
B X ; n > 0 ;F (�in) = sin = 1n�i
B X
B "
B 1 i
B X ; 0 � i � n ;on d�e�nisse un foncteur partiellement mono��dal strict de la cat�egorie partiellement mono��-dale des simplexes dans celle des (B ;B)-bimodules;b) pour tout n, n 2 N, d'une structure d'alg�ebre sur F [n ] rendant les applicationsF (�in), 0 � i � n, n > 0, et F (�in), 0 � i � n, des morphismes d'alg�ebres, la structured'alg�ebre sur F [ 0 ] �etant celle de B, et la structure de (B ;B)-bimodule bF [ 1 ]s co��ncidantavec celle de X. 53



De plus, on demande que, si l'on note jk : X ! nNB = F [n ] l'application lin�eaire d�e�niepar jk(x) = 1
B � � � 
B 1| {z }k � 1 fois 
Bx 
B 1
B � � � 
B 1| {z }n� k fois ;alors, pour tout n, n 2 N, l' application lin�eairenNB X = nNB bXs������!F [n ] = nNB Xx1 
B x2 
B � � � 
B xn 7�! j1(x1) � j2(x2) � � � jn(xn)soit l'identit�e, et l'application lin�eairenNB sXb�������!F [n ]x1 
B x2 
B � � � 
B xn 7�! jn(x1) � jn�1(x2) � � � j1(xn)soit bijective.3.2. L'exemple des big�ebro��des.D�e�nition 3.2.1. Soit B une alg�ebre commutative. Un big�ebro��de de base B [Mal]est la donn�ee (X; s; b;�; "), o�u X est une alg�ebre (non n�ecessairement commutative),s; b : B ww X sont des morphismes d'alg�ebres dont l'image est centrale dans X, et� : bXs �! bXs 
B bXs et " : bXs �! Bdes morphismes de (B ;B)-bimodules et d'alg�ebres (Xs 
B bX �etant muni de la structured'alg�ebre produit tensoriel, ce qui a un sens puisque l'image de s ainsi que celle de b estdans le centre de X) tels que (bXs;�; ") soit un cog�ebro��de de base B (cf. 1.2.9).3.2.2. En vertu de 1.2.6 et 1.2.9, la donn�ee du big�ebro��de ci-dessus d�e�nit, en particu-lier, un foncteur partiellement mono��dal strict F de la cat�egorie partiellement mono��daledes simplexes dans la cat�egorie partiellement mono��dale des (B ;B)-bimodules. De fa�conexplicite,(3:2:2:1) F [n ] = bXs 
B � � � 
B bXs| {z }n fois ;F (�0n) = 1F [n�1 ] 
B b ;F (�in) = 1F [n�i�1 ] 
B �
B 1F [ i�1 ] ; 0 < i < n ;F (�nn) = s
B 1F [ n�1 ] ;F (�in) = 1F [n�i ] 
B "
B 1F [ i ] ; 0 � i � n :54



Comme l'image de s et b est contenue dans le centre de X, on peut munir F [n ] de lastructure d'alg�ebre produit tensoriel n-uple, et comme s, b, � et " sont des morphismesd'alg�ebres, il en est de même pour F (�in) et F (�in), 0 � i � n, et en vertu de 1.1.3, il enest de même aussi pour F ('), pour tout ' : [m ]! [n ], morphisme de �. Le foncteur Fd�e�nit donc une alg�ebre cosimpliciale. En fait, cette alg�ebre cosimpliciale est une cat�egoriequantique. Pour prouver cela, on va montrer que la condition (e) de la proposition 3.1.3est satisfaite. Or, on constate imm�ediatement que, dans les notations de cette proposition,l'application lin�eaire �[n ] est l'application identique et l'aplication�0[n ] : Xb 
B sXb 
B � � � 
B sX| {z }n fois �! Xs 
B bXs 
B � � � 
B bX| {z }n foisn'est autre que l'applicationx1 
B x2 
B � � � 
B xn 7�! xn 
B xn�1 
B � � � 
B x1 ;qui est aussi bijective, ce qui prouve l'assertion.3.3. La g�en�eralisation de l'exemple de Vainerman.3.3.1. L'exemple qu'on va pr�esenter ci-dessous est une version quantique de l'exemple clas-sique de cat�egorie suivant. On se donne un mono��deM , une action �a gauche M �X ! Xde M sur un espace X et une action �a droite X 0 �M ! X 0 sur un espace X 0. On d�e�nitune cat�egorie C comme suit. L'ensemble des objets de C est X 0�X, l'ensemble des �echesest X 0�M �X, les applications source et but sont d�e�nies pars(x0; g; x) = (x0g; x) et b(x0 ; g; x) = (x0; gx) ; (x0; g; x) 2 Fl(C) ;la composition par (x0; g; x) � (y0; h; y) = (x0; gh; y) ;pour (x0; g; x); (y0; h; y) 2 Fl(C) tels que (y0; hy) = (x0g; x), et l'identit�e d'un objet (x0; x)de C par 1(x0;x) = (x0; e; x), o�u e d�esigne l'�el�ement neutre du mono��de M .3.3.2. Voici l'analogue quantique de l'exemple ci-dessus. On se donne une big�ebre H (quicorrespond au mono��de) de coproduit �H : H ! H 
H et de co�unit�e "H : H ! K, deuxalg�ebres A et A0 (qui correspondent aux espaces X et X 0) et des morphismes d'alg�ebres� : A! H 
A ; �0 : A0 ! A0 
Hfaisant de A et A0 unH-comodule �a gauche et �a droite respectivement (et qui correspondentaux actions). On d�e�nit des alg�ebres(3:3:2:1) Hn = nNH ; Xn = A0 
Hn 
A ; n � 0 ;et des morphismes d'alg�ebresdin : Xn�1 ! Xn ; 0 � i � n ; n > 0 ; sin : Xn+1 ! Xn ; 0 � i � n ; n � 055



par(3:3:2:2) d0n = 1A0 
 1Hn�1 
 � ;din = 1A0 
 1Hn�i�1 
�H 
 1Hi�1 
 1A ; 0 < i < n ;dnn = �0 
 1Hn�1 
 1A ;sin = 1A0 
 1Hn�i 
 "H 
 1Hi 
 1A ; 0 � i � n :Proposition 3.3.3. Il existe une cat�egorie quantique unique F :�!Alg telle que(3:3:3:1) F [n ] = Xn ; n � 0 ; F (�in) = din ; 0 � i � n ; n > 0 ; F (�in) = sin ; 0 � i � n :D�emonstration. Montrons d'abord qu'il existe une alg�ebre cosimpliciale uniqueF :�!Algsatisfaisant aux conditions 3.3.3.1. La m�ethode la plus �el�ementaire consiste �a v�eri�er di-rectement les relations simpliciales, et conclure par la proposition 1.1.4. On laisse cettev�eri�cation fastidieuse au lecteur courageux.En e�et, la th�eorie d�evelopp�ee au premier paragraphe permet d'�eviter ces calculs. Pourcela, on peut utiliser le th�eor�eme 1.2.6, en consid�erant la cat�egorie partiellement mono��dalestricte (V; �V; V�; �; I) d�e�nie comme suit. La cat�egorie V est la sous-cat�egorie pleine deAlg dont les objets sont lesXm,m 2 N. La sous-cat�egorie V� (resp. �V) est la sous-cat�egoriede V ayant mêmes objets que V, un morphisme de Xm dans Xn �etant un morphisme dela forme u
 1A (resp. 1A0 
u0), o�u u : A0 
Hm ! A0
Hn (resp. u0 : Hm 
A! Hn
A)est un morphisme d'alg�ebres. Le produit tensorielV� � �V ��! Vest d�e�ni par Xm �Xm0 = Xm+m0 sur les objets, et si v = u 
 1A (resp. v0 = 1A0 
 u0)est un morphisme de V� (resp. �V), de source Xm (resp. Xm0) et de but Xn (resp. Xn0),alors v � v0 est le morphisme u 
 u0, de source Xm+m0 et de but Xn+n0. Cette d�e�nitiondemande une justi�cation : on doit v�eri�er que u
 u0 ne d�epend que de v et v0 (si K n'etpas un corps, les applications u 7! u 
 1A et u0 7! 1A0 
 u0 ne sont pas n�ecessairementinjectives). Cela r�esulte du fait queu
 u0 = (u
 1Hn0
A)(1A0
Hm 
 u0)= (1A0
Hn 
 �A;Hn0 )(v 
 1Hn0 )(�Hm;A0 
 �Hn0 ;A)(1Hm 
 v0)(�A0 ;Hm 
 1Hm0
A) ;o�u, pour tout couple de K-modules M et N , �M;N : M 
N ! N 
M d�esigne la volte,d�e�nie par �M;N (x 
 y) = y 
 x, x 2 M , y 2 N . En�n, I est l'objet X0 = A0 
 A. Onv�eri�e imm�ediatement qu'on d�e�nit ainsi une cat�egorie partiellement mono��dale stricte.56



Le th�eor�eme 1.2.6 implique alors aussitôt l'existence et l'unicit�e du foncteur F en posant,dans les notations de ce th�eor�emeX = X1 ; s = �0 
 1A ; b = 1A0 
 � ; � = 1A0 
�H 
 1A ; " = 1A0 
 "H 
 1A ;les relations 1.2.6.1 �etant cons�equence imm�ediate des propri�et�es de coassociativit�e et deco�unit�e de la big�ebre H et des comodules A et A0.Une troisi�eme alternative, si l'on accepte d'avoir recours aux 2-cat�egories, est de cons-tater que l'existence et l'unicit�e du foncteur F est une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme1.3.4 (cf. exemple 1.3.7).Il reste �a montrer que l'alg�ebre cosimpliciale ainsi d�e�nie est une cat�egorie quantique.En vertu de la proposition 3.1.3, il su�t de montrer que pour tout n, n 2 N, le carr�e(3:3:3:2) X0 wF (b01)uF (a0n) X1u F (a1n+1)Xn wF (bnn+1) Xn+1est cocartierien. D�e�nissons par r�ecurrence sur m�(m) : A �! Hm 
A ; �0m : A0 �! A0 
Hmpar �(0) = 1A ; �(m+1) = (1Hm 
 �)�(m) ;�0(0) = 1A0 ; �0(m+1) = (�0 
 1Hm)�0(m)(ce qui implique en particulier que �(1) = � et �0(1) = �0). Il r�esulte aussitôt de 3.3.3.1 que,pour tous m et n, 0 � m � n, on aF (amn ) = �0(n�m) 
 1Hm 
 1A et F (bmn ) = 1A0 
 1Hm 
 �(n�m) :On en d�eduit que le diagramme commutatif 3.3.3.2 n'est autre que le diagrammeA0 
A w1A0 
 �u�0(n) 
 1A A0 
H 
Au �0(n) 
 1H 
 1AA0 
Hn 
A w1A0 
 1Hn 
 � A0 
Hn+1 
A ;qui est produit tensoriel sur K des carr�esA0 w1A0u�0(n) A0u �0(n)A0 
Hn w1A0 
 1Hn A0 
Hn et A w�u1A H 
Au 1H 
 1AA w� H 
A ;ce qui prouve, en vertu des lemmes 2.2.2 et 2.2.3, que le carr�e 3.3.3.2 est cocartierien, ettermine la d�emonstration. 57



3.4. L'exemple des familles non commutatives de mono��des quantiques tress�es.3.4.1. L'exemple qu'on va pr�esenter ci-dessous est l'analogue quantique d'une cat�egorie(classique) C, dont l'application source co��ncide avec l'application but, autrement dit, telleque l'ensemble des morphismes entre deux objets distincts soit vide. Une telle cat�egoriepeut être consid�er�ee comme une famille de mono��des, index�es par Ob(C).D�e�nition 3.4.2. Soit B une alg�ebre (non n�ecessairement commutative). Une famille demono��des quantiques tress�es de base B est la donn�ee (X;u; T;�; "), o�u X est une alg�ebre,u : B ! X un morphisme d'alg�ebres, T : X 
B X ! X 
B X un B-tressage bijectif del'alg�ebre X avec elle même (cf. 2.1.2), satisfaisant �a l'�equation de Yang-Baxter quantique(cf. 2.3.1), et � : X �! X 
B X et " : X ! Bdes morphismes d'alg�ebres, le (B ;B)-bimoduleX
BX �etant muni de la structure d'alg�ebreproduit tensoriel tordu sur B, associ�e au B-tressage T (cf. 2.1.5), tels que (X;�; ") soitun cog�ebro��de de base B (cf. 1.2.9), et tels que(3:4:2:1) (1X 
B T )(T 
B 1X)(1X 
B �) = (�
B 1X)T ;(T 
B 1X)(1X 
B T )(�
B 1X) = (1X 
B �)T :Comme T est bijectif, un argument dual �a celui d�evelopp�e �a la �n de 2.1.2 prouve qu'on a(3:4:2:2) (1X 
B ")T = "
B 1X et (" 
B 1X)T = 1X 
B " :3.4.3. En vertu de 1.2.6 et 1.2.9, la donn�ee de la famille de mono��des quantiques tress�esci-dessus d�e�nit, en particulier, un foncteur partiellement mono��dal strict F de la cat�ego-rie partiellement mono��dale des simplexes dans la cat�egorie partiellement mono��dale des(B ;B)-bimodules. De fa�con explicite,(3:4:3:1) F [n ] = X 
B � � � 
B X| {z }n fois ;F (�0n) = 1F [n�1 ] 
B u ;F (�in) = 1F [n�i�1 ] 
B �
B 1F [ i�1 ] ; 0 < i < n ;F (�nn) = u
B 1F [ n�1 ] ;F (�in) = 1F [n�i ] 
B "
B 1F [ i ] ; 0 � i � n :Munissons F [n ] de la structure produit tensoriel tordu n-uple sur B, associ�e au B-tressageT (cf. 2.3.7). En vertu de 2.3.5, il r�esulte de 3.4.2.1 (resp. 3.4.2.2) que, pour tout n et touti, 0 < i < n (resp. 0 � i � n), F (�in) (resp. F (�in)) est un morphisme d'alg�ebres. D'autrepart, comme, pour tout n, n > 1, l'alg�ebre F [n ] est produit tensoriel tordu sur B deF [n�1 ] et de F [ 1 ] (resp. de F [ 1 ] et de F [n�1 ]) (cf. 2.3.6) F (�0n) (resp. F (�nn)) est aussi58



un morphisme d'alg�ebres, et en vertu de 1.1.3, il en est de même pour F ('), pour tout' : [m ] ! [n ], morphisme de �. Le foncteur F d�e�nit donc une alg�ebre cosimpliciale.En fait, cette alg�ebre cosimpliciale est une cat�egorie quantique. En e�et, en gardant lesnotations de la d�e�nition 3.1.1, on v�eri�e facilement que�[m ];[n ] = 1F [m+n ] et �[n ];[m ] = Tn;m ;o�u Tn;m est le B-tressage de l'alg�ebre F ([m ]) avec l'alg�ebre F ([n ]), d�eduit du B-tressageT (cf. 2.3.7). Comme T est bijectif, il r�esulte aussitôt de 2.3.6.1 et 2.3.6.2, par r�ecurrencesur m et n, que Tn;m est aussi bijectif, ce qui prouve l'assertion. On dit que cette cat�egoriequantique est la cat�egorie quantique associ�ee �a la famille des mono��des quantiques tres-s�es (X;u; T;�; "). En gardant les notations de 3.1.4, on remarque qu'on a s = u = b.R�eciproquement :Proposition 3.4.4. Soit F :�!Alg une cat�egorie quantique telle que s = b (cf. 3.1.4).Alors F est isomorphe �a la cat�egorie quantique associ�ee �a une famille de mono��des quan-tiques tress�es.D�emonstration. En vertu de 3.1.5, on peut supposer que la cat�egorie quantique F eststricte. En gardant les notations de 3.1.4, posons u = s = b, et notons Tn;m le B-tressagede l'alg�ebre F ([m ]) avec l'alg�ebre F ([n ]) associ�e au carr�e cocartierien direct 3.1.1.1 (cf.2.1.2). Comme ce carr�e est cocartierien, le B-tressage Tn;m est bijectif (cf. 2.1.4). Commela cat�egorie quantique F est stricte, �[m ];[n ] = 1F [m+n ], et il r�esulte de 2.1.4 que l'alg�ebreF [m + n ] est le produit tensoriel tordu sur B de F [m ] et F[n ], asoci�e au B-tressageTn;m. Il r�esulte donc du lemme 2.3.3 (ii) que, pour tous l;m; n, le triplet (Tm;l; Tn;l; Tn;m)satisfait �a l'�equation de Yang-Baxter quantique, et que Tn;l+m satisfait �a la relation 2.3.6.1.En particulier, si l'on pose T = T1;1, alors T est un B-tressage bijectif de l'alg�ebre X avecelle même, satisfaisant �a l'�equation de Yang-Baxter quantique. Comme, en vertu de 3.1.4,(X;�; ") est un cog�ebro��de de base B, on en d�eduit que (X;u; T;�; ") est une famillede mono��des quantiques tress�es. Il r�esulte de la partie unicit�e du corollaire 2.3.6 que lacat�egorie quantique F est la cat�egorie quantique associ�ee �a cette famille de groupo��desquantiques tress�es, ce qui prouve la proposition.
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4. Groupo��des quantiques4.1. La d�e�nition des groupo��des quantiques.D�e�nition 4.1.1. Soit F :�!Alg une cat�egorie quantique. Posons (cf. 3.1.4)B = F [ 0 ] ; X = F [ 1 ] ; s = F (�11) ; b = F (�01) ; " = F (�00) ; � = ��1[ 2 ]F (�12) ;o�u (cf. 3.1.3 (e))�[ 2 ] : bXs 
B bXs �! F (b2)F [ 2 ]F (a2) = F (�02�01)F [ 2 ]F (�22�11)d�esigne l'isomorphisme de (B ;B)-bimodules d�e�ni parx1 
B x2 7�! F (�02)(x1) � F (�22)(x2) :On appelle antipode un morphisme de (B ;B)-bimodulesI : bXs �! sXbrendant commutatif le diagramme suivant de (B ;B)-bimodulesbXs 
B bXs wI 
B 1X sXb 
B bXs w sXsbXs w"u� u� Bu su bbXs 
B bXs w1X 
B I bXs 
B sXb w bXbles deux morphismes non sp�eci��es �etant d�e�nis par la multiplication de X. On appellegroupo��de quantique une cat�egorie quantique admettant un antipode.Pour �etudier les propri�et�es de l'antipode, on a besoin de quelques pr�eliminaires.4.2. Pseudo-big�ebro��des.4.2.1. Soient B et C deux alg�ebres et (X;�; ") in cog�ebro��de de base B. On va d�e�nirune cat�egorie C dont l'ensemble des objets est l'ensemble HomAlg(B;C) des morphismesd'alg�ebres de B dans C. Pour tout couple �; � 2 Ob(C), HomC(�; �) est l'ensemble desmorphismes de (B ;B)-bimodules de X dans �C�.HomC(�; �) = Hom(B ;B)-Bimod(X; �C�) :61



Pour tous �; �;  2 Ob(C), la composition d'une �eche f 2 HomC(�; �) et d'une �echeg 2 HomC(�; ) est d�e�nie par g � f = ��(g 
B f)�X w� X 
B X wg
Bf C� 
B �C� w�� C� ;o�u �� d�esigne l'application lin�eaire d�eduite de la multiplication de C, qui est un morphismede (B ;B)-bimodules. Pour tout objet � de C, la �eche identique 1� est d�e�nie par1� = �"X w" B w� �C� :La composition ci-dessus est associative : soient �; �; ; � 2 Ob(C) et f 2 HomC(�; �),g 2 HomC(�; ), h 2 HomC(; �). On ah � (g � f) = �(h 
B [��(g 
B f)�])�= �(1C 
B ��)(h 
B g 
B f)(1X 
B �)�= ��(� 
B 1C)(h 
B g 
B f)(� 
B 1X)�= ��([�(h
B g)�]
B f)�= (h � g) � f :Il reste �a v�eri�er la propri�et�e de l'unit�e : soient �; � 2 Ob(C) et f 2 HomC(�; �). On af � 1� = ��(f 
B (�"))�= ��(1C 
B �)(f 
B 1B)(1X 
B ")�= fet 1� � f = ��((�") 
B f)�= ��(� 
B 1C)(1B 
B f)(" 
B 1X)�= f :D�e�nition 4.2.2. Soit B une alg�ebre. Un pseudo-big�ebro��de de base B est la donn�ee(X; s; b;�; "), o�u X est une alg�ebre s; b : B ww X sont des morphismes d'alg�ebres et� : bXs �! bXs 
B bXs et " : bXs �! Bdes morphismes de (B ;B)-bimodules tels que (bXs;�; ") soit un cog�ebro��de de base B.On remarque que si �(1) = 1
B1 et "(1) = 1, alors (B; bXs;�; "; s; b) est une cat�egoriepr�e-quantique (cf. 1.2.9), et qu'un big�ebro��de de base B (cf. 3.2.1) est, en particulier, unpseudo-big�ebro��de de base B. 62



D�e�nition 4.2.3. On dit qu'une application lin�eaire I : X ! X est un antipode dupseudo-big�ebro��de (X; s; b;�; ") de base B si :a) I : bXs ! sXb est un morphisme de (B ;B)-bimodules;b) le diagrammebXs 
B bXs wI 
B 1X sXb 
B bXs w�b sXsbXs w"u� u� Bu su bbXs 
B bXs w1X 
B I bXs 
B sXb w�s bXbest commutatif : �b(I 
B 1X)� = s" et �s(1X 
B I)� = b" .On appelle pseudo-big�ebro��de de Hopf un pseudo-big�ebro��de admettant un antipode. Onappelle big�ebro��de de Hopf un big�ebro��de (cf. 3.2.1) dont le pseudo-big�ebro��de sous-jacentest de Hopf.En consid�erant la cat�egorie C, dont l'ensemble des objets est HomAlg(B;X), d�e�niepar le cog�ebro��de de base B (bXs;�; ") (cf. 4.2.1), on remarque que s et b sont des objetsde C, que 1X est un morphisme de C de source s et de but b1X 2 HomC(s; b) ;et qu'une application lin�eaire I : X ! X est un antipode si et seulement si I est un inversede ce morphisme dans C. En particulier, on en d�eduit la proposition suivante.Proposition 4.2.4. Un pseudo-big�ebro��de poss�ede au plus un antipode.Proposition 4.2.5. Soient B une alg�ebre et (X; s; b;�; ") un pseudo-big�ebro��de de base B.i) Si "(1) = 1 , alors "s = 1B et "b = 1B .ii) Si �(1) = 1
B1 , alors, pour tout a, a 2 B,�s(a) = 1
Bs(a) et �b(a) = b(a)
B1.iii) Si "(1) = 1 , �(1) = 1 
B 1, et si le pseudo-big�ebro��de X poss�ede un antipode I ,alors on a Ib = s et Is = b .iv) Si " est un morphisme d'alg�ebres et si le pseudo-big�ebro��de X poss�ede un antipodeI , alors on a "I = " .D�emonstration. Soit a 2 B. Si "(1) = 1 , on a :"(s(a)) = "(1 � s(a)) = "(1 � a) = "(1) � a = 1 � a = a ;"(b(a)) = "(b(a) � 1) = "(a � 1) = a � "(1) = a � 1 = a ;63



ce qui prouve l'assertion (i). Si �(1) = 1
B 1 , on a :�(s(a)) = �(1 � s(a)) = �(1 � a) = �(1) � a = (1
B 1) � a = 1
B (1 � s(a)) = 1
B s(a) ;�(b(a)) = �(b(a) � 1) = �(a � 1) = a ��(1) = a � (1
B 1) = (b(a) � 1)
B 1 = b(a) 
B 1 ;ce qui prouve l'assertion (ii). Pour d�emontrer l'assertion (iii), on remarque que l'�egalit�e�b(I 
B 1X)� = s" (resp. �s(1X 
B I)� = b") implique que pour tout a, a 2 B,�b(I 
B 1X)�b(a) = s"b(a) (resp. �s(1X 
B I)�s(a) = b"s(a) ) ;et il r�esulte des assertions (i) et (ii) que Ib(a) = s(a) (resp. Is(a) = b(a)). De même,pour d�emontrer l'assertion (iv), on remarque que l'�egalit�e �b(I 
B 1X)� = s" impliqueque "�b(I 
B 1X)� = "s", d'o�u, en vertu de l'assertion (i), de l'hypoth�ese que " est unmorphisme d'alg�ebres, et de la propri�et�e de co�unit�e," = ("
B ")(I 
B 1X)� = "I(1X 
B ")� = "I ;ce qui termine la d�emonstration.4.3. Propri�et�es de l'antipode d'un groupo��de quantique.Proposition 4.3.1. Une cat�egorie quantique poss�ede au plus un antipode.D�emonstration. Soit F :�! Alg une cat�egorie quantique. En gardant les notations dela d�e�nition 4.1.1, (X; s; b;�; ") est un pseudo-big�ebro��de de base B, et un antipode de Fest un antipode de ce pseudo-big�ebro��de, ce qui, en vertu de 4.2.4, prouve la proposition.Proposition 4.3.2. Soit F : �! Alg un groupo��de quantique d'antipode I. En gardantles notations de 3.1.4, on a Is = b ; Ib = s ; "I = "et le diagramme bXs wIu� sXbu�0bXs 
B bXs wI 
B I sXb 
B sXbest commutatif.D�emonstration. On a �(1) = 1 
B 1 (cf. 1.2.9.3), " est un morphisme d'alg�ebres et(X; s; b;�; ") est un pseudo-big�ebro��de d'antipode I. Il r�esulte donc de 4.2.5 que Is = b,Ib = s et "I = ". Il reste �a �etablir la derni�ere assertion.On utilisera librement les notations de 3.1.4. Pour montrer que �0I = (I 
B I)�, onva montrer que les compos�es avec l'isomorphisme de (B ;B)-bimodules�0[ 2 ] : sXb 
B sXb ���! F (a2)F [ 2 ]F (b2)64



sont �egaux, autrement dit, en vertu de le d�e�nition de �0, que(4:3:2:1) F (�12)I = �0[ 2 ](I 
B I)� :Pour cela, consid�erons la cat�egorie C, dont l'ensemble des objets est HomAlg(B;F [ 2 ]),d�e�nie par le cog�ebro��de de base B (bXs;�; ") (cf. 4.2.1). On remarque queF (a2); F (b2) 2 Ob(C) et F (�12)I ; �0[ 2 ](I 
B I)� 2 HomC(F (b2); F (a2)) :D'autre part, comme �12 2 Ob(���), F (�12) est un morphisme de (B ;B)-bimodulesF (�12) : bXs �! F (b2)F [ 2 ]F (a2) ;donc F (�12) 2 HomC(F (a2); F (b2)) :On va montrer que dans C(4:3:2:2) �F (�12)I� � F (�12) = 1F (a2) et F (�12) � ��0[ 2 ](I 
B I)�� = 1F (b2) ;ce qui prouvera que F (�12) est un isomorphisme de C d'inverse �a gauche F (�12)I et d'inverse�a droite �0[ 2 ](I 
B I)�, ce qui �etablira que F (�12)I = �0[ 2 ](I 
B I)�. On va donc montrerque���F (�12)I�
BF (�12)�� = F (a2)" et �0�F (�12)
B ��0[ 2 ](I
B I)���� = F (b2)" ;o�u � : F (a2)F [ 2 ]F (b2) 
B F (b2)F [ 2 ]F (a2) ���! F (a2)F [ 2 ]F (a2) ;�0 : F (b2)F [ 2 ]F (a2) 
B F (a2)F [ 2 ]F (b2) ���! F (b2)F [ 2 ]F (b2)d�esignent les morphismes de (B ;B)-bimodules d�eduits de la multiplication de F [ 2 ]. On a���F (�12)I�
B F (�12)�� = F (�12)�b(I 
B 1X)� = F (�12)s"= F (�12)F (�11)" = F (�12�11)" = F (�22�11)" = F (a2)"(la premi�ere �egalit�e r�esultant du fait que F (�12) est un morphisme d'alg�ebres, la deuxi�eme dela d�e�nition de l'antipode, la troisi�eme de la d�e�nition de s, la quatri�eme de la fonctorialit�ede F , la cinqui�eme des relations simpliciales, et la sixi�eme de la d�e�nition de a2), ce quiprouve la premi�ere �egalit�e 4.3.2.2.Pour montrer la deuxi�eme, on remarque d'abord qu'on a un diagramme commutatifbXs 
B bXs 
B sXb 
B sXb w�[ 2 ] 
B �0[ 2 ]u1X 
B �s 
B 1X F (b2)F [ 2 ]F (a2) 
B F (a2)F [ 2 ]F (b2)u �0bXs 
B bXb 
B sXb w F (b2)F [ 2 ]F (b2) ;65



o�u  est le morphisme de (B ;B)-bimodules d�e�ni par (x1 
B x2 
B x3) = F (�02)(x1) � F (�22)(x2) � F (�02)(x3) ; x1 ; x2 ; x3 2 X(l'�egalit�e simpliciale �02�11 = �22�01, impliquant que F (�02)s = F (�22)b, montre que cetteapplication est bien d�e�nie, et l'�egalit�e F (�02)b = F (�02)F (�01) = F (�02�01) = F (b2) montreque cette application est bien un morphisme de (B ;B)-bimodules). En e�et, pour tousx1; x2; x3; x4 2 X, on a�0(�[ 2 ] 
B �0[ 2 ])(x1 
B x2 
B x3 
B x4) = F (�02)(x1) � F (�22)(x2) � F (�22)(x3) � F (�02)(x4)= F (�02)(x1) � F (�22)(x2 � x3) � F (�02)(x4)=  (1X 
B �s
B 1X)(x1 
B x2 
B x3 
B x4) :Comme, par d�e�nition de �, F (�12) = �[ 2 ]�, on a donc�0�F (�12) 
B ��0[ 2 ](I 
B I)����=  (1X 
B �s 
B 1X)��
B (I 
B I)���=  (1X 
B �s 
B 1X)(1X 
B 1X 
B I 
B I)(1X 
B �
B 1X)(1X 
B �)�=  (1X 
B (b") 
B I)(1X 
B �)�=  (1X 
B b 
B I)� =  (1X 
B b 
B 1X)(1X 
B I)�(la deuxi�eme �egalit�e r�esultant d'une double application de la propri�et�e de coassociativit�e,la troisi�eme de la d�e�nition de l'antipode, et la quatri�eme de la propri�et�e de co�unit�e).D'autre part, on remarque que le diagrammebXs 
B sXb w�su1X 
B b
B 1X bXbu F (�02)bXs 
B bXb 
B sXb w F (b2)F [ 2 ]F (b2)est commutatif. En e�et, pour tous x1; x2 2 X, (1X 
B b 
B 1X)(x1 
B x2) =  (x1 
B 1
B x2)= F (�02)(x1) � F (�22)(1) � F (�02)(x2) = F (�02)(x1 � x2) :On a donc�0�F (�12) 
B ��0[ 2 ](I 
B I)���� = F (�02)�s(1X 
B I)� = F (�02)b"= F (�02)F (�01)" = F (�02�01)" = F (b2)"(la deuxi�eme �egalit�e r�esultant de la d�e�nition de l'antipode, la troisi�eme de la d�e�nitionde b, la quatri�eme de la fonctorialit�e de F , et la cinqui�eme de la d�e�nition de b2), ce qu'onvoulait d�emontrer. Ceci ach�eve la d�emonstration de la proposition.66



4.3.3. Soit F :�! Alg un groupo��de quantique d'antipode I. En gardant les notationsde 3.1.4, on d�e�nit un morphisme de (B ;B)-bimodulesI[n ] : F (bn)F [n ]F (an) ���! F (an)F [n ]F (bn)en posant I[n ] = �0[n ]� nNB I���1[n ]F (bn)F [n ]F (an) w��1[n ] nNB bXs wn
B I nNB sXb w�0[n ] F (an)F [n ]F (bn) :En particulier, on a I0 = 1B et I1 = I.Th�eor�eme 4.3.4. Soit F : � ! Alg un groupo��de quantique d'antipode I. Alors, pourtout morphisme ' : [m ]! [n ] de �, le diagramme suivant est commutatif(4:3:4:1) F [m ] wI[m ]uF (') F [m ]u F (')F [n ] wI[n ] F [n ] ;o�u ' est d�e�ni par '(i) = n � '(m� i), 0 � i � m, (cf. 1.2.8). De fa�con plus pr�ecise, engardant les notations de 3.1.4, [m ] 7�! I[m ]d�e�nit un morphisme de foncteurs partiellement mono��daux de source (F;�; 1B) et de but lecompos�e du foncteur partiellement mono��dal strict E, de source la cat�egorie partiellementmono��dale des simplexes et de but sa transpos�ee (cf. 1.2.8), suivi du foncteur partielle-ment mono��dal (F 0;�0; 1B), de source cette derni�ere et de but la cat�egorie partiellementmono��dale des (B ;B)-bimodules (cf. 3.1.4).D�emonstration. Pour v�eri�er la commutativit�e du diagramme 4.3.4.1, on peut, en vertudu lemme 1.1.3, se ramener au cas o�u ' est un op�erateur de face ou de d�eg�en�erescence etutiliser la proposition 4.3.2 et les formules de 3.1.4 pour conclure. Ces v�eri�cations sontn�eanmoins superues. En e�et, en gardant les notations de 3.1.4, en vertu de la derni�ereassertion du th�eor�eme 1.2.6, il r�esulte de la proposition 4.3.2 qu'il existe un morphismeunique de foncteurs partiellement mono��daux stricts � : G ! G0E tel que �[ 1 ] = I, et, envertu de 1.2.2.3, on a �[n ] = nNB I ; n 2 N :On a donc I[n ] = �0[n ]�[n ]��1[n ] ; n 2 N ;et [n ] 7! I[n ] est donc un morphisme de foncteurs partiellement mono��daux, puisque�, �, et ��1 le sont, ce qui prouve la version pr�ecise du th�eor�eme et, en particulier, lacommutativit�e du diagramme 4.3.4.1. 67



4.4. Exemples.Exemple 4.4.1. Soient B une alg�ebre commutative et (X; s; b;�; ") un big�ebro��de deHopf de base B, d'antipode I (cf. 3.2.1 et 4.2.3). Alors la cat�egorie quantique associ�ee �ace big�ebro��de (cf. 3.2.2) est un groupo��de quantique, d'antipode I (c'est tautologique).Exemple 4.4.2. En gardant les notations de 3.3.1, si le mono��de M est un groupe, alorsla cat�egorie (classique) C est un groupo��de (classique). En e�et, pour tout morphisme(x0; g; x) de C, on v�eri�e aussitôt que (x0g; g�1; gx) est un inverse de (x0; g; x). De même,pour l'analogue quantique, en gardant les notations de 3.3.2, si la big�ebre H est de Hopf,d'antipode IH, et si l'on d�e�nitI : A0 
H 
A ���! A0 
H 
Apar a0 
 h
 a 7�! (�0(a0) 
 1) � (1
 IH(h)
 1) � (1 
 �(a)) ;I = (1A0 
 �H 
 1A)(1A0 
 �H 
 1H 
 1A)(�0 
 IH 
 �) ;o�u �H : H 
 H ! H d�esigne la multiplication de H, alors la cat�egorie quantique de laproposition 3.3.3 est un groupo��de quantique, d'antipode I.En e�et, par d�e�nition de cette cat�egorie quantique (cf. 3.3.2.1, 3.3.2.2 et 3.3.3.1), engardant les notations de la d�e�nition 4.1.1, on aB = A0 
A ; X = A0 
H 
A ; s = �0 
 1A ; b = 1A0 
 � ;� = ��1[ 2 ](1A0 
�H 
 1A) ; " = (1A0 
 "H 
 1A) ;o�u, pour tous a1; a2 2 A, h1; h2 2 H, a01; a02 2 A0,�[ 2 ]�(a01 
 h1 
 a1)
B (a02 
 h2 
 a2)� = �a01 
 h1 
 �(a1)� � ��0(a02) 
 h2 
 a2�= (a01 
 h1) � �0(a02) 
 �(a1) � (h2 
 a2) :Il su�t donc de montrer que�b(I 
B 1X)��1[ 2 ](1A0 
�H 
 1A) = (�0 
 1A)(1A0 
 "H 
 1A)et �s(1X 
B I)��1[ 2 ](1A0 
�H 
 1A) = (1A0 
 �)(1A0 
 "H 
 1A) ;o�u �b : sXb 
B bXs �! sXs et �s : bXs 
B sXb �! bXbsont les morphismes de (B ;B)-bimodules d�e�nis par la multiplication de X. Montrons,par exemple, la premi�ere de ces �egalit�es. On remarque d'abord que, pour tous h1; h2 2 H,a 2 A, a0 2 A0, on a�[ 2 ]�(a0 
 h1 
 1)
B (1
 h2 
 a)� = (a0 
 h1) � �0(1)
 �(1) � (h2 
 a) = a0 
 h1 
 h2 
 a :68



On en d�eduit que��1[ 2 ](a0 
 h1 
 h2 
 a) = (a0 
 h1 
 1)
B (1 
 h2 
 a) :Soient donc a 2 A, h 2 H, a0 2 A0, et posons�H(h) = mPi=1h0i 
 h00i :On a �b(I 
B 1X)��1[ 2 ](1A0 
�H 
 1A)(a0 
 h
 a)= mPi=1�b(I 
B 1X)��1[ 2 ](a0 
 h0i 
 h00i 
 a)= mPi=1�b(I 
B 1X)�(a0 
 h0i 
 1)
B (1
 h00i 
 a)�= mPi=1�b��(�0(a0) 
 1) � (1
 IH(h0i) 
 1)� 
B �1
 h00i 
 a��= ��0(a0) 
 a� � �1
 mPi=1IH(h0i)h00i 
 1�= ��0(a0) 
 a�"H(h) = (�0 
 1A)(1A0 
 "H 
 1A)(a0 
 h
 a)(la cinqui�eme �egalit�e r�esultant de la d�e�nition de l'antipode d'une big�ebre de Hopf), ce quiprouve la premi�ere �egalit�e. La deuxi�eme se d�emontre de fa�con duale.Cet exemple est une g�en�eralisation de l'exemple de Vainerman [V], qui traitait le casparticulier o�u l'ag�ebre A0 �etait l'anneau de base K, et �0 la coaction triviale, d�e�nie par laco�unit�e "H de H.Proposition 4.4.3. En gardant les notations de 4.4.2, si IH est inversible, il en est demême pour I.D�emonstration. D�e�nissonsI 0 : A0 
H 
A ���! A0 
H 
Apar I 0 = (1A0 
 �0H 
 1A)(1A0 
 �0H 
 1H 
 1A)(�0 
 I�1H 
 �) ;o�u �0H : H 
 H ! H d�esigne la multiplication de l'alg�ebre oppos�ee �a H, autrement dit,�0H = �H�, o�u � : H 
H ! H 
H est d�e�nie par �(h
 h0) = h0 
 h, pour h; h0 2 H. Onrappelle que l'antipode d'une big�ebre de Hopf est un anti-homomorphisme d'alg�ebres :IH�0H = �H(IH 
 IH) :69



On a donc, en notant �H : K ! H l'application lin�eaire d�e�nie par l'unit�e de H,II 0 = (1A0 
 �H 
 1A)(1A0 
 �H 
 1H 
 1A)(�0 
 IH 
 �)(1A0 
 �0H 
 1A)(1A0 
 �0H 
 1H 
 1A)(�0 
 I�1H 
 �)= (1A0 
 �H 
 1A)(1A0 
 �H 
 1H 
 1A)(�0 
 �H 
 �)(1A0 
 IH 
 IH 
 1A)(1A0 
 �0H 
 1H 
 1A)(�0 
 I�1H 
 �)= (1A0 
 �H 
 1A)(1A0 
 �H 
 1H 
 1A)(�0 
 �H 
 �)(1A0 
 �H 
 1H 
 1A)(1A0 
 IH 
 IH 
 IH 
 1A)(�0 
 I�1H 
 �)= (1A0 
 �H 
 1A)(1A0 
 �H 
 1H 
 1A)(1A0 
 1H 
 �H 
 1H 
 1A)(1A0 
 1H 
 �H 
 1H 
 1H 
 1A)(1A0 
 1H 
 IH 
 1H 
 IH 
 1H 
 1A)(�0 
 1H 
 1H 
 1H 
 �)(�0 
 1H 
 �)= (1A0 
 �H 
 1A)(1A0 
 �H 
 1H 
 1A)(1A0 
 �H 
 1H 
 �H 
 1A)(1A0 
 1H 
 IH 
 1H 
 IH 
 1H 
 1A)(1A0 
�H 
 1H 
�H 
 1A)(�0 
 1H 
 �)= (1A0 
 �H 
 1A)(1A0 
 �H 
 1H 
 1A)(1A0 
 (�H"H)
 1H 
 (�H"H)
 1A)(�0 
 1H 
 �)= 1A0 
 1H 
 1A(la cinqui�eme �egalit�e r�esultant des propri�et�es d'associativit�e et coassociativit�e, la sixi�emede la d�e�nition de l'antipode d'une big�ebre de Hopf, et la septi�eme des propri�et�es d'uni-t�e et co�unit�e). Pour �etablir l'�egalit�e II 0 = 1A0 
 1H 
 1A ci dessus, on a utilis�e que(H;�H ; �H ;�H; "H ; IH) est une big�ebre de Hopf, et que (A; �) (resp. (A0; �0) ) est uncomodule �a gauche (resp. �a droite) sur la cog�ebre (H;�H ; "H). En remarquant que Iet I 0 se correspondent si l'on �echange �H $ �0H et IH $ I�1H , et en se souvenant que(H;�0H ; �H ;�H; "H ; I�1H ) est une big�ebre de Hopf, l'�egalit�e I 0I = 1A0 
 1H 
 1A r�esulte dece qui pr�ec�ede, appliqu�e �a cette nouvelle situation, ce qui prouve que I est bien bijectif.Exemple 4.4.4. SoientB une alg�ebre et (X;u; T;�; ") une famille de mono��des quantiquestress�es de base B (cf. 3.4.2). On remarque qu'alors (X;u; u;�; ") est un pseudo-big�ebro��dede base B (cf. 4.2.2). On dit que (X;u; T;�; ") est une famille de groupes quantiques tress�esde base B, si le pseudo-big�ebro��de (X;u; u;�; ") admet un antipode I (cf. 4.2.3). Alors,on v�eri�e imm�ediatement que la cat�egorie quantique associ�ee �a la famille de mono��desquantiques tress�es (X;u; T;�; ") (cf. 3.4.3) est un groupo��de quantique d'antipode I.
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