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Introduction.
Le but de cet article est de pr�esenter une �etude syst�ematique d'un calcul di��erentielnon commutatif, dans le cadre des espaces et des groupes quantiques. Dans l'esprit du livrede Yu. I. Manin \Quantum groups and non-commutative geometry", un espace quantiqueest une \vari�et�e alg�ebrique" en \g�eom�etrie alg�ebrique non commutative". Par analogie �ala g�eom�etrie commutative ordinaire, on est tent�e d'identi�er les \K-espaces quantiquesa�nes", o�u K d�esigne un corps commutatif (ou plus g�en�eralement un anneau commu-tatif), aux objets de la cat�egorie oppos�ee �a celle des K-alg�ebres associatives, unif�eres,non n�ecessairement commutatives. N�eanmoins, si en g�eom�etrie alg�ebrique commutative,la donn�ee de l'anneau structural d'un sch�ema a�ne d�e�nit canoniquement une \structuredi��erentielle" sur ce sch�ema, il n'en est pas de même dans le cas non commutatif. Pluspr�ecisement, si A est une K-alg�ebre commutative, et si l'on d�esigne par � : A 
 A ! Al'application K-lin�eaire d�e�nissant la multiplication de A, le noyau I de � est un id�ealde A 
 A, l'application K-lin�eaire d : A ! I=I2 , d�e�nie par d(a) = a 
 1 � 1 
 a , estune d�erivation et toute d�erivation de A �a valeurs dans un A-module se factorise de fa�conunique �a travers d . Il existe un prolongement unique de d en une antid�erivation K-lin�eaire,de carr�e nul, de l'alg�ebre ext�erieure VA(I=I2) , qui fait de cette alg�ebre un complexe dif-f�erentiel gradu�e, appel�e complexe de de Rham alg�ebrique. On peut consid�erer que c'est cecomplexe qui d�e�nit la \structure di��erentielle" du sch�ema Spec(A). Si l'alg�ebre A n'estpas commutative, cette construction ne se g�en�eralise pas. En e�et, alors I n'est plus unid�eal de A
A, mais seulement un (A;A)-bimodule, et en particulier, I2 6� I et on ne peutdonc même pas consid�erer I=I2. On peut n�eanmoins, d�e�nir une application K-lin�eaired : A ! I, par d(a) = a
1�1
a, qui est une d�erivation, universelle parmi les d�erivationsde A �a valeurs dans un bimodule, et qui se prolonge en une antid�erivation K-lin�eaire, decarr�e nul, unique de l'alg�ebre tensorielleTA(I) = Mn2N I 
A I 
A � � � 
A I| {z }n foisdu bimodule I, qui fait de TA(I) un complexe di��erentiel gradu�e, appel�e complexe de deRham universel ([Co], [Ka]). Ce complexe ne constitue pas une g�en�eralisation du complexede de Rham alg�ebrique. En e�et, si l'alg�ebre A est commutative, il est en g�en�eral beaucoupplus gros que ce dernier. En plus, il ne parâ�t être un bon substitut du complexe dede Rham alg�ebrique que pour des alg�ebres \tr�es loin du cas commutatif" (comme lesalg�ebres associatives libres, ou les alg�ebres de matrices).1



Id�ealement, pour g�en�eraliser la notion de complexe de de Rham alg�ebrique, au cas noncommutatif, on voudrait associer fonctoriellement �a toute alg�ebre associative unif�ere, uncomplexe di��erentiel gradu�e, de sorte que l'on obtienne le complexe de de Rham universel,dans le cas d'une alg�ebre associative libre, et le complexe de de Rham alg�ebrique, dans lecas d'une alg�ebre commutative. Cela parâ�t impossible, du moins de \fa�con canonique". Laphilosophie de cet article est que la donn�ee de \l'alg�ebre des fonctions" sur un \espace noncommutatif", ou \quantique", ne su�t pas pour d�eterminer la structure di��erentielle de cedernier, mais qu'il faut, pour cela, se donner en plus un complexe di��erentiel gradu�e, appel�ecomplexe de de Rham, consid�er�e comme faisant partie des donn�ees d�e�nissant la structurede cet espace. A une même alg�ebre plusieurs telles structures peuvent correspondre (onverra même des exemples de structures di��erentielles \non commutatives" sur une alg�ebrecommutative). On d�e�nira donc un espace quantique, comme �etant un objet de la cat�egorieoppos�ee �a celle des K-alg�ebres \munies d'un complexe de de Rham".La motivation d'origine de mon travail vient du livre de Manin cit�e ci-dessus. Dans celivre, Manin associe naturellement �a toute alg�ebre quadratique gradu�ee, consid�er�ee commeun espace lin�eaire quantique, un groupe lin�eaire quantique pouvant être interpr�et�e commeun \objet d'automorphismes lin�eaires" de cet espace. Pour obtenir par cette constructionle groupe lin�eaire classique, dans le cas commutatif, ou le groupe quantique usuel GLq(q-d�eformation du groupe lin�eaire \commutatif"), dans le cas quantique, il faut \ajouterles relations manquantes" (\add missing relations"), que Manin obtient moyennant uneidenti�cation sym�etrique de l'espace vectoriel engendr�e par les g�en�erateurs de l'alg�ebrequadratique, �a son dual. Le groupe quantique qu'il obtient d�epend de cette identi�ca-tion. Ainsi, Manin parle de groupe \crypto-orthogonal" car il revient au même de se �xerune forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee et d'imposer qu'elle reste invariante parles \automorphismes". Dans cet article, on interpr�ete les relations manquantes de Maninautrement. Elles proviennent simplement du fait qu'on impose que les \automorphismes"respectent la structure di��erentielle qu'on se donne. La plupart des r�esultats de Manins'�etendent sans di�cult�e dans ce nouveau contexte, en modi�ant �a peine les d�emonstra-tions. (Apr�es la �n de cette r�edaction, j'ai re�cu un preprint de Manin, o�u il adopte le pointde vue expos�e ici [Man4].)Dans le premier paragraphe, on d�eveloppe les pr�eliminaires relatifs aux alg�ebres di��e-rentielles gradu�ees. Au paragraphe deux, on introduit la notion d'espace quantique, ainsique celle de cône quantique. On d�e�nit le produit de deux espaces quantiques, l'espacequantique oppos�e, les espaces quantiques de type �ni, et les immersions ferm�ees, ou ou-vertes, d'un espace quantique dans un autre. On �etudie les propri�et�es �el�ementaires deces espaces et on en donne quelques exemples. Dans le paragraphe trois, on introduit lanotion de mono��de quantique, celle de mono��de quantique matriciel, on d�e�nit l'actiond'un mono��de quantique sur un espace quantique et on d�emontre l'existence de l'espacequantique des morphismes d'un cône quantique dans un autre, g�en�eralisant un r�esultatde Manin. On obtient ainsi, comme cas particulier, le mono��de quantique des endomor-phismes d'un cône quantique. On termine par quelques exemples de mono��des quantiques,et on retrouve une construction analogue �a celle du QISM, associant �a une R-matrice, unmono��de quantique. Au paragraphe quatre, on introduit la notion de groupe quantique,2



et en g�en�eralisant une construction de Manin, on associe, de fa�con universelle, �a toutmono��de quantique un groupe quantique. Cette construction est l'�equivalent quantique duproc�ed�e qui associe �a un mono��de, le groupe de ses �el�ements inversibles. En�n, on terminepar l'�etude des mono��des de Cramer, et l'exemple d'un calcul di��erentiel sur la d�eforma-tion multiparam�etrique du groupe lin�eaire, introduite par M. Artin, W. Shelter et J. Tate[AST].Une version pr�eliminaire de ce travail a �et�e r�edig�ee l'�et�e 1989, sous forme d'une lettreadress�ee �a J.-L. Verdier. J'ai appris sa mort tragique, avant que cette lettre ne soit post�ee.Un r�esum�e a �et�e publi�e aux C.R.A.S. [Mal1]. Le pr�esent article est incontestablementinuenc�e par le livre de Yu. I. Manin [Man2], par les articles de S. L. Woronowicz (quiest je pense �a l'origine de l'id�ee de consid�erer un \calcul di��erentiel" comme �etant unedonn�ee suppl�ementaire dans la d�e�nition d' un espace non commutatif, ou \pseudoes-pace" [Wo1], [Wo2]), ainsi que par les expos�es de P. Cartier au S�eminaire de l'�EcoleNormale Sup�erieure, P. Cartier que je voudrais remercier pour les discussions utiles quej'ai pu avoir avec lui. Je remercie �egalement Y. Kosmann-Schwarzbach, pour sa lectureattentive de mon manuscrit et ses nombreuses remarques. Je voudrais citer ici les nomsdes personnes qui ont travaill�e sur le même sujet et qui ont obtenu ind�ependamment desr�esultats ou des exemples analogues, sans avoir eu une inuence directe sur ce travail:D. Bernard, T. Brzezi�nski, U. Carow-Watamura, H. Dabrowski, E. Demidov, D. Gure-vich, T. Hibi, B. Jur�co, E. Mukhin, F. M�uller-Hoissen, M. Noumi, A. Radul, J. Rembie-li�nski, M. Rosso, V. Rubtsov, A. Schirrmacher, M. Schlieker, W. B. Schmidke, B. TsyganT. Umeda, S. P. Vokos, M. Wakayama, S. Watamura, W. Weich, J. Wess, D. Zhdano-vich et B. Zumino ([Bd], [Br], [BDR], [CSWW], [GRR], [HW], [Ju], [M-H], [NUW],[Ro], [Sch], [SWZ], [SVZ], [Tsy], [WZ]). Dans une direction di��erente, on doit mention-ner le travail de K. Aomoto ([Ao1], [Ao2], [Ao3]), de M. Dubois-Violette, R. Kerner etJ. Madore ([DV1], [DV2], [DKM1], [DKM2] ), ainsi que le point de vue tr�es original deS. Zakrzewski [Za2]. En�n, on ne peut parler de calcul di��erentiel non commutatif sansciter A. Connes, bien que son point de vue soit totalement di��erent de celui adopt�e ici,et les adeptes de la cohomologie cyclique ([Co], [FT], [Ka], [Kas], [MNW1], [MNW2],[Ta]). Je voudrais pr�esenter mes excuses �a tous ceux dont j'oublie de mentionner le travail.Ce n'est que par simple ignorance.
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1. Alg�ebres di��erentielles
Dans cet article, K d�esigne un anneau commutatif. Toutes les alg�ebres consid�er�eesseront des K-alg�ebres associatives unif�eres, non n�ecessairement commutatives, et les mor-phismes d'alg�ebres seront unif�eres. On notera 
 le produit tensoriel 
K surK. Si I d�esigneun ensemble et pour tout i, i 2 I, xi l'image canonique de i dans l'alg�ebre associative uni-f�ere libre construite sur I ([Bo], A III, p. 21), on notera cette derni�ere Kh(xi)i2Ii, et ondira qu'elle est l'alg�ebre des polynômes non-commutatifs en les ind�etermin�ees (xi)i2I .1.1. Bimodule des di��erentielles non commutatives(1.1.1) Soient A une K-alg�ebre et M un (A;A)-bimodule ([Bo], A III p. 38-39). Onrappelle qu'une K-d�erivation de A dansM est une application K-lin�eaireD : A!M telleque 8a; a0 2 A D(a � a0) = (Da) � a0 + a � (Da0):On dit que M est engendr�e par l'image de D, si D(A) engendre M comme A-module �agauche (ou comme A-module �a droite, ou comme (A;A)-bimodule, conditions qui sont�equivalentes).(1.1.2) Soit � : A 
 A ! A l'application K-lin�eaire d�e�nie par la multiplication de A(�(a
 b) = a � b). Alors � est un morphisme de (A;A)-bimodules et en particulier le noyauI = Ker(�) est un (A;A)-bimodule (bimodule des \di��erentielles non commutatives" deA) et l'application K-lin�eaire d : A! I d�e�nie pard(a) = a 
 1� 1
 aest une K-d�erivation dont l'image engendre I et qui poss�ede la propri�et�e universelle sui-vante : pour tout (A;A)-bimodule M et toute K-d�erivation D : A ! M il existe unmorphisme unique de (A;A)-bimodules h : I !M tel que D = h � d ([Bo], A III, p. 132).(1.1.3) On rappelle que dans le cas o�u l'alg�ebre A est commutative, � est un morphismede K-alg�ebres, I est un id�eal de A
A et si l'on pose 
1 = I=I2 (module des di��erentiellesordinaires), les deux structures de A-module sur 
1 d�eduites de la structure de bimodulede I sont identiques et le compos�e de d avec la surjection canonique I ! 
1 (compos�equ'on d�esignera aussi par d ) est une K-d�erivation jouissant de la propri�et�e universellesuivante : pour tout A-module M et toute K-d�erivation D : A ! M (pour la structurede (A;A)-bimodule de M d�eduite de sa structure de A-module) il existe une applicationA-lin�eaire unique h : 
1 !M telle que D = h � d ([Bo], A III, p. 133-134).5



1.2. Alg�ebres di��erentielles gradu�ees.D�e�nition (1.2.1) On appelle alg�ebre di��erentielle gradu�ee, ou plus simplement alg�ebredi��erentielle, une K-alg�ebre N-gradu�ee
 = Mn2N
nmunie d'une application K-lin�eaire d (la di��erentielle) homog�ene de degr�e 1d : 
! 
 ; d = Mn2Ndn ; dn : 
n ! 
n+1telle que :i) d2 = 0 ;ii) d(a � b) = da � b+ (�1)na � db ; a 2 
n ; b 2 
 .On remarque que 
0 est une sous-alg�ebre de 
, que 
1 est un (
0;
0)-bimodule etque d0 : 
0 ! 
1 est une K-d�erivation. Un morphisme d'alg�ebres di��erentielles est unmorphisme de K-alg�ebres gradu�ees, de degr�e 0, qui commute aux di��erentielles. On ditqu'une alg�ebre di��erentielle (
; d) est engendr�ee par ses �el�ements de degr�e 0, si la K-alg�ebre sous-jacente �a 
 est engendr�ee par 
0 [ d
0, ou ce qui est �equivalent, si toutesous-K-alg�ebre de 
 stable par d (sous-alg�ebre di��erentielle) contenant 
0 est �egale �a 
,autrement dit, si 
 est engendr�ee par 
0 comme K-alg�ebre di��erentielle.Exemple (1.2.2) Soient I un ensemble et 
 = Kh(xi)i2I ; (�i)i2Ii l'alg�ebre associativeunif�ere libre construite sur l'ensemble somme disjointeI q I = I � f0g [ I � f1g = I � f0; 1g;o�u xi (resp. �i) d�esigne l'image canonique de (i; 0) (resp. de (i; 1)) dans 
 . On consid�erela graduation de type N sur 
 d�e�nie par l'application' : I q I �! N ;'(i; 0) = 0, '(i; 1) = 1 ([Bo], A III, p. 31), autrement dit, la graduation du \degr�e total enles (�i)i2I ". On d�e�nit une di��erentielle d sur 
 par dxi = �i, pour i 2 I, et les propri�et�es(i) et (ii) de la d�e�nition (1.2.1). Alors 
 est une K-alg�ebre di��erentielle gradu�ee appel�eeK-alg�ebre di��erentielle libre construite sur I, ou K-alg�ebre di��erentielle libre engendr�eepar la famille des ind�etermin�ees (xi)i2I et elle est not�ee Khh(xi)i2Iii. Elle est engendr�eepar ses �el�ements de degr�e 0 et satisfait �a la propri�et�e universelle suivante : pour touteK-alg�ebre di��erentielle gradu�ee 
0 et toute famille (ai)i2I d'�el�ements de 
00 il existe unmorphisme unique f : 
! 
0 de K-alg�ebres di��erentielles tel que f(xi) = ai, pour i 2 I.6



D�e�nition (1.2.3) Soit (
; d) une K-alg�ebre di��erentielle. On dit qu'une partie J de 
est un id�eal di��erentiel (gradu�e) si :i) J est un id�eal bilat�ere gradu�e de 
 ;ii) d(J) � J .Le noyau d'un morphisme d'alg�ebres di��erentielles est un id�eal di��erentiel, l'intersec-tion d'une famille d'id�eaux di��erentiels est un id�eal di��erentiel, pour toute partie d'unealg�ebre di��erentielle il existe un plus petit id�eal di��erentiel la contenant, appel�e id�eal di��e-rentiel engendr�e par cette partie, l'alg�ebre quotient d'une alg�ebre di��erentielle par un id�ealdi��erentiel est munie canoniquement d'une structure d'alg�ebre di��erentielle satisfaisant �aune propri�et�e universelle facile �a formuler.Si S d�esigne une partie de 
 form�ee d'�el�ements homog�enes, l'id�eal di��erentiel engendr�epar S est �egal �a l'id�eal bilat�ere engendr�e par S [ d(S).Th�eor�eme (1.2.4) Soient A une K-alg�ebre, M un (A;A)-bimodule et D : A ! Mune K-d�erivation telle que M soit engendr�e par l'image de D. Alors il existe une K-alg�ebre di��erentielle (
D; d), engendr�ee par ses �el�ements de degr�e 0, telle que 
0D = A,
1D =M , d0 = D et satisfaisant �a la propri�et�e universelle suivante : pour toute K-alg�ebredi��erentielle (
0; d0) et tout morphisme de K-alg�ebres � : A ! 
00 tel qu'il existe unmorphisme (n�ecessairement unique) de (A;A)-bimodules � :M ! 
01 tel que d00�� = ��D,il existe un morphisme unique de K-alg�ebres di��erentielles f : 
D ! 
0 tel que f0 = � (etalors f1 = �).D�emonstration : Soient (ai)i2I un syst�eme de g�en�erateurs de la K-alg�ebre A et
 = Khh(xi)i2Iii l'alg�ebre di��erentielle libre construite sur I. La K-alg�ebre 
0 s'identi-�e canoniquement �a l'alg�ebre des polynômes non-commutatifs Kh(xi)i2Ii et le (
0;
0)-bimodule 
1 est canoniquement isomorphe au bimodule 
0 
K(I) 
 
0, o�u K(I) d�esignele K-module libre de base (dxi)i2I . Il existe donc un morphisme unique de K-alg�ebresp0 : 
0 ! A (resp. de (
0;
0)-bimodules p1 : 
1 ! M) tel que p0(xi) = ai (resp.p1(dxi) = Dai), pour i 2 I. On a p1 � d = D � p0 et si l'on pose J0 = Ker(p0) etJ1 = Ker(p1), d(J0) � J1. L'id�eal di��erentiel J de 
 engendr�e par J0 [ J1 est donc l'id�ealbilat�ere de 
 engendr�e par J0 [ J1 [ d(J1). On en d�eduit que si l'on pose 
D = 
=J , lemorphisme p0 (resp. p1) induit un isomorphisme de 
0D (resp. 
1D) sur A (resp.M) (car lafamille (ai)i2I engendre A et l'image de D engendre M) et ces isomorphismes identi�entd0 �a D. La propri�et�e universelle de 
D r�esulte aussitôt de celle de 
.Corollaire (1.2.5) Soit A une K-alg�ebre. Il existe une K-alg�ebre di��erentielle (
; d)telle que 
0 = A, satisfaisant �a la propri�et�e universelle suivante : pour toute K-alg�ebredi��erentielle (
0; d0) et tout morphisme de K-alg�ebres � : A! 
00, il existe un morphismeunique de K-alg�ebres di��erentielles f : 
! 
0 tel que f0 = �.D�emonstration : Le corollaire r�esulte du th�eor�eme (1.2.4) appliqu�e au bimodule Ides di��erentielles non commutatives et �a la d�erivation universelle d : A ! I d�e�nis dans(1.1.2). 7



Remarque (1.2.6) Ce corollaire est bien connu (voir par exemple [Ka], 1.24, p.18 et [Co],p. 98{99 pour une g�en�eralisation �a la cat�egorie des alg�ebres associatives, non n�ecessairementunif�eres). Ces auteurs donnent d'ailleurs une description plus explicite de cette alg�ebre. Ene�et, on d�emontre que 
n = I 
A I 
A � � � 
A I| {z }n fois ;la di��erentielle �etant d�etermin�ee par la formuled(a0da1 
 da2 
 � � � 
 dan) = da0 
 da1 
 � � � 
 dan;pour a0; a1; . . . ; an 2 A. Cette alg�ebre di��erentielle s'appelle complexe de de Rham uni-versel et permet �a M. Karoubi de d�e�nir la cohomologie de de Rham non commutative,intimement li�ee �a la cohomologie cyclique de A. Connes ([Ka], th�eor�eme 2.15, p.31). Plusg�en�eralement, on appelle complexe de de Rham sur une K-alg�ebre A, une K-alg�ebre di��e-rentielle 
 telle que :a) 
0 = A ;b) 
 est engendr�ee par ses �el�ements de degr�e 0 (cf. d�ef. (1.1.1)).Il r�esulte du corollaire (1.2.5) que tout complexe de de Rham est quotient du complexede de Rham universel, et le th�eor�eme (1.2.4) permet d'associer �a tout (A;A)-bimodule Met toute d�erivation D : A!M , dont l'image engendreM , un complexe de de Rham sur A.Exemple (1.2.7) Le complexe de de Rham universel de l'alg�ebre des polynômes noncommutatifsKh(xi)i2I i est isomorphe �a l'alg�ebre di��erentielle libreKhh(xi)i2Iii engendr�eepar la famille des ind�etermin�ees (xi)i2I .Exemple (1.2.8) Consid�erons une partie S de l'alg�ebre des polynômes non-commutatifsKh(xi)i2Ii et soit A l'alg�ebre quotient de Kh(xi)i2Ii par l'id�eal bilat�ere engendr�e parS. Alors le complexe de de Rham universel de A est isomorphe au quotient de l'alg�ebredi��erentielle libreKhh(xi)i2Iii par l'id�eal di��erentiel engendr�e par S, autrement dit, l'id�ealbilat�ere engendr�e par S [ d(S).Exemple (1.2.9) Soient A une K-alg�ebre commutative,M = I=I2 le module des di��eren-tielles ordinaires et D : A!M la d�erivation universelle (cf. 1.1.3). Alors si 2 est inversibledans K , le complexe de de Rham associ�e �a D par le th�eor�eme (1.2.4) est le complexe dede Rham alg�ebrique habituel (cf. [EGA IV4] 16.6.2, p.34).Exemple (1.2.10) Soit A = k[(xi)i2I ] l'alg�ebre des polynômes commutatifs ordinaires.L'alg�ebre A est le quotient de l'alg�ebre des polynômes non commutatifs kh(xi)i2Ii parl'id�eal bilat�ere engendr�e par la familleS = (xixj � xjxi)i;j2I :Conformement �a l'exemple (1.2.8), le complexe de de Rham universel de A est isomorpheau quotient de l'alg�ebre di��erentielle libre khh(xi)i2I ii par l'id�eal bilat�ere engendr�e parS [ dS et l'on a dS = (�ixj + xi�j � �jxi � xj�i)i;j2I ;o�u �i = dxi, pour i 2 I. On constate que les xi ne commutent pas aux �j et que les�i n'anticommutent pas entre eux. En particulier, ce complexe de de Rham universel estdistinct du complexe de de Rham alg�ebrique (Ex. 1.2.9).8



2. Espaces quantiques
2.1. La cat�egorie des espaces quantiquesD�e�nition (2.1.1) La cat�egorie des K-espaces quantiques est la cat�egorie oppos�ee �a lacat�egorie des K-alg�ebres di��erentielles gradu�ees, engendr�ees par les �el�ements de degr�e 0.On appelle K-espace quantique, ou plus simplement espace quantique (resp. morphismed'espaces quantiques) un objet (resp. un morphisme) de cette cat�egorie.Il est important de noter que dans la d�e�nition (2.1.1) on consid�ere la cat�egorie oppos�eeelle même, et non pas une cat�egorie �equivalente �a cette derni�ere. La cat�egorie des espacesquantiques est donc munie d'un foncteur contravariant canonique, associant �a un espacequantique X une alg�ebre di��erentielle not�ee 
X et appel�ee complexe de de Rham de X et�a tout morphisme d'espaces quantiques f : X ! Y un morphisme d'alg�ebres di��erentiellesgradu�ees f� : 
Y ! 
X. Ce foncteur est un isomorphisme de la cat�egorie oppos�ee �a celledes espaces quantiques sur la cat�egorie des alg�ebres di��erentielles gradu�ees engendr�ees parles �el�ements de degr�e 0. L'isomorphisme inverse sera not�e Spec. Le foncteur Spec associedonc �a toute alg�ebre di��erentielle gradu�ee 
 engendr�ee par ses �el�ements de degr�e 0, unespace quantique Spec(
) et �a tout morphisme d'alg�ebres di��erentielles ' : 
 ! 
0 unmorphisme d'espaces quantiques Spec(') : Spec(
0) ! Spec(
).En composant le foncteur qui associe �a un espace quantique son complexe de de Rhamavec le foncteur qui associe �a une alg�ebre di��erentielle gradu�ee l'alg�ebre form�ee de ses�el�ements de degr�e 0, on obtient un foncteur contravariant de la cat�egorie des espacesquantiques dans celle des K-alg�ebres, associant �a un espace quantique X l'alg�ebre 
0X ,not�ee OX et appel�ee alg�ebre des fonctions sur X (ou alg�ebre des observables sur l'espacequantique X), et �a tout morphisme d'espaces quantiques f : X ! Y la composante dedegr�e 0 du morphisme f� : 
Y ! 
X , not�ee aussi f� : OY ! OX . On remarque que 
Xest un complexe de de Rham sur la K-alg�ebre OX (cf. (1.2.6)).Formellement, la d�e�nition (2.1.1) n'apporte rien de nouveau par rapport aux d�e�-nitions du x1. N�eanmoins, le simple fait d'inverser les �eches aide �a stimuler l'intuitiong�eom�etrique et rend les d�e�nitions des mono��des et des groupes quantiques plus naturellesque si l'on se pla�cait dans un cadre purement alg�ebrique.9



Remarque (2.1.2) On peut identi�er la cat�egorie des K-sch�emas a�nes �a une sous-cat�egorie pleine de la cat�egorie des K-espaces quantiques. En e�et, la cat�egorie des K-sch�emas a�nes est �equivalente �a la cat�egorie oppos�ee �a celle des K-alg�ebres commutatives,et le foncteur pleinement �d�ele qui associe �a une K-alg�ebre commutative son complexede de Rham alg�ebrique ordinaire (cf. (1.2.9)) identi�e la cat�egorie des K-alg�ebres commu-tatives �a une sous-cat�egorie pleine de la cat�egorie des K-alg�ebres di��erentielles gradu�eesengendr�ees par les �el�ements de degr�e 0. C'est d'ailleurs par analogie avec les sch�emas qu'ona introduit la notation Spec ci-dessus, bien qu'elle ne soit pas enti�erement compatible. Ene�et, �a toute K-alg�ebre commutative A on associe un K-sch�ema a�ne Spec(A), qui envertu de ce qui pr�ec�ede, peut être consid�er�e comme un espace quantique, qui en utilisantla notation de (2.1.1) est not�e Spec(
), o�u 
 d�esigne le complexe de de Rham alg�ebriquede A. Si A est la K-alg�ebre K alors le complexe de de Rham de A est K concentr�e endegr�e 0, la di��erentielle �etant identiquement nulle, et Spec(K) d�esigne indi��eremment lesch�ema r�eduit �a un point, ou l'espace quantique correspondant.(2.1.3) Consid�erons la cat�egorie C dont les objets sont les triplets (A;M;D), o�u A d�esigneune K-alg�ebre, M un (A;A)-bimodule et D : A ! M une K-d�erivation dont l'imageengendre M , les morphismes d'un objet (A;M;D) dans un objet (A0;M 0;D0) �etant lescouples (�; �), o�u � : A ! A0 est un morphisme d'alg�ebres et � : M ! M 0 un morphismede (A;A)-bimodules (autrement dit � est additif et pour tout a; b 2 A et tout x 2 M ,�(axb) = �(a)�(x)�(b)) tels que �D = D0�. Il r�esulte facilement du th�eor�eme (1.2.4)qu'il existe un foncteur de la cat�egorie C dans celle des K-alg�ebres di��erentielles gradu�eesengendr�ees par les �el�ements de degr�e 0, associant �a un objet (A;M;D) de C l'alg�ebredi��erentielle 
D d�e�nie dans ce th�eor�eme. On dit qu'un espace quantique est simple s'ilexiste un objet (A;M;D) de C tel que X = Spec(
D).Soient X un espace quantique quelconque, 
X son complexe de de Rham et d 0X :OX ! 
1X la 0-i�eme composante de la di��erentielle de 
X . Alors (OX;
1X ; d 0X) est unobjet de C et si 
 = 
d0X d�esigne l'alg�ebre di��erentielle associ�ee �a cet objet, conform�ementau th�eor�eme (1.2.4), il existe un morphisme unique d'alg�ebres di��erentielles ' : 
 ! 
Xtel que '0 = idOX et '1 = id
1X . On en d�eduit un morphisme d'espaces quantiquesSpec(') : X ! Spec(
), et l'espace quantiqueX est simple si et seulement si ce morphismeest un isomorphisme.Proposition (2.1.4) Soient X un espace quantique, (ai)i2I une famille d'�el�ements de OXqui engendrent l'alg�ebre di��erentielle 
X , 
 = Khh(xi)i2Iii la K-alg�ebre di��erentielle libreengendr�ee par la famille des ind�etermin�ees (xi)i2I , ' : 
! 
X le morphisme (surjectif)de K-alg�ebres di��erentielles tel que '(xi) = ai, pour i 2 I, (cf. (1.2.2)) et J = Ln2NJn lenoyau de '. Pour que l'espace quantique X soit simple il faut et il su�t que J soit l'id�ealdi��erentiel de 
 engendr�e par J0 [ J1.La d�emonstration de cette proposition est laiss�ee au lecteur. Elle s'inspire directementde la d�emonstration du th�eor�eme (1.2.4). 10



2.2. Sous-espaces quantiques et espace quantique oppos�eD�e�nition (2.2.1) Soit X un espace quantique. On dit qu'un espace quantique X 0 estun sous-espace quantique ferm�e de X s'il existe un id�eal di��erentiel J de 
X engendr�epar ses �el�ements homog�enes de degr�e 0 (comme id�eal di��erentiel) tel que 
X0 = 
X=J ,et on dit que le morphisme i : X 0 ! X d�eduit de la surjection canonique 
X ! 
X0est l'immersion (ferm�ee) canonique de X 0 dans X. On dit qu'un morphisme d'espacesquantiques f : Y ! X est une immersion ferm�ee, s'il existe un sous-espace quantiqueferm�e X 0 de X et un isomorphisme g : Y ! X 0, tels que f = i � g, o�u i : X 0 ,! X d�esignel'immersion canonique.Si X est un K-sch�ema a�ne ses sous-espaces quantiques ferm�es ne sont autres queses sous-sch�emas ferm�es. Si X est un espace quantique simple, tout sous-espace quantiqueferm�e de X est simple.(2.2.2) Soit 
 une K-alg�ebre di��erentielle. On appelle alg�ebre di��erentielle oppos�ee et onnote 
opp l'alg�ebre di��erentielle dont le K-module gradu�e sous-jacent et la di��erentiellesont ceux de 
 et dont la multiplication � est d�e�nie para � b = (�1)mnba a 2 
m; b 2 
n:On d�e�nit ainsi un foncteur de la cat�egorie des K-alg�ebres di��erentielles dans elle-mêmeet on remarque que si 
 est engendr�ee par ses �el�ements de degr�e 0 il en est de même pour
opp. On en d�eduit un foncteur de la cat�egorie des espaces quantiques dans elle-même quiest une involution.Si X (resp. f : X 0 ! X) d�esigne un espace quantique (resp. un morphisme d'espacesquantiques) on note Xopp (resp. fopp) son image par cette involution et on a donc Xopp =Spec(
oppX ). On dit que Xopp est l'espace quantique oppos�e �a X. Cette involution induitl'identit�e sur la sous-cat�egorie des K-sch�emas a�nes et si X est un espaces quantiquesimple, il en est de même pour Xopp.2.3. Produit d'espaces quantiques(2.3.1) Soit S un espace quantique. Pour tout espace quantique X on appelle S-point deX un morphisme d'espaces quantiques de S dans X.D�e�nition (2.3.2) Soient S, X, X 0 des espaces quantiques et f : S ! X et f 0 : S ! X 0deux S-points de X et X 0 respectivement. On dit que f et f 0 sont simultan�ement obser-vables si Im(f�) et Im(f 0�) commutent au sens gradu�e (�el�ement par �el�ement), autrementdit, si pour tout a 2 Im(f�) \ 
mS et tout b 2 Im(f 0�) \ 
nS on aab = (�1)mnba :Si la relation \être simultan�ement observable" est bien sym�etrique, elle n'est ni r�e-exive ni transitive et en particulier, elle n'est pas une relation d'�equivalence comme cetteterminologie pourait le faire croire. Cette terminologie vient de la physique. En e�et, ondit que deux �el�ements a et b de l'alg�ebre des observables OS d'un espace quantique S (cf.(2.1.1)) sont simultan�ement observables si a et b commutent.11



(2.3.3) On va d�e�nir un produit d'espaces quantiques qui ne sera pas le produit au sensdes cat�egories (qui existe mais qui ne nous int�eressera pas dans cet article). Le produitcat�egorique de deux espaces quantiques X et Y repr�esente le foncteur contravariant qui �aun espace quantique S associe l'ensemble des couples de S-points de X et Y . Le produitque nous allons d�e�nir repr�esentera le foncteur associant l'ensemble des couples form�esde S-points simultan�ement observables. Du point de vue de la physique, on peut direque le produit de deux espaces quantiques repr�esentera le syst�eme quantique form�e par lajuxtaposition des deux syst�emes, sans interactions entre eux.(2.3.4) Soient 
0 et 
00 deux K-alg�ebres di��erentielles gradu�ees. Le produit tensoriel 
 de
0 et 
00 est l'alg�ebre di��erentielle gradu�ee d�e�nie comme suit :a) comme K-module 
 = 
0 
 
00 ;b) comme K-alg�ebre 
 = 
0 g
 
00 ([Bo], A III, p.49), autrement dit,(a
 a0) � (b 
 b0) = (�1)mnab
 a0b0; a 2 
0; a0 2 
00m; b 2 
0n; b0 2 
00la graduation �etant d�e�nie par
m = Mm0;m00�0m0+m00=m
0m0 
 
00m00 ;c) la di��erentielle d de 
 est d�e�nie pard(a 
 a0) = da
 a0 + (�1)ma 
 da0; a 2 
0m; a0 2 
00:On note 
 = 
0 g

00. Si 
0 et 
00 sont engendr�ees par les �el�ements de degr�e 0 il en est demême pour 
.D�e�nition (2.3.5) Soient X et Y deux espaces quantiques. On appelle produit de X etY , et on note X � Y , l'espace quantique Spec(
X g
 
Y ) .L'application canonique 
X ! 
X g
 
Y (resp. 
Y ! 
X g
 
Y ) d�e�nie par a 7!a 
 1 (resp. a0 7! 1 
 a0) d�e�nit un morphisme d'espaces quantiques X � Y ! X (resp.X � Y ! Y ) appel�e premi�ere (resp. deuxi�eme) projection.Proposition (2.3.6) Soient X et Y deux espaces quantiques, pr1 : X � Y ! X (resp.pr2 : X � Y ! Y ) la premi�ere (resp. la deuxi�eme) projection. Pour tout espace quantiqueS l'application qui associe �a un S-point f : S ! X � Y le couple (pr1 � f; pr2 � f) �etabliune bijection entre les S-points de X �Y et les couples form�es de S-points simultan�ementobservables de X et Y . 12



(2.3.7) La d�emonstration de la proposition (2.3.6) ainsi que la v�eri�cation des propri�et�essuivantes est laiss�ee au lecteur.(2.3.7.1) Le produit d'espaces quantiques d�e�nit un bifoncteur et si X, Y et Z d�esignentdes espaces quantiques il existe des isomorphismes fonctoriels canoniques(X � Y )� Z ! X � (Y � Z) (contrainte d'associativit�e)X � Y �! Y �X (contrainte de commutativit�e)X � Spec(K) �! XSpec(K) �X �! X� (contraintes d'unit�e)satisfaisant aux conditions de compatibilit�e des cat�egories tensorielles sym�etriques ([DM],p.104-105). La seule pr�ecision utile concerne la contrainte de commutativit�e : l'isomor-phisme s : X � Y ! Y �X est �egal �a Spec(�), o�u � : 
Y g
 
X ! 
X g
 
Y est d�e�nipar �(a 
 a0) = (�1)mm0a0 
 a; a 2 
mY ; a0 2 
m0X :(2.3.7.2) Le produit de deux K-sch�emas a�nes en tant qu'espaces quantiques n'est autreque leur produit en tant que K-sch�emas.(2.3.7.3) Le produit de deux espaces quantiques simples est un espace quantique simple.(2.3.7.4) Le produit de deux immersions ferm�ees est une immersion ferm�ee.(2.3.7.5) Si X et Y d�esignent des espaces quantiques, on a(X � Y )opp = Xopp � Y opp:2.4. Cônes quantiquesD�e�nition (2.4.1) On appelle cône quantique un espace quantique X, dont le complexede de Rham 
X est muni d'une bigraduation compatible avec la graduation d'alg�ebredi��erentielle de 
X , autrement dit, pour tout n, n 2 N, d'une d�ecomposition en sommedirecte de K-modules 
nX = Mm2N
m;nXsatisfaisant aux propri�et�es suivantes :i) 
0;0X = K ;ii) 
0X est engendr�e par 
1;0X comme K-alg�ebre ;iii) la multiplication est compatible avec la bigraduation :
m;nX � 
m0;n0X � 
m+m0;n+n0X ; m; n;m0; n0 2 N ;13



iv) la di��erentielle est bihomog�ene de bidegr�e (�1; 1) :d(
m;nX ) � 
m�1;n+1X ; m; n 2 N :Unmorphisme de cônes quantiques est un morphisme d'espaces quantiques f : X ! Ytel que f� soit bihomog�ene de bidegr�e (0; 0) :f�(
m;nY ) � 
m;nX ; m; n 2 N:Il est facile de v�eri�er que pour cela il su�t quef�(
1;0Y ) � 
1;0X :Exemple (2.4.2) Soit 
 = Khh(xi)i2Iii l'alg�ebre di��erentielle libre engendr�ee par lafamille des ind�etermin�ees (xi)i2I (cf. (1.2.2)). On d�e�nit une bigraduation sur 
 par le\degr�e total en les (xi)i2I" et le \degr�e total en les (�i)i2I", o�u �i = dxi, pour i 2 I.L'espace quantique Spec(
) est ainsi muni d'une structure de cône quantique. On ditque X est le cône quantique associ�e �a l'ensemble I, qu'on note C(I). Si J d�esigne un id�ealdi��erentiel bigradu�e de 
, l'alg�ebre di��erentielle quotient 
=J est munie d'une bigraduationet Spec(
=J) d'une structure de cône quantique. Tout cône quantique est isomorphe �a uncône ainsi d�e�ni. En e�et, si Y d�esigne un cône quantique, en vertu de (2.4.1), (ii), il existeune famille (ai)i2I d'�el�ements de 
1;0Y qui engendrent 
Y comme K-alg�ebre di��erentielle.Alors si ' : 
! 
Y d�esigne le morphisme (surjectif) d'alg�ebres di��erentielles gradu�ees telque '(xi) = ai, pour i 2 I, et si l'on pose J = Ker('), J est un id�eal di��erentiel bigradu�ede 
 et on a Y ' Spec(
=J).Exercice (2.4.3) Soient X et X 0 deux cônes quantiques. Alors il existe une structureunique de cône quantique sur le produit X �X 0 des espaces quantiques sous-jacent telleque les projections X �X 0 ! X et X �X 0 ! X 0soient des morphismes de cônes quantiques. Cette structure satisfait �a une propri�et�e uni-verselle facile �a �enoncer.2.5. Espaces quantiques de type �niD�e�nition (2.5.1) On dit qu'un K-espace quantique X est de type �ni si la K-alg�ebreOX est de type �ni. On dit qu'un cône quantique est de type �ni si l'espace quantiquesous-jacent l'est.Exercice (2.5.2) Soit X un espace quantique. Les conditions suivantes sont �equivalentes :i) X est de type �ni ;ii) 
X est une K-alg�ebre de type �ni ;iii) 
X est engendr�ee comme K-alg�ebre di��erentielle par un nombre �ni d'�el�ements.De plus, si X est un cône quantique ces conditions sont �equivalentes �a :iv) 
1;0X est un K-module de type �ni. 14



2.6. Immersions ouvertes �el�ementairesProposition (2.6.1) Soient X un espace quantique et A une matrice carr�ee �a coe�cientsdans OX. Il existe un espace quantique XA et un morphisme d'espaces quantiques iA :XA ! X tel que i�A(A) soit une matrice inversible �a coe�cients dans OXA, et poss�edant lapropri�et�e universelle suivante : pour tout morphisme d'espaces quantiques f : Y ! X telque f�(A) soit une matrice inversible, il existe un morphisme unique d'espaces quantiquesg : Y ! XA tel que f = iA � g.D�emonstration : Soient (bi)i2I une famille d'�el�ements de OX qui engendre l'alg�ebredi��erentielle 
X , 
 = Khh(xi)i2Iii l'alg�ebre di��erentielle libre engendr�ee par la familledes ind�etermin�ees (xi)i2I ,  : 
 ! 
X le morphisme (surjectif) de K-alg�ebres di��eren-tielles tel que  (xi) = bi, pour i 2 I, (cf. (1.2.2)), (Ri0 )i02I0 une famille d'�el�ements de 
engendrant le noyau de  comme id�eal di��erentiel et (Sjk)1�j;k�n une famille d'�el�ementsde 
0 telle que A = ( (Sjk))1�j;k�n. On pose XA = Spec(
0=J), o�u
0 = Khh(xi)i2I ; (yjk)1�j;k�niid�esigne l'alg�ebre di��erentielle libre engendr�ee par les ind�etermin�ees (xi)i2I et (yjk)1�j;k�net J l'id�eal di��erentiel de 
0 engendr�e par les familles(Ri0)i02I0;  nXk=1Skl ajk � �jl!1�j;l�n et  nXk=1akl Sjk � �jl!1�j;l�n(o�u �jl d�esigne le symbole de Kronecker). Si l'on d�esigne par  0 l'isomorphisme inverse del'isomorphisme de 
=Ker( ) sur 
X d�eduit de  et par '0 le morphisme de K-alg�ebresdi��erentielles de 
=Ker( ) dans 
0=J obtenu par passage au quotient de l'injection ' de
 dans 
0 d�e�nie par '(xi) = xi, pour i 2 I, et si l'on pose iA = Spec('0 �  0) on v�eri�eaussitôt que le couple (XA; iA) satisfait aux conditions de la proposition.Remarque (2.6.2) Il r�esulte de la d�emonstration de la proposition (2.6.1) que, si l'espacequantique X est de type �ni, il en est de même pour XA. De fa�con plus pr�ecise, si (bi)i2Id�esigne une famille de g�en�erateurs de la K-alg�ebre di��erentielle 
X et B une matrice�a coe�cients dans OXA telle que B � i�A(A) = i�A(A) � B = I (o�u I d�esigne la matriceunit�e), alors la K-alg�ebre di��erentielle 
XA est engendr�ee par la famille (i�A(bi))i2I et lescoe�cients de la matrice B.D�e�nition (2.6.3) On dit qu'un morphisme d'espaces quantiques i : Y ! X est uneimmersion ouverte presque �el�ementaire d'ordre n, s'il existe une matrice carr�ee A d'ordre n�a coe�cients dansOX et un isomorphisme d'espaces quantiques f : Y ! XA (cf (2.6.1)) telque i = iA � f . On dit que i est une immersion ouverte �el�ementaire, si i est une immersionouverte presque �el�ementaire d'ordre 1. Pour toute matrice carr�ee A �a coe�cients dansOX on dit que iA : XA ! X est l'immersion ouverte presque �el�ementaire associ�ee �a lamatrice A. 15



Remarque (2.6.4) SiX est un sch�ema a�ne et i : Y ,! X une immersion ouverte presque�el�ementaire (d'ordre arbitraire) alors i est une immersion ouverte �el�ementaire (grâce aud�eterminant) et Y est un sch�ema a�ne (i �etant alors une immersion ouverte au sens dessch�emas). En revanche, si X est un espace quantique g�en�eral, ces deux notions ne sont pas�equivalentes. Plus g�en�eralement, si m � n, toute immersion ouverte presque �el�ementaired'ordre m est une immersion ouverte presque �el�ementaire d'ordre n, la r�eciproque n'�etantpas n�ecessairement vraie.2.7. Exemples d'espaces et de cônes quantiquesDans les exemples suivants, si 
 d�esigne une alg�ebre di��erentielle gradu�ee et a1; . . . ; andes �el�ements homog�enes de 
, on d�esigne par (a1; . . . ; an) (resp. ((a1; . . . ; an)) ) l'id�ealbilat�ere (resp. l'id�eal di��erentiel) engendr�e par ces �el�ements.Exemple (2.7.1) (P. Cartier [Ca])X = Spec(Khhxii=((�x � qx�)) );o�u � = dx et q d�esigne un �el�ement de l'anneau K. L'alg�ebre des observables de X estisomorphe �a l'alg�ebre des polynômes commutatifs K[x]. On peut donc consid�erer quel'espace X est la droite a�ne (\commutative") munie d'une structure di��erentielle noncommutative. Si K est un corps et q 6= �1 on a
X = Khhxii=(�x � qx�; �2)(cf.(1.2.3)). Si q = �1 
X = Khhxii=(�x + x�)et l'espace quantique X 0 = Spec �Khhxii=(�x + x�; �2)�n'est pas un espace quantique simple (cf. (2.1.4)). L'�el�ement �x � qx� de Khhxii �etantbihomog�ene en x et � , l'espace quantique X est muni d'une structure de cône quantique(cf. (2.4.2))Exemple (2.7.2) (Plan quantique) A2q;p = Spec(Khhx; yii=J), o�u si l'on pose � = dx et� = dy, J d�esigne l'id�eal bilat�ere engendr�e paryx � qxy;�x � pqx�; �y � py�; �x � qx� � (pq � 1)y�; �y � pqy�;�2; �2; �� + p�� (p; q 2 K) :L'id�eal J est bigradu�e (pour la bigraduation d�e�nie par le degr�e total en x et y et le degr�etotal en � et �) et l'espace A2q;p est ainsi muni d'une structure de cône quantique (cf.16



(2.4.2)). L'espace quantique A2q;p est simple si et seulement si pq+1 est inversible dans K.En e�et, si pq + 1 , est inversible on aJ = ((yx � qxy; �x � pqx�; �y � py�; �y � pqy�)) :Un cas particulier int�eressant est le cas o�u p = q (plan quantique sym�etrique) introduit parP. Cartier [Ca]. Si q = 1 et p 6= 1 l'espace quantique A2q;p est le plan a�ne (commutatif)muni d'une structure di��erentielle non commutative. Un autre cas particulier qui pourraitêtre int�eressant est celui o�u q est inversible et p = q�1.Exercice (2.7.3) D�emontrer que siK est un corps et q; p; q0; p0 2 K les espaces quantiquesA2q;p et A2q0;p0 sont isomorphes, si et seulement si(q0 = q et p0 = p) ou (pq = 1 et p0 = q et q0 = p):Exemple (2.7.4) (Plan quantique de Jordan)A2Jord;�;� = Spec(Khhx; yii=J);o�u, si l'on pose � = dx et � = dy, J d�esigne l'id�eal bilat�ere engendr�e paryx� xy � �x2;�x� x�; �y + �x� � y�; �x� �x� � x�; �y + ��x� + �x� � �y� � y�;�2; �� + ��; �2 � ��� (�; � 2 K) :On peut y d�e�nir une structure de cône quantique comme dans l'exemple (2.7.2). L'espacequantique A2Jord;�;� est simple si et seulement si 2 est inversible dans K et alorsJ = ((yx � xy � �x2; �x � x�; �y + �x� � y�; �y + ��x� + �x� � �y� � y�)) :Exercice (2.7.5) D�emontrer que si K est un corps et �; �; �0; �0 2 K , les espaces quan-tiques A2Jord;�;� et A2Jord;�0;�0 sont isomorphes si et seulement s'il existe � 2 K� tel que�0 = �� et �0 = �� :Exemple (2.7.6) (Tore quantique)T2p;q = Spec(Khhx; y; x0 ; y0ii=J);o�u, si l'on pose � = dx, � = dy, �0 = dx0 et �0 = dy0, J d�esigne l'id�eal engendr�e paryx � qxy; x0x� 1; xx0 � 1; y0y � 1; yy0 � 1�x� pqx�; �y � py�; �x� qx� � (pq � 1)y�; �y � pqy��0 + x0�x0; �0 + y0�y0�2; �2; �� + p�� (p; q 2 K) :L'espace quantique T2p;q est simple si et seulement si pq + 1 est inversible et alorsJ = ((yx � qxy; x0x � 1; xx0 � 1; y0y � 1; yy0 � 1;�x � pqx�; �y � py�; �y � pqy�)) :L'espace quantique T2p;q ne poss�ede pas en g�en�eral de structure de cône quantique.17



Exercice (2.7.7) En gardant les notations de l'exemple (2.7.2), d�emontrer qu'il existe unmorphisme d'espaces quantiques T2p;q �! A2p;qs'identi�ant �a l'immersion ouverte presque �el�ementaire associ�ee �a la matriceA = �x 00 y� :D�emontrer que si q est inversible, alors ce morphisme est en fait une immersion ouverte�el�ementaire.

18



3. Mono��des quantiques
3.1. Mono��des quantiquesD�e�nition (3.1.1) On appelle mono��de quantique un triplet (X;m; e), o�u X d�esigne unespace quantique et m : X �X ! X et e : Spec(K) ! Xdes morphismes d'espaces quantiques satisfaisant aux propri�et�es suivantes :i) associativit�e : le diagrammeX �X �X wm� idXuidX �m X �XumX �X wm Xest commutatif (o�u l'on identi�e (X �X)�X �a X � (X �X) par la contrainte d'associa-tivit�e) ;ii) �el�ement neutre : les diagrammes suivants sont commutatifs :X �X44446mX � Spec(K)hhhhjidX � e w� X X �X44446mSpec(K) �Xhhhhje � idX w� X(o�u les isomorphismes X � Spec(K) ��! X et Spec(K) � X ��! X sont les contraintesd'unit�e).Si (X;m; e) et (X 0;m0; e0) sont des mono��des quantiques, un morphisme de mono��desquantiques de (X;m; e) dans (X 0;m0; e0) est un morphisme d'espaces quantiquesf : X ! X 019



rendant commutatifs les diagrammes suivants :X �X wf � fum X 0 �X 0um0X wf X 0et Spec(K)�����e AAAACe0X wf X 0 :La notion de mono��de quantique est un cas particulier de la notion de mono��de dans unecat�egorie tensorielle.Remarque (3.1.2) Soit (X;m; e) un mono��de quantique. Alors m� et e� :m� : 
X ! 
X g
 
X ; e� : 
X ! Ksont respectivement le coproduit et la co�unit�e d'une structure de K-big�ebre gradu�ee gauchesur l'alg�ebre gradu�ee sous-jacente �a l'alg�ebre di��erentielle 
X ([Bo], A III, p. 148-149) eten particulier, la restriction de m� et e� �a l'alg�ebre des observables OX :m� : OX !OX 
OX; e� : OX ! Kd�e�nit une structure de big�ebre sur cette alg�ebre. La condition de compatibilit�e de ladi��erentielle dX de 
X avec le coproduitm�, exprimant quem est un morphisme d'espacesquantiques, se traduit comme suit : sim�(a) = nXi=1 a0i 
 a00i ; a 2 
X ; a0i 2 
niX ; a00i 2 
X ;alors m�(dX (a)) = nXi=1 dXa0i 
 a00i + (�1)ni nXi=1 a0i 
 dXa00i :On d�e�nit ainsi la notion de big�ebre di��erentielle gradu�ee.Exemple (3.1.3) Soient 
 = Khh(aij )1�i;j�nii l'alg�ebre di��erentielle libre engendr�ee parles ind�etermin�ees (aij )1�i;j�n et � : 
! 
 g
 
 et " : 
! K les morphismes d'alg�ebresdi��erentielles d�e�nis par�(aij) = nXk=1 akj 
 aik et "(aij ) = �ij ; 1 � i; j � n ;(o�u �ij d�esigne le symbole de Kronecker). Alors (
;�; ") est une big�ebre di��erentielle gra-du�ee et (Spec(
);Spec(�);Spec(")) un mono��de quantique.20



3.2. Mono��des quantiques matricielsD�e�nition (3.2.1) Soient (X;m; e) un mono��de quantique et (bij)1�i;j�n une matrice �acoe�cients dans OX. On dit que (bij )1�i;j�n est une matrice multiplicative, sim�(bij) = nXk=0 bkj 
 bik et e�(bij ) = �ij ; 1 � i; j � n :On dit que (X;m; e) est un mono��de quantique matriciel s'il poss�ede une matrice multipli-cative dont les coe�cients engendrent la K-alg�ebre di��erentielle 
X .Proposition (3.2.2) Soit (X;m; e) un mono��de quantique. Les conditions suivantes sont�equivalentes :i) (X;m; e) est un mono��de quantique matriciel ;ii) il existe une famille �nie de matrices multiplicatives dont les coe�cients engendrentl'alg�ebre di��erentielle 
X ;iii) (
X ;m�; e�) est une big�ebre di��erentielle quotient d'une big�ebre du type de cellesd�e�nies dans l'exemple (3.1.3).D�emonstration : Les implications (i) ) (ii) et (iii) ) (i) sont �evidentes. L'impli-cation (i) ) (iii) r�esulte de la propri�et�e universelle des alg�ebres di��erentielles libres. Pourd�emontrer que (ii) implique (i) il su�t de remarquer que si (Ai)1�i�n est une famille �niede matrices multiplicatives alors la matriceA =0BB@A1 0 . . . 00 A2 . . . 0... ... . . . ...0 0 . . . An1CCAest �egalement multiplicative.Remarque (3.2.3) L'espace quantique sous-jacent �a un mono��de quantique matriciel estde type �ni. On dira qu'un tel mono��de quantique est de type �ni. On d�emontre que si Kest un corps alors un mono��de quantique est matriciel si et seulement s'il est de type �ni.Proposition (3.2.4) Soient (X;m; e) un mono��de quantique, A une matrice multipli-cative et iA : XA ! X l'immersion ouverte presque �el�ementaire associ�ee �a la matrice A(cf. (2.6.3)). Alors il existe une structure unique de mono��de quantique (XA;mA; eA) surXA, telle que iA soit un morphisme de mono��des quantiques. De plus, si (X;m; e) est unmono��de quantique matriciel, il en est de même pour (XA;mA; eA).D�emonstration : Posons A = (aij )1�i;j�n, aij 2 OX, et soit B = (bij)1�i;j�n lamatrice �a coe�cients dans OXA inverse de i�A(A). On anXk=1 bkj i�A(aik) = nXk=1 i�A(akj )bik = �ij :21



Consid�erons le morphisme compos�em � (iA � iA) : XA �XA ! X �X ! Xet d�emontrons que la matrice (m�(iA�iA))�(A) est inversible. Avec des notations �evidentes,on a [(m � (iA � iA))�(A)]ij = [(iA � iA)�(m�(A))]ij= nXk=1 i�A(akj )
 i�A(aik) :Soit C = (cij)1�i;j�n la matrice �a coe�cients dans OXA�XA , d�e�nie parcij = nXk=1 bik 
 bkj ; 1 � i; j � n :Alors on a��(m � (iA � iA)�)(A)�C�ij = nXl=1  nXk=1 i�A(akj )
 i�A(alk)! nXk0=1 bik0 
 bk0l != nXk=1 nXk0=1 i�A(akj )bik0 
 nXl=1 i�A(alk)bk0l != nXk=1 nXk0=1 i�A(akj )bik0 
 �k0k= nXk=1 i�A(akj )bik 
 1= �ij (1
 1) :On a donc(3:2:4:1) ��m � (iA � iA)��(A)�C = Iet un calcul analogue montre qu'on a aussi(3:2:4:2) C ��m � (iA � iA)��(A)� = I :On en d�eduit (2.6.1) l'existence d'un morphisme unique d'espaces quantiquesmA : XA �XA ! XA22



rendant le diagramme XA �XA wiA � iAumA X �XumXA wiA Xcommutatif. De même, comme e�(A) = I est une matrice inversible �a coe�cients dans K,on en d�eduit l'existence d'un morphisme unique d'espaces quantiques eA : Spec(K) ! XAtel que le diagramme Spec(K)�����eA AAAACeXA wiA Xsoit commutatif. D�emontrons que (XA;mA; eA) est un mono��de quantique. En e�et, on aiA �mA � (mA � idXA) =m � (iA � iA) � (mA � idXA) = m � (iAmA � iA)=m � ((m � (iA � iA)) � iA) = m � (m� idX) � (iA � iA � iA)etiA �mA � (idXA �mA) =m � (iA � iA) � (idXA �mA) = m � (iA � iAmA)=m � (iA � (m � (iA � iA))) = m � (idX �m) � (iA � iA � iA) :On a donc iA �mA � (mA � idXA) = iA �mA � (idXA �mA) ;ce qui implique, en utilisant la partie unicit�e de la propri�et�e universelle de iA (2.6.1), quemA � (mA � idXA) =mA � (idXA �mA) :De même, on a iA �mA � (idXA � eA) =m � (iA � iA) � (idXA � eA)=m � (idX � e) � (iA � idSpec(K))= �X � (iA � idSpec(K)) = iA � �XA ;o�u �X : X � Spec(K) ! X (resp. �XA : XA � Spec(K) ! XA ) d�esigne la contrainted'unit�e (cf. (2.3.7.1)), d'o�u mA � (idXA � eA) = �XA :On d�emontre de fa�con analogue quemA � (eA � idXA) = �XA ;23



o�u �XA : Spec(K) �XA ! XA d�esigne la contrainte d'unit�e (cf. (2.3.7.1)).Il reste �a prouver que si le mono��de quantique (X;m; e) est matriciel, il en est demême pour (XA;mA; eA). Supposons donc qu'il existe une matrice multiplicative A0 dontles coe�cients engendrent la K-alg�ebre di��erentielle 
X . Alors les coe�cients de i�A(A0)et de B engendrent la K-alg�ebre di��erentielle 
XA (remarque (2.6.2)). Comme iA est unmorphisme de mono��des quantiques, la matrice i�A(A0) est une matrice multiplicative �acoe�cients dans OXA et il r�esulte de (3.2.4.1) et (3.2.4.2) que m�A(B) = C, ce qui impliqueque la matrice transpos�ee de B est une matrice multiplicative. En vertu de la proposition(3.2.2), on en d�eduit que (XA;mA; eA) est un mono��de quantique matriciel.3.3. Familles de morphismes de cônes quantiquesD�e�nition (3.3.1) Soient C et C 0 deux cônes quantiques et X un espace quantique.On appelle famille de morphismes de cônes quantiques de C dans C 0 index�ee par l'espacequantique X (ou plus simplement famille de morphismes de C dans C 0 index�ee par X) unmorphisme d'espaces quantiques f : X � C ! C 0 (o�u l'on d�esigne aussi par C (resp. C 0)l'espace quantique sous-jacent au cône quantique C (resp. C 0)) tel quef�(
1;0C0 ) � 
X 

1;0C :Si f 0 : X 0 �C ! C 0 d�esigne une famille de morphismes de C dans C 0 index�ee par l'espacequantique X 0, on appelle morphisme de f dans f 0 un morphisme d'espaces quantiquesg : X ! X 0 tel que le diagramme X � C wfug � idC C 0u idC0X 0 � C wf 0 C 0soit commutatif. On d�e�nit ainsi la cat�egorie des familles de morphismes de cônes quan-tiques de C dans C 0.Th�eor�eme (3.3.2) Soient C et C 0 deux cônes quantiques. On suppose quei) K est un corps ;ii) C et C 0 sont de type �ni.Alors la cat�egorie des familles de morphismes de C dans C 0 poss�ede un objet �nal. Au-trement dit, il existe un espace quantique X0 et une famille de morphismes de C dans C 0index�ee par X0 f0 : X0 � C �! C 0tels que pour toute famille de morphismes de C dans C 0 index�ee par un espace quantique Xf : X � C �! C 024



il existe un morphisme unique d'espaces quantiques g : X ! X0 tel que le diagrammeX � C wfug � idC C 0u idC0X0 �C wf0 C 0soit commutatif.D�emonstration : Il r�esulte de l'hypoth�ese (ii) que 
1;0C et 
1;0C0 sont des K-espacesvectoriels de dimension �nie. Soient b1; . . . ; bn (resp. b01; . . . ; b0n0) une base de 
1;0C (resp.
1;0C0 ), 
 = Khhx1; . . . ; xnii (resp. 
0 = Khhx01; . . . ; x0n0ii) l'alg�ebre di��erentielle libre en-gendr�ee par la famille des ind�etermin�ees (xj )1�j�n (resp. (x0j0 )1�j0�n0), ' : 
! 
C (resp.'0 : 
0 ! 
C0) le morphisme (surjectif) d'alg�ebres di��erentielles d�e�ni par '(xj) = bj(resp. '0(x0j0 ) = b0j0 ), pour 1 � j � n (resp. pour 1 � j0 � n0) et J (resp. J 0) le noyaude ' (resp. '0) qui est un id�eal di��erentiel bigradu�e de 
 (resp. 
0) (cf. 2.4.2). Comme Kest un corps, il existe un sous-espace vectoriel bigradu�e M de 
 tel que 
 = J �M etune base (si)i2I (resp. (s0i0 )i02I0) deM (resp. de J) form�ee d'�el�ements bihomog�enes. En�n,soit (tl)l2L un syst�eme de g�en�erateurs bihomog�enes de J 0 en tant qu'id�eal di��erentiel. Ond�esigne par H l'alg�ebre di��erentielle libre Khh(ajj0 )1�j�n;1�j0�n0ii engendr�ee par la familledes ind�etermin�ees (ajj0 )1�j�n;1�j0�n0 et on d�e�nit un morphisme d'alg�ebres di��erentielles : 
0 �! H g

par  (xj0 ) = nPj=1 ajj0 
 xj , pour 1 � j0 � n0. Pour tout l, l 2 L, (tl) =Xi2I rli 
 si + Xi02I0 r0li0 
 s0i0 ;o�u rli, r0li0 2 H, les familles (rli)l2L;i2I et (r0li0 )l2L;i02I0 �etant uniquement d�etermin�ees parces formules. Soit R l'id�eal di��erentiel de H engendr�e par (rli)l2L;i2I . Le morphisme  d�e�nit par passage au quotient un morphisme d'alg�ebres di��erentielles� : 
C0 �! H=R g

C(en identi�ant 
C �a 
=J et 
C0 �a 
0=J 0). Si l'on pose X0 = Spec(H=R) et f0 = Spec( � ) ,alors f0 : X0 � C �! C 0est une famille de morphismes de C dans C 0 index�ee par X0. D�emontrons qu'elle satisfait�a la propri�et�e universelle du th�eor�eme. Soit f : X �C ! C 0 une famille de morphismes deC dans C 0 index�ee par X. Commef�(
1;0C0 ) � 
X 

1;0C ;25



pour tout j0, 1 � j0 � n0, il existe une famille unique (bjj0 )1�j�n d'�el�ements de 
0X telleque f�(bj0 ) = nXj=1 bjj0 
 bj(car (bj )1�j�n est une base de 
1;0C ). On en d�eduit un morphisme unique d'alg�ebres di��e-rentielles � : H �! 
Xtel que pour tout j et j0, 1 � j � n , 1 � j0 � n0, �(ajj0 ) = bjj0 , ou ce qui est �equivalent,rendant commutatif le diagramme suivant
0 w u'0 H g
 
u �
 '
C0 wf� 
X g
 
CPour tout l, l 2 L, on a (�
 ') �  (tl) = f� � '0(tl) = 0 ;d'o�u Xi2I �(rli) 
 '(si) = 0 :La famille (si)i2I �etant une base de M , la famille ('(si))i2I est une base du K-espacevectoriel 
C, on a donc pour tout i, i 2 I, �(rli) = 0. On en d�eduit que � induit unmorphisme d'alg�ebres di��erentielles �� : H=R �! 
Xtel que si l'on pose g = Spec(��), le diagrammeX � C wfug � idC C 0u idC0X0 �C wf0 C 0soit commutatif, ce qui d�emontre le th�eor�eme.(3.3.3) On dira que la famille de morphismes f0 : X0�C ! C 0 satisfaisant aux propri�et�esdu th�eor�eme (3.3.2) est la famille universelle de morphismes de cônes quantiques de Cdans C 0. La d�emonstration de ce th�eor�eme en donne une construction explicite, tr�es utilepour �etudier des exemples. On v�eri�e facilement que X0 peut être canoniquement munid'une structure de cône quantique, mais f0 n'est pas un morphisme de cônes quantiquespour cette structure. 26



3.4. Action d'un mono��de quantique sur un espace quantiqueD�e�nition (3.4.1) Soient (M;m; e) un mono��de quantique et X un espace quantique. Onappelle action (�a gauche) deM sur X un morphisme d'espaces quantiques f :M�X ! Xtel que les diagrammes suivants soient commutatifs :M �M �X wm� idXuidM � f M �Xu fM �X wf Xet M �X44446fSpec(K) �Xhhhhje� idX w� X ;l'isomorphisme Spec(K) �X �! X �etant la contrainte d'unit�e (cf. (2.3.7.1)). Si C d�esigneun cône quantique, on appelle action de M sur C un morphisme d'espaces quantiquesf :M �C ! C qui est �a la fois une action deM sur l'espace quantique sous-jacent �a C etune famille de morphismes de cônes quantiques de C dans C . On dit alors que le mono��dequantique M agit sur l'espace quantique X , ou sur le cône quantique C .Th�eor�eme (3.4.2) Supposons que K soit un corps et soient C un cône quantique de type�ni et f0 : X0 � C ! C la famille universelle de morphismes de cônes quantiques de Cdans lui-même. Alors il existe une structure unique de mono��de quantique sur X0 tel quef0 soit une action de X0 sur C. De plus, pour cette structure X0 est un mono��de quantiquematriciel.D�emonstration : Le morphisme compos�ef0 � (idX0 � f0) : X0 �X0 � C idX0�f0�! X0 �C f0�! C(resp. la contrainte d'unit�e (cf. (2.3.7.1))�C : Spec(K) � C �! C )est une famille de morphismes de C dans lui-même index�ee parX0�X0 (resp. par Spec(K))et il r�esulte de la propri�et�e universelle de f0 (3.3.2) qu'il existe un morphisme d'espacesquantiques m : X0 �X0 ! X0 (resp. e : Spec(K) ! X0) tel que(3:4:2:1) f0 � (m � idC) = f0 � (idX0 � f0)(resp.(3:4:2:2) f0 � (e � idC) = �C ):27



D�emontrons que (X0;m; e) est un mono��de quantique. En vertu de (3.4.2.1), on af0(m(idX0 �m) � idC) = f0 � (idX0 � f0) � (idX0 �m� idC)= f0 � (idX0 � f0) � (idX0 � idX0 � f0)et f0(m(m� idX0)� idC) = f0 � (idX0 � f0) � (m� idX0 � idC)= f0 � (m� f0) = f0 � (m� idC) � (idX0 � idX0 � f0)= f0 � (idX0 � f0) � (idX0 � idX0 � f0) :On en d�eduit que f0(m(idX0 �m) � idC) = f0(m(m� idX0) � idC) ;ce qui implique, en utilisant la partie unicit�e de la propri�et�e universelle de f0 (3.3.2), que(3:4:2:3) m(idX0 �m) =m(m� idX0) :De même, en vertu de (3.4.2.1) et (3.4.2.2), on af0(m(e � idX0)� idC) = f0 � (idX0 � f0) � (e � idX0 � idC)= f0 � (e� f0) = f0 � (e� idC) � (idSpec(K) � f0)= �C(idSpec(K) � f0) = f0(�X0 � 1C) ;o�u �X0 : Spec(K) �X0 �! X0 d�esigne la contrainte d'unit�e (cf. (2.3.7.1)), d'o�u(3:4:2:4) m(e� idX0) = �X0 :En�n, en vertu de ((3.4.2.1) et (3.4.2.2) on af0(m(idX0 � e) � idC) = f0 � (idX0 � f0) � (idX0 � e� idC)= f0(idX0 � �C) = f0(�X0 � idC) ;o�u �X0 : X0 � Spec(K) �! X0 d�esigne la contrainte d'unit�e (cf. (2.3.7.1)), d'o�u(3:4:2:5) m(idX0 � e) = �X0 :Les �egalit�es (3.4.2.3), (3.4.2.4) et (3.4.2.5) prouvent que (X0;m; e) est un mono��de quan-tique et les �egalit�es (3.4.2.1) et (3.4.2.2) que f0 est une action de ce mono��de sur C. L'unicit�ede la structure de mono��de quantique sur X0 r�esulte de l'unicit�e de m et e satisfaisant �a(3.4.2.1) et (3.4.2.2) (cf. (3.3.2)).Le fait que le mono��de quantique (X0;m; e) est matriciel r�esulte de la constructionexplicite de X0, d�ecrite dans la d�emonstration du th�eor�eme (3.3.2). Les d�etails des v�eri�-cations sont laiss�es au lecteur. On peut d'ailleurs obtenir ainsi une d�emonstration directedu fait que (X0;m; e) est un mono��de quantique.28



(3.4.3) On dira que (X0;m; e) est le mono��de quantique des endomorphismes du cônequantique C et que f0 : X0 � C ! C est l'action canonique de ce mono��de sur C. Lad�emonstration ci-dessus, qui est une adaptation de celle de Manin [Man2], a le m�erited'être valable dans n'importe quelle cat�egorie mono��dale, pourvu qu'on ait un th�eor�emeanalogue au th�eor�eme (3.3.2). Le mono��de quantique X0 des endomorphismes d'un cônequantique C , muni de l'action canonique f0 : X0 � C ! C , satisfait �a la propri�et�euniverselle suivante : pour tout mono��de quantique X et toute action f : X � C ! Cde X sur le cône quantique C , il existe un morphisme unique de mono��des quantiquesg : X ! X0 tel que f = f0(g � idC) .Exercice(3.4.4) Supposons que K soit un corps et soit C un cône quantique de type�ni dont l'espace quantique sous-jacent est simple. Alors il en est de même pour l'espacequantique sous-jacent au mono��de quantique des endomorphismes de C.3.5. Exemples de mono��des quantiquesNotations (3.5.1) Soient n un entier, n 2 N , R = (rjj0ii0 )1�i;i0;j;j0�n une matrice carr�een2 � n2, �a coe�cients dans K et U et V des relation binaires d�e�nies sur l'ensemblef1; . . . ; ng . En pratique U; V 2 f= ; � ; < ; � ; > g :On pose RVU = (rjj0ii0 )1�i;i0;j;j0�n; iUi0; jV j0 ;RU = (rjj0ii0 )1�i;i0;j;j0�n; iUi0 ;RV = (rjj0ii0 )1�i;i0;j;j0�n; jV j0 :Si S d�esigne une matrice du même type, W une autre relation et W sa n�egation,iW i0 () non iW i0 ;on a (RS)VU = RWU SVW +RWU SVW ;(RS)U = RWU SW +RWU SW ;(RS)V = RWSVW +RWSVW ;RS = RWSW +RWSW ;par exemple, (RS)�� = R<�S�< +R��S�� :Si I d�esigne la matrice unit�e, I = (�jj0ii0 )1�i;i0;j;j0�n ;on remarque que IWW est encore une matrice unit�e, tandis que IWW = 0. Par exemple,I>� = 0 ; I�< = 0 etc.29



Si m , m0 , n et n0 d�esignent des entiers, m;m0; n; n0 2 N et R = (rji )1�i�m ; 1�j�net S = (sj0i0 )1�i0�m0 ; 1�j0�n0 des matrices �a coe�cients dans K , on d�esigne par R 
 S lamatrice R
 S = (rji sj0i0 )1�i�m; 1�i0�m0 ; 1�j�n ; 1�j0�n0 ;produit tensoriel des matrices R et S .Exemple (3.5.2) On suppose que K soit un corps. Soient n un entier, n 2 N ,Q = (qjj0ii0 )1�i0<i�n ; 1�j�j0�n ;R = (rjj0ii0 )1�i;i0;j;j0�n ;P = (pjj0ii0 )1�i�i0�n ;1�j0<j�n ;des matrices �a coe�cients dans K , 
(Q;R;P ) = 
=J l'alg�ebre di��erentielle gradu�ee quo-tient de l'alg�ebre di��erentielle libre 
 = Khhx1; . . . ; xnii, engendr�ee par la famille desind�etermin�ees (xi)1�i�n , par l'id�eal di��erentiel J engendr�e par les relationsxixi0 = Xj�j0 qjj0ii0 xjxj0 ; 1 � i0 < i � n ;�ixi0 =Xj;j0 rjj0ii0 xj�j0 ; 1 � i; i0 � n ;�i�i0 = Xj0<j pjj0ii0 �j�j0 ; 1 � i � i0 � n ;o�u �i = dxi , et An(Q;R;P ) = Spec(
(Q;R;P )) l'espace quantique correspondant (espace a�nequantique de dimension n associ�e aux matrices Q , R et P ). L'id�eal J est bigradu�e et l'es-pace An(Q;R;P ) est ainsi muni d'une structure de cône quantique. En utilisant les notationsde (3.5.1), les relations d�e�nissant l'id�eal J s'�ecrivent de fa�con plus compacte:(x 
 x)> = Q�> (x 
 x)� ;(3:5:2:1) � 
 x = R(x 
 �) ;(3:5:2:2) (� 
 �)� = P>� (� 
 �)> ;(3:5:2:3)o�u x d�esigne la matrice (xi)1�i�n , � la matrice (�i)1�i�n et Q�> = Q et P>� = P , cettenotation �etant purement mn�emotechnique, destin�ee �a rappeler la forme des matrices Q etR (mais compatible avec les notations de (3.5.1), si l'on compl�ete ces matrices de fa�conarbitraire en des matrices n2 � n2).On remarque que(xi1 � � �xim�j1 � � � �jm0 )1�i1�����im�n ; 1�jm0<���<j1�nest un syst�eme de g�en�erateurs du K-espace vectoriel 
(Q;R;P ) . On s'int�eresse plus particu-li�erement au cas o�u le syst�eme ci-dessus est une base, autrement dit au cas o�u la fonction30



de Hilbert de 
(Q;R;P ) est la même que celle du complexe de de Rham alg�ebrique habituelsur l'anneau des polynômes commutatifs �a n ind�etermin�ees :dimK (
m;m0(Q;R;P )) = �m+ n� 1n� 1 � �� nm0� :Supposons qu'il en soit ainsi, ou du moins que(xixj )1�i�j�n(xi�j)1�i;j�n(�j�i)1�i<j�nsoit une famille libre. En di��erentiant la relation (3.5.2.1), on obtient(� 
 x)> + (x 
 �)> = Q�>(� 
 x)� +Q�> (x 
 �)� ;ce qui implique en utilisant (3.5.2.2) queR>(x
 �) + I>(x 
 �) = Q�>R�(x 
 �) +Q�>I�(x 
 �) ;o�u I d�esigne la matrice unit�e n2 � n2, et en vertu de l'hypoth�ese, on a(3:5:2:4) R> + I> = Q�> (R� + I�) :Cette relation se d�ecompose en deux autres(3:5:2:5) R�> = Q�>(R�� + I�� )et(3:5:2:6) R>> + I>> = Q�>R>� :Supposons que(3:5:2:7) rgK(R + I) = rgK(R�� + I�� ) = n(n+ 1)=2 :Alors R�� + I�� est inversible,(3:5:2:8) Q�> = R�> (R�� + I�� )�1et cette �egalit�e implique (3.5.2.4).De même, en di��erentiant (3.5.2.2), on obtient�(� 
 �) = R(� 
 �) ;31



ce qui implique (R� + I�)(� 
 �)� + (R> + I>)(� 
 �)> = 0 ;d'o�u, en utilisant (3.5.2.3)(R� + I�)P>� (� 
 �)> + (R> + I>)(� 
 �)> = 0 ;et comme la famille (�j�i)1�i<j�n est suppos�ee libre, on a(3:5:2:9) (R� + I�)P>� +R> + I> = 0 :La relation ci-dessus se d�ecompose en deux :(3:5:2:10) (R�� + I�� )P>� +R>� = 0et(3:5:2:11) R�>P>� +R>> + I>> = 0 :On a donc sous l'hypoth�ese (3.5.2.7)(3:5:2:12) P>� = �(R�� + I�� )�1R>� ;relation qui implique alors (3.5.2.9).R�eciproquement, soit R une matrice carr�ee n2�n2 satisfaisant �a l'hypoth�ese (3.5.2.7),supposons que les matrices Q�> et P>� soient d�e�nies par les formules (3.5.2.8) et (3.5.2.12)et l'id�eal J par les relations (3.5.2.1), (3.5.2.2) et (3.5.2.3). Alors on pose 
R = 
(Q;R;P )et AnR = An(Q;R;P ) et en vertu de ce qui pr�ec�ede, on v�eri�e facilement que J est l'id�ealdi��erentiel engendr�e par les relations (3.5.2.1) et (3.5.2.2) et que (xixj )1�i�j�n est unebase de 
2;0R , (xi�j)1�i;j�n une base de 
1;1R et (�j�i)1�i<j�n une base de 
0;2R .En compl�etant donc la r�eunion de ces trois familles en une base de 
R , on peut appli-quer la m�ethode du th�eor�eme (3.3.2) pour construire le mono��de quantique des endomor-phismes du cône quantique AnR (cf. (3.4.3)) (mono��de quantique des matrices n�n , associ�e�a la matrice R ).Proposition (3.5.3) Sous ces hypoth�eses, le mono��de quantique des endomorphismes ducône quantique AnR est isomorphe �a Spec(H=J(R)) ;o�u H = Khh(aji )1�i;j�niid�esigne l'alg�ebre di��erentielle libre engendr�ee par la famille des ind�etermin�ees (aji )1�i;j�net J(R) est l'id�eal di��erentiel de H engendr�e par les coe�cients des matrices(A
A)R �R(A 
A)32



et [dA
A�R(A 
 dA)](R + I)� ;o�u A = (aji )1�i;j�n et dA = (daji )1�i;j�n .D�emonstration : Soit  : 
 �! H g

le morphisme d'alg�ebres di��erentielles gradu�ees d�e�ni par (xi) = nXj=1 aji 
 xj ; 1 � i � n :En utilisant les notations plus compactes introduites ci-dessus, ainsi que les propri�et�es desmorphismes d'alg�ebres di��erentielles gradu�ees, on remarque que  est l'unique morphismed'alg�ebres gradu�ees satisfaisant �a (x) = A � x et  (�) = dA � x+A � � :On a �(x 
 x)> �Q�> (x 
 x)�� = (A 
A)> (x 
 x) �Q�>(A 
A)� (x 
 x)= (A 
A)�> (x 
 x)� + (A 
A)>>(x 
 x)>�Q�>(A 
A)��(x 
 x)� �Q�>(A 
A)>� (x
 x)>= (A 
A)�> (x 
 x)� + (A 
A)>>Q�> (x 
 x)��Q�>(A 
A)��(x 
 x)� �Q�>(A 
A)>�Q�>(x 
 x)�+ (A 
A)>> (x 
 x)> � (A
A)>>Q�>(x 
 x)��Q�>(A 
A)>�(x 
 x)> +Q�>(A 
A)>�Q�>(x 
 x)� :On en d�eduit que �(x 
 x)> �Q�>(x 
 x)�� [mod H
J]�(3:5:3:1) � �(A
A)�> + (A 
A)>>Q�> �Q�> (A
A)�� �Q�>(A 
A)>�Q�>�(x 
 x)� :De même, on a [� 
 x�R(x 
 �)] = (dAx +A�) 
 (Ax) �R[(Ax) 
 (dAx +A�)]= [dA
A�R(A 
 dA)]�(x 
 x)�+ [dA
A �R(A 
 dA)]> (x 
 x)>+ (A 
A)(� 
 x) �R(A 
A)(x 
 �)= [dA
A�R(A 
 dA)]�(x 
 x)�+ [dA
A �R(A 
 dA)]>Q�>(x 
 x)�+ [(A 
A)R �R(A 
A)](x 
 �)+ [dA
A �R(A 
 dA)]> [(x
 x)> �Q�>(x 
 x)� ]+ (A 
A)[� 
 x �R(x 
 �)] :33



On en d�eduit que [� 
 x�R(x 
 �)] [mod H
J]�(3:5:3:2) � h[dA
A�R(A 
 dA)]� + [dA
A �R(A 
 dA)]>Q�>i(x
 x)�+ [(A
A)R �R(A 
A)](x 
 �) :Conform�ement �a la construction du mono��de quantique des endomorphismes d'un cônequantique (d�emonstration du th�eor�eme (3.3.2), th�eor�eme (3.4.2) et (3.4.3)), il r�esulte de(3.5.3.1) et de (3.5.3.2) que AnR est isomorphe �a Spec(H=J(R)) , o�u J(R) est l'id�eal di��e-rentiel de H engendr�e par les coe�cients des matricesM1 = (A 
A)�> + (A 
A)>>Q�> �Q�>(A 
A)�� �Q�> (A
A)>�Q�> ;M2 = [dA
A �R(A 
 dA)]� + [dA 
A�R(A 
 dA)]>Q�> ;M3 = (A 
A)R �R(A 
A) :Comme la matrice R�� + I�� est inversible, l'id�eal J(R) est aussi l'id�eal di��erentiel de Hengendr�e par les coe�cients des matrices M 01 = M1�R�� + I�� � , M 02 = M2�R�� + I�� � etM3. Or, on aM 02 = [dA 
A �R(A 
 dA)]��R�� + I���+ [dA
A�R(A 
 dA)]>R�>= [dA 
A �R(A 
 dA)](R + I)�(cf. 3.5.2.8). Pour conclure, il reste donc �a prouver que les coe�cients de la matrice M 01appartiennent �a l'id�eal J0(R) de H engendr�e par les coe�cients de la matrice M3. Notons\� " la congruence modulo l'id�eal J0(R) . On aM 01 = (A 
A)�>�R�� + I���+ (A 
A)>>�R�> + I�>��Q�>(A 
A)���R�� + I����Q�>(A 
A)>��R�> + I�>� (cf. 3:5:2:8)= (A 
A)> (R+ I)� �Q�>(A 
A)� (R+ I)�= (A 
A)> (R+ I)� �Q�>�(A 
A)(R + I)���� (A 
A)> (R+ I)� �Q�>�(R + I)(A 
A)���= (A 
A)> (R+ I)� �Q�>�R� + I��(A 
A)�= (A 
A)> (R+ I)� � �R> + I>�(A 
A)� (cf. 3:5:2:4)= (A 
A)> (R+ I)� � �(R+ I)(A 
A)��>� (A 
A)> (R+ I)� � �(A 
A)(R + I)��> = 0 ;ce qui prouve la proposition. 34



Exemple (3.5.4) (Calcul di��erentiel sur la d�eformation multiparam�etrique de l'alg�ebredes fonctions sur les matrices, introduite par M. Artin, W. Schelter, J. Tate [AST]). Onsuppose toujours que K soit un corps. Soient n un entier, n 2 N , et q = (qji)1�i<j�n ,p = (pij )1�i<j�n et � = (�j)1�j�n des familles d'�el�ements de K� satisfaisant �a la relation�j = qjipij ; 1 � i < j � n :En gardant les notations de l'exemple (3.5.2), on d�e�nit des matrices Q = Q�> , R etP = P>� par qijji = qji ; 1 � i < j � n ;riiii = �i ; 1 � i � n ;rjiij = pij ; 1 � i < j � n ;rijji = qji ; 1 � i < j � n ;rjiji = �j � 1 ; 1 � i < j � n ;pjiij = �pij ; 1 � i < j � n ;tous les autres coe�cients �etant nuls. On v�eri�e facilement que les matrices Q , R , Psatisfont aux conditions (3.5.2.4) et (3.5.2.9) et que(xi1 � � �xim�j1 � � � �jm0 )1�i1�����im�n ; 1�jm0<���<j1�nest une base de l'alg�ebre di��erentielle 
(Q;R;P ) . La condition (3.5.2.7) est �equivalente �a�j 6= �1 ; 1 � j � n ;et l'espace quantique Anq;p;� = An(Q;R;P ) est simple, si et seulement si cette condition estsatisfaite. SoitMnq;p;� le mono��de quantique des endomorphismes du cône quantique Anq;p;� .L'espace quantique Mnq;p;� est muni canoniquement d'une structure de cône quantique (cf.(3.3.3)), mais on constate (en utilisant les formules de la proposition (3.5.3) ) que la fonctionde Hilbert de son complexe de de Rham 
q;p;� n'est pas la même que celle du complexede de Rham alg�ebrique de l'anneau des polynômes commutatifs sur l'espace a�ne desmatrices carr�ees n� n , autrement dit, quedimK(
m;m0q;p;�)) 6= �m+ n2 � 1n2 � 1 � �� n2m0� :N�eanmoins, on d�emontre le th�eor�eme suivant [Mal2].35



Th�eor�eme (3.5.5) Pour qu'il existe un mono��de quantique M agissant sur le cône quan-tique Anq;p;� , tel que dimK(
m;m0M ) = �m+ n2 � 1n2 � 1 � �� n2m0 �et tel que si g : M ! Mnq;p;� d�esigne le morphisme de mono��des quantiques d�e�ni par lapropri�et�e universelle de Mnq;p;� (cf. (3.4.3)), g� : 
q;p;� ! 
M soit surjectif, il faut et ilsu�t que pour tout i et j , 1 � i; j � n , on ait �i = �j , et alors ce mono��de quantiqueM est unique, �a isomorphisme pr�es, et l'alg�ebre di��erentielle gradu�ee 
M est isomorpheau quotient de l'alg�ebre di��erentielle libre engendr�ee par les ind�etermin�ees (aji )1�i;j�n parl'id�eal bilat�ere engendr�e par(1) akj aki � qjiaki akj ; 1 � i < j � n ; 1 � k � n(2) aliaki � pklaki ali ; 1 � i � n ; 1 � k < l � n(3) akj ali � (pij )�1qlkaliakj ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(4) aljaki � (pij )�1pklaki alj � (pij)�1(� � 1)aliakj ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(5) �ki aki � �aki �ki ; 1 � i � n ; 1 � k � n(6) �ki akj � pijakj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k � n(7) �kj aki � qjiaki �kj � (� � 1)akj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k � n(8) �ki ali � qlkali�ki ; 1 � i � n ; 1 � k < l � n(9) �liaki � pklaki �li � (�� 1)ali�ki ; 1 � i � n ; 1 � k < l � n(10) �ki alj � pij(pkl )�1alj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(11) �liakj � (qji)�1pklakj�li � (qji)�1(�� 1)alj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(12) �kj ali � qji(pkl)�1ali�kj � (pkl)�1(�� 1)alj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(13) �ljaki � qji(qlk )�1aki �lj � (pij )�1(� � 1)ali�kj� (qlk )�1(�� 1)akj�li�(�� 2 + ��1)alj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(14) (�ki )2 ; 1 � i � n ; 1 � k � n(15) �ki �kj + pij�kj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k � n(16) �ki �li + qlk�li�ki ; 1 � i � n ; 1 � k < l � n(17) �ki �lj + pij(pkl)�1�lj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(18) �li�kj + (qji)�1pkl�kj�li + (qji)�1(� � 1)�lj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � no�u �ji = daji et � = �1 = � � � = �n . 36



4. Groupes quantiques
4.1. Groupes quantiquesD�e�nition (4.1.1) Soit (X;m; e) un mono��de quantique. On dit qu'un morphisme d'es-paces quantiques i : X ! Xopp est un antipode du mono��de quantique (X;m; e), si lediagramme suivant d'applications K-lin�eaires est commutatif
X 
 
X wi� 
 id
X 
X 
 
X44446�
Xhhhhjm� we�44446m� K w� 
X
X 
 
X wid
X 
 i� 
X 
 
Xhhhhj�o�u � d�esigne l'application K-lin�eaire d�e�nissant la multiplication et � celle d�e�nissantl'unit�e de l'alg�ebre 
X .Le diagramme ci-dessus n'est pas un diagramme de morphismes d'alg�ebres et il nepeut donc pas être traduit en un diagramme de la cat�egorie des espaces quantiques. Cediagramme exprime que i� est un antipode, au sens des big�ebres de Hopf ([Ab], p. 61),avec la seule di��erence qu'ici 
X est une big�ebre gradu�ee gauche et en plus on impose �ai� d'être compatible avec la di��erentielle. En particulier, on en d�eduit une structure debig�ebre de Hopf sur l'alg�ebre des observables OX (cf. (3.1.2)).Th�eor�eme (4.1.2) i) Un mono��de quantique poss�ede au plus un antipode.ii) Si (X;m; e) d�esigne un mono��de quantique et i un antipode de ce mono��de, lesdiagrammes suivants sont commutatifsX �X wi � ium Xopp �Xopp ws Xopp �XoppumoppX wi Xopp37



Spec(K)�����e AAAACeoppX wi Xoppo�u s d�esigne la contrainte de commutativit�e (cf. (2.3.7.1)).La d�emonstration est une transposition imm�ediate de [Ab], p. 61-64.D�e�nition (4.1.3)On appelle groupe quantique un quadruplet (X;m; e; i), o�u (X;m; e) estun mono��de quantique et i un antipode de ce mono��de. On dit que (X;m; e) est le mono��dequantique sous-jacent �a (X;m; e; i). Si (X;m; e; i) et (X 0;m0; e0; i0) sont des groupes quan-tiques, un morphisme de groupes quantiques de (X;m; e; i) dans (X 0;m0; e0; i0) est un mor-phisme f des mono��des quantiques sous-jacents tel que le diagramme suivant soit commu-tatif X wfui X 0u i0Xopp wfopp X 0oppExercice (4.1.4) D�emontrer que la commutativit�e de ce diagramme r�esulte, en fait, del'hypoth�ese que f soit un morphisme de mono��des quantiques.4.2. Groupe quantique associ�e �a un mono��de quantique matricielEn g�en�eralisant une construction de Manin ([Man2], p. 44, th�eor�eme 3), on peutassocier �a tout mono��de quantique matriciel un groupe quantique, correspondant en quelquesorte au \groupe des �el�ements inversibles" de ce mono��de.Th�eor�eme (4.2.1) Soit (X;m; e) un mono��de quantique matriciel. Il existe un groupequantique ( eX; em; ~e; i) et un morphisme de mono��des quantiques f0 du mono��de quan-tique sous-jacent �a ( eX; em; ~e; i) dans (X;m; e), poss�edant la propri�et�e universelle suivante :Pour tout groupe quantique (X 0;m0; e0; i0) et tout morphisme de mono��des quantiques fde (X 0;m0; e0) dans (X;m; e) il existe un morphisme unique de groupes quantiques g de(X 0;m0; e0; i0) dans ( eX; em; ~e; i) tel que f = f0 � g.D�emonstration : Par hypoth�ese, il existe une matrice multiplicativeA = (aji )1�i;j�n,dont les coe�cients engendrent la K-alg�ebre di��erentielle 
X . Soient
 = Khh(aji (l))1�i;j�n;l2Niil'alg�ebre di��erentielle libre engendr�ee par la famille des ind�etermin�ees (aji (l))1�i;j�n;l2Net 
0 la sous-alg�ebre di��erentielle engendr�ee par la famille (aji (0))1�i;j�n. En vertu dela propri�et�e universelle de 
0, il existe un morphisme unique d'alg�ebres di��erentielles38



'0 : 
0 ! 
X tel que '0(aji (0)) = aji , qui est surjectif et permet d'identi�er 
X �a 
0=Io�u I d�esigne le noyau de '0.En vertu de la propri�et�e universelle de 
, il existe un morphisme unique d'alg�ebresdi��erentielles � (resp. ") de 
 dans 
 g
 
 (resp. dans K) tel que�(aji (l)) =Xk aki (l)
 ajk(l); l pair�(aji (l)) =Xk ajk(l)
 aki (l); l impair(resp. "(aji (l)) = �ji ) et on v�eri�e aussitôt que (Spec(
);Spec(�);Spec(")) est un mono��dequantique. De même, il existe un morphisme unique d'alg�ebres di��erentielles S de 
 dans
opp tel que S(aji (l)) = aji (l + 1):On d�esigne par A(l) la matrice (aji (l))1�i;j�n, par R l'id�eal di��erentiel de 
 engendr�e parles coe�cients des matricesA(l)A(l + 1)� I; A(l + 1)A(l) � I; l pairtA(l) tA(l + 1) � I; tA(l + 1) tA(l) � I; l impair(o�u I d�esigne la matrice unit�e) et les �el�ements Sl(I), l 2 N, et on pose e
 = 
=R. On v�eri�eque �, " et S d�e�nissent par passage au quotient des morphismes d'alg�ebres di��erentiellese� : e
 �! e
 g
 e
~" : e
 �! KeS : e
 �! e
opp;de sorte que si l'on pose eX = Spec(e
), em = Spec(e�), ~e = Spec(~") et i = Spec(eS),( eX; em; ~e; i) soit un groupe quantique. De plus, si l'on d�esigne par  0 le morphisme d'al-g�ebres di��erentielles de 
X dans e
 obtenu, en identi�ant 
X �a 
0=I, par passage auquotient de l'inclusion 
0 � 
, et si l'on pose f0 = Spec( 0), alors f0 est un morphismede mono��des quantiques de ( eX; em; ~e) dans (X;m; e), satisfaisant �a la propri�et�e universelledu th�eor�eme.(4.2.2) Il r�esulte de la d�emonstration ci-dessus que l'alg�ebre 
eX est engendr�ee par l'en-semble Sl2N i�lf�0 (
X), autrement dit, que toute sous-alg�ebre de 
eX contenant f�0 (
X) etstable par i� est �egale �a 
eX .(4.2.3) On dira que ( eX; em; ~e; i) est le groupe quantique associ�e au mono��de quantiquematriciel (X;m; e) et f0 le morphisme canonique. Si (X;m; e) est le mono��de quantiquedes endomorphismes d'un cône quantique C (3.4.3), on dira que ( eX; em; ~e; i) est le groupequantique des automorphismes de C. 39



(4.2.4) Le mono��de quantique sous-jacent au groupe quantique associ�e �a un mono��dequantique matriciel n'est pas en g�en�eral un mono��de quantique matriciel, ni même detype �ni, ce qui enl�eve une grande partie de l'interêt de cette construction. N�eanmoinson d�e�nira (4.3.1) une classe de mono��des quantiques matriciels dont le groupe quantiqueassoci�e est matriciel (prop. (4.3.3)).(4.2.5) On peut �egalement g�en�eraliser dans le cadre du pr�esent travail les autres construc-tions de Manin ([Man2], p. 46) pour obtenir un groupe quantique dont l'antipode est unisomorphisme ou même une involution.4.3. Mono��des quantiques de CramerD�e�nition (4.3.1) On dit qu'un mono��de quantique (X;m; e) est de Cramer �a gauche(resp. �a droite), s'il existe une matrice multiplicative A, dont les coe�cients engendrent laK-alg�ebre di��erentielle 
X , une matrice B �a coe�cients dans OX et un �el�ement t de OX,tels que m�(t) = t
 t; e�(t) = 1et BA = tI (resp. AB = tI)(o�u I d�esigne la matrice unit�e). On dit qu'un mono��de quantique est de Cramer, s'il est �ala fois de Cramer �a gauche et de Cramer �a droite.On remarque qu'un mono��de quantique de Cramer �a gauche ou �a droite est en parti-culier un mono��de quantique matriciel.Proposition (4.3.2) Pour que le mono��de quantique sous-jacent �a un groupe quantiquesoit de Cramer, il faut et il su�t qu'il soit matriciel.D�emonstration : Si (X;m; e; i) d�esigne un groupe quantique et A une matrice mul-tiplicative, on a i�(A) �A = A � i�(A) = I(cf. (3.2.1) et (4.1.1)), ce qui d�emontre la proposition.Proposition (4.3.3) Soient (X;m; e) un mono��de quantique de Cramer �a gauche (ou �adroite) et ( eX; em; ~e; i) le groupe quantique associ�e. Alors ( eX; em; ~e) est un mono��de quantiquematriciel.D�emonstration : Soit f0 : eX ! X le morphisme canonique. Par hypoth�ese, il existeune matrice multiplicative A, dont les coe�cients engendrent la K-alg�ebre di��erentielle
X , une matrice B �a coe�cients dans OX et un �el�ement t de OX tels que(4:3:3:1) m�(t) = t
 t; e�(t) = 1et(4:3:3:2) BA = tI :40



Posons ~t = f�0 (t) et s = i�(~t). La condition (4.3.3.1) implique que(4:3:3:3) s~t = ~ts = 1 ;autrement dit, que ~t est inversible d'inverse s, d'o�u(4:3:3:4) i�(s) = ~t :La condition (4.3.3.2) implique, en vertu de (4.3.3.3), que si l'on poseeA = f�0 (A) et eB = f�0 (B) ;on a(4:3:3:5) s eB eA = I :Comme A est une matrice multiplicative, il en est de même pour eA, d'o�u(4:3:3:6) i�( eA) � eA = eA � i�( eA) = I ;et les conditions (4.3.3.5) et (4.3.3.6) impliquent que(4:3:3:7) i�( eA) = s eB :D�emontrons que l'alg�ebre di��erentielle 
eX est engendr�ee par les coe�cients de eA et s. Pourcela, en vertu de (4.2.2), il su�t de d�emontrer que la sous-alg�ebre di��erentielle 
 de 
eXengendr�ee par les coe�cients de eA et s (qui contient f�0 (
X), puisque 
X est engendr�eepar les coe�cients de A) est stable par i�. Comme i� commute �a la di��erentielle et inversel'ordre des facteurs d'un produit, il su�t simplement de voir que les coe�cients de i�( eA)et i�(s) sont dans 
. Mais cela r�esulte de (4.3.3.4) et (4.3.3.7) et du fait que 
 contientf�0 (
X). Pour terminer la d�emonstration, il su�t de remarquer que� eA 00 s�est une matrice multiplicative �a coe�cients dans OeX .Exemple (4.3.4) On d�emontre que le mono��de quantique d�e�ni par les relations (1) �a(18) du th�eor�eme (3.5.5) est un mono��de quantique de Cramer. Explicitons le cas o�u n est�egal �a 2. Ce mono��de est alors isomorphe [Mal1] �a(X;m; e) = ( Spec(
) ; Spec(�) ; Spec(") ) ;41



o�u 
 = Khha; b; c; dii=J , a , b , c et d d�esignent des ind�etermin�ees, J est l'id�eal bilat�ere deKhha; b; c; dii engendr�e parba � pab ; dc� pcd ; ca� qac ; db � qbd ; pcb� qbc ;(1) q(da � ad) � q2bc+ cb (() p(da� ad) � p2cb+ bc);(2) �a � pqa� ; �b � pqb� ; c� pqc ; �d� pqd� ;(3) �c� pc� ; �d� pd� ; �b� qb� ; d� qd ;(4) �a� pa� � (pq � 1)b� ; �c� pc� � (pq � 1)d ;(5) a� qa � (pq � 1)c� ; �b � qb� � (pq � 1)d� ;(6) �d� d� ; q�c� pc� � (pq � 1)d� ; pb� qb � (pq � 1)d� ;(7) pq�a � pqa� � q(pq � 1)b � p(pq � 1)c� � (pq � 1)2d� ;(8) �2 ; �2 ; 2 ; �2 ;(9) � + p� ; �� + p�� ; �� + q�� ; � + q� ;(10) ��+ �� ; p� + q� � (pq � 1)�� :(11)(o�u p , q d�esignent des �el�ements inversibles de K et � , � ,  et � les di��erentielles de a , b ,c et d respectivement) et � (resp. " ) l'unique morphisme d'alg�ebres di��erentielles tel que�(a) = a
 a+ b
 c ;�(b) = a
 b+ b
 d ;�(c) = c
 a+ d
 c ;�(d) = c
 b+ d
 d ;(resp. "(a) = "(d) = 1 et "(b) = "(c) = 0 ) :Alors la matrice A = � a bc d�est une matrice multiplicative dont les coe�cients engendrent la K-alg�ebre di��erentielle
 , et si l'on pose t = ad� q�1cb = da� qbc = da� pcb = ad� p�1bc ;on a �(t) = t
 t ; "(t) = 1et � d �qb�q�1c a �� a bc d� = � a bc d�� d �pb�p�1c a � = tI ;ce qui prouve que le mono��de quantique (X;m; e) est un mono��de quantique de Cramer. Deplus, on d�emontre que le mono��de quantique sous-jacent au groupe quantique ( eX; em; ~e; i)associ�e �a (X;m; e) n'est autre que le mono��de quantique (XT ;mT ; eT ) correspondant �ala matrice multiplicative T = (t) (cf. prop. (3.2.4)), le morphisme canonique de eX dansX �etant l'immersion ouverte �el�ementaire associ�ee �a cette matrice (cf. (2.6.3)). En termesplus concrets, 
eX = Khha; b; c; d; sii=J 0 , o�u s d�esigne une nouvelle ind�etermin�ee et J 0 estl'id�eal di��erentiel de Khha; b; c; d; sii engendr�e par J , st � 1 et ts � 1 , autrement dit, 
eXs'obtient de 
X en \inversant" l'�el�ement t , qui s'appelle le d�eterminant quantique.42
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