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Introduction.

Le but de cet article est de présenter une étude systématique d'un calcul différentiel
non commutatif, dans le cadre des espaces et des groupes quantiques. Dans l'esprit du livre
de Yu. I. Manin “Quantum groups and non-commutative geometry”, un espace quantique
est une “variété algébrique” en “géométrie algébrique non commutative”. Par analogie a
la géométrie commutative ordinaire, on est tenté d’identifier les “ K-espaces quantiques
affines”, ou K désigne un corps commutatif (ou plus généralement un anneau commu-
tatif), aux objets de la catégorie opposée & celle des K-algebres associatives, uniferes,
non nécessairement commutatives. Néanmoins, si en géométrie algébrique commutative,
la donnée de 'anneau structural d’un schéma affine définit canoniquement une “structure
différentielle” sur ce schéma, il n’en est pas de méme dans le cas non commutatif. Plus
précisement, si A est une K-algebre commutative, et si 'on désigne par p : AR A — A
I’application K-linéaire définissant la multiplication de A, le noyau I de p est un idéal
de A ® A, application K-linéaire d : A — I/I*, définie par d(a) = a®@1—1® a, est
une dérivation et toute dérivation de A a valeurs dans un A-module se factorise de facon
unique a travers d . Il existe un prolongement unique de d en une antidérivation K -linéaire,
de carré nul, de Palgebre extérieure A 4(I/1?), qui fait de cette algébre un complexe dif-
férentiel gradué, appelé compleze de de Rham algébrique. On peut considérer que c’est ce
complexe qui définit la “structure différentielle” du schéma Spec(A). Si 'algebre A n’est
pas commutative, cette construction ne se généralise pas. En effet, alors I n’est plus un
idéal de A @ A, mais seulement un (A4, A)-bimodule, et en particulier, I? ¢ I et on ne peut
donc méme pas considérer I/I?. On peut néanmoins, définir une application K-linéaire
d:A— I pard(a) =a®1l—1Ra, qui est une dérivation, universelle parmi les dérivations
de A a valeurs dans un bimodule, et qui se prolonge en une antidérivation K-linéaire, de
carré nul, unique de ’algebre tensorielle

Ta(l) =P I0al@a--0al
neN

n fois

du bimodule I, qui fait de T4(I) un complexe différentiel gradué, appelé compleze de de
Rham universel ([Co], [Ka]). Ce complexe ne constitue pas une généralisation du complexe
de de Rham algébrique. En effet, si I’algebre A est commutative, il est en général beaucoup
plus gros que ce dernier. En plus, il ne parait étre un bon substitut du complexe de
de Rham algébrique que pour des algebres “tres loin du cas commutatif” (comme les
algebres associatives libres, ou les algebres de matrices).
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Idéalement, pour généraliser la notion de complexe de de Rham algébrique, au cas non
commutatif, on voudrait associer fonctoriellement a toute algebre associative unifere, un
complexe différentiel gradué, de sorte que 'on obtienne le complexe de de Rham universel,
dans le cas d’une algebre associative libre, et le complexe de de Rham algébrique, dans le
cas d'une algebre commutative. Cela parait impossible, du moins de “facon canonique”. La
philosophie de cet article est que la donnée de “I’algebre des fonctions” sur un “espace non
commutatif”, ou “quantique”, ne suffit pas pour déterminer la structure différentielle de ce
dernier, mais qu’il faut, pour cela, se donner en plus un complexe différentiel gradué, appelé
compleze de de Rham, considéré comme faisant partie des données définissant la structure
de cet espace. A une méme algebre plusieurs telles structures peuvent correspondre (on
verra méme des exemples de structures différentielles “non commutatives” sur une algebre
commutative). On définira donc un espace quantique, comme étant un objet de la catégorie
opposée a celle des K-algebres “munies d'un complexe de de Rham”.

La motivation d’origine de mon travail vient du livre de Manin cité ci-dessus. Dans ce
livre, Manin associe naturellement a toute algebre quadratique graduée, considérée comme
un espace linéaire quantique, un groupe linéaire quantique pouvant étre interprété comme
un “objet d’automorphismes linéaires” de cet espace. Pour obtenir par cette construction
le groupe linéaire classique, dans le cas commutatif, ou le groupe quantique usuel GL,
(¢-déformation du groupe linéaire “commutatif”), dans le cas quantique, il faut “ajouter
les relations manquantes” (“add missing relations”), que Manin obtient moyennant une
identification symétrique de ’espace vectoriel engendré par les générateurs de 1’algebre
quadratique, a son dual. Le groupe quantique qu’il obtient dépend de cette identifica-
tion. Ainsi, Manin parle de groupe “crypto-orthogonal” car il revient au méme de se fixer
une forme bilinéaire symétrique non dégénérée et d’imposer qu’elle reste invariante par
les “automorphismes”. Dans cet article, on interprete les relations manquantes de Manin
autrement. Elles proviennent simplement du fait qu’on impose que les “automorphismes”
respectent la structure différentielle qu’on se donne. La plupart des résultats de Manin
s’étendent sans difficulté dans ce nouveau contexte, en modifiant a peine les démonstra-
tions. (Apres la fin de cette rédaction, j’ai recu un preprint de Manin, ot il adopte le point
de vue exposé ici [Man4].)

Dans le premier paragraphe, on développe les préliminaires relatifs aux algebres diffé-
rentielles graduées. Au paragraphe deux, on introduit la notion d’espace quantique, ainsi
que celle de cone quantique. On définit le produit de deux espaces quantiques, 'espace
quantique opposé, les espaces quantiques de type fini, et les immersions fermées, ou ou-
vertes, d'un espace quantique dans un autre. On étudie les propriétés élémentaires de
ces espaces et on en donne quelques exemples. Dans le paragraphe trois, on introduit la
notion de monoide quantique, celle de monoide quantique matriciel, on définit 'action
d’un monoide quantique sur un espace quantique et on démontre 'existence de 'espace
quantique des morphismes d’'un cone quantique dans un autre, généralisant un résultat
de Manin. On obtient ainsi, comme cas particulier, le monoide quantique des endomor-
phismes d’un cone quantique. On termine par quelques exemples de monoides quantiques,
et on retrouve une construction analogue a celle du QISM, associant a une R-matrice, un
monoide quantique. Au paragraphe quatre, on introduit la notion de groupe quantique,
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et en généralisant une construction de Manin, on associe, de facon universelle, a tout
monoide quantique un groupe quantique. Cette construction est ’équivalent quantique du
procédé qui associe a un monoide, le groupe de ses éléments inversibles. Enfin, on termine
par I’étude des monoides de Cramer, et I’exemple d'un calcul différentiel sur la déforma-
tion multiparamétrique du groupe linéaire, introduite par M. Artin, W. Shelter et J. Tate

[AST].

Une version préliminaire de ce travail a été rédigée 1’été 1989, sous forme d’une lettre
adressée a J.-L. Verdier. J’al appris sa mort tragique, avant que cette lettre ne soit postée.
Un résumé a été publié aux C.R.A.S. [Mall]. Le présent article est incontestablement
influencé par le livre de Yu. I. Manin [Man2], par les articles de S. L. Woronowicz (qui
est je pense a l'origine de l'idée de considérer un “calcul différentiel” comme étant une
donnée supplémentaire dans la définition d’ un espace non commutatif, ou “pseudoes-
pace” [Wol], [Wo2]), ainsi que par les exposés de P. Cartier au Séminaire de I"Ecole
Normale Supérieure, P. Cartier que je voudrais remercier pour les discussions utiles que
J’al pu avoir avec lui. Je remercie également Y. Kosmann-Schwarzbach, pour sa lecture
attentive de mon manuscrit et ses nombreuses remarques. Je voudrais citer ici les noms
des personnes qui ont travaillé sur le méme sujet et qui ont obtenu indépendamment des
résultats ou des exemples analogues, sans avoir eu une influence directe sur ce travail:
D. Bernard, T. Brzezinski, U. Carow-Watamura, H. Dabrowski, E. Demidov, D. Gure-
vich, T. Hibi, B. Juréo, E. Mukhin, F. Miller-Hoissen, M. Noumi, A. Radul, J. Rembie-
linski, M. Rosso, V. Rubtsov, A. Schirrmacher, M. Schlieker, W. B. Schmidke, B. Tsygan
T. Umeda, S. P. Vokos, M. Wakayama, S. Watamura, W. Weich, J. Wess, D. Zhdano-
vich et B. Zumino ([Bd], [Br|, [BDR], [CSWW], [GRR], [ HW], [Ju], [M-H],  NUW],
[Ro], [Sch], [SWZ], [SVZ], [Tsy], [WZ]). Dans une direction différente, on doit mention-
ner le travail de K. Aomoto ([Aol], [Ao2], [Ao3]), de M. Dubois-Violette, R. Kerner et
J. Madore ([DV1], [DV2], [ DKM1], [DKMZ2] ), ainsi que le point de vue tres original de
S. Zakrzewski [Za2]. Enfin, on ne peut parler de calcul différentiel non commutatif sans
citer A. Connes, bien que son point de vue soit totalement différent de celui adopté ici,
et les adeptes de la cohomologie cyclique ([Co], [FT], [Ka], [Kas|,  MNW1], MNW2],
[Ta]). Je voudrais présenter mes excuses a tous ceux dont j'oublie de mentionner le travail.
Ce n’est que par simple ignorance.






1. Algebres differentielles

Dans cet article, K désigne un anneau commutatif. Toutes les algebres considérées
seront des K -algebres associatives uniféres, non nécessairement commutatives, et les mor-
phismes d’algebres seront uniferes. On notera @ le produit tensoriel @ sur K. Si I désigne
un ensemble et pour tout ¢, ¢« € I, x; 'image canonique de 7 dans ['algebre associative uni-
fere libre construite sur I ([Bo], A III, p. 21), on notera cette derniere K ((x;)iecr), et on
dira qu’elle est l'algébre des polynomes non-commutatifs en les indéterminées (x;)ier.

1.1. Bimodule des différentielles non commutatives

(1.1.1) Soient A une K-algebre et M un (A, A)-bimodule ([Bo], A III p. 38-39). On
rappelle qu'une K-dériwation de A dans M est une application K-linéaire D : A — M telle
que

Va,a' € A D(a-a’) = (Da) ca' +a- (Da’).
On dit que M est engendré par limage de D, si D(A) engendre M comme A-module a
gauche (ou comme A-module a droite, ou comme (A, A)-bimodule, conditions qui sont
équivalentes).

(1.1.2) Soit 4 : A® A — A lapplication K-linéaire définie par la multiplication de A
(u(a®@b) = a-b). Alors p est un morphisme de (A4, A)-bimodules et en particulier le noyau
I = Ker(p) est un (A, A)-bimodule (bimodule des “différentielles non commutatives” de
A) et Vapplication I -linéaire d : A — I définie par

da)=a®1-1®a
est une K -dérivation dont I'image engendre I et qui possede la propriété universelle sui-

vante: pour tout (A, A)-bimodule M et toute K-dérivation D : A — M il existe un
morphisme unique de (A, A)-bimodules h : I — M tel que D = hod ([Bo], A III, p. 132).

(1.1.3) On rappelle que dans le cas ou l'algebre A est commutative, ¢ est un morphisme
de K-algebres, I est un idéal de A®@ A et si U'on pose Q! = I/I? (module des différentielles
ordinaires), les deux structures de A-module sur Q' déduites de la structure de bimodule
de I sont identiques et le composé de d avec la surjection canonique I — Q! (composé
qu'on désignera aussi par d) est une K-dérivation jouissant de la propriété universelle
suivante: pour tout A-module M et toute K-dérivation D : A — M (pour la structure
de (A, A)-bimodule de M déduite de sa structure de A-module) il existe une application
A-linéaire unique h : Q' — M telle que D = hod ([Bo], A III, p. 133-134).
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1.2. Algebres différentielles graduées.

Définition (1.2.1) On appelle algébre différentielle graduée, ou plus simplement algébre
différentielle, une K-algebre N-graduée

a=an
munie d’une application I -linéaire d (la différentielle) homogene de degré 1

d:Q—=Q, d=Pd,, dp:Q" ="
neN

telle que:
i) d*=0;
i) d(a-b) =da-b+(—1)"a-db, a€cQ", bef.

On remarque que Q° est une sous-algébre de 2, que Q! est un (2%, Q%)-bimodule et
que do : Q° — Q! est une K-dérivation. Un morphisme d’algébres différentielles est un
morphisme de K -algebres graduées, de degré 0, qui commute aux différentielles. On dit
qu'une algebre différentielle (2, d) est engendrée par ses éléments de degré 0, si la K-
algebre sous-jacente & ) est engendrée par Q° U dQ°, ou ce qui est équivalent, si toute
sous-K -algebre de Q stable par d (sous-algébre différentielle) contenant Q¥ est égale & Q,
autrement dit, si Q est engendrée par Q° comme K-algebre différentielle.

Exemple (1.2.2) Soient I un ensemble et Q = K((x;)ier, (& )icr) Palgebre associative
unifere libre construite sur ’ensemble somme disjointe

ITMI=1Ix{0}uUlx{l}=1xA0,1},

ou x; (resp. {;) désigne 'image canonique de (7,0) (resp. de (¢,1)) dans ©. On considere
la graduation de type N sur 2 définie par I'application

p: T — N,

©(1,0) =0, ¢(z,1) = 1 ([Bo], A III, p. 31), autrement dit, la graduation du “degré total en
les (&i)icr 7. On définit une différentielle d sur 2 par da; = &;, pour i € I, et les propriétés
(1) et (17) de la définition (1.2.1). Alors Q est une K-algebre différentielle graduée appelée
K-algebre différentielle libre construite sur I, ou K-algébre différentielle libre engendrée
par la famille des indéterminées (x;);er et elle est notée K ({(x;);ecr)). Elle est engendrée
par ses éléments de degré 0 et satisfait a la propriété universelle suivante : pour toute
K-algebre différentielle graduée Q' et toute famille (a;);e; d’éléments de Q0 il existe un
morphisme unique f: Q — Q' de K-algebres différentielles tel que f(x;) = a;, pour i € I.



Définition (1.2.3) Soit (2,d) une K-algebre différentielle. On dit qu'une partie J de §2
est un idéal différentiel (gradué) si :

i) J est un idéal bilatere gradué de Q ;

i) d(J) C J.

Le noyau d’un morphisme d’algebres différentielles est un idéal différentiel, U'intersec-
tion d’une famille d’idéaux différentiels est un idéal différentiel, pour toute partie d’une
algebre différentielle il existe un plus petit idéal différentiel la contenant, appelé idéal diffé-
rentiel engendré par cette partie, 'algebre quotient d’une algebre différentielle par un idéal
différentiel est munie canoniquement d’une structure d’algebre différentielle satisfaisant a
une propriété universelle facile a formuler.

Si S désigne une partie de 2 formée d’éléments homogenes, I'idéal différentiel engendré
par S est égal a l'idéal bilatere engendré par S U d(5).

Théoréeme (1.2.4) Soient A une K-algébre, M un (A, A)-bimodule et D : A — M
une IK-dériwation telle que M soit engendré par [image de D. Alors il existe une IK-
algébre différentielle (Qp,d), engendrée par ses éléments de degré 0, telle que Q% = A,
QL =M, dy = D et satisfaisant a la propriété universelle suivante : pour toute K -algébre
différentielle (',d') et tout morphisme de K-algébres p : A — Q0 tel qu’il existe un
morphisme (nécessairement unique) de (A, A)-bimodules o : M — Q' tel que djop = coD,
il existe un morphisme unique de K -algébres différentielles f: Qp — Q' tel que fo = p (et
alors f1 = o).

DEMONSTRATION : Soient (a;);e; un systéme de générateurs de la K-algébre A et
Q = K({(2:)ier)) algébre différentielle libre construite sur I. La K-algébre Q° s’identi-
fie canoniquement & ’algebre des polyndémes non-commutatifs K ((z;)ier) et le (Q°,Q0)-
bimodule Q' est canoniquement isomorphe au bimodule Q° @ K1) @ Q0 ot K1) désigne
le K-module libre de base (dx;)ier. Il existe donc un morphisme unique de K-algebres
po @ Q0 — A (resp. de (2°,Q%-bimodules p; : Q' — M) tel que po(z;) = a; (resp.
p1(dx;) = Da;), pour i € I. On a pyod = Do pg et si l'on pose Jy = Ker(pg) et
J1 =Ker(p1), d(Jo) C Ji. L'idéal différentiel J de Q engendré par Jy U .J; est donc 'idéal
bilatere de 2 engendré par Jo U .J; U d(Jy). On en déduit que si l'on pose Qp = Q/J, le
morphisme pgy (resp. p1) induit un isomorphisme de Q9 (resp. Q},) sur A (resp. M) (car la
famille (a;);er engendre A et I'image de D engendre M) et ces isomorphismes identifient
do a D. La propriété universelle de 2p résulte aussitot de celle de €.

Corollaire (1.2.5) Soit A une K-algébre. Il existe une K-algébre différentielle (§2,d)
telle que Q° = A, satisfaisant & la propriété universelle suivante : pour toute K-algébre
différentielle (', d') et tout morphisme de K-algébres p: A — Q'Y il existe un morphisme
unique de K-algébres différentielles f : Q0 — Q' tel que fo = p.

DEMONSTRATION : Le corollaire résulte du théoreme (1.2.4) appliqué au bimodule [
des différentielles non commutatives et a la dérivation universelle d : A — I définis dans

(1.1.2).



Remarque (1.2.6) Ce corollaire est bien connu (voir par exemple [Kal, 1.24, p.18 et [Co],
p- 98-99 pour une généralisation a la catégorie des algebres associatives, non nécessairement
uniferes). Ces auteurs donnent d’ailleurs une description plus explicite de cette algebre. En
effet, on démontre que

Q"=T@41R@4---@a1 ,

n fois

la différentielle étant déterminée par la formule
d(agday @ day @ -+ @ day) = dag @ day @ -+ @ day,,

pour ag,ay,...,a, € A. Cette algebre différentielle s’appelle compleze de de Rham uni-
versel et permet a M. Karoubi de définir la cohomologie de de Rham non commutative,
intimement liée a la cohomologie cyclique de A. Connes ([Ka], théoreme 2.15, p.31). Plus
généralement, on appelle compleze de de Rham sur une K-algebre A, une K-algebre diffé-
rentielle € telle que :

a) Q¥ = A

b) € est engendrée par ses éléments de degré 0 (cf. déf. (1.1.1)).

Il résulte du corollaire (1.2.5) que tout complexe de de Rham est quotient du complexe
de de Rham universel, et le théoreme (1.2.4) permet d’associer a tout (A, A)-bimodule M
et toute dérivation D : A — M, dont I'image engendre M, un complexe de de Rham sur A.

Exemple (1.2.7) Le complexe de de Rham universel de 'algebre des polyndmes non
commutatifs I ((x;);er) est isomorphe a l'algebre différentielle libre I ({(x;);cr)) engendrée
par la famille des indéterminées (x;);e7.

Exemple (1.2.8) Considérons une partie S de 'algebre des polynomes non-commutatifs
K((x;)icr) et soit A D'algebre quotient de K ((x;);cr) par l'idéal bilatere engendré par
S. Alors le complexe de de Rham universel de A est isomorphe au quotient de 'algebre
différentielle libre K (((x;)ier)) par l'idéal différentiel engendré par S, autrement dit, I'idéal
bilatere engendré par S U d(S).

Exemple (1.2.9) Soient A une K-algébre commutative, M = I/I? le module des différen-
tielles ordinaires et D : A — M la dérivation universelle (cf. 1.1.3). Alors si 2 est inversible
dans K, le complexe de de Rham associé & D par le théoreme (1.2.4) est le complexe de

de Rham algébrique habituel (cf. [EGA IV,] 16.6.2, p.34).

Exemple (1.2.10) Soit A = k[(x;);er] algebre des polynomes commutatifs ordinaires.
L’algebre A est le quotient de 'algebre des polynomes non commutatifs k((x;);er) par
I'idéal bilatere engendré par la famille

S = (wizj —xjwi)ijer
Conformement & ’exemple (1.2.8), le complexe de de Rham universel de A est isomorphe

au quotient de l'algebre différentielle libre k(((x;);cr)) par 'idéal bilatere engendré par
SuUdS etlona

dS = (&Gaj + @& — §vi — vi&i)ijer
ou §; = dx;, pour ¢ € I. On constate que les x; ne commutent pas aux §; et que les
£; n’anticommutent pas entre eux. En particulier, ce complexe de de Rham universel est
distinct du complexe de de Rham algébrique (Ex. 1.2.9).



2. Espaces quantiques

2.1. La catégorie des espaces quantiques

Définition (2.1.1) La catégorie des K-espaces quantiques est la catégorie opposée a la
catégorie des K-algebres différentielles graduées, engendrées par les éléments de degré 0.
On appelle K-espace quantique, ou plus simplement espace quantique (resp. morphisme
d’espaces quantiques) un objet (resp. un morphisme) de cette catégorie.

Il est important de noter que dans la définition (2.1.1) on considére la catégorie opposée
elle méme, et non pas une catégorie équivalente a cette derniere. La catégorie des espaces
quantiques est donc munie d’un foncteur contravariant canonique, associant a un espace
quantique X une algebre différentielle notée 2x et appelée compleze de de Rham de X et
a tout morphisme d’espaces quantiques f : X — Y un morphisme d’algebres différentielles
graduées f* : Qy — Qx. Ce foncteur est un isomorphisme de la catégorie opposée a celle
des espaces quantiques sur la catégorie des algebres différentielles graduées engendrées par
les éléments de degré 0. L’isomorphisme inverse sera noté Spec. Le foncteur Spec associe
donc a toute algebre différentielle graduée 2 engendrée par ses éléments de degré 0, un
espace quantique Spec(€2) et a tout morphisme d’algebres différentielles p : Q@ — Q' un
morphisme d’espaces quantiques Spec(p) : Spec(Q') — Spec(2).

En composant le foncteur qui associe a un espace quantique son complexe de de Rham
avec le foncteur qui associe a une algebre différentielle graduée l'algebre formée de ses
éléments de degré 0, on obtient un foncteur contravariant de la catégorie des espaces
quantiques dans celle des K -algebres, associant & un espace quantique X l'algebre Q% |
notée Ox et appelée algébre des fonctions sur X (ou algebre des observables sur 'espace
quantique X), et a tout morphisme d’espaces quantiques f : X — Y la composante de
degré 0 du morphisme f* : Qy — Qx, notée aussi f* : Oy — Ox. On remarque que x
est un complexe de de Rham sur la K-algebre Ox (cf. (1.2.6)).

Formellement, la définition (2.1.1) n’apporte rien de nouveau par rapport aux défi-
nitions du §1. Néanmoins, le simple fait d’inverser les fleches aide a stimuler 'intuition
géométrique et rend les définitions des monoides et des groupes quantiques plus naturelles
que si 'on se placait dans un cadre purement algébrique.



Remarque (2.1.2) On peut identifier la catégorie des K -schémas affines a une sous-
catégorie pleine de la catégorie des K-espaces quantiques. En effet, la catégorie des K-
schémas affines est équivalente a la catégorie opposée a celle des K-algebres commutatives,
et le foncteur pleinement fidele qui associe a une K-algebre commutative son complexe
de de Rham algébrique ordinaire (cf. (1.2.9)) identifie la catégorie des K-algebres commu-
tatives a une sous-catégorie pleine de la catégorie des K-algebres différentielles graduées
engendrées par les éléments de degré 0. C’est d’ailleurs par analogie avec les schémas qu’on
a introduit la notation Spec ci-dessus, bien qu’elle ne soit pas entierement compatible. En
effet, a toute K-algebre commutative A on associe un I -schéma affine Spec(4), qui en
vertu de ce qui précede, peut étre considéré comme un espace quantique, qui en utilisant
la notation de (2.1.1) est noté Spec(2), ou § désigne le complexe de de Rham algébrique
de A. Si A est la K-algebre K alors le complexe de de Rham de A est K concentré en
degré 0, la différentielle étant identiquement nulle, et Spec(K’) désigne indifféremment le
schéma réduit a un point, ou 'espace quantique correspondant.

(2.1.3) Considérons la catégorie C dont les objets sont les triplets (A, M, D), ou A désigne
une I -algebre, M un (A, A)-bimodule et D : A — M une K-dérivation dont l'image
engendre M , les morphismes d'un objet (A, M, D) dans un objet (A’, M’ D’) étant les
couples (p,0), ot p: A — A’ est un morphisme d’algebres et o : M — M’ un morphisme
de (A, A)-bimodules (autrement dit o est additif et pour tout a,b € A et tout = € M,
o(axb) = pla)o(x)p(b)) tels que oD = D'p. 1l résulte facilement du théoreme (1.2.4)
qu’il existe un foncteur de la catégorie C dans celle des K-algebres différentielles graduées
engendrées par les éléments de degré 0, associant a un objet (A, M, D) de C l'algebre
différentielle Q2 définie dans ce théoreme. On dit qu’'un espace quantique est simple s’il

existe un objet (A, M, D) de C tel que X = Spec(2p).

Soient X un espace quantique quelconque, Qx son complexe de de Rham et d$ :
Ox — QY la 0-itme composante de la différentielle de Qx. Alors (Ox,Q%,d%) est un
objet de C et s1 2 = ng( désigne l'algebre différentielle associée a cet objet, conformément
au théoreme (1.2.4), il existe un morphisme unique d’algebres différentielles ¢ : @ — Qx
tel que o = 1dp, et p1 = iko. On en déduit un morphisme d’espaces quantiques
Spec(p) : X — Spec(Q2), et l'espace quantique X est simple si et seulement si ce morphisme
est un isomorphisme.

Proposition (2.1.4) Soient X un espace quantique, (a;);cr une famille d’éléments de Ox
qui engendrent Ualgébre différentielle Qx, Q = K{(((xi)ier)) la K-algébre différentielle libre
engendrée par la famille des indéterminées (x;)icr, ¢ : & — Qx le morphisme (surjectif)
de K-algébres différentielles tel que o(x;) = a;, pour 1 € I, (cf. (1.2.2)) et J= P J" le
neN
noyau de ¢. Pour que l'espace quantique X soit simple il faut et il suffit que J soit [idéal

différentiel de Q engendré par J° U JL.

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur. Elle s’inspire directement
de la démonstration du théoreme (1.2.4).
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2.2. Sous-espaces quantiques et espace quantique opposé

Définition (2.2.1) Soit X un espace quantique. On dit qu'un espace quantique X' est
un sous-espace quantique fermé de X §’il existe un idéal différentiel 7 de Qx engendré
par ses éléments homogénes de degré 0 (comme idéal différentiel) tel que Qx» = Qx/J,
et on dit que le morphisme 7 : X’ — X déduit de la surjection canonique Qx — Qx
est l'immersion (fermée) canonique de X' dans X. On dit quun morphisme d’espaces
quantiques f : Y — X est une immersion fermée, s’ existe un sous-espace quantique
fermé X’ de X et un isomorphisme g : Y — X', tels que f =i0g, ou¢: X' — X désigne
I'immersion canonique.

Si X est un K-schéma affine ses sous-espaces quantiques fermés ne sont autres que
ses sous-schémas fermés. Si X est un espace quantique simple, tout sous-espace quantique
fermé de X est simple.

(2.2.2) Soit © une K-algebre différentielle. On appelle algébre différentielle opposée et on
note 2°PP D'algebre différentielle dont le K-module gradué sous-jacent et la différentielle
sont ceux de € et dont la multiplication o est définie par

aob=(—=1)""ba ae Q™ beQ".

On définit ainsi un foncteur de la catégorie des K-algebres différentielles dans elle-méme
et on remarque que si ) est engendrée par ses éléments de degré 0 il en est de méme pour
Q°PP. On en déduit un foncteur de la catégorie des espaces quantiques dans elle-méme qui
est une involution.

Si X (resp. f: X' — X)) désigne un espace quantique (resp. un morphisme d’espaces
quantiques) on note X°PP (resp. f°PP) son image par cette involution et on a donc X°PP =
Spec(QFP). On dit que X°PP est {'espace quantique opposé a X. Cette involution induit
I'identité sur la sous-catégorie des K -schémas affines et si X est un espaces quantique
simple, il en est de méme pour X°PP,

2.3. Produit d’espaces quantiques

(2.3.1) Soit S un espace quantique. Pour tout espace quantique X on appelle S-point de
X un morphisme d’espaces quantiques de S dans X.

Définition (2.3.2) Soient S, X, X’ des espaces quantiques et f: 5 = X et f': 5 — X'
deux S-points de X et X' respectivement. On dit que f et f’ sont simultanément obser-
vables si Im(f*) et Im(f'*) commutent au sens gradué (élément par élément), autrement
dit, si pour tout a € Im(f*) N QT et tout b € Im(f"*) N Q% on a

ab=(=1)""ba

Si la relation “étre simultanément observable” est bien symétrique, elle n’est ni ré-
flexive ni transitive et en particulier, elle n’est pas une relation d’équivalence comme cette
terminologie pourait le faire croire. Cette terminologie vient de la physique. En effet, on
dit que deux éléments a et b de 'algebre des observables Og d'un espace quantique S (cf.
(2.1.1)) sont simultanément observables si a et b commutent.
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(2.3.3) On va définir un produit d’espaces quantiques qui ne sera pas le produit au sens
des catégories (qui existe mais qui ne nous intéressera pas dans cet article). Le produit
catégorique de deux espaces quantiques X et Y représente le foncteur contravariant qui a
un espace quantique S associe 'ensemble des couples de S-points de X et Y. Le produit
que nous allons définir représentera le foncteur associant ’ensemble des couples formés
de S-points simultanément observables. Du point de vue de la physique, on peut dire
que le produit de deux espaces quantiques représentera le systeme quantique formé par la
juxtaposition des deux systemes, sans interactions entre eux.

(2.3.4) Soient ' et Q" deux K-algebres différentielles graduées. Le produit tensoriel {2 de
Q' et " est I'algebre différentielle graduée définie comme suit :

a) comme K-module @ = Q' @ Q" ;
b) comme K-algebre Q = Q' 92 Q" ([Bo], A III, p.49), autrement dit,

(a@d)-(babd)=(-1)""ab@dlt', acQ, o Q" becQ™ e’
la graduation étant définie par

Q" — @ Q’m/ @ Q//m” :

' H
m',m’’ >0

' H
m+m =m

¢) la différentielle d de 2 est définie par
dla@d)=da@d +(-1)"a@dd, ac€ Q’m, a e Q.

On note 2 = Q' 92 Q". Si Q' et Q" sont engendrées par les éléments de degré 0 il en est de
méme pour €.

Définition (2.3.5) Soient X et Y deux espaces quantiques. On appelle produit de X et
Y, et on note X x Y, 'espace quantique Spec(Qx 9@ Qy ).

L’application canonique Qx — Qx 9@ Qy (resp. &y — Qx 9@ Qy) définie par a
a® 1 (resp. a’ — 1® ') définit un morphisme d’espaces quantiques X x Y — X (resp.
X XY —=Y) appelé premiére (resp. deuziéme) projection.

Proposition (2.3.6) Soient X et Y deuz espaces quantiques, pry : X xY — X (resp.
pry : X XY —=Y) la premiére (resp. la deuziéme) projection. Pour tout espace quantique
S Uapplication qui associe a un S-point f S — X x Y le couple (pry o f,pry o f) étably
une bijection entre les S-points de X XY et les couples formés de S-points simultanément

observables de X etY .
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(2.3.7) La démonstration de la proposition (2.3.6) ainsi que la vérification des propriétés
suivantes est laissée au lecteur.

(2.3.7.1) Le produit d’espaces quantiques définit un bifoncteur et si X, Y et Z désignent
des espaces quantiques il existe des isomorphismes fonctoriels canoniques

(X xY)xZ—->Xx (Y xZ) (contrainte d’associativité)

X xY —Y xX (contrainte de commutativité)

X X Spec(K) — X ) .
: (contraintes d'unité)
Spec(K) x X — X

satisfaisant aux conditions de compatibilité des catégories tensorielles symétriques ([DM],
p.104-105). La seule précision utile concerne la contrainte de commutativité : 'isomor-
phisme s : X XY — Y x X est égal a Spec(o), ot 0 : Qy 9@ Qx — Qx @ Qy est défini
par

ola® a’) = (—1)mm/a’ @a, a€Qy, de Q?l.

(2.3.7.2) Le produit de deux K -schémas affines en tant qu’espaces quantiques n’est autre
que leur produit en tant que K-schémas.

(2.3.7.3) Le produit de deux espaces quantiques simples est un espace quantique simple.
(2.3.7.4) Le produit de deux immersions fermées est une immersion fermée.

(2.3.7.5) Si X et YV désignent des espaces quantiques, on a

(X x V)PP = XOPP  YOPP,

2.4. Cobnes quantiques

Définition (2.4.1) On appelle cone quantique un espace quantique X, dont le complexe
de de Rham Qx est muni d'une bigraduation compatible avec la graduation d’algebre
différentielle de 2y, autrement dit, pour tout n, n € N, d’'une décomposition en somme

directe de K-modules
oy = @ oy
meN
satisfaisant aux propriétés suivantes :
i) QY =K ;
ii) Q% est engendré par Qﬁ(’o comme K-algebre ;
i17) la multiplication est compatible avec la bigraduation :

m,n m’,n' m4+m’ ntn’ 1 .
Q¢ -Qy 7 CQy , m,n,m,n €N;
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iv) la différentielle est bihomogene de bidegré (—1,1) :

dAQP™ c Q" moneN.

Un morphisme de cones quantiques est un morphisme d’espaces quantiques f : X — YV
tel que f* soit bihomogene de bidegré (0,0) :

Qe c ey, m,n € N.
Il est facile de vérifier que pour cela il suffit que

Fr(°) CcQy’.

Exemple (2.4.2) Soit Q@ = K(((i)ier)) l'algebre différentielle libre engendrée par la
famille des indéterminées (x;);er (cf. (1.2.2)). On définit une bigraduation sur Q par le
“degré total en les (x;)ics” et le “degré total en les (&;)ies”, ou & = dx;, pour ¢ € I.
L’espace quantique Spec(§2) est ainsi muni d'une structure de cone quantique. On dit
que X est le cone quantique associé a ['ensemble I, qu’on note C(I). Si J désigne un idéal
différentiel bigradué de Q, I’algebre différentielle quotient € /.J est munie d’une bigraduation
et Spec(§2/.J) d'une structure de cone quantique. Tout cone quantique est isomorphe a un
cone ainsi défini. En effet, si Y désigne un cone quantique, en vertu de (2.4.1), (17), il existe
une famille (a;);er d’éléments de Q%}O qui engendrent {2y comme K-algebre différentielle.
Alors si ¢ :  — Qy désigne le morphisme (surjectif) d’algebres différentielles graduées tel
que ¢(x;) = a;, pour ¢ € I, et si 'on pose J = Ker(y), J est un idéal différentiel bigradué
de Q et on a Y =~ Spec(Q2/.J).

Exercice (2.4.3) Soient X et X' deux cones quantiques. Alors il existe une structure
unique de cone quantique sur le produit X x X' des espaces quantiques sous-jacent telle
que les projections

XxX' =X e XxX - X

solent des morphismes de cones quantiques. Cette structure satisfait a une propriété uni-
verselle facile a énoncer.

2.5. Espaces quantiques de type fini

Définition (2.5.1) On dit qu'un K-espace quantique X est de type fini si la K-algebre
Ox est de type fini. On dit qu'un cone quantique est de type fine si 'espace quantique
sous-jacent 'est.

Exercice (2.5.2) Soit X un espace quantique. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) X est de type fini ;
i1) Qx est une K-algebre de type fini ;
i11) Qx est engendrée comme K -algebre différentielle par un nombre fini d’éléments.
De plus, si X est un cone quantique ces conditions sont équivalentes a :

) Qﬁ(’o est un K-module de type fini.
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2.6. Immersions ouvertes élémentaires

Proposition (2.6.1) Soient X un espace quantique et A une matrice carrée a coefficients
dans Ox. Il existe un espace quantiqgue X, et un morphisme d’espaces quantiques 14 :
X4 — X tel que 1% (A) soit une matrice inversible a coefficients dans Ox ,, et possédant la
propriété uniwerselle swivante : pour tout morphisme d’espaces quantiques f 1Y — X tel
que f*(A) soit une matrice inversible, il existe un morphisme unique d’espaces quantiques
g:Y — X, tel que f =1404.

DEMONSTRATION : Soient (b;);es une famille d’éléments de Ox qui engendre 1’algebre
différentielle Qx, @ = K({(x;);cr)) l'algebre différentielle libre engendrée par la famille
des indéterminées (x;)icr, ¥ :  — Qx le morphisme (surjectif) de K-algebres différen-
tielles tel que v (x;) = b;, pour ¢ € I, (cf. (1.2.2)), (R )iep une famille d’éléments de
engendrant le noyau de t comme idéal différentiel et (S;‘i)lg jk<n une famille d’éléments

de Q° telle que A = ((57))1<j k<n- On pose X 4 = Spec(€)'/.J), o

O = K{{(¢:)ier, (Y] )1<jk<n))

désigne 'algebre différentielle libre engendrée par les indéterminées (x;);es et (yi)lgj,kgn
et J l'idéal différentiel de Q' engendré par les familles

n n
(Ri’)i’EI’7 (ZS;“@‘}C—(S{) et (Zafsl‘i—(ﬁ)
k=1 1<5,l<n 1<5,l<n

k=1

(ol 5{ désigne le symbole de Kronecker). Si l'on désigne par ¢’ 'isomorphisme inverse de
I'isomorphisme de /Ker(v) sur Qx déduit de ¢ et par ¢’ le morphisme de K-algebres
différentielles de /Ker(¢) dans €'/.J obtenu par passage au quotient de l'injection ¢ de
Q2 dans Q' définie par ¢(x;) = x;, pour ¢ € I, et si l'on pose i4 = Spec(p’ 0 ¥’) on vérifie
aussitot que le couple (X 4,14) satisfait aux conditions de la proposition.

Remarque (2.6.2) Il résulte de la démonstration de la proposition (2.6.1) que, si 'espace
quantique X est de type fini, il en est de méme pour X 4. De facon plus précise, si (b;)ier
désigne une famille de générateurs de la K-algebre différentielle 2x et B une matrice
a coefficients dans Oy, telle que B - 1%(A) = i%(A) - B = I (ou I désigne la matrice
unité), alors la K -algebre différentielle Qx, est engendrée par la famille (¢%(b;))icr et les
coefficients de la matrice B.

Définition (2.6.3) On dit qu'un morphisme d’espaces quantiques i : ¥ — X est une
immersion ouverte presque élémentaire d’ordre n, s’il existe une matrice carrée A d’ordre n
a coefficients dans Ox et un isomorphisme d’espaces quantiques f : Y — X 4 (cf (2.6.1)) tel
que 1 =14 0 f. On dit que 7 est une immersion ouverte élémentaire, si ¢ est une immersion
ouverte presque élémentaire d’ordre 1. Pour toute matrice carrée A a coeflicients dans
Ox on dit que 14 : X4 — X est [immersion ouverte presque élémentaire associée a la
matrice A.
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Remarque (2.6.4) Si X est un schéma affineet ¢ : ¥ — X une immersion ouverte presque
élémentaire (d’ordre arbitraire) alors ¢ est une immersion ouverte élémentaire (grace au
déterminant) et Y est un schéma affine (¢ étant alors une immersion ouverte au sens des
schémas). En revanche, si X est un espace quantique général, ces deux notions ne sont pas
équivalentes. Plus généralement, si m < n, toute immersion ouverte presque élémentaire
d’ordre m est une immersion ouverte presque élémentaire d’ordre n, la réciproque n’étant
pas nécessairement vraie.

2.7. Exemples d’espaces et de cones quantiques

Dans les exemples suivants, si {2 désigne une algebre différentielle graduée et aq, ... ,a,
des éléments homogenes de €2, on désigne par (ay,... ,a,) (vesp. ((a1,...,a,)) ) l'idéal
bilatere (resp. I'idéal différentiel) engendré par ces éléments.

Exemple (2.7.1) (P. Cartier [Ca])

X = Spec(K((x))/(({x — qxf))),

ou ¢ = dz et g désigne un élément de 'anneau K. L’algebre des observables de X est
isomorphe a l'algebre des polynémes commutatifs K[z]. On peut donc considérer que
lespace X est la droite affine (“commutative”) munie d’une structure différentielle non
commutative. Si K est un corps et ¢ # —1 on a

Qx = K((2))/(6x — q2&, &%)

(cf(1.2.3)). Sig=—1
Oy = K{(a)/(€ + 26)

et I'espace quantique

X' = Spee (K ({(x))/(Ex + 2£,€%))

n’est pas un espace quantique simple (cf. (2.1.4)). L’élément x — g€ de K{((x)) étant
bihomogene en z et £, l'espace quantique X est muni d’une structure de cone quantique

(cf. (2.4.2))

Exemple (2.7.2) (Plan quantique) /N;p = Spec(K ((x,y))/J), ou si 'on pose { = dx et
n = dy, J désigne I'idéal bilatere engendré par

yr — qry,
e —pgxé, Ey—pyl, nx—qxn—(pqg—L)y&, ny — payn,
&' n+pé (pgeK).

L’idéal .J est bigradué (pour la bigraduation définie par le degré total en x et y et le degré
total en £ et n) et 'espace /N;p est ainsi muni d'une structure de cone quantique (cf.
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(2.4.2)). L?espace quant‘lque Aqm est simple si et seulement si pg+ 1 est inversible dans K.
En effet, si pg + 1, est inversible on a
J=((yx —qry, &x—pqxl, Cy—py& ny —payn))-

Un cas particulier intéressant est le cas ot p = ¢ (plan quantique symétrique) introduit par
P. Cartier [Ca]. Si ¢ = 1 et p # 1 'espace quantique /N;p est le plan affine (commutatif)

muni d’'une structure différentielle non commutative. Un autre cas particulier qui pourrait

étre intéressant est celui oll g est inversible et p = ¢~ !.

Exercice (2.7.3) Démontrer que si K est un corps et q,p, ¢',p’ € K les espaces quantiques
/N;p et Agl » sont isomorphes, si et seulement si

(q':q et P/:p) ou (pg=1 et p=¢q et q’:p),

Exemple (2.7.4) (Plan quantique de Jordan)
A?ord,)\,u = Spec(K((v,y))/J),
ou, si 'on pose £ = dx et n = dy, J désigne I'idéal bilatere engendré par
yr — xy — A2,
§o—xl, Ly+A el —y&, nr—Axl —wn, ny+ Apx + prn — py& — y,
& nE+én, 0t —pln (\peK).

On peut y définir une structure de cone quantique comme dans ’exemple (2.7.2). L’espace
quantique A3, . €st simple si et seulement si 2 est inversible dans K et alors

J=((yr —ay—Aa®, Ex—af, Cy+ Al —yl, ny+ \paé + pan — pyé —yn)).

Exercice (2.7.5) Démontrer que si I est un corps et A\, u, A,/ € K| les espaces quan-
tiques A3, 4\ . €t A d . sont isomorphes si et seulement s’il existe p € I'* tel que

N =p\ et p'=pu.

Exemple (2.7.6) (Tore quantique)
Ty o = Spec(K((z,y,2",y"))/J),
ot, si l'on pose & = dv, n = dy, & = dz' et n' = dy’, J désigne I'idéal engendré par
yr —qry, r—1, x2'—1, yy—1, yy —1
§r —pqel, Sy —py&s nr—qrn—(pg—L)y&  ny —payn
¢+’ ' +y'ny
&' ot (pg€K).
L’espace quantique —|]—1237q est simple si et seulement si pg 4+ 1 est inversible et alors
J=(yx —qry, 2'z—1, a2’ -1, y'y—1, yy' —1,
§r —pqrs, Ly —py&s ny —payn)) -

L’espace quantique —ﬂ—]% ; e possede pas en général de structure de cone quantique.
b
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Exercice (2.7.7) En gardant les notations de 'exemple (2.7.2), démontrer qu’il existe un
morphisme d’espaces quantiques
Tzzw — Afzw

9. . N 9 . ’1 7 . .z N .
s'identifiant a I'immersion ouverte presque élémentaire associée a la matrice

x 0
A= .
0 v
Démontrer que si ¢ est inversible, alors ce morphisme est en fait une immersion ouverte
élémentaire.
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3. Monoides quantiques

3.1. Monoides quantiques

Définition (3.1.1) On appelle monoide quantique un triplet (X, m,e), ou X désigne un

espace quantique et
m: X xX—>X et e:Spec() —» X

des morphismes d’espaces quantiques satisfaisant aux propriétés suivantes :

i) associativité : le diagramme

XX xx_mxidx vy

idx x ml lm

X xX m X

est commutatif (ot I'on identifie (X x X) x X a X x (X x X) par la contrainte d’associa-
tivité) ;

i1) élément neutre : les diagrammes suivants sont commutatifs :

X xX X xX
X ~ X

X X Spec(K) = X Spec(K) x

ol les isomorphismes X x Spec(K) — X et Spec(K) x X =+ X sont les contraintes
P P P
d’unité).
Si(X,m,e) et (X', m’ €') sont des monoides quantiques, un morphisme de monoides
quantiques de (X, m,e) dans (X', m’, e’) est un morphisme d’espaces quantiques

f: X=X
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rendant commutatifs les diagrammes suivants :

Yo x Xy

T% lw

X % X!
et
Spec(K)

/\

La notion de monoide quantique est un cas particulier de la notion de monoide dans une
catégorie tensorielle.

Remarque (3.1.2) Soit (X, m, e) un monoide quantique. Alors m* et e*
m*:Qx—>QX9®Qx, e Qx - K

sont respectivement le coproduit et la counité d’une structure de K-bigebre graduée gauche
sur l'algebre graduée sous-jacente a l’algebre différentielle Qx ([Bo], A III, p. 148-149) et
en particulier, la restriction de m* et e* a ’algebre des observables Ox :

m*:Ox—>Ox®Ox, e Ox - K

définit une structure de bigebre sur cette algebre. La condition de compatibilité de la
différentielle dx de Q2 x avec le coproduit m*, exprimant que m est un morphisme d’espaces
quantiques, se traduit comme suit : si
n
m*(a) = Za; @ay, a€Qx, a; €Ny, a €x,
=1

alors
"

m*(dx(a dea ®a”—|—( ™ ZG;@@CZXG;/-

=1 =1

On définit ainsi la notion de bigebre différentielle graduée.

Exemple (3.1.3) Soient Q2 = K<<(a})1§i7]‘§n>> I’algebre différentielle libre engendrée par
les indéterminées (G;‘)lgi,jgn et A:Q = QI et ¢:Q — K les morphismes d’algebres
différentielles définis par

3

Ald)=Sa* @d} et c(ai)=48, 1<ij<n,
k=1

(ol 5} désigne le symbole de Kronecker). Alors (2, A, ) est une bigebre différentielle gra-
duée et (Spec(2), Spec(A), Spec(e)) un monoide quantique.
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3.2. Monoides quantiques matriciels

Définition (3.2.1) Soient (X, m,e) un monoide quantique et (b;‘)lgi,jgn une matrice a

coefficients dans Ox. On dit que (b;‘)lgi,jgn est une matrice multiplicative, si
k13
mA(b) =D br@bl et (b)) =4, 1<ij<n.
k=0

On dit que (X, m, e) est un monoide quantique matriciel 8’il possede une matrice multipli-
cative dont les coefficients engendrent la K -algebre différentielle €2 x.

Proposition (3.2.2) Soit (X, m,e) un monoide quantique. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) (X,m,e) est un monoide quantique matriciel ;
i1) il existe une famaille finie de matrices multiplicatives dont les coefficients engendrent
Ualgebre différentielle Qx

i) (Qx,m*, e*) est une bigébre différentielle quotient d’une bigébre du type de celles
définies dans l'ezemple (3.1.3).

DEMONSTRATION : Les implications (i) = (i7) et (i7i) = (i) sont évidentes. L'impli-
cation (1) = (u1¢) résulte de la propriété universelle des algebres différentielles libres. Pour
démontrer que (z7) implique (7) il suffit de remarquer que si (A4;)1<i<n est une famille finie
de matrices multiplicatives alors la matrice

A0 0

0 A 0
A= )

o 0 ... A,

est également multiplicative.

Remarque (3.2.3) L’espace quantique sous-jacent a un monoide quantique matriciel est
de type fini. On dira qu’un tel monoide quantique est de type fini. On démontre que si K
est un corps alors un monoide quantique est matriciel si et seulement s’il est de type fini.

Proposition (3.2.4) Soient (X, m,e) un monoide quantique, A une matrice multipli-
catve et 14 : X4 — X limmersion ouverte presque élémentaire associée a la matrice A
(cf. (2.6.3)). Alors il existe une structure unique de monoide quantique (Xa,ma,ea) sur
X4, telle que i 4 soit un morphisme de monoides quantiques. De plus, si (X, m,e) est un
monoide quantique matriciel, il en est de méme pour (Xa,ma,ea).

DEMONSTRATION : Posons A = (G;‘)lgi,jgna a} € Ox, et soit B = (b;‘)lgi,jgn la

matrice a coefficients dans Ox, inverse de 1% (A). On a
n n
§ bj@A(ak) = § @A(%‘) [ 5]‘-
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Considérons le morphisme composé
mo(iAXZ'A):XAXXA—}XXX%X

et démontrons que la matrice (mo(i4xi4))*(A) est inversible. Avec des notations évidentes,
on a

Soit C' = (C;‘)lﬁl}jﬁn la matrice a coefficients dans Ox, xx, , définie par
"
c}szi@bf, 1<i,5<n.

Alors on a

[<<mo<um>*><m>c}§=i(i 4 (ab) @ i a )(sz,@@bk)

=1 \k=1 k'=1

= Z Z ( bl @ Zz‘zwm’)

k=1k'=1 =1

::jgj j{: i ()bl @ 6F

k=1k'=1
_ . - k
= Z % (a?)bg, @1
k=1
=d6;(1®1).
On a donc
(3.2.4.1) <@m@Axm»7m>c:1
et un calcul analogue montre qu’on a aussi
(3.2.4.2) c(@m@Axm»7m>:L
On en déduit (2.6.1) lexistence d’un morphisme unique d’espaces quantiques
ma : XA X XA — XA
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rendant le diagramme

Xax X, WX v o x

mAl | lm

1

commutatif. De méme, comme e*(A) = I est une matrice inversible & coefficients dans I,
on en déduit lexistence d’un morphisme unique d’espaces quantiques e4 : Spec(K) — X4
tel que le diagramme
Spec(K)
/ AN
€A K

X4 1A X

soit commutatif. Démontrons que (X 4,m a4, e4) est un monoide quantique. En effet, on a

iAomAO(mAXidXA):mO(iAXiA)O(mAXidXA):mO(iAmAXiA)
:mo((mo(iAxiA))xiA):mo(mxidX)o(iA><iA><iA)
et
iAomAO(idXA XmA):mO(iAXiA)O(idXA xmA):mo(iAxiAmA)
:mo(iAx(mo(iAxiA))):mo(idXxm)o(iA><iA><iA).

On a donc
iaomao(ma xidx,)=taomao(idx, X ma),

ce qui implique, en utilisant la partie unicité de la propriété universelle de i 4 (2.6.1), que
mao(ma xidx,) =mao(idx, X ma).

De méme, on a

iaomyo(idx, xea)=mo(ig xig)o(idx, X ea)
=mo (ldX X 6) 0 (iA X idSpec(K))

=pPxXo (ZA X idSpec(I()) - iA OPXa4 >

ou px : X x Spec(K) — X (resp. px, : Xa X Spec(K) — X4 ) désigne la contrainte
d’unité (cf. (2.3.7.1)), d’ou
mao(idx, Xea) =px, -

On démontre de facon analogue que

on(eA XidXA) :/\XA7
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ol Ax, : Spec(K) x X4 — X4 désigne la contrainte d'unité (cf. (2.3.7.1)).

Il reste a prouver que si le monoide quantique (X,m,e) est matriciel, il en est de
méme pour (X a,ma,ea). Supposons done qu’il existe une matrice multiplicative A" dont
les coefficients engendrent la K -algebre différentielle 2 x. Alors les coefficients de % (A’)
et de B engendrent la I-algebre différentielle Qx, (remarque (2.6.2)). Comme i4 est un
morphisme de monoides quantiques, la matrice 1% (A’) est une matrice multiplicative a
coefficients dans Oy, et il résulte de (3.2.4.1) et (3.2.4.2) que m*(B) = C, ce qui implique
que la matrice transposée de B est une matrice multiplicative. En vertu de la proposition
(3.2.2), on en déduit que (X 4,ma,e4) est un monoide quantique matriciel.

3.3. Familles de morphismes de cones quantiques

Définition (3.3.1) Soient C et C’ deux cones quantiques et X un espace quantique.
On appelle famille de morphismes de cones quantiques de C' dans C' indexée par l’espace
quantique X (ou plus simplement famille de morphismes de C dans C' indexée par X) un
morphisme d’espaces quantiques f : X x C — C’ (ou 'on désigne aussi par C (resp. C')
I'espace quantique sous-jacent au cone quantique C (resp. C')) tel que

FHE)) € Qx @ Q0.

Sif': X' x C — C' désigne une famille de morphismes de C' dans C’ indexée par 'espace
quantique X', on appelle morphisme de f dans f' un morphisme d’espaces quantiques
g: X — X' tel que le diagramme

Yot ¢

g X ldcl lidcl

X/XCT)C/

soit commutatif. On définit ainsi la catégorie des famailles de morphismes de cones quan-
tiques de C dans C'.

Théoréme (3.3.2) Soient C et C' deuz cones quantiques. On suppose que
i) K est un corps ;
it) C et C" sont de type fini.

Alors la catégorie des familles de morphismes de C dans C' posséde un objet final. Au-
trement dit, il existe un espace quantique Xo et une famille de morphismes de C dans C'
indexée par Xo

f03X0><C—>C/

tels que pour toute famille de morphismes de C dans C' indexée par un espace quantique X
f:XxC—C'
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il existe un morphisme unique d’espaces quantiques g : X — X tel que le diagramme

f o

X x(C———

g X ldcl lidcl

Xo xC ————C'

fo

soit commutatif.

DEMONSTRATION : 11 résulte de I'hypothese (ii) que Qldo et Qldf) sont des K-espaces
vectoriels de dimension finie. Soient by,... ,b, (resp. b},...,b,) une base de Qldo (resp.
Qlcl?), Q=K{xy,...,zn)) (resp. @ = K{{z},... ,2},))) algebre différentielle libre en-
gendrée par la famille des indéterminées (x;)1<;<n (resp. (x;,)lgjlgn/), 0 : Q= Q¢ (resp.
@' — Q¢v) le morphisme (surjectif) d’algebres différentielles défini par ¢(x;) = b,
(resp. ¢'(2) = b)), pour 1 < j < n (resp. pour 1 < j' < n') et J (resp. J') le noyau
de ¢ (resp. ¢') qui est un idéal différentiel bigradué de Q (resp. ') (cf. 2.4.2). Comme K
est un corps, il existe un sous-espace vectoriel bigradué M de €2 tel que Q@ = J § M et
une base (s;);er (resp. (s, )ier) de M (resp. de J) formée d’éléments bihomogenes. Enfin,
soit (t7)ier, un systéme de générateurs bihomogenes de J' en tant qu’idéal différentiel. On
désigne par H 1'algebre différentielle libre K<<(aj, Ji<j<n,i<j <n')) engendrée par la famille

des indéterminées (Gil)lgjgn,lgjfgn/ et on définit un morphisme d’algebres différentielles
QY — HIQN

n .
par Y(zj) = > aj, @ xj, pour 1 < j" < n'. Pour tout [, [ € L,
J=1

77Z)(tl) = Zrli & s + Z T;i/ ® 8;/ R

el el

ou ry;, rp, € H, les familles (ryi)ier icr et (7}, )ier,ir e étant uniquement déterminées par
ces formules. Soit R l'idéal différentiel de H engendré par (7 )ier,ic7. Le morphisme
définit par passage au quotient un morphisme d’algebres différentielles

;Z Qo — H/R 9 Q¢
(en identifiant Q¢ & Q/J et Qe & Q'/J"). Si 'on pose Xg = Spec(H/R) et fo = Spec(t)),

alors

f03X0><C—>C/

est une famille de morphismes de C' dans C' indexée par Xo. Démontrons qu’elle satisfait
a la propriété universelle du théoreme. Soit f : X x C' — C' une famille de morphismes de
C dans C' indexée par X. Comme

e Cc Ox @ Q°,
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pour tout j', 1 < 3 < n’, il existe une famille unique (bil)lgjgn d’éléments de QS telle
que

Frog) =) bl @b
j=1

(car (bj)i<j<n est une base de Qlclo). On en déduit un morphisme unique d’algebres diffé-
rentielles
x:H— Qx

tel que pour tout jet 3/, 1 <j7<n,1<j <n, X(a?,) = b;,, ou ce qui est équivalent,
rendant commutatif le diagramme suivant

Q’LH!]@Q

A e

Qe TQX I® Qe
Pour tout I, [ € L, on a

(x@@)o(t)=frog(t))=0

d’ou

D X(ri) @ p(si) =0

el
La famille (s;)ier étant une base de M, la famille (¢(s;))icr est une base du K-espace
vectoriel Q¢, on a donc pour tout ¢, ¢ € I, y(r;) = 0. On en déduit que y induit un
morphisme d’algebres différentielles

X: H/R — Qx
tel que si 'on pose g = Spec(y), le diagramme

xxo—t ¢

g X ldcl lidcl

Xo xC ———C'

fo

soit commutatif, ce qui démontre le théoreme.

(3.3.3) On dira que la famille de morphismes fy : Xo x C' — C' satisfaisant aux propriétés
du théoreme (3.3.2) est la famille universelle de morphismes de cones quantiques de C
dans C'. La démonstration de ce théoreme en donne une construction explicite, trés utile
pour étudier des exemples. On vérifie facilement que Xy peut étre canoniquement muni
d’une structure de cone quantique, mais fy n’est pas un morphisme de cones quantiques
pour cette structure.

26



3.4. Action d’un monoide quantique sur un espace quantique

Définition (3.4.1) Soient (M, m, e) un monoide quantique et X un espace quantique. On
appelle action (d gauche) de M sur X un morphisme d’espaces quantiques f: M x X — X
tel que les diagrammes suivants soient commutatifs :

Mx Mx X —mxdx oy
idMXfl lf
M x X f X
et
Mx X
"N
Spec(K) x X ~ X,

I'isomorphisme Spec(K) x X = X étant la contrainte d'unité (cf. (2.3.7.1)). Si C désigne
un cone quantique, on appelle action de M sur €' un morphisme d’espaces quantiques
f M xC — C qui est a la fois une action de M sur l'espace quantique sous-jacent a C et
une famille de morphismes de cones quantiques de C' dans C'. On dit alors que le monoide
quantique M agit sur I'espace quantique X , ou sur le cone quantique C'.

Théoreme (3.4.2) Supposons que I soit un corps et soient C' un cone quantique de type
fint et fo 1 Xo x C' — C la famille universelle de morphismes de cones quantiques de C'
dans lui-méme. Alors il existe une structure unique de monoide quantique sur Xo tel que
fo soit une action de Xg sur C'. De plus, pour cette structure Xo est un monoide quantique
matriciel.

DEMONSTRATION : Le morphisme composé

. idXOXfO fO
foO(ldXOXfo)iX()XX()XC — X0><C—>C

(resp. la contrainte d'unité (cf. (2.3.7.1))
Ac i Spec(K) x C — C )

est une famille de morphismes de C dans lui-méme indexée par Xo x Xg (resp. par Spec(k))
et il résulte de la propriété universelle de fy (3.3.2) qu’il existe un morphisme d’espaces
quantiques m : Xo x Xo — Xo (resp. e : Spec(K) — Xo) tel que

(3.4.2.1) foo(m xide) = foo(idx, X fo)
(resp.
(3.4.2.2) fO 0 (6 X ldc) = /\c )
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Démontrons que (Xo,m, €) est un monoide quantique. En vertu de (3.4.2.1), on a

fo(m(idxo X m) X ldc) = fO 0 (idxo X fO) 0 (idxo X m X ldc)
= fO 0O (idxo X fO) 0 (idxo X idXO X fO)
et

fo(m(m X idxo) X ldc) = fO 0 (idxo X fO) 0 (m X idXO X ldc)
= foo(m X fo) = foo(m xide) o (idx, X idx, X fo)
= fO 0O (idxo X fO) 0 (idxo X idXO X fO)

On en déduit que
fo(m(idx, x m) xid¢) = fo(m(m x idx,) x id¢),
ce qui implique, en utilisant la partie unicité de la propriété universelle de fo (3.3.2), que
(3.4.2.3) m(idx, x m) =m(m x idx,).
De méme, en vertu de (3.4.2.1) et (3.4.2.2), on a

fo(m(e X idxo) X ldc) = fO 0 (idxo X fO) 0 (6 X idXO X ldc)
= fO 0 (6 X fO) = fO 0 (6 X ldc) 0 (idSpec(K) X fO)
= Ao(idspec(ry X fo) = fo(Ax, x 1¢),

ot Ax, : Spec(K) x Xo =+ X, désigne la contrainte d’unité (cf. (2.3.7.1)), d’ott
(3.4.2.4) m(e X idxo) = /\Xo .
Enfin, en vertu de ((3.4.2.1) et (3.4.2.2) on a

fo(m(idxo X 6) X ldc) = fO 0 (idxo X fO) 0 (idxo X e X ldc)
= fo(idx, X Ac) = folpx, x idc),

olt px, : Xo x Spec(K) = Xy désigne la contrainte d’unité (cf. (2.3.7.1)), d’otr
(3.4.2.5) m(idx, X €) = px, -

Les égalités (3.4.2.3), (3.4.2.4) et (3.4.2.5) prouvent que (Xg,m,e) est un monoide quan-
tique et les égalités (3.4.2.1) et (3.4.2.2) que fo est une action de ce monoide sur C. L'unicité
de la structure de monoide quantique sur Xy résulte de 'unicité de m et e satisfaisant a

(3.4.2.1) et (3.4.2.2) (cf. (3.3.2)).

Le fait que le monoide quantique (Xo,m,e) est matriciel résulte de la construction
explicite de Xo, décrite dans la démonstration du théoreme (3.3.2). Les détails des vérifi-
cations sont laissés au lecteur. On peut d’ailleurs obtenir ainsi une démonstration directe
du fait que (Xg,m,e) est un monoide quantique.
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(3.4.3) On dira que (Xo,m,e€) est le monoide quantique des endomorphismes du cone
quantique C' et que fy : Xg X C — C est laction canonique de ce monoide sur C. La
démonstration ci-dessus, qui est une adaptation de celle de Manin [Man2]|, a le mérite
d’étre valable dans n’importe quelle catégorie monoidale, pourvu qu’on ait un théoreme
analogue au théoreme (3.3.2). Le monoide quantique Xy des endomorphismes d'un cone
quantique €', muni de 'action canonique fy : Xg x C' — (', satisfait a la propriété
universelle suivante : pour tout monoide quantique X et toute action f : X x C — C
de X sur le cone quantique C', il existe un morphisme unique de monoides quantiques
g: X — Xo tel que f = folg xide).

Exercice(3.4.4) Supposons que K soit un corps et soit C' un céone quantique de type
fini dont 'espace quantique sous-jacent est simple. Alors il en est de méme pour 'espace
quantique sous-jacent au monoide quantique des endomorphismes de C'.

3.5. Exemples de monoides quantiques

Notations (3.5.1) Soient n un entier, n € N, R = (T‘ZZ], )Ji<i it j,j’<n une matrice carrée
n? x n?, & coefficients dans K et U et V des relation binaires définies sur 1’ensemble
{1,...,n}. En pratique

UVe{=,<,<,>,>}.

On pose

LA

-
) <iyit jgt <n, iU, Vi
-1

~

R = (]
?

RU:(T

) N<iyit g <, iU

< =

RY = (rfi hr<iijgr<n, v
Si S désigne une matrice du méme type, W une autre relation et W sa négation,
Wi <= non:Wi
on a o
(RS)y; = R/ Sy + R S+
(RS)y = RY Sy + R?SW ;
(RS)” = RV sl + RVsY. |
RS =R"Sy+RVS .

par exemple,

< > <
(RS); = RS- + R SS

IV IA
V. A

Si I désigne la matrice unité,

_ 77
I= (6 )i<iyinjir<n

on remarque que I}y est encore une matrice unité, tandis que I}Y, = 0. Par exemple,

=0 ete.



Sim,m', n et n désignent des entiers, m,m’,n,n’ € N et R = (r!)i<i<m, 1<j<n
N

et S = (s )i<ir<m’, 1<j/<n’ des matrices & coefficients dans I, on désigne par R ® S la
matrice o
— (]
R® S = (risi)i<i<m, 1<ir<m’ | 1<j<n, 1</ <n’

produit tensoriel des matrices R et §.

Exemple (3.5.2) On suppose que K soit un corps. Soient n un entier, n € N,

_ JJ

Q= (g;; Ji<ir<i<n, 1<j<j'<n »
_ J7

R = (rj h<iiji<n s
_ 77

P = (pj hi<i<ir<n 1<jr<j<n »

des matrices a coefficients dans K, Qg r py = Q/J lalgebre différentielle graduée quo-
tient de l'algebre différentielle libre Q@ = K({x1,...,x,)), engendrée par la famille des
indéterminées (z;)1<i<n , par I'idéal différentiel J engendré par les relations

.
./ .
:L'ixi/:g q#w]‘x]‘/,lgl <i1<n,

<y’
CGwp =Y riiai&, 1<id <n,
5.’
Géo =Y P&y, 1<i<i'<n,
J'<y
ouf; =dx;, et H?Q RP) = Spec((q,r,py) 'espace quantique correspondant (espace affine

quantique de dimension n associé aux matrices ), R et P). L’idéal .J est bigradué et l'es-
pace H?Q Rr.p) €St ainsi muni d’'une structure de cone quantique. En utilisant les notations

de (3.5.1), les relations définissant l'idéal J s’écrivent de facon plus compacte:

(3.5.2.1) (r), =Q (roa), .
(3.5.2.2) {@r=Rx®E),
(3.5.2.3) (€@, =P ((aF),

ou z désigne la matrice (z;)1<i<n,  la matrice (&)i1<i<n et Qi = (Q et P<> = P, cette
notation étant purement mnémotechnique, destinée a rappeler la forme des matrices @) et

R (mais compatible avec les notations de (3.5.1), si 'on complete ces matrices de facon

arbitraire en des matrices n? x nz).

On remarque que

(Tiy @i &Gy &G NM<in <o i<, 1<, < <a <

est un systeme de générateurs du K-espace vectoriel (g g py. On s’intéresse plus particu-
lierement au cas ou le systeme ci-dessus est une base, autrement dit au cas ou la fonction
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de Hilbert de (g g p) est la méme que celle du complexe de de Rham algébrique habituel
sur 'anneau des polynomes commutatifs a n indéterminées :

. m,m/ _ m —I_ n= 1 . "
dll’l’l[g’ (Q(Q,R,P)) - ( n—1 ) (m/>

Supposons qu’il en soit ainsi, ou du moins que

soit une famille libre. En différentiant la relation (3.5.2.1), on obtient

< <
@z), +(@®), =0 ((0r) +Q (r@,
ce qui implique en utilisant (3.5.2.2) que

R(z0)+L(r08)=Q R (06 +Q I (r0¢)

2

ou I désigne la matrice unité n? x n?, et en vertu de I’hypothese, on a

<
(3.5.2.4) R.o+I, =Q (R +1)

Cette relation se décompose en deux autres

< < < <
(3.5.2.5) R = Q>(RS + Is)
et
> > < >
(3.5.2.6) R +1I =Q] RS
Supposons que
(3.5.2.7) rgi(R+1) =g (RS + 1) = n(n+1)/2
< < ) )
Alors R; + I; est inversible,
(3.5.2.8) QS =R (R_+ 1)

et cette égalité implique (3.5.2.4).

De méme, en différentiant (3.5.2.2), on obtient

—((@=RE2E)
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ce qui implique
< < > >
(" + 1)@+ (B +1 )0, =0,
d’ot1, en utilisant (3.5.2.3)

(RE+I5)PJ (€08, + (R +17)((08, =0

et comme la famille (;&;)1<i<j<n est supposée libre, on a

(3.5.2.9) (R +I° )P, +R +1 =0
La relation ci-dessus se décompose en deux :
(3.5.2.10) (RE+I5)P, +R, =0
et

<> > >
(3.5.2.11) R>P§ +R_+1I =0
On a donc sous 'hypothese (3.5.2.7)

> < < 1>
(3.5.2.12) P = —(RS + Is) R_

relation qui implique alors (3.5.2.9).

Réciproquement, soit R une matrice carrée n? x n? satisfaisant a 'hypothese (3.5.2.7),
supposons que les matrices Qi et P<> solent définies par les formules (3.5.2.8) et (3.5.2.12)

et Iidéal .J par les relations (3.5.2.1), (3.5.2.2) et (3.5.2.3). Alors on pose Qr = Q¢ r p)
et A = H?Q r,p) €t en vertu de ce qui précede, on vérifie facilement que J est 1'idéal

différentiel engendré par les relations (3.5.2.1) et (3.5.2.2) et que (z;7;)1<i<j<n €st une
base de Q?{’O , (zi€5)1<i,j<n une base de Q}%’l et (€;€i)1<i<j<n une base de Q%’Z )

En complétant donc la réunion de ces trois familles en une base de g , on peut appli-
quer la méthode du théoréme (3.3.2) pour construire le monoide quantique des endomor-
phismes du cone quantique A, (cf. (3.4.3)) (monoide quantique des matrices n X n , associé
a la matrice R).

Proposition (3.5.3) Sous ces hypothéses, le monoide quantique des endomorphismes du
cone quantique A, est isomorphe a

Spec(H/J(R))

\
ou

H = K<<(a{)1gi,jgn>>

désigne Ualgebre différentielle libre engendrée par la famille des indéterminées (a])i<i j<n
et J(R) est l'idéal différentiel de H engendré par les coefficients des matrices

(A® AR — R(A® A)
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et
[dA® A— R(A® dA)(R+I)°

ot A= (a})i<ij<n et dA = (da})i<ij<n -
DEMONSTRATION : Soit

Y

Qs H99Q

le morphisme d’algebres différentielles graduées défini par

n
;b(xi):Za{@xj \ 1<i:<n
j=1
En utilisant les notations plus compactes introduites ci-dessus, ainsi que les propriétés des
morphismes d’algebres différentielles graduées, on remarque que ¥ est 'unique morphisme
d’algebres graduées satisfaisant a

Ypla)=A-x et YP¢)=dA-a+A-¢

On a
Saon), —Qir o) ]=(404), (o) - Q (A A), (r@r)
— (A0 A (z@a) +(ADA) (z0 ),
—QjA@A)(® v), (A@Ai@ x),
=(A0A)S(ror) +(A0A) Q1 (r @),
—QjA@A)(® v), (A@Ai@jx®@s
+(A0A) (o), — (A0 A).Q(r o),
—QjA@A)(® )+Q(A®AEij®@_
On en déduit que
[mod H®J]

(3.5.3.1) vz @), —Q

EKA®M>+M®A)
De méme, on a

PE@a— R(x @ )] = (dAz + AC) © (Az) — R[(Ax) @ (dAx + AL)]
= [dA® A — R(A®dA)] (z @ 7).,
[dA© A—R(A©dA)] (z @),
(A2 A)(E@2) — RADA)(x @)
= [dA® A— R(A®dA)]" (z @ 2)

z) ] =
QI - QI (A4

—QiA@AEQj@@xk.

IA A

+
+
[dA® A~ R(A®dA) QS (x @ x)

[(A® AR —R(A® A)(z ©€)

[dA® A~ RA© A [t o), —QC(r@r)]
(Ao Aoz — R o)

<

.
.
.
.
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On en déduit que

[mod H®J]

(3.5.3.2) Y[ @z — R(z ® &)
= |[dA© A~ R(A®dA)" +[dA© A~ R(A©dA)] Q |(z ® )
+[(A®@ AR — R(A® A)l(z @ &)

Conformément a la construction du monoide quantique des endomorphismes d’un cone
quantique (démonstration du théoreme (3.3.2), théoreme (3.4.2) et (3.4.3)), il résulte de
(3.5.3.1) et de (3.5.3.2) que AY, est isomorphe a Spec(H/J(R)), ou J(R) est 'idéal diffé-
rentiel de H engendré par les coefficients des matrices
< > A< < < < > A<
My =[dA® A~ R(A®dA)" +[dA0 A~ R(A©dA)] QS |
M;=(A2AR-—RA®A)

<

Comme la matrice RS + IS est inversible, l'idéal J(R) est aussi l'idéal différentiel de H

engendré par les coefﬁaents des matrices M| = M, (R + I ) , M} = M, (Ri + If) et
M;s. Or, on a B B

My =[dA© A~ R(A©dA)]" (RS + 2 ) + [dA© A — R(A© dA)] RS
= [dA® A~ R(A© dA)|(R +I)°

(cf. 3.5.2.8). Pour conclure, il reste donc & prouver que les coeflicients de la matrice M
appartiennent a 'idéal Jo(R) de H engendré par les coefficients de la matrice Ms. Notons
“="7 la congruence modulo l'idéal Jo(R). On a

M| = (A® A) <R§ +I§) +(A®4)] (Ri +IS>

—QS(Ae A (RE+I2) - Qi(A 0 4), <RS +15) (cf. 3.5.2.8)
= (AQA), (R+I)° —Q (A0 A)_(R+I)°

= (A0 A), (R+1)° - @ [(Ae AR+ D)

= (A0 A (R+D° - QS [(R+ (A )]
:(A@A)>(R—|—I)‘—Q§<R3+Is>(A®fI)S

= (A®A) (R+1)° - <R> +I>>(A © A)° (cf. 3.5.2.4)
— (A0 AL R+D° — [(R+D(A04)

= (A0 A, (R+D)° ~ [(A0A)R+D] =0

ce qui prouve la proposition.
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Exemple (3.5.4) (Calcul différentiel sur la déformation multiparamétrique de ’algebre
des fonctions sur les matrices, introduite par M. Artin, W. Schelter, J. Tate [AST]). On
suppose toujours que K soit un corps. Soient n un entier, n € N, et ¢ = (jS)1§i<j§n7
p= (pij)1§i<j§n et A = (Aj)i<j<n des familles d’éléments de K* satisfaisant a la relation

i = 4P s 1<i<jy<n

En gardant les notations de l'exemple (3.5.2), on définit des matrices @ = Qi , R et
P = P<> par

(Z;‘ZZjS ; 1<i<jy<n
rit =\ 1<i<n
r{;:pij ; 1<i<jy<n
;iZjS ; 1<i<y <
rjzzAj—l 1<i<y <
P{;:_Pi]‘ 1<i<y <

tous les autres coefficients étant nuls. On vérifie facilement que les matrices @), R, P
satisfont aux conditions (3.5.2.4) et (3.5.2.9) et que

(i) @i, &y &G 1< <o <im<n, 1<5,,1 <<jr<n

est une base de I'algebre différentielle (g r py. La condition (3.5.2.7) est équivalente a

1<j;<n ,
et I'espace quantique Hq s H?Q r.py €st simple, si et seulement si cette condition est
satisfaite. Soit M" ) le monoide quantique des endomorphismes du cone quantique H%p’)\

L’espace quanthue M PN est muni canoniquement d’une structure de cone quantique (cf.
(3.3.3)), mais on constate (en utilisant les formules de la proposition (3.5.3) ) que la fonction
de Hilbert de son complexe de de Rham €2, , \ n’est pas la méme que celle du complexe
de de Rham algébrique de 'anneau des polynémes commutatifs sur 'espace affine des
maftrices carrées n X n, autrement dit, que

) m,m' m4+n?—1 n?
dlmI((Qq7p7>\)) # ( n?—1 ) : (m’)

Néanmoins, on démontre le théoréme suivant [Mal2].
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Théoréeme (3.5.5) Pour qu’il existe un monoide quantique M agissant sur le cone quan-

) —— m4+n?—1 n?
b~ ("5 )-(5)

4PN
et tel que st g : M — M | désigne le morphisme de monoides quantiques défint par la
propriété universelle de MZP 5 (cf. (3.4.3)), ¢° : Qgpa — Qv soit surjectsf, il faut et il
suffit que pour tout v et 3, 1 < 1,7 < n, on ait \; = \j, et alors ce monoide quantique

tique A tel que

M est unique, a isomorphisme pres, et l'algebre différentielle graduée Qg est 1somorphe
aw quotient de l'algébre différentielle libre engendrée par les indéterminées (al)1<i j<n par
[déal bilatére engendré par

(1) afaf—qjiafaf, 1<i<j<n, 1<k<n
(2) aﬁaf—pklafaﬁ, 1<i<n, 1<k<lI<n
(5) afi—(pij)_lqlkaﬁaf, I1<i<j<n,1<k<l<n
(4) aéaf — (p”)_lpklafaé (pij) YN = 1)a§af \ 1<i<ji<n, 1<k<I<n
(5) aka¥ — \aka¥ | 1<i<n, 1<k<n

(6) afaf—pijafaf, I1<i<j<n, 1<k<n
(7) afaf—qiiafaf—(/\—l)afaf, I1<i<j<n, 1<k<n
(8) akal qlkaﬁaf, 1<i<n, 1<k<lI<n
(9) aﬁaf—pklafaﬁ—(/\—l)aﬁaf, 1<i<n, 1<k<lI<n
(10) ozka;—pij(pkl)_lagozf, I1<i<j<n,1<k<l<n

(11) ozﬁa"; - (jS)_lpklak

Kol —(q;)) 7" (AN =1Ddba} . 1<i<j<n,1<k<l<n

(12) afaﬁ —qji(pkl)_laﬁozf — (pkl)_l(/\— 1)a§ozf , 1<i<j<n,1<k<I<n
(18)  ofai — q;i(q, )" afa — (pi;) M = Dajaf— (g,) 7 (A = L)aja;

—(A—2+A_1)a§af, 1<i<j<n, 1<k<li<n
(14)  (ab)? | 1<i<n, 1<k<n
(15) ozfoz";—l—pijoz";ozf, I1<i<j<n, 1<k<n
(16) ozfozﬁ—l—qlkozﬁozf, 1<i<n, 1<k<lI<n
(17) ozfoz;—l—pij(pkl)_lozgozf, I1<i<j<n,1<k<l<n
(18) ozﬁoz"; + (qji)_lpkloz";ozﬁ + (qji)_l(/\ — 1)0z§ozf , 1<i<jij<n,1<k<I<n
ot al =dad et X=X\ ==\,
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4. Groupes quantiques

4.1. Groupes quantiques

Définition (4.1.1) Soit (X, m,e) un monoide quantique. On dit qu'un morphisme d’es-
paces quantiques ¢ : X — X°PP est un antipode du monoide quantique (X, m,e), si le
diagramme suivant d’applications A’-linéaires est commutatif

Qx @ Qx " Oiday Qx ®Qx
V p
Qx ¢ K 1 Qx
Ny 7
Qx @ Qx o o7 Oy @y

ou p désigne 'application K -linéaire définissant la multiplication et 7 celle définissant
I'unité de 'algebre 2 x.

Le diagramme ci-dessus n’est pas un diagramme de morphismes d’algebres et il ne
peut donc pas étre traduit en un diagramme de la catégorie des espaces quantiques. Ce
diagramme exprime que ¢* est un antipode, au sens des bigebres de Hopf ([Ab], p. 61),
avec la seule différence qu’ici {2x est une bigebre graduée gauche et en plus on impose a
1* d’étre compatible avec la différentielle. En particulier, on en déduit une structure de

bigebre de Hopf sur I’algebre des observables Ox (cf. (3.1.2)).

Théoréeme (4.1.2) i) Un monoide quantique posséde au plus un antipode.
it) Si (X,m,e) désigne un monoide quantique et i un antipode de ce monoide, les
diagrammes suivants sont commutatifs

X x X 5L XOPP o XOPP S YOPP ¢ XOPP

T

X (2 Y opPP
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Spec(K)

X (2 Y opp

ot s désigne la contrainte de commutativité (cf. (2.3.7.1)).

La démonstration est une transposition immédiate de [Ab], p. 61-64.

Définition (4.1.3) On appelle groupe quantique un quadruplet (X, m, e, 1), ot (X, m, ) est
un monoide quantique et ¢ un antipode de ce monoide. On dit que (X, m, e) est le monoide
quantique sous-jacent a (X, m,e,1). Si (X, m,e, 1) et (X', m’,¢e’',i") sont des groupes quan-
tiques, un morphisme de groupes quantiques de (X, m, e, 1) dans (X', m’,€’,1’) est un mor-
phisme f des monoides quantiques sous-jacents tel que le diagramme suivant soit commu-
tatif f

X——X

] !

X OPP , X/opp

fOPP

Exercice (4.1.4) Démontrer que la commutativité de ce diagramme résulte, en fait, de
I’hypothese que f soit un morphisme de monoides quantiques.

4.2. Groupe quantique associé a un monoide quantique matriciel

En généralisant une construction de Manin ([Man2], p. 44, théoreme 3), on peut
associer a tout monoide quantique matriciel un groupe quantique, correspondant en quelque
sorte au “groupe des éléments inversibles” de ce monoide.

Théoréeme (4.2.1) Soit (X,m,e) un monoide quantique matriciel. Il existe un groupe
quantique ()Z,ﬁl,é,i) et un morphisme de monoides quantiques fo du monoide quan-
tique sous-jacent a ()},ﬁl, é€,1) dans (X, m,e), possédant la propriété universelle suivante :
Pour tout groupe quantique (X',m' e’ ") et tout morphisme de monoides quantiques f
de (X',m',€e') dans (X, m,e) il existe un morphisme unique de groupes quantiques g de
(X',m/ e, dans (X,ﬁl,é,i) tel que f = foog.

DEMONSTRATION : Par hypothese, il existe une matrice multiplicative A = (G‘Z)lgi,jgn,
dont les coefficients engendrent la K-algebre différentielle Q2 x. Soient

Q= K{(al(D)1<i j<nieN))

I'algebre différentielle libre engendrée par la famille des indéterminées (a{(l))lgi,jgn,lel\l
et Qg la sous-algebre différentielle engendrée par la famille (a](0))1<; j<n. En vertu de
la propriété universelle de €2y, il existe un morphisme unique d’algebres différentielles
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o : Qo — Qx tel que c,oo(a{(())) = a‘z, qui est surjectif et permet d’identifier Qx a Qo/Z
ou Z désigne le noyau de ¢g.

En vertu de la propriété universelle de €2, il existe un morphisme unique d’algebres

différentielles A (resp. €) de Q dans Q9@ Q (resp. dans K) tel que

Aal(t) = Y k() @ a(l), 1 pair

k

(resp. 5(@{(0) = 5;7) et on vérifie aussitot que (Spec(§2), Spec(A), Spec(e)) est un monoide
quantique. De méme, il existe un morphisme unique d’algebres différentielles S de {2 dans
QPP tel que ‘ ‘

Sai(l)) = az (I +1).

On désigne par A(l) la matrice (G‘z(l))lgi,jgn, par R l'idéal différentiel de 2 engendré par
les coefficients des matrices

ADA(I+ 1) -1, A(l+1DA(I) -1, I pair
PAD'A+1) — 1, "A(I+1)'A() — I, [impair

(o1 I désigne la matrice unité) et les éléments S'(Z), 1 € N, et on pose Q= Q/R. On vérifie
que A, ¢ et S définissent par passage au quotient des morphismes d’algebres différentielles

36000

Q0 — K

5.0 o,
de sorte que si on pose X = Spec(@), m = Spec(&), € = Spec(é) et 1 = Spec(g),
(X,m,é,1) soit un groupe quantique. De plus, si 'on désigne par 1)y le morphisme d’al-
gebres différentielles de Q2x dans Q obtenu, en identifiant Qx a Qo/Z, par passage au
quotient de l'inclusion Q¢ C Q, et si l'on pose fo = Spec(tg), alors fu est un morphisme
de monoides quantiques de (X, m,€) dans (X, m,e), satisfaisant a la propriété universelle
du théoreme.

(4.2.2) Il résulte de la démonstration ci-dessus que l'algebre {25 est engendrée par l'en-

semble lgNi*lfS‘(QX), autrement dit, que toute sous-algebre de 5 contenant f5(Q2x) et
stable par i* est égale a €25 .

(4.2.3) On dira que (X,ﬁl,é,i) est le groupe quantique associé au monoide quantique
matriciel (X, m,e) et fo le morphisme canonique. Si (X,m,e) est le monoide quantique
des endomorphismes d'un cone quantique C (3.4.3), on dira que (X, m, €,1) est le groupe
quantique des automorphismes de C'.
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(4.2.4) Le monoide quantique sous-jacent au groupe quantique associé & un monoide
quantique matriciel n’est pas en général un monoide quantique matriciel, ni méme de
type fini, ce qui enleve une grande partie de l'interét de cette construction. Néanmoins
on définira (4.3.1) une classe de monoides quantiques matriciels dont le groupe quantique
associé est matriciel (prop. (4.3.3)).

(4.2.5) On peut également généraliser dans le cadre du présent travail les autres construc-
tions de Manin ([Man2], p. 46) pour obtenir un groupe quantique dont l'antipode est un
isomorphisme ou méme une involution.

4.3. Monoides quantiques de Cramer

Définition (4.3.1) On dit qu'un monoide quantique (X, m,e) est de Cramer & gauche
(resp. d droite), s'il existe une matrice multiplicative A, dont les coefficients engendrent la
K-algebre différentielle €2 x, une matrice B a coefficients dans Ox et un élément ¢ de Oy,
tels que

m*(t) =t@t, e*(t) =1

et
BA=1tI (resp. AB =1tI)

(ot I désigne la matrice unité). On dit qu'un monoide quantique est de Cramer, s’il est a
la fois de Cramer a gauche et de Cramer a droite.

On remarque qu’'un monoide quantique de Cramer a gauche ou a droite est en parti-
culier un monoide quantique matriciel.

Proposition (4.3.2) Pour que le monoide quantique sous-jacent d un groupe quantique
soit de Cramer, il faut et il suffit qu’il soit matriciel.

DEMONSTRATION : Si (X, m, e,1) désigne un groupe quantique et A une matrice mul-
tiplicative, on a

if(A)-A=A-i"(A) =1
(cf. (3.2.1) et (4.1.1)), ce qui démontre la proposition.

Proposition (4.3.3) Soient (X, m,e) un monoide quantique de Cramer d gauche (ou
droite) et (X,m, €,1) le groupe quantique associé. Alors (X, m,€) est un monoide quantique
matriciel.

DEMONSTRATION : Soit fo : X 5 Xle morphisme canonique. Par hypothese, il existe

une matrice multiplicative A, dont les coefficients engendrent la K -algebre différentielle
Q x, une matrice B a coefficients dans Ox et un élément ¢t de Ox tels que

(4.3.3.1) mAt) =tot, ef(t) =1
et
(4.3.3.2) BA =1t1
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Posons t = f{(t) et s = 1*(¢). La condition (4.3.3.1) implique que
(4.3.3.3) st=ts=1

autrement dit, que ? est inversible d’inverse s, d’ott

(4.3.3.4) i*(s) =t

La condition (4.3.3.2) implique, en vertu de (4.3.3.3), que si l'on pose

on a
(4.3.3.5) sBA =1

Comme A est une matrice multiplicative, il en est de méme pour ;L d’ou
(4.3.3.6) (A A=A0A) =T

et les conditions (4.3.3.5) et (4.3.3.6) impliquent que

(4.3.3.7) i*(A) = sB

Démontrons que 'algebre différentielle {2 est engendrée par les coefficients de A et s. Pour
cela, en vertu de (4.2.2), il suffit de démontrer que la sous-algebre différentielle 2 de Q5

engendrée par les coeflicients de Aets (qui contient fi(Q2x), puisque Qx est engendrée
par les coefficients de A) est stable par ¢*. Comme ¢* commute a la différentielle et inverse

l'ordre des facteurs d’'un produit, il suffit simplement de voir que les coeflicients de z*(;lv)
et i*(s) sont dans Q. Mais cela résulte de (4.3.3.4) et (4.3.3.7) et du fait que 2 contient
15 (82x). Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que

A0
0 s
est une matrice multiplicative a coefficients dans O+ .

Exemple (4.3.4) On démontre que le monoide quantique défini par les relations (1) a
(18) du théoreme (3.5.5) est un monoide quantique de Cramer. Explicitons le cas ou n est
égal a 2. Ce monoide est alors isomorphe [Mall] a

(X, m,e) = (Spec(f2), Spec(A), Spec(e))
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ou Q= K{((a,b,c,d))/J, a,b, cetddésignent des indéterminées, .J est I'idéal bilatere de
K({{a,b,c,d)) engendré par

1
2
3
4

(
(1) ba — pab , dc — ped , ca — gac , db — qbd , pcb — qbc ,
(2) q(da — ad) — ¢*be + cb (<= p(da — ad) — p*cb + be),
(3) aa — pgac , b —pgbB , ve —pgey , §d — pgds
(4) ac—pea , Bd—pdB , ab— qba , vd — qd~y
(5) Ba —paB — (pg — 1)ba , éc— ped — (pg — 1)dy ,
(6) va —qay — (pg — l)ca , 6b —gbd — (pg —1)d3 ,
(7) ad —da , gBc—pcf — (pg — 1)da , pyb— gby — (pg — 1)da ,
(8) pgba — pgad — q(pq — 1)by — p(pq — 1)cf — (pq — 1)*dar
(9) a’, 5%, 4, 8,
(10) ay+pya, Bo+piB ., af +qfa, vi+qdy,
(11) dor+ad , pyB+gBy — (pg —1)ad
(

ou p, g désignent des éléments inversibles de K et a, 3, v et § les différentielles de a, b,
¢ et d respectivement) et A (resp. € ) I'unique morphisme d’algebres différentielles tel que

Ala) =a®@a+bec
Ab)=a@b+bed |,
Ale)=c@a+ddec
Ald)=c@b+dead |,

(resp. gla) =¢e(d)=1 et e(b)=¢(c)=0 ).

Alors la matrice
a b
est une matrice multiplicative dont les coefficients engendrent la K-algebre différentielle
Q, et sil'on pose
t=ad—q 'eb=da— gbc = da — pcb = ad — p~'be

on a

Afy=tat , =(t)=1

d —qb a b\ (a b d —pb .
—q¢ ¢ a c d) \c d —p~le  a - ’

ce qui prouve que le monoide quantique (X, m, e) est un monoide quantique de Cramer. De
plus, on démontre que le monoide quantique sous-jacent au groupe quantique (X' T, €,1)
associé a (X, m,e) n’est autre que le monoide quantique (X7, mr,er) correspondant a
la matrice multiplicative T" = (¢) (cf. prop. (3.2.4)), le morphisme canonique de X dans
X étant I'immersion ouverte élémentaire associée a cette matrice (cf. (2.6.3)). En termes
plus concrets, Q5 = K((a,b,¢,d,s))/J", ou s désigne une nouvelle indéterminée et .J' est
l'idéal différentiel de K((a,b,c,d,s)) engendré par .J, st — 1 et ts — 1, autrement dit, Q¢
s’obtient de Qx en “inversant” 1’élément ¢, qui s’appelle le déterminant quantique.
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