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CALCUL DIFFERENTIEL NON COMMUTATIF SUR LE GROUPE QUANTIQUE
DES MATRICES TRIANGULAIRES.

Georges Maltsiniotis

Résumé - On introduit un calcul différentiel non commutatif sur une déformation quantique du groupe des
matrices triangulaires inversibles d’ordre 2. On définit un complexe de de Rham sur ce groupe quantique et on

étudie les formes invariantes ainsi que les opérateurs différentiels invariants.

NON-COMMUTATIVE DIFFERENTIAL CALCULUS ON THE QUANTUM GROUP
OF TRIANGULAR MATRICES.

Abstract - We introduce a non-commutative differential calculus on a quantum deformation of the group of
triangular invertible matrices of order 2. We define a de Rham complex on this quantum group and we study the

invariant differential forms and the invariant differential operators.

Introduction et rappels. On se fixe un anneau commutatif K. La déformation quan-
tique a deux parametres ([AST], [Mall], [Su]) de la bigebre des fonctions polynomiales
sur l'espace affine des matrices carrées d’ordre deux est la bigebre

MP7‘1(2):I(<avbvcvd>/J 9

ou K < a,b,e,d > désigne Dalgebre associative unifere libre engendrée par a, b, ¢, d
(algebre des “polynoémes non commutatifs” en a, b, ¢, d) et J l'idéal bilatere engendré
par

ba — pab, dc — ped, ca — qac, db— qbd,
cb—p~lgbe et da—ad— (q—p t)be,

(1)

p et ¢ étant des éléments inversibles de K . Le coproduit A : M, ,(2) — M, ,(2) @ M, (2)
est défini par
Ala)=a@a4+b@c, Ab)=a®@b+bd, Alc)=c@a+d@c, Ald)=cb+dad

et la cotinité ¢ : M, ,(2) — K par

Le groupe quantique Gl ,(2) est obtenu en “rendant inversible” le déterminant quantique
t = ad — p~!bc. On obtient ainsi une bigebre de Hopf dont I’antipode est défini par

Ia)=t'd=dt™", I(b)=—qt7'b=—pbt!,



I(c) = — “Yle=—ptaT?!, I(d) = tla=at™t.

Par une construction universelle, inspirée d'une construction de Manin [Manl], on a in-
troduit dans [Mall] un complexe de de Rham non commutatif sur le “monoide quantique”
M, ,(2). C’est une bigebre différentielle graduée dont la composante de degré 0 n’est autre
que M, ,(2), qui est universelle parmi celles dont I’action sur le plan quantique est com-
patible avec les différentielles [Mall], et dont ’algebre différentielle graduée sous-jacente
est définie par générateurs et relations comme suit : elle est engendrée (comme algebre
différentielle) par a, b, ¢, d soumis aux relations (1) ci-dessus ainsi qu’aux relations

2 aa — pgac , 3b—pgb3 , ye—pgey , éd — pgds
ac —pea , Bd—pdfB , ab— qba , vd — qd~y

Ba —paB — (pg — 1)ba , éc— ped — (pg — 1)dy ,
va —qay — (pg — l)ca , 6b —gbd — (pg —1)d3 ,
qBc—pyb—pcf+ qby , ad+ gBc — pcf — pgda
v+ gda — gad — ¢*by — (pg — 1)ef3 — q(pg — 1)da
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ova, 3,7, 0 désignent les différentiellesde a, b, ¢, d (du moins si pg+1 est inversible dans
K ; sinon il faut ajouter les relations o? = 3% = 4% = §2 = 0 qui ne sont plus conséquence
des précedentes). Pour plus de détails voir [Mall] (exemple 7). La remarque cruciale dans
[Mall] est que ce complexe n’est pas une déformation du complexe de de Rham algébrique
(ordinaire) sur lespace affine (commutatif) des matrices 2 x 2, mais il posseéde un unique
quotient ayant cette propriété et qui est encore une bigebre (il existe un second quotient qui
est une déformation, mais pas une bigebre [Man2]). Pour cela, il faut et il suffit d’ajouter
la relation ad = da, et alors il est facile de vérifier que ce complexe quotient est défini par
les relations (1)-(5) ci-dessus et les relations (6') et (7') ci-dessous :

(6") ad —da , gfc—pcf — (pg —1)da , pyb—gby — (pg — 1)da ,

(7') pada — pgad — q(pq — 1)by — p(pg — 1)ef — (pg — 1)*da .

En inversant formellement le déterminant quantique, on obtient ainsi un complexe de
de Rham non commutatif sur le groupe quantique Gi, ,(2) qui est maintenant univer-
sellement reconnu comme étant le “bon” complexe de de Rham sur ce groupe quantique
[Man2]|, [Tsy]. Dans [Mal3] on a étudié les formes et les opérateurs différentiels invariants
et dans [Mal2] et [Mal4] on a généralisé ce complexe en dimension quelconque. Tsygan

a introduit un tel complexe pour des R-matrices plus générales, satisfaisant a la condition
de Hecke ainsi qu’a une condition de non dégénérescence [Tsy].

Le groupe quantique des matrices triangulaires. On vérifie facilement que 1’idéal
bilatere de M, ,(2) engendré par ¢ est aussi un coidéal, d’ot une bigebre quotient, notée
Ty, 4(2), qui comme algebre est donc isomorphe a

K <a,b,d> [(ba —pab, db — gbd , da — ad)
le coproduit A : T}, ,(2) — T}, ((2) @ T} 4(2) étant défini par
Ala)=a®@a, Ab)=axb+bad, Ad)=dod
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et la cotinité ¢ : T}, 4,(2) — K par

L’image du déterminant quantique dans T, ,(2) est égale a ad ; la rendre inversible équivaut
donc a rendre a et d inversibles. On obtient ainsi une bigebre de Hopf notée B;q(Z) qui est
le “groupe quantique des matrices triangulaires supérieures” et dont ’antipode est défini
par

Ia)=a', Ib)=—a"'bd', I(d)=d"*

Si 'on essaye de définir un complexe de de Rham sur ce groupe quantique a partir du
complexe défini par les relations (1)-(5) et (6'), (7') en ajoutant la relation ¢ = 0 (qui
implique v = 0), on constate aussitot que le complexe ainsi obtenu n’est pas, si pg # 1,
une déformation du complexe de de Rham algébrique ordinaire sur 'espace (commutatif)
des matrices triangulaires, puisque la deuxieme des relations (6') combinée a la relation
¢ = 0 implique que (pg — 1)da = 0, d’ou (pg — 1)a = 0 puisque d est inversible. En
revanche, si 'on remonte au complexe défini par les relations (1) a (7) et l'on ajoute la
relation ¢ = 0, le complexe obtenu, qui est isomorphe (avant inversion du déterminant
quantique) a l'algebre différentielle graduée engendrée par les générateurs a, b, d soumis
aux relations

(8) ba — pab , db — gbd , da — ad

(9) aa —pgac, Bb—pgbf , §d — pqds
(10) B — pds , 8b— qbd — (pg — 1)d3
(11) ab — gbar , Ba— paff — (pg — 1)bar
(12) ad — pgda |, da —ad — (pg — 1)da

(relations auxquelles il faut ajouter, si pg + 1 n’est pas inversible dans K, les relations
a? = % = 6% = 0), est bien une déformation du “cas commutatif”. En effet, on vérifie
facilement (en utilisant, par exemple, le “diamond lemma” de Bergman [Be]) que la famille
des monomes

l S
(@b d"a"376% ) neN i jke{0,1}

en est une base. De plus, il résulte de la propriété universelle du complexe défini par les
relations (1) a (7), que ce complexe est la seule bigebre différentielle graduée (& isomor-
phisme pres) qui est a la fois une déformation “du cas commutatif” et qui agit sur le plan
quantique de facon compatible aux différentielles. On en déduit qu’il s’agit bien du “bon”
choix d’'un complexe de de Rham sur le groupe quantique des matrices triangulaires. On
constate ainsi que du point de vue différentiel ce groupe quantique n’est pas un “sous-
groupe” du groupe linéaire quantique. C’est un phénomene déja observé pour le groupe
linéaire spécial. En effet, le déterminant quantique qui, quand p = ¢, est dans le centre de
M,(2) = M, ,(2), ne commute pas aux formes différentielles, dans le complexe défini par
les relations (1)-(5), (6") et (7'). La prise en compte du complexe de de Rham accentue
donc la difficulté de considérer des “relations d’inclusion” entre les groupes quantiques. On
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rappelle que, en dehors de toute considération de différentielles, le groupe orthogonal ou
symplectique quantique n’est pas un “sous-groupe” du groupe linéaire quantique.

Formes différentielles invariantes sur B (2). Soient @ = @ Q" une bigehre
neN
différentielle graduée de Hopf, de coproduit A, couinité ¢, antipode I et différentielle d et

w un élément homogene de degré m de 2, w € Q™ . Alors on a

cette décomposition étant unique. On dit que w est invariant ¢ gauche (resp. a droite) si
Ap(w) = 1@w (resp. si Ay (w) =w®@1). Siw est un élément quelconque de 2, on dit qu’il
est invariant & gauche (resp. a droite) si toutes ses composantes homogenes le sont. On
vérifie aussitot que 'ensemble des éléments invariants & gauche (resp. a droite) de  est une
sous-algebre différentielle graduée de 2 notée Q) (resp. 2,) et qu’on a Qf = Qg =K. On
rappelle qu’en vertu d’un théoreme de Woronowicz, on a des isomorphismes de K-modules
(mais pas d’algebres) L0~ 0~ 20 (resp. Q0 ® Q,~0>~Q,0 QO) définis par
la multiplication de 2 [Wo|.

On dit qu’une matrice A = (G;‘)lgi,jgn a coefficients dans QO est une matrice multipli-
cative si

A(a?):Za};@af , 5(@):5} . 1<i,5<n
k=1

ou 5} désigne le symbole de Kronecker. Il est facile de vérifier que si A est une matrice

multiplicative, alors elle est inversible d’inverse I(A).

Proposition 1. Soit A une matrice multiplicative a coefficients dans Q°. Alors les
coefficients de la matrice w = I(A) - d A sont des éléments invariants a gauche de Q' et
on a

w4+ dw=0

(formules de Maurer-Cartan).
([Ca] et [Mal3] propositions (2.1.1) et (2.3.1).)

Théoreme. L’algébre des formes invariantes a gauche Qx du complexe de de Rham §)
sur le groupe quantique B;q(Q), défini par les relations (8) d (12), est engendrée par les
formes

we=ata, wp=a1p—a"tbd7 6, wg=d1§ .
De fagon plus précise, la famille de mondomes (wéwing)ogi,j,kg en est une base, les formes
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Wq , Wy, wq satisfont aux relations de commutation

Waed = pqawg ,

wab = pgbw,
wad = pqdw,
Wpd = pawp ,
wpb = pbwy |
wpd = pdwy

wga = awq + (pg — aw, ,

wab = pgbwg + (pg — 1)awy ,

wqd = pqdwq
ainst qu’auz relations
wg = 0 b
wg - 0 b
wg - 0 b
Wpg = —Wap ,
WdWeg = —WaeWd ,
wawy = —pqwpwa — (pq — L)wawy

et les différentielles des formes wy, wy, wq sont données par les formules

dw, =0 5
dwy = —wewp — Wpwy
dwg=0.

Démonstration. Posons

[ a b [« 6 _ [ Wa Wh
A‘(o d)’ A‘(o 5)’ C"‘(0 wd>
La matrice A est une matrice multiplicative et on a w = I(A)- A, ce qui implique, en vertu

de la proposition 1, que les formes w, , wy et wy sont invariantes. Soit 2, la sous-algebre
de 2 engendrée par w, , wp et wy et considérons les applications linéaires

Qy@Bf(2) > Q@B (2) = Q

la premiere étant définie par l'inclusion de Q) dans Qy et la deuxieme par la multi-
plication de €. La premiére est injective car B;q(Z) est un K-module libre (la famille

(albmd")lmez _meN en est une base), la deuxieme est, en vertu du théoreme de Worono-
wicz, un isomorphisme car Q° = B;q(Q), et leur composé surjectif car w = I(A4) - A
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implique que A = A - w et comme les formes «, 3, § engendrent la B;q(Q)—algébre Q, il
en de méme pour les formes w, , Wy, wq. On en déduit que Q) ® B;q(Z) — 2\ @ B;q(Z)
est bijective et par fidele platitude que Q) = Q, ce qui prouve la premiere assertion.
Le fait que la famille (wéwiwg)ogi,j,kgl est une base de ) sur K résulte du fait que la
famille (aiﬁj5k)0§i7j7k§1 est une base de ) sur B;q(Z) et d'une lecture plus attentive de
la démonstration du théoreme de Woronowicz. Les autres assertions résultent de calculs
explicites.

Opérateurs différentiels invariants sur B;q(Q) . En appliquant la construction de
[Mal3], on déduit que ’algebre des opérateurs différentiels invariants (algebre enveloppante
de B;q(Q)) est 'algebre engendrée par les générateurs X, , X, Xy soumis aux relations

XoXp — X3 Xo = (pg — 1)XaXp + Xo
X Xy —XyX, =0,
Xp Xg —pgXgXp = Xy .

On rappelle que ces relations s’obtiennent en posant formellement
T =wa Xy +wp @Xp +wg@Xg €K <Xy, Xp, Xy >,

dw =dw, @ Xy +dwp @Xp +dwg @ Xg € U OK < Xy, Xy, Xg >
et en écrivant que @w? = — d @ . (Voir [Mal3] pour plus de détails et pour une interprétation

plus intrinseque, en termes de dual de Koszul.) En effet on a

@’ = wawa @ X Xy + wewp @ X Xp +wowa @ XXy
+ wpwa @ Xp Xy + wpwp @ XpXp + wpwa @ Xp Xy
+wawa @ XgXo +wawp @ XgXp + wqwg @ XgXg
= wewp @ X Xp + wewag @ Xy Xy — wawp @ Xp X,
+ wpwg @ Xp XNy — wewa @ Xg Xy — pqupwg @ XqXp
— (pg — Dwawp @ Xq X
= wawp @ (XoXp — X X4 — (pg — 1) X Xs)

+ wowa @ (X Xg — XaX,)
+wpwd @ (XX — pgXaXy)

et
dw=dw, @ Xg +dwp @ Xp +dwg @ Xy

= —wawp @ Xp —wpwg @ Xp

On remarque que si p = ¢ = 1, on retrouve 'algebre enveloppante habituelle du groupe
des matrices triangulaires.
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