
Physique math�ematique/Mathematical physicsCALCUL DIFF�ERENTIEL NON COMMUTATIF SUR LE GROUPE QUANTIQUEDES MATRICES TRIANGULAIRES.Georges MaltsiniotisR�esum�e - On introduit un calcul di��erentiel non commutatif sur une d�eformation quantique du groupe desmatrices triangulaires inversibles d'ordre 2. On d�e�nit un complexe de de Rham sur ce groupe quantique et on�etudie les formes invariantes ainsi que les op�erateurs di��erentiels invariants.NON-COMMUTATIVE DIFFERENTIAL CALCULUS ON THE QUANTUM GROUPOF TRIANGULAR MATRICES.Abstract - We introduce a non-commutative di�erential calculus on a quantum deformation of the group oftriangular invertible matrices of order 2. We de�ne a de Rham complex on this quantum group and we study theinvariant di�erential forms and the invariant di�erential operators.Introduction et rappels. On se �xe un anneau commutatif K. La d�eformation quan-tique �a deux param�etres ([AST], [Mal1], [Su]) de la big�ebre des fonctions polynomialessur l'espace a�ne des matrices carr�ees d'ordre deux est la big�ebreMp;q(2) = K < a; b; c; d > =J ;o�u K < a; b; c; d > d�esigne l'alg�ebre associative unif�ere libre engendr�ee par a , b , c , d(alg�ebre des \polynômes non commutatifs" en a , b , c , d ) et J l'id�eal bilat�ere engendr�epar(1) ba � pab ; dc� pcd ; ca� qac ; db� qbd ;cb� p�1qbc et da � ad � (q � p�1)bc ;p et q �etant des �el�ements inversibles de K . Le coproduit � : Mp;q(2)!Mp;q(2)
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 det la co�unit�e " : Mp;q(2)! K par"(a) = "(d) = 1 et "(b) = "(c) = 0 :Le groupe quantique Glp;q(2) est obtenu en \rendant inversible" le d�eterminant quantiquet = ad � p�1bc . On obtient ainsi une big�ebre de Hopf dont l'antipode est d�e�ni parI(a) = t�1d = dt�1 ; I(b) = �qt�1b = �pbt�1 ;



I(c) = �q�1t�1c = �p�1ct�1 ; I(d) = t�1a = at�1 :Par une construction universelle, inspir�ee d'une construction de Manin [Man1], on a in-troduit dans [Mal1] un complexe de de Rham non commutatif sur le \mono��de quantique"Mp;q(2) . C'est une big�ebre di��erentielle gradu�ee dont la composante de degr�e 0 n'est autreque Mp;q(2) , qui est universelle parmi celles dont l'action sur le plan quantique est com-patible avec les di��erentielles [Mal1], et dont l'alg�ebre di��erentielle gradu�ee sous-jacenteest d�e�nie par g�en�erateurs et relations comme suit : elle est engendr�ee (comme alg�ebredi��erentielle) par a , b , c , d soumis aux relations (1) ci-dessus ainsi qu'aux relations�a � pqa� ; �b � pqb� ; 
c� pqc
 ; �d� pqd� ;(2) �c� pc� ; �d� pd� ; �b� qb� ; 
d� qd
 ;(3) �a� pa� � (pq � 1)b� ; �c� pc� � (pq � 1)d
 ;(4) 
a� qa
 � (pq � 1)c� ; �b � qb� � (pq � 1)d� ;(5) q�c� p
b� pc� + qb
 ; �d+ q�c� pc� � pqd� ;(6) 
b+ q�a � qa� � q2b
 � (pq � 1)c� � q(pq � 1)d� ;(7)o�u � , � , 
 , � d�esignent les di��erentielles de a , b , c , d (du moins si pq+1 est inversible dansK ; sinon il faut ajouter les relations �2 = �2 = 
2 = �2 = 0 qui ne sont plus cons�equencedes pr�ecedentes). Pour plus de d�etails voir [Mal1] (exemple 7). La remarque cruciale dans[Mal1] est que ce complexe n'est pas une d�eformation du complexe de de Rham alg�ebrique(ordinaire) sur l'espace a�ne (commutatif) des matrices 2� 2 , mais il poss�ede un uniquequotient ayant cette propri�et�e et qui est encore une big�ebre (il existe un second quotient quiest une d�eformation, mais pas une big�ebre [Man2]). Pour cela, il faut et il su�t d'ajouterla relation �d = d� , et alors il est facile de v�eri�er que ce complexe quotient est d�e�ni parles relations (1)-(5) ci-dessus et les relations (60) et (70) ci-dessous :�d� d� ; q�c� pc� � (pq � 1)d� ; p
b� qb
 � (pq � 1)d� ;(60) pq�a � pqa� � q(pq � 1)b
 � p(pq � 1)c� � (pq � 1)2d� :(70)En inversant formellement le d�eterminant quantique, on obtient ainsi un complexe dede Rham non commutatif sur le groupe quantique Glp;q(2) qui est maintenant univer-sellement reconnu comme �etant le \bon" complexe de de Rham sur ce groupe quantique[Man2], [Tsy]. Dans [Mal3] on a �etudi�e les formes et les op�erateurs di��erentiels invariantset dans [Mal2] et [Mal4] on a g�en�eralis�e ce complexe en dimension quelconque. Tsygana introduit un tel complexe pour des R-matrices plus g�en�erales, satisfaisant �a la conditionde Hecke ainsi qu'�a une condition de non d�eg�en�erescence [Tsy].Le groupe quantique des matrices triangulaires. On v�eri�e facilement que l'id�ealbilat�ere de Mp;q(2) engendr�e par c est aussi un co��d�eal, d'o�u une big�ebre quotient, not�eeTp;q(2) , qui comme alg�ebre est donc isomorphe �aK < a; b; d > =(ba � pab ; db � qbd ; da � ad) ;le coproduit � : Tp;q(2)! Tp;q(2) 
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et la co�unit�e " : Tp;q(2)! K par"(a) = "(d) = 1 et "(b) = 0 :L'image du d�eterminant quantique dans Tp;q(2) est �egale �a ad ; la rendre inversible �equivautdonc �a rendre a et d inversibles. On obtient ainsi une big�ebre de Hopf not�ee B+p;q(2) qui estle \groupe quantique des matrices triangulaires sup�erieures" et dont l'antipode est d�e�nipar I(a) = a�1 ; I(b) = �a�1bd�1 ; I(d) = d�1 :Si l'on essaye de d�e�nir un complexe de de Rham sur ce groupe quantique �a partir ducomplexe d�e�ni par les relations (1)-(5) et (60), (70) en ajoutant la relation c = 0 (quiimplique 
 = 0 ), on constate aussitôt que le complexe ainsi obtenu n'est pas, si pq 6= 1 ,une d�eformation du complexe de de Rham alg�ebrique ordinaire sur l'espace (commutatif)des matrices triangulaires, puisque la deuxi�eme des relations (60) combin�ee �a la relationc = 0 implique que (pq � 1)d� = 0 , d'o�u (pq � 1)� = 0 puisque d est inversible. Enrevanche, si l'on remonte au complexe d�e�ni par les relations (1) �a (7) et l'on ajoute larelation c = 0 , le complexe obtenu, qui est isomorphe (avant inversion du d�eterminantquantique) �a l'alg�ebre di��erentielle gradu�ee engendr�ee par les g�en�erateurs a , b , d soumisaux relations ba � pab ; db� qbd ; da� ad ;(8) �a� pqa� ; �b� pqb� ; �d� pqd� ;(9) �d� pd� ; �b� qb� � (pq � 1)d� ;(10) �b� qb� ; �a� pa� � (pq � 1)b� ;(11) �d� pqd� ; �a � a� � (pq � 1)d� ;(12)(relations auxquelles il faut ajouter, si pq + 1 n'est pas inversible dans K , les relations�2 = �2 = �2 = 0 ), est bien une d�eformation du \cas commutatif". En e�et, on v�eri�efacilement (en utilisant, par exemple, le \diamond lemma" de Bergman [Be]) que la familledes monômes (albmdn�i�j�k)l;m;n2N ;i;j;k2f0;1gen est une base. De plus, il r�esulte de la propri�et�e universelle du complexe d�e�ni par lesrelations (1) �a (7), que ce complexe est la seule big�ebre di��erentielle gradu�ee (�a isomor-phisme pr�es) qui est �a la fois une d�eformation \du cas commutatif" et qui agit sur le planquantique de fa�con compatible aux di��erentielles. On en d�eduit qu'il s'agit bien du \bon"choix d'un complexe de de Rham sur le groupe quantique des matrices triangulaires. Onconstate ainsi que du point de vue di��erentiel ce groupe quantique n'est pas un \sous-groupe" du groupe lin�eaire quantique. C'est un ph�enom�ene d�ej�a observ�e pour le groupelin�eaire sp�ecial. En e�et, le d�eterminant quantique qui, quand p = q , est dans le centre deMq(2) = Mq;q(2) , ne commute pas aux formes di��erentielles, dans le complexe d�e�ni parles relations (1)-(5), (60) et (70). La prise en compte du complexe de de Rham accentuedonc la di�cult�e de consid�erer des \relations d'inclusion" entre les groupes quantiques. On3



rappelle que, en dehors de toute consid�eration de di��erentielles, le groupe orthogonal ousymplectique quantique n'est pas un \sous-groupe" du groupe lin�eaire quantique.Formes di��erentielles invariantes sur B+p;q(2) . Soient 
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0) d�e�nis parla multiplication de 
 [Wo].On dit qu'une matrice A = (aij )1�i;j�n �a coe�cients dans 
0 est une matrice multipli-cative si �(aij) = nXk=1 aik 
 akj ; "(aij ) = �ij ; 1 � i; j � n ;o�u �ij d�esigne le symbole de Kronecker. Il est facile de v�eri�er que si A est une matricemultiplicative, alors elle est inversible d'inverse I(A) .Proposition 1. Soit A une matrice multiplicative �a coe�cients dans 
0 . Alors lescoe�cients de la matrice ! = I(A) � dA sont des �el�ements invariants �a gauche de 
1 eton a !2 + d! = 0(formules de Maurer-Cartan).([Ca] et [Mal3] propositions (2.1.1) et (2.3.1).)Th�eor�eme. L'alg�ebre des formes invariantes �a gauche 
� du complexe de de Rham 
sur le groupe quantique B+p;q(2) , d�e�ni par les relations (8) �a (12), est engendr�ee par lesformes !a = a�1� ; !b = a�1� � a�1bd�1� ; !d = d�1� :De fa�con plus pr�ecise, la famille de monômes (!ia!jb!kd)0�i;j;k�1 en est une base, les formes4



!a , !b , !d satisfont aux relations de commutation!aa = pqa!a ;!ab = pqb!a ;!ad = pqd!a ;!ba = pa!b ;!bb = pb!b ;!bd = pd!b ;!da = a!d + (pq � 1)a!a ;!db = pqb!d + (pq � 1)a!b ;!dd = pqd!d ;ainsi qu'aux relations !2a = 0 ;!2b = 0 ;!2d = 0 ;!b!a = �!a!b ;!d!a = �!a!d ;!d!b = �pq!b!d � (pq � 1)!a!b ;et les di��erentielles des formes !a , !b , !d sont donn�ees par les formulesd!a = 0 ;d!b = �!a!b � !b!d ;d!d = 0 :D�emonstration. PosonsA = � a b0 d� ; A = �� �0 � � ; ! = �!a !b0 !d� :La matrice A est une matrice multiplicative et on a ! = I(A) �A , ce qui implique, en vertude la proposition 1, que les formes !a , !b et !d sont invariantes. Soit 
0� la sous-alg�ebrede 
� engendr�ee par !a , !b et !d et consid�erons les applications lin�eaires
0� 
B+p;q(2)! 
� 
B+p;q(2)! 
 ;la premi�ere �etant d�e�nie par l'inclusion de 
0� dans 
� et la deuxi�eme par la multi-plication de 
 . La premi�ere est injective car B+p;q(2) est un K-module libre (la famille(albmdn)l;n2Z ;m2N en est une base), la deuxi�eme est, en vertu du th�eor�eme de Worono-wicz, un isomorphisme car 
0 = B+p;q(2) , et leur compos�e surjectif car ! = I(A) � A5



implique que A = A � ! et comme les formes � , � , � engendrent la B+p;q(2)-alg�ebre 
 , ilen de même pour les formes !a , !b , !d . On en d�eduit que 
0� 
B+p;q(2) ! 
� 
B+p;q(2)est bijective et par �d�ele platitude que 
0� = 
� , ce qui prouve la premi�ere assertion.Le fait que la famille (!ia!jb!kd)0�i;j;k�1 est une base de 
� sur K r�esulte du fait que lafamille (�i�j�k)0�i;j;k�1 est une base de 
 sur B+p;q(2) et d'une lecture plus attentive dela d�emonstration du th�eor�eme de Woronowicz. Les autres assertions r�esultent de calculsexplicites.Op�erateurs di��erentiels invariants sur B+p;q(2) . En appliquant la construction de[Mal3], on d�eduit que l'alg�ebre des op�erateurs di��erentiels invariants (alg�ebre enveloppantede B+p;q(2) ) est l'alg�ebre engendr�ee par les g�en�erateurs Xa , Xb , Xd soumis aux relationsXaXb �XbXa = (pq � 1)XdXb +Xb ;XaXd �XdXa = 0 ;XbXd � pqXdXb = Xb :On rappelle que ces relations s'obtiennent en posant formellement$ = !a 
Xa + !b 
Xb + !d 
Xd 2 
� 
K < Xa;Xb;Xd > ;d$ = d!a 
Xa + d!b 
Xb + d!d 
Xd 2 
� 
K < Xa;Xb;Xd >et en �ecrivant que$2 = � d$ . (Voir [Mal3] pour plus de d�etails et pour une interpr�etationplus intrins�eque, en termes de dual de Koszul.) En e�et on a$2 = !a!a 
XaXa + !a!b 
XaXb + !a!d 
XaXd+ !b!a 
XbXa + !b!b 
XbXb + !b!d 
XbXd+ !d!a 
XdXa + !d!b 
XdXb + !d!d 
XdXd= !a!b 
XaXb + !a!d 
XaXd � !a!b 
XbXa+ !b!d 
XbXd � !a!d 
XdXa � pq!b!d 
XdXb� (pq � 1)!a!b 
XdXb= !a!b 
 (XaXb �XbXa � (pq � 1)XdXb)+ !a!d 
 (XaXd �XdXa)+ !b!d 
 (XbXd � pqXdXb)et d$ = d!a 
Xa + d!b 
Xb + d!d 
Xd= �!a!b 
Xb � !b!d 
Xb :On remarque que si p = q = 1 , on retrouve l'alg�ebre enveloppante habituelle du groupedes matrices triangulaires. 6



R�ef�erences[AST] M. Artin, W. Schelter, J. Tate, Quantum deformations of GLn, Comm. Pure Appl. Math. 44(1991), 879-895.[Be] G. M. Bergman, The diamond lemma for ring theory, Adv. Math. 29 (1978), 178-218.[Ca] P. Cartier, Formules de Maurer-Cartan quantiques, Expos�es �a l'ENS 1990-1991.[Mal1] G. Maltsiniotis, Groupes quantiques et structures di��erentielles, C.R.A.S. 311, S�er. I (1990),831-834.[Mal2] G. Maltsiniotis, Calcul di��erentiel sur le groupe lin�eaire quantique, Preprint (1990).[Mal3] G. Maltsiniotis, Formes di��erentielles invariantes �a gauche sur le groupe quantique GLp;q ,Publ. IRMA Strasbourg, RCP 25, Vol. 43 (1992), 163-180.[Mal4] G. Maltsiniotis, Le langage des espaces et des groupes quantiques, Commun. Math. Phys. 151(1993), 275-302.[Man1] Yu. I. Manin, \Quantum groups and non-commutative geometry," Centre de Recherches Ma-th�ematiques de l'Universit�e de Montr�eal, 1988.[Man2] Yu. I. Manin,Notes on quantum groups and quantum de Rham complexes, Preprint,MPI/91-60(1991).[Su] A. Sudbery, Consistent multiparameter quantisation of GL(n), J. Phys. A: Math. Gen. 23 (1990),L697-L704.[Tsy] B. Tsygan, Notes on di�erential forms on quantum groups, Preprint (1991).[Wo] S. L. Woronowicz, Di�erential calculus on compact matrix pseudogroups (quantum groups), Com-mun. Math. Phys. 122 (1989), 125-170.C.N.R.S, Universit�e de Paris VII, UFR de Math�ematiques, URA 212,2, Place Jussieu, 75251 Paris CEDEX 05.

7


