
GROUPES QUANTIQUES ET STRUCTURES DIFF�ERENTIELLES.G. MaltsiniotisOn introduit une notion d'espace quantique muni d'un complexe de de Rham non commutatif, et on g�en�eraliseune construction de Manin [Ma2], pour obtenir un complexe bicovariant de di��erentielles (au sens de Woronowicz[Wo4],[Po]) sur un groupe quantique. On donne deux exemples de d�eformation �a deux param�etres de GL(2).We introduce a notion of a quantum space with a non-commutative de Rham complex and we generalize aconstruction of Manin in order to obtain a bicovariant complex of di�erentials (in the sense of Woronowicz) ona quantum group. We give two examples of deformation of GL(2) depending on two parameters.La philosophie de cette note est que, suivant Manin, un groupe quantique est \un groupelin�eaire (a�ne) dans la g�eom�etrie alg�ebrique non-commutative qui se construit naturelle-ment comme un objet d'automorphismes d'un espace lin�eaire quantique" ([Ma4]). Mais,contrairement �a Manin, on consid�ere qu'un espace quantique n'est pas un objet de la cat�e-gorie oppos�ee �a celle des alg�ebres sur un corps, mais plutôt �a celle des alg�ebres muniesd'un \complexe de de Rham non-commutatif", suivant en cela des id�ees de Connes [Co]et de Woronowicz (ce qui permet, en particulier, de retrouver les \relations manquantes"dans la construction de Manin ([Ma2], p.37)).On se �xe un anneau commutatif k. Toutes les alg�ebres consider�ees seront des k-alg�ebresassociatives unif�eres, non n�ecessairement commutatives, et les morphismes d'alg�ebres serontunif�eres. On notera 
 le produit tensoriel 
k sur k. Si (xi)i2I d�esigne une familled'ind�etermin�ees, on note kh(xi)i2Ii l'alg�ebre associative unif�ere libre engendr�ee par lesxi (alg�ebre de polynômes non commutatifs).x 1. D�e�nition 1. On appelle k-alg�ebre di��erentielle une k-alg�ebre gradu�ee
 = Mn2N
nmunie d'une application k-lin�eaire d (la di��erentielle) homog�ene de degr�e 1d : 
! 
 ; d = Ln2Ndn ; dn : 
n ! 
n+1telle que : i) d 2 = 0 ;ii) d (a � b) = da � b + (�1)na � db ; a 2 
n ; b 2 
 .On remarque que 
0 est une sous-alg�ebre de 
 , que 
1 est un (
0;
0)-bimodule etque d0 : 
0 ! 
1 est une k-d�erivation. Un morphisme d'alg�ebres di��erentielles est unmorphisme de k-alg�ebres gradu�ees qui commute aux di��erentielles.



Exemple 1. Soient (xi)i2I et (�i)i2I deux familles d'ind�etermin�ees et 
 l'alg�ebrekh(xi)i2I ; (�i)i2I i , gradu�ee par le degr�e total par rapport aux �i , et munie de la dif-f�erentielle d , d�e�nie par dxi = �i , pour i 2 I , et les propri�et�es (i) et (ii) ci-dessus.Alors 
 est une k-alg�ebre di��erentielle appel�ee k-alg�ebre di��erentielle libre engendr�ee parles xi et not�ee khh(xi)i2Iii. Pour toute k-alg�ebre di��erentielle 
0 et toute famille (ai)i2Id'�el�ements de 
00 il existe un morphisme unique f : 
 ! 
0 de k-alg�ebres di��erentiellestel que f(xi) = ai , pour i 2 I.D�e�nition 2. Soient A une k-alg�ebre et 
 une k-alg�ebre di��erentielle. On dit que 
est une alg�ebre de di��erentielles sur A (ou un complexe de de Rham sur A ) si :a) 
0 = A ;b) 
 est engendr�ee comme k-alg�ebre par 
0 [ d (
0) (ou, ce qui est �equiva-lent, comme k-alg�ebre di��erentielle par 
0 ) .Exemple 2. Si (xi)i2I d�esigne une famille d'ind�etermin�ees, khh(xi)i2Iii est un complexede de Rham sur kh(xi)i2Ii .Exemple 3. Si A d�esigne une k-alg�ebre commutative, le complexe de de Rham alg�e-brique habituel V
1A=k est une alg�ebre de di��erentielles sur A .Th�eor�eme 1. Soient A une k-alg�ebre, M un (A;A)-bimodule et D : A ! M une k-d�erivation telle que M soit engendr�e par D(A) (comme A-module �a gauche, ou �a droite,ou comme bimodule, conditions qui sont �equivalentes). Alors il existe une alg�ebre de dif-f�erentielles 
D sur A telle que 
1D = M , d0 = D , satisfaisant �a la propri�et�e uni-verselle suivante : Pour toute k-alg�ebre di��erentielle (
0; d 0) et tout morphisme de k-alg�ebres � : A! 
00 tel qu'il existe un morphisme (forc�ement unique) de (A;A)-bimodules� : M ! 
01 tel que d 00 � � = � �D , il existe un morphisme unique de k-alg�ebres di��er-entielles f : 
D ! 
0 tel que f0 = � (et alors f1 = � ).D�emonstration: Soient (ai)i2I un syst�eme de g�en�erateurs de la k-alg�ebre A , (xi)i2Iune famille d'ind�etermin�ees et 
 = khh(xi)i2I ii. On d�e�nit un morphisme de k-alg�ebresp0 : 
0 ! A (resp. de (
0;
0)-bimodules p1 : 
1 ! M ) par p0(xi) = ai (resp. parp1(dxi) = Dai) , pour i 2 I , et on d�esigne par J0 (resp. par J1 ) le noyau de p0 (resp.de p1 ) et par J l'id�eal bilat�ere di��erentiel (stable par d ) engendr�e par J0 [ J1. Alorsl'alg�ebre di��erentielle quotient 
D = 
=J satisfait aux conditions du th�eor�eme.On appelle espace quantique une k-alg�ebre di��erentielle satisfaisant �a la condition (b) dela d�e�nition 2, \vue dans la cat�egorie oppos�ee". On dit qu'un espace quantique est simple,s'il est isomorphe �a une alg�ebre di��erentielle 
D d�e�nie comme ci-dessus.Exemple 4. 
 = khhx; yii=J , o�u si l'on pose � = dx et � = dy , J d�esigne l'id�ealbilat�ere engendr�e paryx � qxy ;�x � pqx� ; �y � py� ; �x� qx� � (pq � 1)y� ; �y � pqy� ;�2 ; �2 ; �� + p�� (p; q 2 k) :L'espace quantique ainsi d�e�ni est simple, si et seulement si pq+1 est inversible dans k. Sip = q, on d�e�nit ainsi un complexe de de Rham sur la q-d�eformation du plan [Ma2],[Ca].2



Exemple 5. 
 = khhx; yii=J , o�u si l'on pose � = dx et � = dy , J d�esigne l'id�ealbilat�ere engendr�e paryx � xy � �x2 ;�x � x� ; �y + �x� � y� ; �x� �x� � x� ; �y + ��x� + �x� � �y� � y� ;�2 ; �� + �� ; �2 � ��� (�; � 2 k) :On d�e�nit ainsi un complexe de de Rham sur le \plan de Jordan".x 2. Soient 
 et 
0 deux k-alg�ebres di��erentielles. On d�e�nit une alg�ebre di��erentielleproduit tensoriel, not�ee 
 
 
0, en munissant l'alg�ebre gradu�ee produit tensoriel gauche
 g
 
0 ([Bo], III, p. 49) de la di��erentielle d�e�nie pard (a 
 b) = da 
 b+ (�1)ma 
 db a 2 
m ; b 2 
0 :D�e�nition 3. On appelle k-big�ebre di��erentielle une k-alg�ebre di��erentielle 
 munied'un coproduit coassociatif � : 
 ! 
 
 
 et d'une co�unit�e " : 
 ! k , � et " �etant desmorphismes d'alg�ebres di��erentielles (k �etant muni de la di��erentielle nulle). On dit que
 est un mono��de quantique, si en plus, 
 satisfait �a la condition (b) de la d�e�nition 2.Exemple 6. L'alg�ebre di��erentielle 
 = khh(aij )1�i;j�nii , o�u (aij)1�i;j�n d�esigne unefamille d'ind�etermin�ees, munie des morphismes d'alg�ebres di��erentielles � : 
! 


 et" : 
! k d�e�nis (cf. ex. 1) par�(aij ) = nXk=1 akj 
 aik et "(aij ) = �ijest un mono��de quantique. Si l'on pose �ij = d (aij ) , on a�(�ij) = nXk=1�kj 
 aik + nXk=1 akj 
 �ik et "(�ij ) = 0 :On appelle mono��de quantique matriciel un mono��de quantique isomorphe �a un quotientd'une big�ebre di��erentielle de ce type. On dit qu'une matrice (bij )1�i;j�n �a coe�cientsdans une big�ebre 
0 est unematrice multiplicative, si le morphisme d'alg�ebres di��erentielles' : 
! 
0, d�e�ni par '(aij) = bij ; 1 � i; j � n , (cf. ex. 1) est un morphisme de big�ebres.x 3. D�e�nition 4. On appelle alg�ebre di��erentielle gradu�ee une alg�ebre di��erentielle
 telle que pour tout n , n 2 N , 
n soit muni d'une structure de k-module gradu�e
n = Lm2N
m;n satisfaisant aux conditions suivantes :i) 
m;n � 
m0;n0 � 
m+m0;n+n0 ;ii) d (
m;n) � 
m�1;n+1 .On dit que 
 est un cône quantique, si 
 satisfait �a la condition (b) de la d�e�nition 2,et si en plus, 
0 est engendr�ee par 
1;0 comme k-alg�ebre.3



Exemple 7. Si (xi)i2I d�esigne une famille d'ind�etermin�ees, l'alg�ebre di��erentiellekhh(xi)i2Iii munie de la graduation d�e�nie par le degr�e total par rapport aux xi est uncône quantique. Tout cône quantique est isomorphe �a un quotient d'une telle alg�ebredi��erentielle gradu�ee et on dit qu'il est de type �ni, si l'on peut choisir l'ensemble I �ni.Dans la suite, on se �xe un cône quantique C. On appelle famille d'endomorphismeslin�eaires de C index�ee par un espace quantique 
, un morphisme d'alg�ebres di��erentielles' : C ! 

 Ctel que(1) '(C1;0) � 

C1;0 :(La justi�cation de cette terminologie est que ce morphisme \vu dans la cat�egorie oppos�ee"peut s'interpreter comme un morphisme de source le \produit du cône quantique C parl'espace quantique 
 " et de but le cône quantique C, la lin�earit�e �etant exprim�ee parl'inclusion (1) ). �Etant donn�ee deux telles familles' : C ! 

 C et '0 : C ! 
0 
 Cun morphisme de ' dans '0 est un morphisme d'alg�ebres di��erentielles  : 
! 
0 tel quele diagramme C '����! 

 C


 ??y 
idCC '0����! 
0 
 Csoit commutatif.Th�eor�eme 2. Si k est un corps et C de type �ni, la cat�egorie d�e�nie ci-dessus poss�edeun objet initial. Autrement dit, il existe un espace quantique E et un morphisme d'alg�ebresdi��erentielles '0 : C ! E 
 C ; '0(C1;0) � E 
 C1;0tel que pour tout espace quantique 
 et tout morphisme d'alg�ebres di��erentielles' : C ! 

 C ; '(C1;0) � 

 C1;0il existe un morphisme unique d'alg�ebres di��erentielles  : E ! 
 rendant le diagrammeC '0����! E 
C


 ??y 
idCC '����! 

 C4



commutatif.En appliquant la propri�et�e universelle du th�eor�eme �a (idE 
 '0) � '0 : C ! E 
E 
 C(resp. �a l'isomorphisme canonique i : C ! k
C ), on en d�eduit l'existence d'un morphismed'alg�ebres di��erentielles unique � : E ! E
E (resp. " : E ! k ) tel que (�
 idC)�'0 =(idE 
 '0) � '0 (resp. tel que (" 
 idC) � '0 = i ) et on v�eri�e aussitôt que (E;�; ") estune k-big�ebre di��erentielle. En fait, il r�esulte de la d�emonstration ci-dessous (inspir�ee decelle de Manin [Ma4]) que (E;�; ") est un mono��de quantique matriciel qu'on appellerale mono��de quantique associ�e au cône quantique C.D�emonstration du th�eor�eme: Le cône quantique C �etant de type �ni, C est isomorphe�a B=R, o�u B = khh(xi)i2Iii , (xi)i2I est une famille �nie d'ind�etermin�ees et R un id�ealdi��erentiel bilat�ere bigradu�e de B. On peut supposer que la famille form�ee des imagesxi des xi dans B est libre. Soient (fj)j2J un syst�eme de g�en�erateurs bihomog�enes del'id�eal di��erentiel bilat�ere R, S un supplementaire bigradu�e de R dans B et (r�)�2A (resp.(s�)�2B) une base du k-espace vectoriel R (resp. S) form�ee d'�el�ements bihomog�enes.On consid�ere une nouvelle famille d'ind�etermin�ees (xi0i )i;i02I , l'alg�ebre di��erentielle M =khh(xi0i )i;i02Iii et le morphisme � : B ! M 
 B d�e�ni par �(xi) = Pi02I xi0i 
 xi0 (cf. Ex.1). Alors pour tout j, j 2 J , �(fj) s'ecrit de fa�con unique�(fj ) = X�2A �j� 
 r� +X�2B �j� 
 s� ; �j� ; �j� 2M :Si l'on pose E = M=T , o�u T d�esigne l'id�eal di��erentiel bilat�ere engendr�e par la famille(�j�)j2J;�2B , on v�eri�e aussitôt que � d�e�nit par passage au quotient un morphismed'alg�ebres di��erentielles '0 : C ! E 
 C satisfaisant aux conditions du th�eor�eme.Exemple 8. L'espace quantique de l'exemple 4 est un cône quantique et le mono��dequantique associ�e est isomorphe �a khha; b; c; d ii=T , o�u si l'on d�esigne par � ; � ; 
 ; � lesdi��erentielles de a ; b ; c ; d respectivement, T est engendr�e comme id�eal bilat�ere parba � pab ; dc� pcd ; ca� qac ; db� qbd ; pcb� qbc ;(1) q(da � ad)� q2bc+ cb (() p(da � ad) � p2cb+ bc);(2) �a � pqa� ; �b� pqb� ; 
c� pqc
 ; �d� pqd� ;(3) �c� pc� ; �d� pd� ; �b � qb� ; 
d� qd
 ;(4) �a� pa� � (pq � 1)b� ; �c� pc� � (pq � 1)d
 ;(5) 
a� qa
 � (pq � 1)c� ; �b � qb� � (pq � 1)d� ;(6) q�c� p
b� pc� + qb
 ; �d+ q�c� pc� � pqd� ;(7) 
b+ q�a� qa� � q2b
 � (pq � 1)c� � q(pq � 1)d� ;(8) �2 ; �2 ; 
2 ; �2 ;(9) �
 + p
� ; �� + p�� ; �� + q�� ; 
� + q�
 ;(10) �� + p
� + q�
 + pq�� :(11) 5



Ce mono��de quantique n'est pas une \d�eformation de l'objet commutatif correspondant",mais on d�emontre qu'il poss�ede un unique quotient satisfaisant �a cette propri�et�e. Ce quo-tient est khha; b; c; d ii=T 0 , o�u T 0 est engendr�e par les relations (1)�(6); (70); (80); (9); (10); (110),o�u �d� d� ; q�c� pc� � (pq � 1)d� ; p
b� qb
 � (pq � 1)d� ;(70) pq�a � pqa� � q(pq � 1)b
 � p(pq � 1)c� � (pq � 1)2d� ;(80) ��+ �� ; p
� + q�
 � (pq � 1)�� :(110)On remarque que pour p = q on d�e�nit ainsi un complexe de de Rham sur la q-d�eformationde l'espace des matrices 2� 2.Exemple 9. En appliquant la construction du th�eor�eme 2 au cône quantique del'exemple 5, on d�e�nit un complexe de de Rham sur le \mono��de quantique de Jordan"introduit par Manin [Ma4].Exemple 10. Plus g�en�elalement, soit R = (rjj0ii0 )1�i;i0;j;j0�n une matrice �a coe�cientsdans k , et supposons que k soit un corps et quergk(R + I) = rgk(R0 + I 0) = n(n+ 1)2 ;o�u R0 d�esigne la matrice (rjj0ii0 )1�i�i0�n;1�j�j0�n et I et I 0 les matrices unit�es correspon-dantes. Alors si (xi)1�i�n d�esigne une famille d'ind�etermin�ees, il existe un id�eal di��erentielbilat�ere bigradu�e unique J de 
 = khhx1; . . . ; xnii, poss�edant les propri�et�es suivantes:i) J est engendr�e par J2 = J2;0L J1;1L J0;2 ;ii) 
2;0 = J2;0L L1�i�i0�n k � (xi � xi0 ) ;iii) 
1;1 = J1;1L L1�i;i0�n k � (xi � dxi0) ;iv) 
0;2 = J0;2L L1�i0<i�n k � (dxi � dxi0) ;v) dxi � xi0 � P1�j;j0�n rjj0ii0 � xj � dxj0 2 J .Le mono��de quantique associ�e au cône quantique quotient 
=J est isomorhe au quo-tient de l'alg�ebre di��erentielle 
 = khh(aij )1�i;j�nii (o�u (aij)1�i;j�n d�esigne une familled'ind�etermin�ees) par l'id�eal di��erentiel bilat�ere engendr�e par les coe�cients des matricesR(A 
A) � (A 
A)R et T (A 
A � (A 
A)R) ;o�u A = (aij)1�i;j�n , A = (daij)1�i;j�n et T = (rjj0ii0 + �ji �j0i0 )1�i;i0�n;1�j�j0�n (o�u � d�esignele symbole de Kronecker). On remarque que les relations R(A
A)� (A
A)R sont cellesutilis�ees dans \Quantum inverse scattering transform method" pour d�e�nir un groupequantique, �a partir d'un op�erateur de Yang-Baxter faible (voir aussi [Ma2], p. 40-42).6



Dans les exemples 8 et 9 ci-dessus, on v�eri�e facilement que la matrice R est e�ectivementune solution de l'�equation de Yang-Baxter.x 4. Dans ce paragraphe et le suivant, on se �xe une k-big�ebre di��erentielle (
;�; ") eton d�esigne par � : 
 
 
 ! 
 (resp. � : k ! 
) l'application k-lin�eaire d�e�nie par lamultiplication (resp. l'unit�e) de 
.D�e�nition 5. On dit qu'une application k-lin�eaire S : 
! 
 est un antipode, si� � (S 
 id
) �� = � � (id
 
 S) �� = � � " :On appelle big�ebre di��erentielle de Hopf (resp. groupe quantique) une big�ebre di��erentielle(resp. un mono��de quantique) munie d'un antipode. On appelle morphisme de big�ebresdi��erentielles de Hopf un morphisme de big�ebres di��erentielles qui commute aux antipodes.On d�esigne par � l'application k-lin�eaire � : 

 
! 

 
 , d�e�nie par� (a
 b) = (�1)mnb
 a ; a 2 
m ; b 2 
n ;et par 
opp la k-big�ebre dont le k-module sous-jacent est 
, le produit est d�e�ni par � � �et le coproduit par � �� (l'unit�e et la co�unit�e �etant inchang�ees).Proposition 1. Une big�ebre di��erentielle 
 poss�ede au plus un antipode S et alors Sest un morphisme de big�ebres di��erentielles de 
 dans 
opp.La d�emonstration de cette proposition est une simple tranposition de celle du Th�eor�eme2.1.4 [Ab].Th�eor�eme 3. Si 
 est un mono��de quantique matriciel, il existe un groupe quantiqueG et un morphisme de big�ebres di��erentielles '0 : 
 ! G (uniques) tels que pour toutgroupe quantique G0 et tout morphisme de big�ebres di��erentielles ' : 
 ! G0 il existe unmorphisme unique de big�ebres di��erentielles de Hopf  : G! G0 tel que le diagramme
 '0����! G


 ??y 
 '����! G0soit commutatif.La d�emonstration de ce th�eor�eme est analogue �a celle du th�eor�eme 7.3 [Ma2]. On diraque le groupe quantique G est le groupe quantique associ�e au mono��de quantique matriciel
. En g�en�eral, le mono��de quantique sous-jacent �a G n'est pas un mono��de quantiquematriciel ni même une k-alg�ebre de type �ni.x 5. D�e�nition 6. On dit que 
 est un mono��de quantique de Cramer �a gauche (resp. �adroite), s'il existe une matrice multiplicative A, dont les coe�cients engendrent la k-alg�ebredi��erentielle 
, une matrice B �a coe�cients dans 
 et un �el�ement t de 
, tels que�(t) = t
 t , "(t) = 17



et BA = tI (resp. AB = tI ) :On remarque qu'un mono��de quantique de Cramer �a gauche ou �a droite est en particulierun mono��de quantique matriciel.Proposition 2. Le mono��de quantique sous-jacent au groupe quantique associ�e �a unmono��de quantique de Cramer �a gauche (ou �a droite) est un mono��de quantique matriciel.D�emonstration: En gardant les notations de la d�e�nition 6, soientG le groupe quantiqueassoci�e �a 
, '0 : 
! G le morphisme canonique de big�ebres di��erentielles et S l'antipodede G. Si A = (aij)1�i;j�n, on d�e�nit une matrice eA = (~aij )1�i;j�n+1 �a coe�cients dans Gpar ~aij = '0(aij ) ; ~ain+1 = 0 ; ~an+1j = 0 ; ~an+1n+1 = S('0(t)) ; 1 � i; j � net on v�eri�e que eA est une matrice multiplicative, dont les coe�cients engendrentG commek-alg�ebre di��erentielle, ce qui d�emontre la proposition.Exemple 11. Les mono��des quantiques des exemples 8 et 9 sont des mono��des deCramer �a droite et �a gauche. Pour celui de l'exemple 8 on peut prendret = ad� q�1cb = da� qbc = da � pcb = ad� p�1bcet on a � d �qb�q�1c a �� a bc d� = � a bc d�� d �pb�p�1c a � = tI :R�ef�erences[Ab] E. Abe, \Hopf algebras," Cambridge Tracts in Math., Vol.74, Cambridge Univ. Press, 1980.[Bo] N. Bourbaki, \�El�ements de Math�ematique," Alg�ebre, Chapitres 1 �a 3, Hermann, Paris, 1970.[Ca] P. Cartier, Calcul di��erentiel non commutatif, Expos�es �a l'E.N.S. (1989).[Co] A. Connes, Non-commutative di�erential geometry, Publ. Math. de l'I.H.E.S. 62 (1985), 41-144.[Ma1] Yu. I. Manin, Some remarks on Koszul algebras and quantum groups, Ann. Inst. Fourier 37,4(1987), 191-205.[Ma2] Yu. I. Manin, \Quantum groups and non-commutative geometry," Centre de Recherches Math-�ematiques de l'Universit�e de Montr�eal, 1988.[Ma3] Yu. I. Manin, Multiparametric Quantum Deformation of the General Linear Supergroup, Com-mun. Math. Phys. 123 (1989), 163-175.[Ma4] Yu. I. Manin, Quantum Groups, Expos�es au College de France (1989).[Po] P. Podles, S. L. Woronowicz, Quantum deformation of Lorentz group, Preprint (1989).[Wo1] S. L. Woronowicz, Twisted SU(2) Group. An Example of a Non-Commutative Di�erential Cal-culus, Publ. RIMS, Kyoto Univ. 23 (1987), 117-181.[Wo2] S. L. Woronowicz, Compact matrix pseudogroups, Commun. Math. Phys. 111 (1987), 613-655.[Wo3] S. L. Woronowicz, Tanaka-Krein duality for compact matrix pseudogroups. Twisted SU(N)groups, Invent. Math. 93 (1988), 35-76.[Wo4] S. L. Woronowicz, Di�erential Calculus on Compact Matrix Pseudogroups (Quantum Groups),Commun. Math. Phys. 122 (1989), 125-170. 8


