GROUPES QUANTIQUES ET STRUCTURES DIFFERENTIELLES.

G. Maltsiniotis

On introduit une notion d’espace quantique muni d’un complexe de de Rham non commutatif, et on généralise
une construction de Manin [Maz2], pour obtenir un complexe bicovariant de différentielles (au sens de Woronowicz

[Wo4],[Po]) sur un groupe quantique. On donne deux exemples de déformation & deux paramétres de GL(2).

We introduce a notion of a quantum space with a non-commutative de Rham complex and we generalize a
construction of Manin in order to obtain a bicovariant complex of differentials (in the sense of Woronowicz) on

a quantum group. We give two examples of deformation of GL(2) depending on two parameters.

La philosophie de cette note est que, suivant Manin, un groupe quantique est “un groupe
linéaire (affine) dans la géométrie algébrique non-commutative qui se construit naturelle-
ment comme un objet d’automorphismes d’un espace linéaire quantique” ([Ma4]). Mais,
contrairement a Manin, on considére qu'un espace quantique n’est pas un objet de la caté-
gorie opposée a celle des algebres sur un corps, mais plutot a celle des algebres munies
d’un “complexe de de Rham non-commutatif”, suivant en cela des idées de Connes [Co]
et de Woronowicz (ce qui permet, en particulier, de retrouver les “relations manquantes”
dans la construction de Manin ([Ma2], p.37)).

On se fixe un anneau commutatif k. Toutes les algebres considerées seront des k-algebres
associatives uniferes, non nécessairement commutatives, et les morphismes d’algebres seront
uniferes. On notera @ le produit tensoriel @ sur k. Si (2;);er désigne une famille
d’indéterminées, on note k((x;);er) 'algebre associative unifere libre engendrée par les
z; (algebre de polynomes non commutatifs).

§1. Définition 1. On appelle k-algébre différentielle une k-algébre graduée

Q:@Q"

neN

munie d’une application k-linéaire d (la différentielle) homogéne de degré 1

d:Q=Q |, d= @d, , dy:Q" Q!
neN

telle que :
1) d?=0;
i)yd(a-b)=da-b+(=1)"a-db , a€Q" , be.
On remarque que Q° est une sous-algebre de Q , que Q' est un (2%, Q%)-bimodule et

que do : Q° — Q! est une k-dérivation. Un morphisme d’algebres différentielles est un
morphisme de k-algebres graduées qui commute aux différentielles.



Exemple 1. Soient (x;);er et (&;)ier deux familles d’indéterminées et Q l’algebre
E((xi)ier, (&)ier) , graduée par le degré total par rapport aux & , et munie de la dif-
férentielle d , définie par dx; = & , pour i € I , et les propriétés (i) et (ii) ci-dessus.
Alors ) est une k-algebre différentielle appelée k-algébre différentielle libre engendrée par
les x; et notée k{({(x;)ier)). Pour toute k-algebre différentielle Q' et toute famille (a;)ier
d’éléments de Q' il existe un morphisme unique f : Q — Q' de k-algebres différentielles
tel que f(a;) =a; , pour € I.

Définition 2. Soient A une k-algébre et Q une k-algébre différentielle. On dit que )
est une algébre de différentielles sur A (ouw un compleze de de Rham sur A ) si :
a) Q¥ = A ;
b) Q est engendrée comme k-algébre par Q° U d (Q°) (ou, ce qui est équiva-
lent, comme k-algebre différentielle par Q° ) .

Exemple 2. Si (2;);er désigne une famille d’indéterminées, k{{(x;)ics)) est un complexe

de de Rham sur k((z;)ier) -

Exemple 3. Si A désigne une k-algebre commutative, le complexe de de Rham algé-
brique habituel A Q}L‘/k est une algebre de différentielles sur A .

Théoréeme 1. Soient A une k-algébre, M un (A, A)-bimodule et D : A — M une k-

dérivation telle que M soit engendré par D(A) (comme A-module d gauche, ou a droite,
ou comme bimodule, conditions qui sont équivalentes). Alors il existe une algébre de dif-
férentielles Qp sur A telle que QY = M |, dy = D , satisfaisant & la propriété uni-
verselle suivante : Pour toute k-algébre différentielle (Q',d") et tout morphisme de k-
algébres p : A — Q' tel qu’il existe un morphisme (forcément unique) de (A, A)-bimodules
o: M — Q' tel que dyop= 00D, il existe un morphisme unique de k-algébres différ-
entielles f: Qp — Q' tel que fo = p (et alors f1 =0 ).
DEMONSTRATION: Soient (a;);e; un systéeme de générateurs de la k-algebre A | (2;)ier
une famille d’indéterminées et = E(((x;)icr)). On définit un morphisme de k-algebres
po : 9 = A (resp. de (2°,Q%-bimodules p; : Q' — M ) par po(z;) = a; (resp. par
pi(dx;) = Da;) , pour i € I , et on désigne par J° (resp. par J' ) le noyau de pg (resp.
de p; ) et par J l'idéal bilatere différentiel (stable par d ) engendré par J° U J'. Alors
I'algebre différentielle quotient Qp = Q/.J satisfait aux conditions du théoreme.

On appelle espace quantique une k-algebre différentielle satisfaisant a la condition (b) de
la définition 2, “vue dans la catégorie opposée”. On dit qu’'un espace quantique est simple,
3’1l est isomorphe a une algebre différentielle 2 définie comme ci-dessus.

Exemple 4. Q = k((z,y))/J , ou si l'on pose £ = dx et n = dy , J désigne l'idéal
bilatere engendré par
yr —qry ,
§o —pqxl , Sy —py& . ne —qen — (pq — y&, ny — payn
&Lt ntmé (pa€k).

L’espace quantique ainsi défini est simple, si et seulement si pg+ 1 est inversible dans k. Si
p = ¢, on définit ainsi un complexe de de Rham sur la ¢-déformation du plan [Ma2],[Cal.
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Exemple 5. Q = k((z,y))/J , ou si l'on pose £ = dx et n = dy , J désigne l'idéal
bilatere engendré par

yr — oy — Aa? |
fx — 2l , Ly + Azl —y&, nx — Azl —xn, ny + \pxd + pan — pyé —yn ,
&, né+E&n ., n®—uén (A pek).

On définit ainsi un complexe de de Rham sur le “plan de Jordan”.

§ 2. Soient € et Q' deux k-algebres différentielles. On définit une algebre différentielle
produit tensoriel, notée 2 @ ', en munissant 'algebre graduée produit tensoriel gauche

Q92 Q ([Bol, III, p. 49) de la différentielle définie par

dla@b)=da@b+ (-1)"a@db ac Q™ beQ .

Définition 3. On appelle k-bigébre différentielle une k-algébre différentielle @ munie
d’un coproduit coassociatiyf A :Q — Q@ Q et d'une counité ¢ : Q — k , A et ¢ étant des
morphismes d’algébres différentielles (k étant munt de la différentielle nulle). On dit que
Q est un monoide quantique, si en plus, Q satisfait a la condition (b) de la définition 2.

Exemple 6. L'algebre différentielle Q = k(((a’)1<i j<n)) , 0l (a%)1<i,j<n désigne une
famille d’indéterminées, munie des morphismes d’algebres différentielles A : @ — Q ® Q et
e:Q — k définis (cf. ex. 1) par

7

A(ag) = af ® a}; et 5(@}) = 5}
k=1

est un monoide quantique. S5i l'on pose o = d(a}) , 0N a

7

Aal) =Y b o+ db ool et cai)=0.
k=1 k

=1

On appelle monoide quantigue matriciel un monoide quantique isomorphe a un quotient
d’une bigebre différentielle de ce type. On dit qu'une matrice (b%)i<i j<n @ coefficients
dans une bigebre €' est une matrice multiplicative, si le morphisme d’algebres différentielles
@ Q= €, défini par p(a}) = b}, 1 <4,5 <n, (cf. ex. 1) est un morphisme de bigebres.

§3. Définition 4. On appelle algébre différentielle graduée une algébre différentielle
Q telle que pour tout n , n € N, Q" soit muni d’une structure de k-module gradué

Q" = P Q™" satisfaisant auz conditions suivantes :
méeN

1) Qmn . Qm/ﬂ/ - Qm+m’7n+n/ ’
i) d(Qm™m) c Qm-tntl
On dit que § est un cone quantique, si § satisfait a la condition (b) de la définition 2,
et si en plus, QY est engendrée par Q' comme k-algebre.
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Exemple 7. Si (x;)ier désigne une famille d’indéterminées, l'algebre différentielle
E(((xi)icr)) munie de la graduation définie par le degré total par rapport aux x; est un
cone quantique. Tout cone quantique est isomorphe a un quotient d’une telle algebre
différentielle graduée et on dit qu’il est de type fini, si 'on peut choisir I’ensemble I fini.

Dans la suite, on se fixe un cone quantique C. On appelle famille d’endomorphismes
linéawres de C' indexée par un espace quantique £, un morphisme d’algebres différentielles

p:C—=-QC
tel que
(1) p(Ct) caect?

(La justification de cette terminologie est que ce morphisme “vu dans la catégorie opposée”
peut s’interpreter comme un morphisme de source le “produit du cone quantique C' par
I'espace quantique 2 7 et de but le cone quantique C', la linéarité étant exprimée par
I'inclusion (1) ). Etant donnée deux telles familles

p:C—=QaC et ¢ :C—=QcC

un morphisme de ¢ dans ¢’ est un morphisme d’algebres différentielles ¢ : @ — €' tel que
le diagramme

c ., 0acC

| e

‘Pl
C —— QocC
soit commutatif.

Théoreme 2. Si k est un corps et C de type fini, la catégorie définie ci-dessus posséde

un objet initial. Autrement dit, il existe un espace quantique E et un morphisme d’algébres
différentielles

wo:C—=ExC , ¢oC*)cExC?

tel que pour tout espace quantique §2 et tout morphisme d’algébres différentielles
p:C—=QeC , pCcoect®

il existe un morphisme unique d’algébres différentielles v : E — § rendant le diagramme

c 2 L, EocC

| L

c 7 . ascC
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commautatif.

En appliquant la propriété universelle du théoreme a (idg @ po)opo: C - EQ E®C
(resp. al'isomorphisme canoniquei : C — kE®C' ), on en déduit I'existence d’un morphisme
d’algebres différentielles unique A : E — EQFE (resp. ¢ : E — k) tel que (A®idc)opo =
(idrp @ o) 0 @o (resp. tel que (¢ ®idc) o wg =1 ) et on vérifie aussitot que (E, A, e) est
une k-bigebre différentielle. En fait, il résulte de la démonstration ci-dessous (inspirée de
celle de Manin [Ma4]) que (E,A,¢) est un monoide quantique matriciel qu’on appellera
le monoide quantique associé au cone quantique C.

DEMONSTRATION DU THEOREME: Le cone quantique C étant de type fini, C' est isomorphe
a B/R, ou B = k(((z:)ier)) , (xi)icr est une famille finie d’indéterminées et R un idéal
différentiel bilatere bigradué de B. On peut supposer que la famille formée des images
7; des z; dans B est libre. Soient (f;);es un systeme de générateurs bihomogenes de
I'idéal différentiel bilatere R, S un supplementaire bigradué de R dans B et (74 )qca (resp.
(sp)pen) une base du k-espace vectoriel R (resp. S) formée d’éléments bihomogenes.
On considere une nouvelle famille d’indéterminées (xﬁl)i7i/61 , 'algebre différentielle M =
k<<($§/)i,i'61>> et le morphisme & : B — M ® B défini par ®(z;) = > :1;2/ @ ay (cf. Ex.
el
1). Alors pour tout j, j € J, ®(f;) s’ecrit de facon unique

O(f;) =D pia@rat > 03Dss , pia, 0jg €M .
acA pBEB

Si l'on pose E = M/T, ou T désigne 'idéal différentiel bilatere engendré par la famille
(0;3)jerpen , on vérifie aussitot que ® définit par passage au quotient un morphisme
d’algebres différentielles o : €' — E @ C satisfaisant aux conditions du théoreme.

Exemple 8. L’espace quantique de 'exemple 4 est un cone quantique et le monoide
quantique associé est isomorphe & k((a,b,c,d))/T, ou si 'on désigne par o, 3, v, ¢ les
différentielles de a, b, ¢, d respectivement, T' est engendré comme idéal bilatere par

—

ba — pab , de — ped , ca — qac , db— gbd , pcb — qbc ,
q(da — ad) — ¢*be + cb (<= p(da — ad) — p*cb + be),
aa — pgac , 3b—pgb3 , ye—pgey , 6d — pgds
ac —pea , Bd—pdfB , ab— qba , vd — qd~y
Ba —paB — (pg — 1)ba , éc— ped — (pg — 1)dv ,
va —qay — (pg — l)ca , 6b —gbd — (pg —1)d3 ,
qBc—pyb—pcf+ qby , ad+ gBc — pcf — pgda
7o+ gba — qad — ¢*by — (pg — 1)ef — q(pg — 1)dar
0427527’727527

) ay+pya, Bé+piB, af+qfa, ¥i+qdy,

) ad + pyB + qfy + pgda

[ 2 N A

AN TN TN TN TN TN TN TN TN N
= O 0 I O
= O S S e e e e e

—



Ce monoide quantique n’est pas une “déformation de I'objet commutatif correspondant”,
mais on démontre qu’il posséde un unique quotient satisfaisant a cette propriété. Ce quo-

tient est k((a,b,c,d))/T", ou T’ est engendré par les relations (1)—(6), (7'), (8"),(9), (10), (117),

(7') ad —da , qfBc —pcfB — (pqg — 1)da , pyb— qby — (pg — 1)da
(8) pgda — pgad — q(pq — 1)by — p(pg — 1)eB — (pg — 1)*da |
(11) S+ ad , pyfB+ By — (pqg —1)ad

On remarque que pour p = ¢ on définit ainsi un complexe de de Rham sur la ¢g-déformation
de l'espace des matrices 2 x 2.

Exemple 9. En appliquant la construction du théoreme 2 au cone quantique de
I’exemple 5, on définit un complexe de de Rham sur le “monoide quantique de Jordan”
introduit par Manin [Ma4].

Exemple 10. Plus génélalement, soit R = (T{Z/)lgi,i/,j,jlgn une matrice a coefficients
dans k, et supposons que k soit un corps et que

nin+1
rgp(R+1) =g (R +1') = % ’
ou R’ désigne la matrice (r{g;/)lgigilgmlggjlgn et I et I' les matrices unités correspon-
dantes. Alors si (2;)1<i<n désigne une famille d’indéterminées, il existe un idéal différentiel
bilatere bigradué unique J de Q = k{({x1,... ,2,)), possédant les propriétés suivantes:

i) J est engendré par J* = J2O0 P I P JO?;
PO =09Pp P k-(vi xi);

1<i<i'<n
H) QU =D D k(- des);
1<ii/<n
iv) Q92 =J%2F P k-(dv;-day);
1<i'<i<n
v)da; -z — ), r{ﬂ/-xj-dxj/EJ.
1<5,5'<n

Le monoide quantique associé au cone quantique quotient €2/.J est isomorhe au quo-
tient de l'algebre différentielle Q2 = k<<(a})1§i7]‘§n>> (ol (G})lgi,jgn désigne une famille
d’indéterminées) par 'idéal différentiel bilatere engendré par les coefficients des matrices

RAQA) —(A0AR et T(A©A— (A0 AR) |

ot A= (aj)i<ij<n » A= (daj)i<ij<n et T = (rfi +6]0} )i<iiv<ni<j<ir<n (ot 0 désigne
le symbole de Kronecker). On remarque que les relations R(A®@ A) — (A ® A)R sont celles
utilisées dans “Quantum inverse scattering transform method” pour définir un groupe
quantique, a partir d’un opérateur de Yang-Baxter faible (voir aussi [Ma2], p. 40-42).
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Dans les exemples 8 et 9 ci-dessus, on vérifie facilement que la matrice R est effectivement
une solution de I’équation de Yang-Baxter.

§ 4. Dans ce paragraphe et le suivant, on se fixe une k-bigebre différentielle (2, A, ) et
on désigne par p: Q@ Q — Q (resp. n: k — Q) Papplication k-linéaire définie par la
multiplication (resp. I'unité) de €.

Définition 5. On dit qu’une application k-linéaire S : Q — § est un antipode, si
po(S®idg)oA=po(idg@S)oA=noe.

On appelle bigébre différentielle de Hopf (resp. groupe quantique) une bigébre différentielle
(resp. un monoide quantique) munie dun antipode. On appelle morphisme de bigébres
différentielles de Hopf un morphisme de bigébres différentielles qui commute auz antipodes.

On désigne par 7 l'application k-linéaire 7: 2 @ Q — Q @ Q, définie par
T(a®@b)=(-1)""b®a , ac QM . beQ",

et par 2°PP la k-bigebre dont le k-module sous-jacent est €2, le produit est défini par por
et le coproduit par 7 0 A (I'unité et la cotinité étant inchangées).

Proposition 1. Une bigébre différentielle 2 posséde au plus un antipode S et alors S
est un morphisme de bigébres différentielles de  dans 2°PP,

La démonstration de cette proposition est une simple tranposition de celle du Théoreme

2.1.4 [Ab].

Théoreme 3. Si ) est un monoide quantique matriciel, il existe un groupe quantique
G et un morphisme de bigébres différentielles vo : Q@ — G (uniques) tels que pour tout
groupe quantique G' et tout morphisme de bigebres différentielles p : Q — G’ il emiste un
morphisme unique de bigébres différentielles de Hopf 1) : G — G' tel que le diagramme

QLG

[

®
Q — G
soit commutatif.

La démonstration de ce théoreme est analogue a celle du théoreme 7.3 [Ma2]. On dira
que le groupe quantique G est le groupe quantique associé au monoide quantique matriciel
Q. En général, le monoide quantique sous-jacent a G n’est pas un monoide quantique
matriciel ni méme une k-algebre de type fini.

§ 5. Définition 6. On dit que Q est un monoide quantique de Cramer a gauche (resp. a
droite), s’il existe une matrice multiplicative A, dont les coefficients engendrent la k-algébre
différentielle 2, une matrice B a coefficients dans §) et un élément t de 2, tels que

Ay=tat , et)=1



et
BA=1tI (resp. AB =1tI)

On remarque qu’un monoide quantique de Cramer a gauche ou a droite est en particulier
un monolide quantique matriciel.

Proposition 2. Le monoide quantique sous-jacent au groupe quantique associé d un
monoide quantique de Cramer a gauche (ou a droite) est un monoide quantique matriciel.

DEMONSTRATION: En gardant les notations de la définition 6, soient G le groupe quantique
associé a {2, g :  — G le morphisme canonique de bigebres différentielles et S ’antipode
de G. Si A = (G;‘)lgi,jgn, on définit une matrice A = (aé‘)lﬁi,jﬁn-l-l a coefficients dans G
par ‘

(3

a;‘ = @O(Gj) ) ajz—i—l =Y, a?—i—l =0, &Zii = S(S‘QO(t)) , 1<,5<n

et on vérifie que A est une matrice multiplicative, dont les coefficients engendrent G comme
k-algebre différentielle, ce qui démontre la proposition.

Exemple 11. Les monoides quantiques des exemples 8 et 9 sont des monoides de
Cramer a droite et a gauche. Pour celui de 'exemple 8 on peut prendre

t=ad—q teb=da— gbc =da — pcb = ad — p~Lbe

d —qb a b\ (a b d —pb .
—q¢ ¢ a c d) \c d —p~le  a -
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