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FORMES DIFFERENTIELLES INVARIANTES A GAUCHE
SUR LE GROUPE QUANTIQUE GL, 4(2)

G. MALTSINIOTIS

Le but de cet article est de décrire les formes différentielles invariantes & gauche, sur la
déformation quantique & deux parametres du groupe GL(2), relatives au calcul différentiel
introduit dans [Mall] et redécouvert indépendamment par Manin [Man4]. On en déduit
des formules de Maurer-Cartan quantiques et une description de ’algebre enveloppante
de ce groupe quantique. Je tiens & exprimer ma gratitude & P. Cartier qui a grandement
influencé ce travail.

(0.0.) On se fixe un anneau commutatif K. On dira module pour K-module, applica-
tion linéaire pour application K-linéaire et ® désignera le produit tensoriel sur K . Les al-
gebres considérées seront des K-algébres associatives uniféres et les morphismes d’algébres
des morphismes uniféres. Si (z;);es est une famille d’indéterminées, on notera K{(z;)ier)
l’algébre des polynémes non commutatifs en les z;, autrement dit, I’algebre associative
unifére libre engendrée par la famille (z;):¢; -

(0.1.) Bigebres différentielles graduées. On rappelle qu’une bigébre est un triplet
(B,A,€), ou B désigne une algebre et

A:B—-B®B e ¢:B—K

des morphismes d’algebres, appelés respectivement coproduit et coinité, satisfaisant aux
relations

(A ® ].B)A = (13 ® A)A et (6 ® 1B)A =1l = (13 ®6)A
On appelle antipode d’une bigébre (B, A, ¢) une application linéaire I : B — B telle que
pI®@1p)A=ne=p(lp@NA

ou u (resp. ) désigne l'application linéaire p : B ® B — B (resp. ) : K — B) définie par
la multiplication (resp. l'unité)

wa®@b)=ab, abeB et n(A)=A-1, A€K
Un antipode d’une bigébre, s’il existe, est unique et est un antihomomorphisme de bigebres :

I{(ab) = I(b)I(a) , a,b€B, I)=1
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et
IAN=0cAl et el=¢ |,

ol ¢ : B® B — B ® B désigne 'application linéaire définie par o(a ® b) = b® a. On
appelle bigébre de Hopf une bigebre munie d’un antipode.

Une algébre différentielle graduée est un couple (2, d) formé d’une algébre graduée par N

a=FPHao~ , aorarcaomtt

meN

et d’une application linéaire homogene de degré 1

d:9-Q , d= P dm , dm:Qm 0™ |
meN

satisfaisant aux conditions :

i) d(ab) = d(a)b+ (=1)™ad(b), a€Q™, beQ;

i) d® = 0.
Un morphisme d’une algébre différentielle graduée (€2, d) dans une autre (€2',d’) est une
application linéaire homogene de degré 0

u: Q-9 , u= P un
meN

. m m
y Uy QT — Q

telle que ud = d' u. Si (Q',d') et (2”,d") désignent deux algebres différentielles graduées,
leur produit tensoriel (,d) est défini comme suit. Comme module @ = Q' ® Q". La
graduation de 2 est définie par

Q™ = @ Q'™ ® Q/'m2 ,

mi4+me=m
la multiplication est définie par
(@' ®a")(V @) =(-1)""a't' @d"b" ,d' €, ecQ™,d" ™, b e
et la différentielle par
dd ®d")=dd' @ad" +(-1)"a'®d"d" , d €™, d" e
On dira souvant, par abus de langage, que § est une algebre différentielle graduée (sans
préciser la différentielle) et on notera Q' Q" le produit tensoriel de deux algébres différen-

tielles graduées Q' et Q" . Une bigébre différentielle graduée est un quadruplet (2,d, A, €),
ol (2,d) est une algebre différentielle graduée et

A: Q=090 et e: Q- K
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sont des morphismes d’algebres différentielles graduées (K étant muni de la structure

triviale d’algebre différentielle graduée), appelés respectivement coproduit et cotinité, sa-
tisfaisant aux relations

(A®1g)A=(1lg @ A)A et (e®la)A=1g =(lg®e)A

On se gardera de croire que (2, A, €) soit alors en général une bigébre ordinaire (en effet, les

algebres Q2 ® Q2 et Q9® Q sont en général non isomorphes). Le triplet (2, A, ¢) est en fait ce

qu’on appelle une bigébre graduée gauche. On appelle antipode d’une bigebre différentielle

graduée (2, A, ¢) une application linéaire I : 2 — Q telle que dI = Id et
pI®le)A=ne=p(la®@ A

ou y (resp. n) désigne l’application linéaire 1 : Q @ @ — Q (resp.  : K — Q) définie par
la multiplication (resp. l'unité) de 2. Un antipode d’une bigebre différentielle graduée, s’il
existe, est unique et est un antihomomorphisme de bigébres différentielles graduées :

I(ab) = (-1)""I(b)I(a), a€Q™,beQ", INH)=1
IA=0cAl et el=¢ |,
ouo:NIRN — NIYQ désigne 'application linéaire définie par
oc(a®b)=(-1)""bQa, a€c Q™,be Q"
On appelle bigébre différentielle graduée de Hopf une bigebre différentielle graduée munie

d’un antipode.

(1.1.) La déformation quantique 4 deux parametres de ’algébre des fonctions
sur ’espace affine des matrices 2 x 2. Soient a, b, c et d des indéterminées. L’algebre
des polyndmes non commutatifs M = K(a,b,c,d) possede une structure de bigebre, le
coproduit A (resp. la colinité ¢ ) étant défini par

Ala)=a®a+b®c ,
AB)=a®b+b®d ,
A(C)—_—C®a+d®c )

(resp. ela) =e(d)=1 et ed)=¢€e(c)=0 )

Soient p, ¢ des éléments inversibles de K et Jp 4 I'idéal bilatére de M engendré par les
générateurs

(1) ba — padb

(2) dc — ped

(3) ca — gqac

(4) db — qbd

(5) cb—pTighe

(6) da —ad — (g —p~*)be
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On vérifie facilement que Jp 4 est aussi un coidéal de M :
A(Jp,g) CIpg @M+ MR Jp,g
ce qui implique que si ’on pose
Myg=M[Jp,

alors l'algébre M, , est munie d’une structure de bigébre, obtenue par passage au quotient
de celle de M ([AST], [Mall], [Su]). Par abus de notation, on notera également a, b, ¢
et d les images de a, b, c et d dans M, , et A (resp. €) le coproduit (resp. la coiinité) de
M, , . En utilisant le lemme de Bergman, le “diamond lemma” ([Be}), on démontre que la
famille

(ambncrds)m,n,r,seN

est une base du K-module M, ,. Sip =gq =1, M, , est l'algébre des polynémes (com-
mutatifs) sur Pespace affine des matrices carrées d’ordre 2, le coproduit étant celui déduit
de la multiplication des matrices. L’algébre M, , peut donc étre considérée comme une
déformation quantique de cette algébre de polynémes.

(1.2.) Complexe bicovariant des différentielles sur M, ;. Solent a, #, v et § de
nouvelles indéterminées. L’algébre des polynémes non commutatifs

Q= I{<a’ ba cad7a’ﬂa7)6) ’

graduée par le degré total en a, (3, v et §, possede une structure d’algebre différentielle
graduée définie par ["unique antidérivation K-linéaire d : Q — Q de carré nul telle que

da=a , db=pg , de=vy , dd=¢
Par exemple,
d(cadbBad) = yadbfad + cadbfad — cadf*ad — cabbBasd

La structure de bigeébre de M se prolonge de fagon unique en une structure de bigebre
différentielle graduée sur . Le coproduit est I'unique prolongement K-linéaire de A :
M — M ® M , noté également A : Q — Q9R£), en un morphisme d’algebres différentielles
graduées. En particulier, on a

Ale)=a®a+fQ@c+a®a+b®y ,
AB)=a®@b+Rd+a®F+bR6 |,
A(Y)=7®a+6Qc+cQRa+d®y
AG)=7@b+6Qd+cQ@F+d®6

La coiinité est I'unique prolongement K-linéairede ¢ : M — K ,noté également ¢ : @ — K,

en un morphisme d’algebres différentielles, la différentielle sur K étant identiquement nulle.
En particulier, on a

e(a) =¢(B) = e(y) =¢(6) =0
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On désigne par R, ; I'idéal bilateére de Q engendré par Jp 4 et les générateurs

(7N aa — pgaa

(8) Bb — pgbg

(9) e — pgey

(10) éd — pqdé ,

(11) ac — pea

(12) Bd —pdp ,

(13) ab— gba ,

(14) vd - qdy ,

(15) fa —paP — (pg — 1)ba ,
(16) éc —pcd — (pg — 1)dy

(17) va — gay — (pg — L)ee

(18) 6b— gbé — (pg —1)dB ,

(19) ad —da

(20) Bc—pgtef—(p—q V)da,
(21) vb—p~lgby = (¢ —p ')da,
(22) ba—ab—(q—p by—(p—q¢ B —(pg—2+p ¢ )da,
(23) a’,

(24) B,

(25) 7,

(26) 6%,

(27) ay +pyo,

(28) Bé +pép ,

(29) off + gfa ,

(30) 76+ b7,

(31) ab+ ba

(32) By+pg B+ (p—q ')ba

On démontre que l'idéal R, , est stable par d et qu’il est aussi un coidéal de 2 ([Mall],
[Man4]), ce qui implique que si 'on pose

Qp,q = Q/R q

alors Valgébre Q, , est munie d’une structure de bigebre différentielle graduée, appelée
compleze de de Rham quantique des formes différentielles sur M, , = Qg’q Sip=q=1,
alors Q, , n’est autre que le complexe de de Rham algébrique ordinaire sur 'espace affine
des matrices carrées d’ordre 2. L’idéal R, 4 est bigradué pour la bigraduation de { définie
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par le degré totalen a, b, cet d et en a, B, et §, ce qui implique que {2, 4 est aussi une

algebre bigraduée
— m,n
Be= D @
meN, neN

Pour cette bigraduation, la différentielle est bihomogene de bidegré (-1,1). Il résulte du
“diamond lemma” de Bergman [Be| que la famille

(ambncrd86i7j:8ka1)m,n,r,s€N,i,j,k,lE{O,l}
est une base du K-module £, , .

(1.3.) Le déterminant quantique, le groupe quantique GL,,(2) et son com-
plexe de de Rham quantique. On appelle déterminant quantique 1’élément

t=ad—q 'cb=da— gbc = da — pcb = ad —p~'bc
de M, ,. On vérifie aussitot que

Ay =tet , et)=1 ,

que
dt=ab—qg 'ef—p by +pt¢  da
et que
ta =at
th=plght ,
tc = pq"’lct ,
td=dt ,
at = pgla
ﬁt = pztﬂ )
1t=dty
ot = pqté

En particulier, on a

d —gb a b\ [a b d —pb 4]
—q7lc a c d)  \e d)\-p7l¢c a )

(formules de Cramer quantiques).
Soient ¢! une nouvelle indéterminée et J, o Vidéal bilatere de M' = K (a,b,c,d,t71),

engendré par les générateurs (1) a (8) de (0.1) et

(33) -1 |
(34) -1

168



On désigne par G 4 'algebre quotient
Gp’q = M,/JZI’)q

et 'on démontre que ’application canonique de Mp , dans Gp 4 est injective, que le copro-
duit A (resp. la coiinité ¢) de M, 4 se prolonge de fagon unique en un morphisme d’algebres,
noté également

A:Gpg— Gpg®Gpy
(resp. €:Gp,g — K)
et qu’on définit ainsi une structure de bigebre sur G, ;. On remarque que
AT =ttt et et =1
et que
tlg=at™! |
t7lb = pg~ot™!
t7lc= p—lqct"1 ,
t~1d = dt™?

Enfin, on vérifie qu’il existe un unique antihomomorphisme d’algebres

I:Gpq—Gpy
tel que
I(a) =t7'd=dt7! ,
I(b) = —gt™'b=—pbt™! |
I(¢e)=—q¢ M c=—plet™!
I(d)=t"a=at™
et 'on a
I(t) = I(ad — p~bc)
= I(&)I(a) - p~ I()I(D)
= (at™")(dt™") = p7H(=p 7Tt )(~pbt ™)
=adt™? — ¢ cht™?
= (ad —p~tbe)t™2 =t7!
et

It =t

L’application I est un antipode de la bigébre G, ,. On définit ainsi une structure de
bigebre de Hopf sur l'algébre G, ,, appelée algebre des fonctions régulieres sur le groupe
quantique GL, 4(2). Si p = ¢ = 1, l'algébre Gi,1 n’est autre que l'algebre des fonctions
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réguliéres (fonctions rationnelles partout définies) sur le groupe linéaire G L(2) et 'antipode
correspond & l'inversion des matrices.

Considérons maintenant 1’algébre quotient

Q'G = I{<a, b)cad,t—laaar@17)5)/R;;,q )

P.q

ou R, . désigne I'idéal bilatére de K (a,b,c, d,t™ ', a, 3,7,6) engendré par les générateurs
(1) & (34) ci dessus. On vérifie que les applications canoniques de €2, , et de Gp,q dans

g, , sont injectives et que

at™! =p"1q_lt—1a )

prl=pTtTp
="My
§t—1 = p~lg1t~16
La différentielle de 2, , se prolonge de fagon unique en une application K-linéaire, notée

également
d:Q¢g,, = Q,,

faisant de cette algébre une algebre différentielle graduée (pour la graduation du degré
totalen a, 3,y et §) et Pon a
d(t™!) = -t~ dtt?
=t (a6~ ¢7eB —p by +p7 g da)t ™
=t (p7 ¢ "ab - pTrq 2 ef ~ pT2q by +p 7 da)

De méme, les coproduits (resp. les coiinités) de Gp 4 et de Q, 4 ont un prolongement unique
commun en un morphisme d’algebres différentielles graduées, noté également

A:Qg,, —Qa,,'®0,, (resp. €:Q¢g,, > K ) ,

qui font de g, , une bigebre différentielle graduée. Enfin, antipode I de Gp 4 se prolonge
de fagon unique en un antihomomorphisme d’algébres différentieles graduées, noté égale-
ment I : Qg, , — Qg, , , qui est un antipode de {dg, , , et I'on a

Ka)=t"164+d(t™Nd
I(f) = —gt™'f —qd(t™)b ,
I(v)=~¢" "ty —¢7td(t™)e
I(6) =tra+d(t™Ha
On définit ainsi une structure de bigebre différentielle graduée de Hopf sur Qg, , , appelée

compleze de de Rham quantique des formes différentielles sur le groupe quantique GL, 4(2).

Sip=g¢g=1, alors Qg,,, n'est autre que le complexe de de Rham algébrique ordinaire du
groupe linéaire GL(2).
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(2.1.) Eléments invariants d’une bigébre différentielle de Hopf. Considérons
une bigebre différentielle de Hopf (Q2,d, A, ¢, I) et soit w un élément homogene de degré m
de 2,w e Q™. Alors on a

Aw) =Y Aiw) , Aw)ePea™ | 1<i<m
1=0

cette décomposition étant unique. On dit que w est invariant & gauche (resp. & droite)
si Ag(w) = 1 ®w (resp. si Ap(w) =w®1). Si w est un élément quelconque de 2, on
dit qu’il est invariant a gauche (resp. & droite) si toutes ses composantes homogenes le
sont. On vérifie aussitét que ’ensemble des éléments invariants & gauche (resp. & droite)
de § est une sous-algebre différentielle graduée de £ notée Q2 (resp. 2, ). De plus, on a
2 = Qg = K . En effet, si par exemple f € Q3, alors A(f) =1® f, ce qui implique que
(la®e)A(f) =(la®e)(f), dou f=¢e(f) 1, ce qui prouve que f € K.

On dit qu’une matrice A = (aj-)lsi,an 3 coefficients dans Q° est une matrice multipli-
cative si

n
A)=>di@ar , ed)=6 , 1<ij<n ,
k=1

ol 6;- désigne le symbole de Kronecker. On vérifie facilement que si A désigne une matrice

multiplicative alors la transposée de la matrice I(A) est également une matrice multipli-
cative. De plus, on a alors

I(A)-A=A-I(A) =1, ,

ou 1, désigne la matrice unité d’ordre n (autrement dit, une matrice multiplicative A est
inversible d’inverse I(A)). En effet,

S Ie)t = pI910)AW)  1<ij<n
k=1

ou u: QRN — N désigne 'application linéaire définie par la multiplication. En vertu de
la définition de 'antipode, on a donc

Z I(ai)af = e(aj—) = 6;- ,
k=1

ce qui prouve que I(A)- A =1, et I'on démontre de fagon analogue que A-I(A) = 1,.

Proposition (2.1.1.) Soient (Q,d,A,e,I) une bigébre différentielle de Hopf et A une
matrice multiplicative & coefficients dans Q° . Alors les coefficients de la matrice I(A)-d A
sont des éléments invariants d gauche de Q.
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Démonstration. Posons A = (a})i<ij<n et I(A)-dA= (wi)igij<n - On a
Awl) =A (Zn: I(al) daf)
ZA I(ak) )
(Z I(a}) ® I(ai.)) (i (da*®al+af® da;)>
r=1

s=1

3

k=1

3

n

> I(a})daf ® I(a})as

k=1 r=1 s=1

Il

n n

—|— ZZI(ak)a ®I(ar)da

=1r=1 s=1

On en déduit que

R 0T EXEEE

r=1 s=1
_225’®I(ar)da
r=1 s=1
= 1®ZI(ai)da; =1 ®w; ,
r=1

ce qui démontre la proposition.
(2.2.) Formes différentielles invariantes & gauche sur GL,4(2) . On se fixe dé-

sormais deux éléments inversibles p et ¢ de K et 'on désigne simplement par 2 la bigebre
différentielle graduée de Hopf (g, , . Par définition du coproduit dans (2, la matrice

=2 2)

est multiplicative et en vertu de la proposition (2.1.1.), les coefficients de la matrice

w=(“’a “‘”’):I(A)-dA:t“l( d ‘qb) (0‘ ﬂ)
We wy —q ¢ a ¥ 6

_ ( £ (der — gby) £-1(dB — gbs) )
t7(—g la+ay)  t7H(—g 1eB+ ab)
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sont des éléments invariants & gauche de Q! (on dira des 1-formes différentielles invariantes

¢ gauche). Comme la matrice I(A) est Pinverse de la matrice A, on a d A = Aw, autrement
dit

o = aw, + bw,
B = awy + bwy
Y = aw, + dw,
§ = cwp + dwy

Un calcul simple mais fastidieux permet, a partir de ces formules, de montrer qu'on a les
relations de commutation suivantes :

Wel = Pqaw,

web = bw,

WeC = pgeg

wed = dwy

wpa = pawp + (p — ¢ )bw,

wpb = pbwy

wye = pewy + (p — ¢ )dwe

wpd = pdwy,

W = qaw,

web = qbwe + (¢ —pH)awa

WeC = qew,

wed = gdw, + (¢ — p~1ew,

wga = awq + (pg ~ Dbw, + (pg — 2+ p~ ¢ aw,
wgb = pgbwg + (pg — 1)aws

wae = awg + (pg — 1)dwe + (pg — 2+ p~ g )aw,
wad = pgdwq + (pg — 1)ewy

Un calcul du méme type nous permet de vérifier qu’on a les relations suivantes :

2 _
w; =0
Wpwg — —WaWp
wg =0
Welg = —WgalWe
WeWp = —Whe
w? =

[
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Wiw, = —wewg — (pg — 1wpwe

Wdwp = —pqwpwd — (pq - 1)wawb

Yoewg — (p7 g7 — Dwew,

w2 =—(p7l¢7! = Dwswe

Wiwe = _p—lq_

Théoréme (2.2.1.) L’algébre des formes différentielles invariantes d gauche 1y est
engendrée par wg, wy, w, et wg. De fagon plus précise, la famille (wiwgwfwé)osi,j,k,zg
est une base du K -module Qy, et Uon a un isomorphisme de K-modules de 2 avec Q° Q% =
Gp,q Q0.

Démonstration. La premiére observation est que la famille (aiﬂj7k6')os,~,]~,k,151 est
une base du Q%-module & gauche . Cela résulte facilement du fait que la famille

ik 1
(ambncrdsy’)”ﬂ « )m,n,r,sEN,i,j,k,lE{O,l}

est une base du K-module Q, , (cf. (1.2.)), du fait que , ; s’envoie injectivement dans (2
et des relations de commutation de ™! avec a, b, ¢, d et o, 8,7, § (cf. (1.3.)). Comme
w=A"1.dAet dA = Aw, on en déduit facilement que (wiwjw¥w})o<ij k<1 est une
aussi une base du Q%-module & gauche £, ce qui implique que la famille

J

. N k l o ! k, l'
(w;w{,wcwd ® w;w W, Wy )Oﬁi,j,k,l,i’,j’,k’,l’SI

est une base du Q° ® Q°-module & gauche @ ® . Soit maintenant n un élément de Q™.
En vertu de ce qui précede,  peut s’écrire de fagon unique sous la forme

. g, k1 0

n= Y fipwiwlobwy , fijm€Q
0<i,j,k,I<1
i+j+k+i=m

D’autre part, posons
A=) Ain) , A e @™, 1<i<m
1=0

Comme les formes wiwjw¥w} sont invariantes & gauche, on a

Do) = DY Alfije)(1 @ wiwjwhw))
0<1,5,k,1<1
t+j+k+l=m

Si n est invariante & gauche, on a

N()=10n= Y (18 fiju)l @wiwjwiul)
0<i,5,k,I<1
i+ j+k+l=m
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On en déduit que pour tout i, j, k et { on a A(fijrt) = 1 ® fijrr, dolt fijr € O3, ce qui
prouve que fijx € K (cf. (2.1.)) et démontre le théoréme.

(2.3.) Formules de Maurer-Cartan. Les formules de Maurer-Cartan sont valables
dans un cadre tres général. On a la proposition suivante :

Proposition (2.3.1.) Soient (,d,A,¢,I) une bigébre différentielle de Hopf, A une
matrice multiplicative & coefficients dans Q° et posons w = I(A)-d A. Alors on a

W+dw=0

(formules de Maurer-Cartan).

Démonstration. Comme A est une matrice multiplicative, on a
I(A)-A=A-I(A)=1
(cf. (2.1.)), ce qui implique que
d(I(A))-A+I(A)-dA=0 ,

d’ou

d(I(A)) = —-I(A)-d A-I(A)
On en déduit que

d(I(A)-dA) = d(I(A))-dA=—I(A)-dA-I(A)-dA ,

ce qui prouve la proposition.

En appliquant la proposition ci-dessus a notre exemple, on en déduit, en utilisant les
. formules de (2.2.), que ’'on a

dwa = —Wwpe ,
dwp = —wpwg — wawp

-1 -1 -1 -1
dw,=p ¢ wwg+p ¢ wewe ,

dwg =p~ g wpwe

(3.1.) Dual de Koszul d’une algébre quadratique. Supposons désormais que K

soit un corps. Soit
D A"

meN

une K-algebre graduée telle que A° = K , E = A! soit un K-espace vectoriel de dimension
finie et A soit engendrée par A!. On en déduit un morphisme surjectif d’algebres graduées

T(E)— A
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On désigne par R le noyau de ce morphisme, qui est un idéal bilatéere gradué de A

R= @ R™ , R™CA™
meN

et 'on a R® = R! = {0}. On dit que Palgebre A est quadratique, si I'idéal bilatere R
est engendré par R2 C E ® E. Sous ces hypotheses, le dual de Koszul de 'algebre A est
l’algebre quadratique

A'=T(E"/R"

ot R' désigne Iidéal bilatére de T(E*) engendré par 'orthogonal R*+ C E*®E* = (EQE)*
de R?> C E® E ([Pr], [Manl], [Man2]).

Soient e,...,e, une base de F, el,...,e" la base duale de E* et by,...,bn, une base
de A2?. Posons

w=)Y e;®e € EQE*C AR T(E")
=1

et
wzzw-w=2bj®fj , fl€eE*®E*
i=1
Alors on vérifie facilement que la famille (f7);<;j<m engendre R*% et
A =T(E)/(f..., ™)
Supposons maintenant que l’algébre quadratique A soit munie d’une différentielle d :

A — A de degré 1 qui en fait une algébre différentielle graduée. A ces données on peut
associer une autre algebre quadratique A(d) comme suit : On pose E' = E @ K et

Ad)=T(E)/R

ol R' désigne I'idéal bilatére de T(E') engendré par

R*® (éff(eébei +€i®8—d6i)) PK(e®e) ,

ou de; désigne aussi un relevement de de; dans EQE et ¢ élément (0,1)de E' = E®K.
Soit €l,...e", e* la base de (E @ Ke)*, duale & e, ..., ey, €, et posons

w=w+eRe*

On a
n n
[ 3 .
ww:ww-{—E e,-e®e'e*+§ ee; ®e*e
=1 t=1
n n
=ww + E eie @ (e'e” —e*e’) + E de; Q@ e*e’
i=1 i=1
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(dans A(d) ® T(E"™)). En particulier, ceci implique que e* est un élément du centre de
A(d)'. On peut donc considérer 'algébre quotient UA(d) de A(d)' par I'idéal bilatére
engendré par e* — 1 et il résulte de la formule ci dessus que si by, - - , b, désigne une base
de A? et si

ww+dw = ij@)gj , ¢ eT(EY)
i=1
ou .
dw = Z de; ® é* ,
1=1
alors 'algébre UA(d) est isomorphe & T(4*)/(¢%,...,9™).

Exemple (3.1.1.) Si (A,d) désigne l'algebre différentielle graduée des formes différen-
tielles invariantes a gauche sur GL(2), alors Valgebre UA(d) est isomorphe & 'algebre
enveloppante de 'algebre de Lie &l; .

(3.2.) L’algébre enveloppante du groupe quantique GL,,(2) . En s’inspirant
de 'exemple ci-dessus, on définit 1’algebre enveloppante du groupe quantique GL, ,(2)
comme étant Palgebre UQy(d), ot Q) désigne 'algebre différentielle graduée des formes
différentielles invariantes & gauche sur GL, 4(2) (cf. (2.2.)). Soit X, , X3, X, X4 la base

de Q}\*, duale 3 la base wg, , wp, we, wg de 2. En utilisant les notations de (3.1.) et les
formules de (2.2.), on a

w = Wq ®Xa+wb®Xb+wc®Xc+wd®Xd
et

@? = wawa ® XoXa + waws @ XaXp + wawe @ XoXe +wawa ® XaXy
+ wpwe ® XXy +wpwp @ Xp Xy + wpwe @ Xp X + wpwa @ Xp X4
+ wewe @ X Xo + wewp @ X Xp + wewe @ X Xe +wewa ® XcXyg
+ wawa @ XX o + wawp @ XgXp + wawe @ Xa X +wawa @ X¢ X4
= wawp @ Xo Xp + wewe @ XoX¢ +wewi @ Xo Xy —wawp @ Xp X,
+ wpwe @ Xp X + wpwa @ XpXg —wewe ® X X, — wpwe @ X X3
+ wewg @ X Xg — wewd ® XgXo — (pg — Nwpwe @ XgXo — pgupwe @ XqXp
— (pg — Dwows ® Xa Xy — p7'q¢ Mwewa @ XaXe — (p71¢7 — Dwawe ® XaXc
—(p7'¢ = Dwswe ® X3

De méme, en utilisant les formules de (2.3.), on a

do=dw, @ X, +dwy ® Xp +dw, ® X, +dwy @ X4
= —wpw, @ X, — wpwg @ Xp — wewp @ Xp
+p g wws @ X+ p 7 g wawe ® Xe +p 7T wpwe © X
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On en déduit que

w2 4+ dw = wewp ® (X Xp — X3 X, — (pg — DXa Xy — X3)
+ wawe @ (XaXe — XeXo — (p7'q 7" ~ DXaXo +p7 ¢ Xo)
+ wawg ® (X Xg — XaX,)
+ wpwe ® (XpXo — X Xp — (pg — DXaXa — (p7 ¢ = 1)X5 — Xo +p7 ¢  Xa)
+ wpwq @ (XpXg — pg XXy — Xp)
+wewy @ (XeXa—p ¢ XaXe+p 7 g7 Xe)

L’algebre enveloppante du groupe quantique GL, 4(2) est donc isomorphe au quotient de
Palgébre des polynémes non commutatifs K{X,, X, X., X4) par I'idéal bilatere engendré

par les relations

XXy — XoXo = (pg — DXaXs + X3,

XoXe = XcXo = (p7q7 = DXuXe —p 77X,
XoXa—XyXe=0

XpXe— X Xy =(pg—DXaXo+(p ¢ - D)X2+ X, - pY¢7 X,
XoXa— pgXaXo = Xp

X Xq—p ¢ XyX, = —p ¢ X,

On remarque que si p = ¢ = 1, on retrouve les relations

[(Xa, X3 =Xp
[Xa,Xc] =-X: ,
[(Xo, Xa]=0 ,

Xp, Xc] =X, ~Xa ,
[Xe, Xd] = ~X.

définissant 1'algébre enveloppante de 1’algébre de Lie &, .
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