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F O R M E S D I F F E R E N T I E L L E S I N V A R I A N T E S A G A U C H E 
S U R L E G R O U P E Q U A N T I Q U E GLp,q(2) 

G . M A L T S I N I O T I S 

Le b u t de cet ar t ic le est de décrire les formes différentielles invar iantes à gauche , su r la 
dé fo rma t ion q u a n t i q u e à deux p a r a m è t r e s du g roupe GL(2), re la t ives a u calcul différentiel 
i n t r o d u i t d a n s [ M a i l ] e t redécouver t i n d é p e n d a m m e n t p a r M a n i n [ M a n 4 ] . O n en dédu i t 
des formules de M a u r e r - C a r t a n quan t iques et une descr ip t ion de l 'a lgèbre enve loppan te 
de ce g r o u p e quan t i que . J e t iens à expr imer m a g r a t i t u d e à P. Ca r t i e r qui a g r a n d e m e n t 
influencé ce t ravai l . 

( 0 . 0 · ) O n se fixe u n a n n e a u commuta t i f K. On d i ra m o d u l e p o u r i f - m o d u l e , appl ica
t i o n l inéaire p o u r app l ica t ion i f - l inéa i re et (g) dés ignera le p r o d u i t tensor ie l su r Κ. Les al-
gèbres considérées seront des i f - a lgèbres associat ives unifères et les m o r p h i s m e s d 'a lgèbres 
des m o r p h i s m e s unifères. Si (xi)iei est une famille d ' indé te rminées , on n o t e r a K((xi)iei) 
l ' a lgèbre des po lynômes n o n commuta t i f s en les X{, a u t r e m e n t d i t , l ' a lgèbre associa t ive 
unifère l ibre engendrée p a r la famille (xi)i£i · 

( 0 . 1 . ) B i g è b r e s d i f f é r e n t i e l l e s g r a d u é e s . O n rappe l le q u ' u n e bigèbre es t u n t r ip le t 
(J3, Δ , ε), où Β désigne u n e a lgèbre et 

A: Β -+ Β® Β et ε : Β-> Κ 

des m o r p h i s m e s d 'a lgèbres , appelés respec t ivement coproduit et coûnité, sat isfaisant a u x 
r e l a t ions 

( Δ ® 1 Β ) Δ = ( 1 Β ® Δ ) Δ et (ε ® 1 Β ) Δ = 1B = ( 1 B ® e)A . 

O n appe l le antipode d ' u n e b igèbre ( Β , Δ , ε ) u n e app l ica t ion l inéaire I : Β —> Β telle que 

μ(Ι ® 1 Β ) Δ = ηε = μ(1Β ® Ι ) Δ , 

où μ ( resp . η) désigne l ' appl ica t ion l inéaire μ : Β ® Β —» Β ( resp . η : Κ —> Β) définie p a r 
l a mul t ip l i ca t ion ( resp . l 'un i té ) 

μ ( α ® 6 ) = α δ , α, 6 G Β et η(Χ) = λ · 1 , λ 6 i f . 

U n a n t i p o d e d ' u n e b igèbre , s'il exis te , est un ique et est u n a n t i h o m o m o r p h i s m e de bigèbres : 

I(ab) = I(b)I(a) , a, b G Β , 1(1) = 1 
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et 
ΙΔ = σΑΙ et εΐ = ε , 

où σ : Β ® Β Β ® Β désigne l ' app l ica t ion l inéaire définie p a r σ (α ® b) = b ® a. O n 
appe l le bigèbre de Hopfvme b igèbre mun ie d ' u n an t i pode . 

U n e algèbre différentielle graduée est u n couple (Ω, d ) formé d ' u n e a lgèbre g r a d u é e p a r Ν 

Ω = 0 Ω™ , Ω ™ Ω η C Ω ™ + η , 
m e N 

et d ' u n e app l i ca t ion l inéaire homogène de degré 1 

d : Ω -> Ω , d = 0 d m , d m : Ω™ - » Ω ™ + 1 , 
mGN 

sat is fa isant a u x condi t ions : 

i) d(ab) = d ( a ) 6 + ( - l ) m a d(6) , a G Ω™ , 6 G Ω ; 

ii) d 2 = 0 . 

U n m o r p h i s m e d ' u n e a lgèbre différentielle g raduée ( Ω , ά ) d a n s u n e a u t r e ( Ω ' , ά ' ) est u n e 
app l i ca t i on l inéaire homogène de degré 0 

u : Ω -> Ω' , tx = φ u m , u m : Ω 7 7 1 Ω , τ η 

te l le q u e u d = d ' u . Si (Ω ' , d ' ) et ( Ω " , d" ) désignent d e u x a lgèbres différentielles g r aduées , 
l eur p r o d u i t tensor ie l (Ω, d) est défini c o m m e sui t . C o m m e m o d u l e Ω = Ω' ® Ω " . L a 
g r a d u a t i o n de Ω est définie p a r 

Ω ™ = 0 Ω / τ η ι ® Ω , , τ η 2 , 
τη χ -\-τη 2—τη 

la mu l t i p l i c a t i on est définie p a r 

(α ' ® a")(b' ® b") = ( - l ) m V & ' ® a"b" , a ' G Ω ' , b' G Ω'™ , a" G Ω " η , b" G Ω " 

et l a différentielle p a r 

d(a' ® a " ) = d ' a ' ® a" + ( - l ) m a ' ® d" a" , a ' G Ω , τ η , a " G Ω " . 

O n d i r a souvan t , p a r a b u s de langage , que Ω est u n e a lgèbre différentielle g r a d u é e ( sans 
préc iser l a différentielle) e t on n o t e r a Ω' ^®Ω" le p r o d u i t tensoriel de d e u x a lgèbres différen
tielles g r aduées Ω' et Ω " . U n e bigèbre différentielle graduée est u n q u a d r u p l e t (Ω,<1, Δ , ε ) , 
o ù (Ω, d) est u n e a lgèbre différentielle g r aduée et 

Δ : Ω ^ Ω ^ ® Ω et ε : Ω -> Κ 
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sont des m o r p h i s m e s d 'a lgèbres différentielles g raduées (K é t a n t m u n i de la s t r u c t u r e 
t r iv ia le d ' a lgèbre différentielle g raduée ) , appelés respec t ivement coproduit et coùnité, sa
t is fa isant a u x re la t ions 

( Δ ® 1 Ω ) Δ = ( 1 Ω <g> Δ ) Δ et (e ® 1 Ω ) Δ = 1 Ω = ( 1 Ω ® ε ) Δ . 

O n se g a r d e r a de croire que (Ω, Δ , ε) soit alors en général u n e bigèbre o rd ina i re (en effet, les 
a lgèbres Ω ® Ω et Ω 9 ® Ω sont en généra l n o n i somorphes) . Le t r ip le t (Ω, Δ , ε ) est en fait ce 
q u ' o n appe l le u n e bigèbre graduée gauche. O n appel le antipode d ' u n e b igèbre différentielle 
g r a d u é e ( Ω , Δ , ε ) u n e app l ica t ion l inéaire I : Ω —» Ω telle que d I = I d et 

μ(Ι ® 1 Ω ) Δ = ηε = μ ( 1 Ω ® Ι ) Δ , 

où μ ( resp . 77) désigne l ' app l ica t ion l inéaire μ : Ω ® Ω —> Ω (resp. 77 : ϋΓ —> Ω) définie p a r 
l a mu l t ip l i ca t ion ( resp . l ' un i té ) de Ω . U n a n t i p o d e d ' u n e b igèbre différentielle g r a d u é e , s'il 
ex is te , est u n i q u e et est u n a n t i h o m o m o r p h i s m e de bigèbres différentielles g raduées : 

I(ab) = (-l)mnI(b)I(a) , a G Ω™ , 6 G Ω η , 1(1) = 1 

ΙΑ = σΑΙ et εΐ = ε , 

où σ : Ω 0® Ω —> Ω ^® Ω désigne l ' appl ica t ion l inéaire définie p a r 

σ ( α ® δ) = ( - l ) m n 6 ® α , a G Ω™ , b G Ω η . 

O n appe l le bigèbre différentielle graduée de Hopf une b igèbre différentielle g r a d u é e m u n i e 
d ' u n a n t i p o d e . 

( 1 . 1 . ) L a d é f o r m a t i o n q u a n t i q u e à d e u x p a r a m è t r e s d e l ' a l g è b r e d e s f o n c t i o n s 
s u r P e s p a c e aff ine d e s m a t r i c e s 2 x 2 . Soient a, b, c et d des i ndé te rminées . L ' a lgèbre 
des p o l y n ô m e s n o n commuta t i f s M = ϋΓ(α, 6, c, d) possède u n e s t r u c t u r e de b igèbre , le 
c o p r o d u i t Δ ( resp . la coûn i t é ε ) é t an t défini p a r 

Δ ( α ) = α ® a + b® c , 

Δ ( 6 ) = a®b + b®d , 

Δ ( ο ) = c® a + d® c , 

A(d) = c®b + d®d , 

( resp . ε(α) — = 1 et e(6) = e(c) = 0 ) . 

Soient ρ , g des é léments inversibles de Κ et 3 ν Ά l ' idéal b i l a tè re de M engendré p a r les 
g é n é r a t e u r s 

(1) ba — pab , 

(2) de — pcd , 

(3) ca — qac , 

(4) c?6 — qbd , 

(5) cb — p~~lqbc , 

(6) da — ad — (q — p~l)bc 
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O n vérifie faci lement que 3 Ρ Λ est aussi u n coïdéal de M : 

HJP,q) C JP)q ® M + M ® Jp)q , 

ce qui imp l ique que si Ton pose 

Mp}q = M/Jpyq , 

alors l ' a lgèbre MPiq est m un ie d ' u n e s t r u c t u r e de b igèbre , o b t e n u e p a r p a s s a g e a u quo t i en t 
de celle de M ( [ A S T ] , [ M a l l ] , [Su]). P a r a b u s de n o t a t i o n , on n o t e r a éga l emen t a , 6 , c 
et d les images de a, 6 , c e t d d a n s MPyq et Δ ( resp . e) le coprodu i t ( resp . la coùn i t é ) de 
MPiQ . E n u t i l i san t le l e m m e de B e r g m a n , le " d i a m o n d l e m m a " ( [Be] ) , o n d é m o n t r e que la 
famille 

[a b c d ) m ) n j r , 5 E N 

est u n e base du A"-module MPjq . Si ρ = g = 1 , M P ) g est l 'a lgèbre des p o l y n ô m e s (com-
m u t a t i f s ) sur l 'espace affine des ma t r i ces carrées d ' o rd re 2, le coprodu i t é t a n t celui dédu i t 
d e la mu l t i p l i ca t ion des ma t r i ces . L 'a lgèbre MPiq p e u t donc ê t r e cons idérée c o m m e u n e 
dé fo rma t ion q u a n t i q u e de ce t t e algèbre de po lynômes . 

( 1 . 2 . ) C o m p l e x e b i c o v a r i a n t d e s d i f f é r e n t i e l l e s s u r MPiq. Soient α , β, η e t δ de 
nouvel les i ndé t e rminées . L 'a lgèbre des po lynômes n o n commuta t i f s 

Ω = Κ (a, 6, c, d, α, β, 7 , δ) , 

g r a d u é e p a r le degré t o t a l en a , β, η et <$, possède u n e s t r u c t u r e d ' a lgèbre différentielle 
g r a d u é e définie p a r l ' un ique an t idér iva t ion i f - l inéa i re d : Ω —* Ω de ca r ré nu l tel le que 

da = a , db = β , d c = 7 , άά=δ . 

P a r exemple , 

d(caδbβad) = ηaδbβad + caδbβad — οαδβ2αά — caδbβaδ . 

L a s t r u c t u r e de b igèbre de M se prolonge de façon un ique en u n e s t r u c t u r e de b igèbre 
différentielle g r a d u é e su r Ω. Le coprodu i t est l ' un ique p ro longemen t i f - l i néa i r e de Δ : 
M —» M ® M, n o t é éga lement Δ : Ω —• Ω 9 ® Ω , en u n m o r p h i s m e d ' a lgèbres différentielles 
g r a d u é e s . E n par t i cu l ie r , on a 

Δ ( α ) = α ® α + / ? ® ο + α ® α + δ ® 7 , 

Α(β) = a®b + β®d + a®β + b®δ , 

= 7 ® a + £ ® c + c ® a + d ® 7 ' 
Δ(<5) = Ί®b + δ®d + c®β + d®δ . 

L a coùn i t é est l ' un ique p ro longement Κ - l inéaire de ε : M —> Κ, n o t é éga lemen t ε : Ω - » i f , 
e n u n m o r p h i s m e d 'a lgèbres différentielles, la différentielle sur Κ é t a n t i d e n t i q u e m e n t nul le . 
E n pa r t i cu l i e r , on a 

ε(α) = ε(β) = ε(Ί) = ε(δ)=0 . 
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O n dés igne p a r RPjq l ' idéal b i la tè re de Ω engendré p a r JPA et les géné ra t eu r s 

(7) aa — pqaa , 

(8) fib - pqbfi , 

(9) je - pqcj , 

(10) 8d - pqdS , 

(11) oic — pca , 

(12) βά-ράβ, 

(13) ab - qba , 

(14) fd - qdj , 

(15) βα — ραβ — (pq — l)ba , 

(16) Se — pc8 — (pq — l)dj , 

(17) 7 a - qay - (pq - l)ca , 

(18) 8b - qb8 - (pq - ΐ)άβ , 

(19) ad - doc , 

(20) βc-pq-1cβ-(p-q-1)da , 

(21) jb-p~1qbj-(q-p~1)da , 

(22) 8a-a8-(q- ρ~λ^Ί - (ρ - q~l)cfi -(pq-2 + p-lq~l)da , 

(23) 

(24) β2 , 

(25) 7 2 , 
(26) δ2 , 

(27) α.η + ρηα , 

(28) βδ + ρδβ, 

(29) αβ + qfia , 

(30) 7 * + ?*7 , 
(31) α<5 + <5α, 

(32) ^ 7 + p g - 1

7 ^ + ( p - ç - 1 ) ( $ a . 

O n d é m o n t r e que l ' idéal RPA est s t ab le p a r d et qu ' i l est aussi u n coïdéal de Ω ( [ M a l l ] , 
[ M a n 4 ] ) , ce qui impl ique que si l 'on pose 

a lors l ' a lgèbre ÇîPtq est m u n i e d ' u n e s t r u c t u r e de b igèbre différentielle g raduée , appe lée 
complexe de de Rham quantique des formes différentielles sur MPjQ = Ω ° ^ . Si ρ = q = 1 , 
a lors Ω Ρ ) ί n ' es t a u t r e que le complexe de de R h a m algébr ique ord ina i re sur l 'espace affine 
des m a t r i c e s carrées d ' o r d r e 2. L ' idéal RPA est b ig r adué p o u r la b i g r a d u a t i o n de Ω définie 
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p a r le degré t o t a l en a, b, c et d et en a , β, 7 et δ, ce qui impl ique que Ω Μ est aussi u n e 
a lgèbre b ig r aduée 

"p,g — VJC7 

P o u r c e t t e b i g r a d u a t i o n , la différentielle est b ihomogène de b idegré (-1,1). Il r é su l t e d u 
" d i a m o n d l e m m a " de B e r g m a n [Be] que la famille 

(ambnCrdSS V i 9 * a / ) m , n l r l a € N , i,j,*,ie{o,i> 

est u n e ba se d u Iif-module ÇlPiq . 

( 1 . 3 · ) L e d é t e r m i n a n t q u a n t i q u e , l e g r o u p e q u a n t i q u e GLPiq(2) e t s o n c o m 
p l e x e d e d e R h a m q u a n t i q u e . O n appel le d é t e r m i n a n t q u a n t i q u e l ' é lément 

t — ad — q~1cb — da — qbc = da — pcb — ad — p~1bc , 

de MVA. O n vérifie auss i tô t que 

A(t) = t®t , ε(*) = 1 , 

q u e 

et q u e 
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dt = aS — q ι ο β - ρ 1b'y + p lq 1da 

ta — at , 

tb = p~xqbt , 

te — pq~lct , 

td = dt , 

at = pqta , 

E n pa r t i cu l i e r , o n a 

y—g A c a J \ c d) \ c dj \—p c a J 

( formules de C r a m e r quan t iques ) . 

Soient t"1 u n e nouvel le indé te rminée et J' l ' idéal b i la tè re de M1 = i i ( a , 6 , c , d , * " " 1 ) , 
e n g e n d r é p a r les g é n é r a t e u r s (1) à (8) de (0.1) et 

(33) U'1 - 1 , 

(34) U'1 - 1 , 

βί = ΡΗβ , 
7< = q t*y , 

8t = . 



O n dés igne p a r GVA l ' a lgèbre quot ien t 

<?M = ΜΙ J ; 9 

e t l ' on d é m o n t r e que l ' app l ica t ion canon ique de M M d a n s Gp>q es t inject ive, que le copro
d u i t Δ ( resp . la coùni té ε) de MPA se p ro longe de façon un ique en u n m o r p h i s m e d 'a lgèbres , 
n o t é éga lement 

Δ : GPiq —» GPtq ® Gp<q 

( resp . ε : GPtq - » i f ) 

et q u ' o n définit ainsi u n e s t r u c t u r e de b igèbre su r Gp>q . O n r e m a r q u e que 

Δ ( ί _ 1 ) = ί _ 1 <g>i _ 1 et ε ( ί _ 1 ) = 1 

et q u e 

ί - 1 α = α ί - 1 , 

ί~ 1 6 = Ρ5~ 1 δί~ 1 , 

t~lc = p~1qct~1 , 

t - 1 ^ = dr1 . 
Enfin, o n vérifie qu ' i l exis te u n un ique a n t i h o m o m o r p h i s m e d 'a lgèbres 
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I.G G ΡΑ 

t e l q u e 
1(a) = i - 1 d = d * - 1 , 
1(b) =-qrH =-pbt'1 , 

1(c) = -q-H~xc = - p ^ c i " 1 , 
1(d) = Γ1α = αΓι . 

et l ' on a 
I(t) = I(ad - p-lbc) 

= 1(d) J(a) - p-11(c)I(b) 

= (βί-1)^-1) -p-^-p-'ct-^i-pbt-1) 

= a c f t - 2 - q~xcbt~2 

= (αά-ρ~Ηο)Γ2 =Γι 

et 
i ( r 1 ) = i 

L ' a p p l i c a t i o n / est u n a n t i p o d e de la b igèbre GPiQ. O n définit ainsi u n e s t r u c t u r e de 
b igèbre de Hopf sur l ' a lgèbre GPiq, appelée a lgèbre des fonct ions régulières sur le g r o u p e 
q u a n t i q u e GLPiq(2). Si ρ = q = 1 , l 'a lgèbre C?i,i n ' es t a u t r e que l 'a lgèbre des fonct ions 
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régul ières (fonct ions ra t ionnel les p a r t o u t définies) sur le g roupe l inéaire GL(2) e t l ' a n t i p o d e 
co r r e spond à l ' inversion des ma t r i ces . 

Cons idé rons m a i n t e n a n t l 'a lgèbre quot ien t 

Ω <3Ρ,* = K(a,b,c,d,t \ a , / ? , 7 , £ ) / i 2 j , ) g , 

où R'pq dés igne l ' idéal b i l a tè re de K(a,b,c,d}t^1 , α , β , η , δ ) engendré p a r les g é n é r a t e u r s 
(1) à (34) ci dessus . O n vérifie que les appl ica t ions canoniques de Ω Μ e t de GP)q d a n s 
ÇIGP Q sont injectives e t que 

αΓ1 =p~1q~1t~1a , 

L a différentielle de ΩρΑ se pro longe de façon un ique en u n e app l i ca t ion K- l inéa i re , n o t é e 
éga l emen t 

Γ\αδ - %-λ1q~1t~1a , 

fa isant de ce t t e a lgèbre u n e a lgèbre différentielle g raduée ( p o u r la g r a d u a t i o n d u degré 
t o t a l en a , β, η e t δ) e t l 'on a 

d( i - 1 ) = - i - 1 d i r 1 

= Γ\αδ - %-λοβ - p " 1 & 7 + p^q^da)^1 

= i " 2 ^ " 1 ? " 1 ^ - Ρ^^Φ - P"2q^bj + p-2q-2da) . 

D e m ê m e , les cop rodu i t s ( resp . les courûtes) de GPiQ et de Ω ρ ^ ont u n p ro longemen t u n i q u e 
c o m m u n en u n m o r p h i s m e d 'a lgèbres différentielles g raduées , n o t é éga lement 

Γ\αδ - %-λK(a,b,c,d,t \a,/?,7,£ 
( resp. ε : Ω α ρ > , -> , 

qui font de &>GPTQ

 u n e b igèbre différentielle g raduée . Enfin, l ' a n t i p o d e I de GP)q se prolonge 
de façon u n i q u e en u n a n t i h o m o m o r p h i s m e d 'a lgèbres différentieles g r a d u é e s , n o t é égale
m e n t I : &>GPTQ —> &GPTQ , qui est u n a n t i p o d e de ti>GP>Q > et l 'on a 

O n définit ainsi u n e s t r u c t u r e de bigèbre différentielle g r aduée de Hopf su r &GPTQ > appe lée 
complexe de de Rham quantique des formes différentielles sur le g r o u p e q u a n t i q u e GLPyq(2). 
Si ρ = q = 1 , a lors &>GPIQ n ' es t a u t r e que le complexe de de R h a m a lgébr ique o rd ina i r e d u 
g r o u p e l inéaire GL{2). 

BΓ1 =p~1q~1t~1a , 

7 * " 1 = <Γ 2 ί _ 1 7 , 

St-1 =p-1q-1t~16 

1(a) = Γ1δ + ά(Γ1)ά , 

m = -qt-^-qà(rl)b , 
I(1) = -q-H-1

7-q-U(t-l)c , 
1(8) = Γ1α + ά(Γ1)α . 



( 2 . 1 . ) É l é m e n t s i n v a r i a n t s d ' u n e b i g è b r e d i f f é r e n t i e l l e d e H o p f . Cons idé rons 
u n e b igèbre différentielle de Hopf (Ω, d, Δ , ε, I) e t soit ω u n é lément homogène de degré m 
de Ω , ω € Ω 1 7 1 . Alors on a 

m 

Α(ω) = Σ Μω) > Μω) G Ω*' ® Ω"""* , 1 < % < m , 

c e t t e décompos i t i on é t a n t un ique . O n dit que ω est invariant à gauche ( resp . à droite) 
si Δ 0 ( ω ) = 1 ® ω ( resp . si A m ( u ; ) = ω ® 1 ) . Si ω est u n é lément que lconque de Ω , on 
d i t qu ' i l est invar iant à gauche ( resp . à droi te) si t o u t e s ses composan t e s homogènes le 
son t . O n vérifie auss i tô t que l ' ensemble des é léments invar ian ts à gauche ( resp . à d ro i t e ) 
de Ω est u n e sous-a lgèbre différentielle g raduée de Ω no tée Ωχ ( resp . Ω ρ ) . De p lus , on a 
Ω^ = Ω^ = Κ. E n effet, si p a r exemple / G Ω^ , alors Δ ( / ) = 1 ® / , ce qui impl ique que 
( I n ® e)A(f) = ( 1 Ω ® e)(f), d 'où / = e(f) · 1 , ce qui p rouve que / G Κ. 

O n di t q u ' u n e m a t r i c e A = ( « } ) i < i , j < n à coefficients dans Ω 0 est u n e matrice multipli
cative si 

Α(ω) = Σ Μω) > Μω) G Ω*' ® Ω"""* , 1 < % < m ,η 

o ù 8lj dés igne le symbole de Kronecker . O n vérifie facilement que si A désigne u n e m a t r i c e 
mul t ip l i ca t ive alors la t r an sposée de la m a t r i c e 1(A) est éga lement u n e m a t r i c e mul t ip l i 
ca t ive . D e p lus , on a alors 

Ι(Α)-Α = Α·Ι(Α) = 1η , 

où l n dés igne l a m a t r i c e un i t é d ' o rd re η ( a u t r e m e n t d i t , u n e m a t r i c e mul t ip l ica t ive A est 
invers ible d ' inverse 1(A)). E n effet, 

η 

Σ'(4)4 = μ ( / ® 1 Ω ) Δ ( α } ) l < i j < n , 
k=l 

où μ : Ω ® Ω —> Ω désigne l ' app l ica t ion l inéaire définie p a r la mul t ip l ica t ion . E n v e r t u de 
l a défini t ion de l ' an t i pode , on a donc 

£ l ( 4 ) a } = e ( a j ) = i;. , 
k=l 

ce qui p r o u v e que 1(A) · A = l n et l 'on d é m o n t r e de façon ana logue que A · 1(A) = l n . 

P r o p o s i t i o n ( 2 . 1 . 1 . ) Soient ( Ω ^ , Δ , ε, J ) une bigèbre différentielle de Hopf et A une 
matrice multiplicative à coefficients dans Ω 0 . i4/or\s les coefficients de la matrice 1(A) - d A 
sont des éléments invariants à gauche de Ω 1 . 
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D é m o n s t r a t i o n . Posons A = (a))i<i,j<n et 1(A) · d A = ( ω ] ) ι < ^ · < η · O n a 

Α(ω)) = Α(^Ι(α[)άαή 

= ^ Δ ( / ( 4 ) ) Δ ( ά ^ ) 
Jb=l 

= Σ f Σ 7«) ® J(<) ) ( Σ (da* ® a'i+a" ® d a i ) 
fc=l \ r = l / \«=1 

= Σ Σ Σ Ι « ) < ί α " ® Ι ( < Η 

fc=l r=l s=l 

+ ÊÊÊ / ( e *) e î® I ( e r) d e 5 
k=l r=l 3=1 

O n en dédu i t que 

η η / η 

r=l s= l \fc=l / 
η η 

= ΣΣ^Γ®/(<)<1^ 
Γ=1 5 = 1 

η 

= l ® £ j ( a j . ) d a j = l®<jj- , 
r=l 

ce qui d é m o n t r e la p ropos i t ion . 

( 2 . 2 · ) F o r m e s d i f f é r e n t i e l l e s i n v a r i a n t e s à g a u c h e s u r GLPiq(2) . O n se fixe dé
so rma i s d e u x é l émen t s inversibles ρ e t q de Κ e t l 'on désigne s implemen t p a r Ω la b igèbre 
différentielle g r a d u é e de Hopf Ω α ρ ^ · P a r définition d u coprodu i t d a n s Ω , la m a t r i c e 

es t mu l t ip l i ca t ive et en v e r t u de la p ropos i t ion (2.1.1.) , les coefficients de l a m a t r i c e 

= . ( A ) . d . = r . ( _ / . l c -f)(; β) 

t-^da-qbj) t-^dfi-qbS) 
t-\-q-xca + ai) t'^-q^cfi + aS) 
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ω= Μω) > Μω) , 



sont des é l émen t s invar ian ts à gauche de Ω 1 (on d i ra des 1-formes différentielles invariantes 
à gauche). C o m m e la m a t r i c e 1(A) est l ' inverse de la m a t r i c e A, o n a d A = Αω , a u t r e m e n t 
d i t 

oc = αωα + bujc  

β = α ω 6 + bu;d 

7 - cu; a + GL>C  

ί = ajfc + άω<ι . 

U n calcul s imple ma i s fas t id ieux p e r m e t , à p a r t i r de ces formules, de m o n t r e r q u ' o n a les 
r e l a t ions de c o m m u t a t i o n suivantes : 
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ωαα= pqatua 

u a b = bu a 

LOaC = pqCiua 

LOad = duja 

ωι,α = pauib + (p - q x)bua 

ujifb = pbuib 

tube = paoh + (p — q 1 )άωα 

ωι,α = pauib 
ioca = qawc 

U)cb — qbuc + (q—p λ)αωα 

LOCC — qcuc 

ucd = qduc + (q-p ι)οωα 

tudd = aud + (pq - l)buc + (pq - 2 + ρ lq λ)αωα 

Udb = p?k*>d + (pq - 1 )αω 6 

o; d c = oud + (pg - l)dwc + (pq - 2 + ρ 1q 

uidd = pqdud + (pq - l)cui 

ω1 = 0 

Lunula = —ωαωι, 

ω1 = 0 

ω1 = 0 

ω1 = 0 

ω1 = 0 

U n calcul d u m ê m e t y p e nous p e r m e t de vérifier q u ' o n a les re la t ions suivantes : 
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WrfWc = -p lq ιω0ωά - (ρ *ç 1 - 1)ωαω0 

LOdUb = —pqubUd - (pq - 1)ω αω& 

WrfWc = -p lq ιω0ωά - (ρ *ç 1 - 1 ) ω α ω 0 

= - ( p 1 ~ 1)ωιω0 

T h é o r è m e ( 2 . 2 . 1 . ) L'algèbre des formes différentielles invariantes à gauche Ωλ est 
engendrée par ωα , ω&, ω € et uid. De / açon ρ / ω précise, la famille (^ω^ω*α;^)ο<ΐ,^Λ,/<ι 
βθί line 6ase du Κ-module Ωχ ei / W a im isomorphisme de Κ-modules de Ω avec Ω ° ® Ω λ = 

G>,g ® Ω λ . 
D é m o n s t r a t i o n . L a p remiè re observa t ion est que l a famille (aifi>'yk6l)0<ijtk 7<i est 

u n e b a s e d u Ω 0 - m o d u l e à gauche Ω . Cela résu l te facilement d u fait que la famille 

(ambncr<T6 ν ^ α ^ η ι , η , Γ ^ Ν , .\;,A.l€{o,i> 

est u n e ba se d u J f - m o d u l e Ω ρ > ί (cf. (1.2.)), du fait que Ω ρ > ί s 'envoie in jec t ivement d a n s Ω 
et des re la t ions de c o m m u t a t i o n de i"" 1 avec a , 6 , c , d e t û i , / ? , 7 , 5 (cf. (1.3.)). C o m m e 
ω = A"" 1 · d A et d A = Λ ω , on en dédui t facilement que ( ω · ω £ ω * ω ^ ) ο < ί ^ * , κ ι est u n e 
auss i u n e b a s e d u Ω 0 -modu le à gauche Ω, ce qui impl ique que l a famille 

a,6,c,detûi,/?,7,5(aifi>'yk6l)0<ijtk(ω·ω£ω*ω^)ο< 

est u n e b a s e d u Ω° ® Ω 0 - m o d u l e à gauche Ω <g> Ω . Soit m a i n t e n a n t η u n é lément de Ω™. 
E n v e r t u de ce qui p récède , η p e u t s 'écrire de façon un ique sous la forme 

»= Σ 
o < * , j , M < i 
i+j-\-k-\-l=m 

fijklUl

aLUJ

bLuk

cUJld , fijki G Ω 0 . 

D ' a u t r e p a r t , posons 

Σ 
o<t,j,M<i 

Δ(/0·*ί)(1®<ωία;^) . 1 < i < m . 

C o m m e les formes ω* ω£ω*ω^ sont invar iantes à gauche , on a 

Mi) = Σ 
o < t , j , M < i 

Δ ( / 0 · * ί ) ( 1 ® < ω ί α ; ^ ) . 

Si ?7 es t invar ian te à gauche , on a 

Δο(»7) = 1®)? = Σ 
0<t , j , fc , /< l 

( ΐ Θ / ϋ « ) ( 1 ® ^ ' ω Ϊ α ; 5 ) . 



O n en dédu i t que p o u r t o u t i, j , k et / on a A(fijki) = 1 ® fijki 5 d 'où fijki G Ω<^, ce qui 
p r o u v e que fijki G Κ (cf. (2.1.)) et d é m o n t r e le t héo rème . 

( 2 . 3 . ) F o r m u l e s d e M a u r e r - C a r t a n . Les formules de M a u r e r - C a r t a n sont valables 
d a n s u n cad re t r è s généra l . O n a la p ropos i t ion suivante : 

P r o p o s i t i o n ( 2 . 3 . 1 . ) Soient ( Ω ^ , Δ , ε , Ι ) une bigèbre différentielle de Hopf A une 
matrice multiplicative à coefficients dans Ω 0 et posons ω = 1(A) · d A. Alors on a 

ω2 +άω = 0 

(formules de Maurer-Cartan). 

D é m o n s t r a t i o n . C o m m e A est u n e ma t r i c e mul t ip l ica t ive , on a 

1(A) · A = A · 1(A) = 1 

(cf. (2 .1 . ) ) , ce qui impl ique que 

<1(Ι (Α ) ) ·Α + Ι ( Α ) · < 1 Λ = 0 , 

d ' où 
à(I(A)) =-1(A)-dA-1(A) . 

O n en dédu i t que 

ά(Ι(Α) · d A) = d(I(A)) · d A = - 1 ( A ) · d A · / ( A ) · d A , 

ce qui p r o u v e la p ropos i t ion . 

E n a p p l i q u a n t la p ropos i t ion ci-dessus a n o t r e exemple , on en dédu i t , en u t i l i san t les 
formules de (2.2.) , que l 'on a 

( 3 . 1 . ) D u a l d e K o s z u l d ' u n e a l g è b r e q u a d r a t i q u e . Supposons désormais que Κ 
soit u n corps . Soit 

Θ Am 

ΤΠΕΝ 

u n e /^ -a lgèbre g r aduée tel le que A 0 = Κ , Ε = A 1 soit u n i f - e space vectoriel de d imens ion 
finie et A soit engendrée pax A 1 . O n en dédui t u n m o r p h i s m e surjectif d 'a lgèbres g raduées 

T(E) -> A . 
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άωα = -LubLOc , 

du>& = —LObiOd — LOaLub , 

du>& = —LObiOd — LOaLub , 

du>& = —LObiOd — LOaLub , 



O n dés igne p a r R le noyau de ce m o r p h i s m e , qui est u n idéal b i l a t è re g r a d u é de A 

Λ = Θ R m > Rm cAm 

et l 'on a R° = R1 = { 0 } . O n di t que l 'a lgèbre A est q u a d r a t i q u e , si l ' idéal b i l a t è re R 
est e n g e n d r é p a r R2 C Ε ® E. Sous ces hypo thèses , le dual de Koszul de l ' a lgèbre A es t 
l ' a lgèbre q u a d r a t i q u e 

A ! = T(E*)/É , 

où R!' dés igne l ' idéal b i l a t è re de T ( £ * ) engendré p a r l ' o r thogona l i ? 2 ± C E*®E* = 
de R2 C Ε ® E ( [Pr ] , [ M a n l ] , [Man2] ) . 

Soient e i , . . . , en u n e base de , e 1 , . . . , en la base dua le de E* et δ ι , . . . , bm u n e ba se 
de A2. Posons 

η 

= ] Γ <g> e'' € £ ® £ * C A ® T(JET) 
t=l 

ww+^2 eie ® (e'e* - e*e*)+Σ ^e* ® e*e* 
3-1 

Alors o n vérifie faci lement que la famille (f^)i<j<m engendre R 2 ± e t 

Al=T(E*)/(f\...,r) • 
S u p p o s o n s m a i n t e n a n t que l 'a lgèbre q u a d r a t i q u e A soit m u n i e d ' u n e différentielle d : 

A —» A de degré 1 qui en fait u n e a lgèbre différentielle g raduée . A ces données o n p e u t 
associer u n e a u t r e a lgèbre q u a d r a t i q u e A(d) c o m m e suit : O n pose Ε1 = Ε φ Κ et 

A(d) = Ύ(E ,)/R, , 

où R1 dés igne l ' idéal b i l a t è re de T ( jE') engendré p a r 

R2® (®K(e ®ei + ei®e - d e ; ) ) ®K(e ® e) , 

où d e ; dés igne aussi u n re lèvement de de t- d a n s E®E et e l ' é lément ( 0 , 1 ) de E1 = E@K . 
Soit e 1 , . . . e n , e* la base de ( Ε φ ATe)*, dua le à e i , . . . , e n , e , et posons 

τσ' = τυ + e ® e* . 

O n a 
η η 

τσ'τυ ' = turc + ]jP e;e ® e*e* + ee; <g> e V 

η η 

= ww+^2 e i e ® ( e ' e * - e* e*)+Σ ̂ e* ® e*e* 
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( d a n s A(d) ® Τ(22'*)). E n par t icul ie r , ceci impl ique que e* est u n é lément d u cen t re de 
A ( d ) ! . O n p e u t donc considérer l 'a lgèbre quot ient UA(d) de A ( d ) ! p a r l ' idéal b i l a tè re 
e n g e n d r é p a r e* — 1 et il résu l te de la formule ci dessus que si &i, · · · , bm désigne u n e ba se 
de A2 et si 

m 

τυζυ + άτυ = Y^bj®gj , g* 6 T(E*) , 

où 
η 

dm — ^ de{ ® e1 , 

alors l ' a lgèbre UA(d) est i somorphe à T ( A * ) / ( ^ 1 , . . . ,gm). 

E x e m p l e ( 3 . 1 . 1 . ) Si ( A , d ) désigne l 'a lgèbre différentielle g r aduée des formes différen
tielles invar ian tes à gauche sur GL(2), alors l 'a lgèbre î7A(d) est i somorphe à l ' a lgèbre 
e n v e l o p p a n t e de l ' a lgèbre de Lie (SI2 · 

( 3 . 2 . ) L ' a l g è b r e e n v e l o p p a n t e d u g r o u p e q u a n t i q u e GLPiq(2) . E n s ' inspi rant 
de l ' exemple ci-dessus, on définit l 'a lgèbre enve loppan te d u g r o u p e q u a n t i q u e GLPiq(2) 
c o m m e é t a n t l 'a lgèbre UQ,\(d), où Ωλ désigne l 'a lgèbre différentielle g r a d u é e des formes 
différentielles invar ian tes à gauche sur GLP)q(2) (cf. (2 .2 . ) ) . Soit Xa , X&, Xc , Xd la base 
de Ω\ , dua l e à la base ωα , ω&, ω 0,  ω<ι  de Ω ^ . E n u t i l i sant les n o t a t i o n s de (3.1.) et les 
formules de (2 .2 . ) , on a 

το = ωa ® Xa + ® Xb + uc ® Xc + Ud ® Xd 

et 

W2 = ωαωα ® Ι α ^ α + ωαω& ® + ^ aU> c ® XaXc + UaU>d ® 

+ Ubiua ® XfeX a + ω&ω& ® ^ 6 ^ 6 + <^6^c ® Xb%c + Uh<JJd ® XbXd 

+ ω 0 α ; α ® X c X a + ucLub ® X c ^ 6 + <^cu>c ® X C X C + ® XcXd 

+ ω^α; α ® XdXa + WdCJfc ® + tOdUc ® X ^ X c + ® -X^X^ 

= ω α ω 6 ® XaXb + ωαω0 ® XaXc + ^a^d ® -Xa-Xrf - ωα^ ® X&Xa 

+ u)hioc ® XbXc + ® XbXd — ωαω€ ® XcXa - oJb^c ® -X"CX& 

+ ω0ωά ® X c X d - ωαωά ® Xd-Xa - (p? - 1)^&cj c ® X ^ X a - pq^b^d ® 

- (pç - 1)ωαωΒ ® - p~~lq~lucLud ® X<fX c - (p - 1 ^ 1 - lVa ĉ ® Xr fX c 

- ( P * " 1 ? " 1 -l)ubujc®XJ . 

D e m ê m e , en u t i l i sant les formules de (2.3.) , on a 

dm = d u ; a ® X a + du;& ® X& + d u ; c ® Xc + diod®Xd 

= -ljJbUc ® X a ~ Ub^d ®Xb- Ua^b ® Xb 

+ p^q^iuciud ® Xc + p""1?""1^̂  ® X c + p""1^1^^ ® Xd . 
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O n e n dédu i t q u e 

τσ2 + drv - α; α ω 6 <g> (XaXb ~ XbXa ~ (pq - l)XdXb ~ Xb) 

+ uauc ® (XaXc - XcXa - (p~lq~l - l)XdXc + P^q^Xc) 

+  ωαωά ® (XaXd - XdXa) 

+  ωιω0 ® (XbXc - XcXb - (pq - l)XdXa - (p^q-1 - - Xa + P~lq~lXd) 

+ ω1)ωά ® (XbXd - pqXdXb - Xb) 

+ ω0ωά ® (XcXd - p^q^XdXc + P^q^Xc) · 

L 'a lgèb re enve loppan t e d u g r o u p e q u a n t i q u e GLp<q(2) est donc i s o m o r p h e a u quo t i en t de 
l ' a lgèbre des p o l y n ô m e s n o n commuta t i f s K(Xa,Xb,Xc,Xd) p a r l ' idéal b i l a t è r e e n g e n d r é 
p a r les re la t ions 

XbXa = (pq - l)XdXb + Xb , 

XcXa = (p-'q-1 - l)XdXc - p-'q-'Xc , 

XdXa — 0 , 

XcXb = (pq - l)XdXa + (p-lq~l ~ l)Xl + Χα ~ P'^Xd 

pqXdXb = Xb , 

p-'q-'XdX^-p-'q-'Xc . 

O n r e m a r q u e que si ρ = q = 1 , on r e t rouve les re la t ions 

[Xa,Xb] 

[Xa ? Xc] 

[Xa,Xd] 

[XbiXc] 

[Xc,Xd] 

Xb 

-Xc 

0 

définissant l ' a lgèbre enve loppan te de l 'a lgèbre de Lie ΦΙ2 . 
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X a Xb -

XaXc ~ 

XaXd ~ 

XbXc — 

XbXd — 

XcXd — 
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