
CALCUL DIFF�ERENTIEL SUR LE GROUPE LIN�EAIRE QUANTIQUE.G. Maltsiniotis(Expos�e au S�eminaire de G�eom�etrie des Syst�emes Di��erentielset Dynamiques, le 22 Mai 1990)Le but de cet expos�e est de d�e�nir un calcul di��erentiel non-commutatif sur une d�e-formation quantique, �a plusieurs param�etres, du groupe lin�eaire GL(n) , introduite parM. Artin, W. Schelter et J. Tate [Ar1] et [Ar2], A. Sudbery [Su] et N. Yu. Reshetikhin[Re]. En plus, on propose une autre fa�con d'introduire ces d�eformations en utilisant uncalcul di��erentiel non-commutatif sur une d�eformation quantique �a plusieurs param�etresde l'espace a�ne de dimension n et en appliquant les m�ethodes de [Mal].(1.1) On va s'int�eresser aux objets suivants. On se �xe un corps commutatif k , unensemble �ni I �a n �el�ements et une famille (aji )i;j2I d'ind�etermin�ees. On consid�ere l'alg�ebreM = kh(aji )i;j2I ides polynômes non commutatifs, gradu�ee par le degr�e total. Les applications k-lin�eaires� : M !M 
M �(aji ) =Xk aki 
 ajket " : M ! k "(aji ) = �ji(o�u � d�esigne le symbole de Kronecker) d�e�nissent une structure de big�ebre sur M . Ons'int�eresse aux big�ebres quotients de M , autrement dit, aux big�ebres N de la forme M=R ,o�u R d�esigne un id�eal bilat�ere gradu�e de M tel que�(R) � R
M +M 
R et R � Ker(") :



Exemple (1.2). L'alg�ebre des polynômes commutatifs, N = k[(aji )i;j2I ] , l'id�eal R�etant l'id�eal bilat�ere engendr�e paraji alk � alkaji ; i; j; k; l 2 I :On s'int�eresse plus particuli�erement aux big�ebres quotients qui sont des \d�eformations"du cas commutatif. On demandera en particulier que la dimension des composantes ho-mog�enes de la big�ebre quotient N soit donn�ee par la formuledimk(Nm) = Cn2�1n2+m�1 ;autrement dit, que cette dimension soit �egale �a la dimension de l'espace vectoriel despolynômes (commutatifs) homog�enes de degr�e m �a n ind�etermin�ees. On dira alors que Na la bonne fonction de Hilbert.Les m�ethodes de construction de telles big�ebres quotient sont en g�en�eral des variantesde la m�ethode de Manin [Ma2]. L'objet de d�epart est un \espace quantique", autrementdit, une alg�ebre gradu�ee de type �ni, et on construit en quelque sorte un objet universeld'automorphismes. Je ne rappellerais pas les d�etails de la construction de Manin, mais onvera son application �a un exemple qui sera l'objet principal de mon expos�e.(1.3) On va g�en�eraliser le q-plan quantique en dimension n. Je rappelle que le q-planquantique est le quotient de l'alg�ebre des polynômes non commutatifs khx; yi par la relationyx = qxy :On g�en�eralise en dimension n en consid�erant des ind�etermin�ees (xi)i2I , une famille q =(qij )i;j2I d'�el�ements de k et en posantAq = kh(xi)i2Ii=J ;o�u J est l'id�eal bilat�ere engendr�e par les relationsxjxi = qjixixj ; i; j 2 I :2



On suppose que qii = 1 ; i 2 I , et que qijqji = 1 ; i; j 2 I . Ces relations assurent quepour toute relation d'ordre total � sur I les monômes(xi1xi2 . . .xim)i1�i2�����imforment une base du k-espace vectorielAq . En particulier, cette alg�ebre est une d�eformationde l'alg�ebre des polynômes commutatifs k[(xi)i2I ] .(1.4) Appliquer la m�ethode de Manin dans ce cas, consiste �a consid�erer l'alg�ebrekh(aji )i;j2Ii 
k kh(xi)i2Iiet �ecrire que les �el�ements x0i =Xk aki 
 xksatisfont aux mêmes relations que les xi :�Xk akj 
 xk��Xl ali 
 xl� = qji�Xk aki 
 xk��Xl alj 
 xl� :Si l'on choisit une relation d'ordre � sur I on a :Xk�l akj ali 
 xkxl +Xk>l akj ali 
 qklxlxk = qjiXk�l aki alj 
 xkxl + qjiXk>l aki alj 
 qklxlxket comme la famille (xkxl)k�l forme un syst�eme libre on a :akj aki = qjiaki akj ; k = lakj ali + qlkaljaki = qjiaki alj + qjiqlkaliakj ; k < lcette deuxi�eme relation �etant en fait vraie pour tout k et l , puisque le raisonnement ci-dessus est vrai pour n'importe quelle relation d'ordre. N'empeche qu'on v�eri�e facilementqu'il n'y a que n(n� 1)2 � n(n + 1)2 = n2(n2 � 1)4relations ind�ependantes. La moiti�e du nombre des relations attendues pour esperer avoirla bonne fonction de Hilbert. 3



On peut completer ces relations en utilisant la m�ethode de Manin [Ma2], mais onsait maintenant que ce n'est pas la bonne m�ethode. (D�ej�a pour le \plan quantique deJordan" ce qu'on obtient n'a pas la bonne fonction de Hilbert). On peut utiliser deuxvariantes. Ou bien, d�e�nir une structure di��erentielle sur Aq et appliquer la m�ethode de[Mal] que je d�evelopperais �a la deuxi�eme partie de l'expos�e. Ou bien, utiliser la m�ethodesuivante propos�ee par plusieurs auteurs. Elle consiste �a remarquer que les relations ci-dessus sont exactement les relations qu'il faut imposer pour qu'il existe une structure deM=R-comodule �a gauche surAq . On peut alors consid�erer un deuxi�eme \espace quantique"et imposer en plus des relations pr�ec�edentes, celles qui assurent l'existence d'une structurede M=R-comodule �a droite sur cet \espace", et constater que pour un choix judicieux decet \espace" on obtient une big�ebre quotient ayant la bonne fonction de Hilbert.Pour cela, on consid�ere des ind�etermin�ees (yi)i2I , une famille p = (pij )i;j2I d'�el�ementsde k et on pose Bp = kh(yi)i2Ii=J 0o�u J 0 d�esigne l'id�eal bilat�ere engendr�e par les relationsyjyi = pjiyiyj :On suppose que pii = 1 ; i 2 I , et pijpji = 1 ; i; j 2 I . (Les indices en haut ne sont pasfortuites : Si l'on voulait e�ectuer les constructions de fa�con intrinseque il faudrait partird'un k-espace vectoriel de dimension �nie E , d�e�nir M comme �etant l'alg�ebre tensorielleM = T(E 
 E�) , et consid�erer Aq comme �etant un quotient de T(E) et Bp un quotientde T(E�) . Bien entendu, si pour tout i et j appartenant �a I on a qij = pij alors Bp estisomorphe �a Aq .) Cette fois ci, on consid�ere l'alg�ebrekh(yi)i2I i 
k kh(aji )i;j2Iiet on �ecrit que les �el�ements y0i =Xk yk 
 aiksatisfont aux mêmes relations que les yi . On obtient ainsi n2(n2 � 1)=4 autres relationsqu'on adjoint aux pr�ec�edentes. Soit Mq;p la big�ebre quotient ainsi obtenue.4



Th�eor�eme (1.5). (Artin, Schelter, Tate) -Les conditions suivantes sont �equivalentes :i) Mq;p a la bonne fonction de Hilbert ;ii) il existe une relation d'ordre total sur I et une constante � , � 2 k , � 6= �1, tellesque pour tout i et j dans I ; i < j , on ait qjipji = � ;et alors Mq;p est le quotient de M par l'id�eal bilat�ere engendr�e par les �el�ements(1) akj aki � qjiaki akj ; i; j; k 2 I ; i < j(2) aliaki � plkaki ali ; i; k; l 2 I ; k < l(3) akj ali � (pji)�1qlkaliakj ; i; j; k; l 2 I ; i < j ; k < l(4) aljaki � (pji)�1plkaki alj � (pji)�1(� � 1)aliakj ; i; j; k; l 2 I ; i < j ; k < l :Les remarques suivantes s' imposent. Si l'on utilisait la m�ethode de Manin pour \com-pl�eter les relations manquantes", on aurait pour pout tout i et j , pji = qji et la condition(ii) ne serait satisfaite que si tous les qji ; i < j , �etaient �egaux ou oppos�es �a une mêmeconstante q , q 2 k , telle que � = q2. Si tout les qji ; i < j , sont �egaux on retrouve laq-d�eformation classique du groupe lin�eaire. C'est bien entendu, un cas int�eressant maispas le seul. Le quotient M 0q;p de M par l'id�eal bilat�ere engendr�e par les �el�ements (1), (2),(3), (4) ci-dessus a la bonne fonction de Hilbert même si � = �1 mais alors M 0q;p 6=Mq;p.(2.1) On va maintenant d�e�nir un calcul di��erentiel non-commutatif sur Aq qui perme-ttra de retrouver ces mêmes big�ebres en appliquant les m�ethodes de [Mal]. En plus, cesbig�ebres seront ainsi naturellement munies d'un calcul di��erentiel.Consid�erons l'alg�ebre di��erentielle libreA = kh(xi)i2I ; (�i)i2Ii ;o�u (�i)i2I d�esigne une deuxi�eme famille d'ind�etermin�ees et la di��erentielle d est d�e�nie parles conditions suivantesi) dxi = �i , pour i 2 I ;ii) d est une antid�erivation (pour la graduation d�e�nie par le degr�e total en les �i ) ;iii) d2 = 0 . 5



Par exemple, d (xi�jxk�l�lxj ) = �i�jxk�l�lxj � xi�j�k�l�lxj � xi�jxk�l�l�jou d (xi�ixi�ixi) = �i�ixi�ixi � xi�i�i�ixi + xi�ixi�i�i :L' alg�ebre A est bigradu�ee par le degr�e total en les xi et les �i . On d�esigne par Am;m0 lacomposante de bidegr�e (m;m0) (m �etant le degr�e total en les xi et m0 celui en les �i ). Ladi��erentielle d est bihomog�ene de bidegr�e (-1,1) .On se donne des familles p = (pij)i;j2I , q = (qij )i;j2I , r = (rij )i;j2I et r0 = (r0ij )i;j2Id'�el�ements de k satisfaisant aux conditions :i) pour tout i et j dans I , i 6= j , on aqijqji = pijpji = 1 et r0ij 6= 0 ou r0ji 6= 0 ;ii) pour tout i , i 2 I , on aqii = 1 ; pii = 0 et r0ii = 0 :On d�esigne par J l'id�eal di��erentiel (stable par d ) bilat�ere engendr�e par les relationsxjxi = qjixixj�ixj = rijxj�i + r0ijxi�j�i�j = �pji�j�iet par 
 l'alg�ebre di��erentielle bigradu�ee quotient de A par l'id�eal J .Th�eor�eme (2.2). -Les conditions suivantes sont �equivalentes :i) l'alg�ebre bigradu�ee 
 a la bonne fonction de Hilbert ( dimk(
m;m0 ) = Cn�1n+m�1 �Cm0n );ii) pour toute relation d'ordre total � sur I les monômes(xi1xi2 . . .xim�j1�j2 . . . �jm0 )i1�i2�����im ; j1<j2<���<jm0forment une base du k-espace vectoriel 
 ; 6



iii) il existe une relation d'ordre total � sur I telle que pour tout i; j 2 I ; i < j , on aitrjj = qjipji ;rij = pji ; r0ij = 0 ;rji = qji ; r0ji = qjipji � 1 ;et alors J est l'id�eal bilat�ere engendr�e par(1) xjxi � qjixixj ; i; j 2 I ; i < j ;(2) �ixi � �ixi�i ; i 2 I ;(3) �ixj � pjixj�i ; i; j 2 I ; i < j ;(4) �jxi � qjixi�j � (�j � 1)xj�i ; i; j 2 I ; i < j ;(5) �2i ; i 2 I ;(6) �i�j + pji�j�i ; i; j 2 I ; i < j ;o�u �j = rjj , pour j 2 I , et �j = qjipji , pour i; j 2 I ; i < j .Plan de la d�emonstration: L' implication (ii) ) (i) est triviale. L'implication (i) )(ii) r�esulte du fait qu'en vertu de la d�e�nition de l'id�eal J les monômes(xi1xi2 . . .xim�j1�j2 . . . �jm0 )i1�i2�����im ; j1<j2<���<jm0forment un syst�eme de g�en�erateurs du k-espace vectoriel 
 . L'�equivalence de (ii) et de(iii) est une cons�equence du \Diamond lemma" de Bergman [Be].On suppose d�esormais que I = f1; 2; . . . ; ng et que les conditions �equivalentes du th�e-or�eme sont satisfaites, ce qui implique que r et r0 sont d�etermin�es par q et p sauf r11 . Onpose � = �1 = r11 et �j = rjj = qjipji , 1 � i < j � n , et on d�esigne par Aq;p;� l'alg�ebredi��erentielle quotient de A par l'id�eal J engendr�e par les g�en�erateurs (1) - (6) ci-dessus.Si pour tout i et j , 1 � i; j � n , �i = �j , cette alg�ebre sera not�ee plus simplement Aq;p .7



(2.3) On appelle big�ebre di��erentielle gradu�ee un quadruplet (H; d;�; ") tel quei) (H; d) soit une alg�ebre di��erentielle gradu�ee :H = Lm2NHm ; d = Lm2Ndm ; dm : Hm ! Hm+1 ;o�u d 2 = 0 et d (a � b) = da � b + (�1)ma � db ; a 2 Hm ; b 2 H ;ii) � et " soient des morphismes d'alg�ebres di��erentielles gradu�ees :� : H! H
 H ; " : H! k(la stucture d'alg�ebre gradu�ee sur H
H �etant celle du produit tensoriel gauche ([Bo], III,p. 49) :(a 
 b)(a0 
 b0) = (�1)mm0 (aa0 
 bb0) ; a0 2 Hm0 ; b 2 Hm ; a ; b0 2 Hla di��erentielle �etant d�e�nie pard (a 
 b) = da 
 b+ (�1)ma
 db a 2 Hm ; b 2 Het k �etant consid�er�e comme alg�ebre di��erentielle gradu�ee pour la graduation triviale et ladi��erentielle nulle) ;iii) (H;�; ") soit une cog�ebre coassociative co�unif�ere :(�
 idH) �� = (idH
�) �� et ("
 idH) �� = (idH
") �� = idH(en identi�ant k 
 H et H
 k �a H ).Exemple (2.4). On noteM = kh(aji )1�i;j�n; (�ji )1�i;j�ni ; daji = �jil'alg�ebre di��erentielle libre, o�u (aji )1�i;j�n et (�ji )1�i;j�n d�esignent des ind�etermin�ees eton d�e�nit des morphismes d'alg�ebres� : M!M 
M et " :M! k8



par �(aji ) = nXk=1 aki 
 ajk ; �(�ji ) = nXk=1�ki 
 ajk + nXk=1 aki 
 �jket "(aji ) = �ji ; "(�ji ) = 0Alors (M; d;�; ") est une big�ebre di��erentielle gradu�ee.Remarque (2.5). L'alg�ebre M est bigradu�ee par le degr�e total en les aji et les �ji , mais� et " ne respectent que la deuxi�eme graduation.On s'int�eresse aux big�ebres di��erentielles gradu�ees quotient de M , autrement dit, auxbig�ebres W =M=R , o�u R d�esigne un id�eal bilat�ere di��erentiel bigradu�e tel que�(R) � R
M +M 
R et R � Ker(") :et plus particuli�erement �a celles qui sont des \d�eformations" du cas \commutatif" (c'est �adire, de l'alg�ebre produit tensoriel de l'alg�ebre des polynômes (commutatifs) k[(aji )1�i;j�n]par l'alg�ebre ext�erieure de l'espace vectoriel engendr�e par les aji ) ou celles qui ont la bonnefonction de Hilbert : dimk(Wm;m0 ) = Cn2�1n2+m�1 �Cm0n2 :(2.6) On d�e�nit une coaction �a gauche de M sur A , autrement dit, un morphismed'alg�ebres di��erentielles gradu�ees � : A! M
 A ;satisfaisant �a (�
 idA) � � = (idM
�) � � ;en posant �(xi) = nXk=1 aki 
 xk ; �(�i) = nXk=1�ki 
 xk + nXk=1 aki 
 �k :On dit qu'une big�ebre di��erentielle quotient W de M agit sur Aq;p;� , si la coaction � passeau quotient et d�e�nit une coaction�� : Aq;p;� !W
 Aq;p;� :9



Th�eor�eme (2.7). Pour qu'il existe une big�ebre di��erentielle quotient de M agissantsur Aq;p;� et ayant la bonne fonction de Hilbert, il faut et il su�t que pour tout i et j ,1 � i < j � n , on ait � = qjipji et alors cette big�ebre est unique et not�ee Mq;p . L'alg�ebresous-jacente �a Mq;p est le quotient de M par l'id�eal bilat�ere engendr�e par(1) akj aki � qjiaki akj ; 1 � i < j � n ; 1 � k � n(2) aliaki � plkaki ali ; 1 � i � n ; 1 � k < l � n(3) akj ali � (pji)�1qlkaliakj ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(4) aljaki � (pji)�1plkaki alj � (pji)�1(� � 1)aliakj ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(5) �ki aki � �aki �ki ; 1 � i � n ; 1 � k � n(6) �ki akj � pjiakj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k � n(7) �kj aki � qjiaki �kj � (�� 1)akj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k � n(8) �ki ali � qlkali�ki ; 1 � i � n ; 1 � k < l � n(9) �liaki � plkaki �li � (�� 1)ali�ki ; 1 � i � n ; 1 � k < l � n(10) �ki alj � pji(plk)�1alj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(11) �liakj � (qji)�1plkakj�li � (qji)�1(�� 1)alj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(12) �kj ali � qji(plk)�1ali�kj � (plk)�1(� � 1)alj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(13) �ljaki � qji(qlk )�1aki �lj � (pji)�1(� � 1)ali�kj� (qlk )�1(�� 1)akj�li�(�� 2 + ��1)alj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(14) (�ki )2 ; 1 � i � n ; 1 � k � n(15) �ki �kj + pji�kj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k � n(16) �ki �li + qlk�li�ki ; 1 � i � n ; 1 � k < l � n(17) �ki �lj + pji(plk)�1�lj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n(18) �li�kj + (qji)�1plk�kj�li + (qji)�1(� � 1)�lj�ki ; 1 � i < j � n ; 1 � k < l � n :Id�ee de la d�emonstration: On e�ectue d'abord la construction de [Mal] qui revienta �ecrire que les �(xi) et �(�i) satisfont aux mêmes relations que les xi et �i . On obtient10



ainsi une big�ebre di��erentielle quotient W1 de M qui agit sur Aq;p;� et on constate quedimk(W2;01 ) < n2(n2 + 1)2�a moins que � = qjipji pour tout i et j , 1 � i < j � n , dans quel casdimk(W2;01 ) = n2(n2 + 1)2 �On supposera donc cette condition satisfaite. Neanmoins, la big�ebre W1 n'a pas la bonnefonction de Hilbert. En particulier, on adimk(W1;11 ) = n4 + n(n� 1)2(au lieu de n4 ). Ensuite, on d�etermine tous les sous-espaces vectoriels V de dimensionn(n� 1)=2 de W1;11 tels que l'id�eal di��erentiel R de W1 engendr�e par V satisfasse �a�(R) � R
W1 +W1 
R(il s'agit d'une sous-vari�et�e de dimension n(n�1)=2 de la grassmannienne des sous-espacesvectoriels de dimension n(n�1)=2 deW1;11 ). En�n, en appliquant le \diamond lemma", ond�emontre qu'il y a exactement un sous-espace V qui convient et on obtient les g�en�erateurs(1) - (18) ci-dessus.La d�emonstration ci-dessus n'est pas raisonnable. En e�et, la v�eri�cation �nale queles g�en�erateurs (1) - (18) satisfont au \diamond lemma" d�emande quatre-vingts pages decalculs. �Evidemment on peut faire la v�eri�cation par ordinateur, mais est-ce une d�emon-stration? Il est en tout cas souhaitable de trouver une preuve plus conceptuelle. Avis auxamateurs . . . R�ef�erences[Ab] E. Abe, \Hopf algebras," Cambridge Tracts in Math., Vol.74, Cambridge Univ. Press, 1980.[Ar1] M. Artin, Classi�cation des formes quantiques de Gl(n), Expos�e au S�eminaire d'Alg�ebre de M.P. Malliavin (1990).[Ar2] M. Artin, W. Schelter, J. Tate, Quantum deformations of Gln, Preprint (1990).[Be] G. M. Bergman, The Diamond Lemma for Ring Theory, Adv. in Math. 29 (1978), 178-218.[Bo] N. Bourbaki, \�El�ements de Math�ematique," Alg�ebre, Chapitres 1 �a 3, Hermann, Paris, 1970.11
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