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Une méthode compliquée pour définir un groupe.

On note ∆ la catégorie des simplexes, sous-catégorie pleine de la catégorie
des ensembles ordonnés, dont les objets sont les ensembles ordonnés

∆n = {0 < 1 < · · · < m} , m ∈ N ,

de sorte que la catégorie ∆̂ des préfaisceaux sur ∆ soit la catégorie des en-
sembles simpliciaux.

On définit une inclusion ∆ ↪→ Cat en associant à ∆m la catégorie correspon-
dant à cet ensemble ordonné, notée aussi ∆m. Le foncteur nerf N : Cat → ∆̂
est défini par

C 7−→ (
∆m 7→ HomCat(∆m, C)

)
.

On rappelle que ce foncteur est pleinement fidèle et que son image essentielle
peut être décrite comme suit. Un ensemble simplicial X est dans l’image
essentielle du foncteur nerf si et seulement si il satisfait à la propriété d’ex-
actitude suivante. Pour tous entiers m, n, le carré cocartésien

∆0
//b

²²
a

∆n

²²
j

∆m
//

i
∆m+n

,

où

a(0) = m , b(0) = 0 , i(k) = k , 0 ≤ k ≤ m , j(l) = m + l , 0 ≤ l ≤ n ,
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se transforme en un carré cartésien

Xm+n
//X(i)

²²

X(j)

Xm

²²

X(a)(∗m,n)

Xn
//

X(b)
X0

.

On note ∆̃ la sous-catégorie pleine de la catégorie des ensembles Ens , dont
les objets sont les ensembles

∆̃m = {0, 1, . . . , m} , m ≥ 0 ,

de sorte que ∆ s’identifie à la sous-catégorie de ∆̃ ayant mêmes objets et dont
les morphismes sont les applications croissantes. Habituellement, on identi-
fie la catégorie Ens à la sous-catégorie pleine de Cat formée des catégories
discrètes dont les seules flèches sont les morphismes identiques. De façon
diamétralement opposée, on peut identifier Ens à la sous-catégorie pleine de
Cat formée des “groupöıdes simplement connexes”, catégories A telles que
pour tout couple a0, a1 d’objets de A, il existe exactement une flèche de
a0 à a1. C’est ce point de vue qu’on adoptera ici. En composant l’inclusion

∆̃ ↪→ Ens avec cette inclusion, on déduit une inclusion ∆̃ ↪→ Cat
∆̃ ↪→ Ens ↪→ Cat

identifiant ∆̃m au groupöıde obtenu de ∆m en inversant toutes ses flèches

∆̃m = π1(∆m) = ∆m[Fl(∆m)−1] .

Proposition. Soient A une petite catégorie et NA : ∆◦ −→ Ens son nerf.

Pour que le foncteur NA se prolonge en un foncteur ÑA : ∆̃
◦ −→ Ens, il

faut et il suffit que A soit un groupöıde, et alors ce prolongement est unique.
De plus, si u : A1 → A2 est un foncteur entre petits groupöıdes, le mor-
phisme d’ensembles simpliciaux Nu : NA1 → NA2 induit un morphisme
Ñu : ÑA1 → ÑA2 de préfaisceaux sur ∆̃.

Démonstration. Soit A une petite catégorie, supposons que le nerf

NA : ∆◦ −→ Ens se prolonge en un foncteur ∆̃
◦ −→ Ens , et choisissons

un tel prolongement, de sorte que pour toute application

ϕ : {0, 1, . . . , m} −→ {0, 1, . . . , n} ,

on ait une application

ϕ∗ : (NA)n −→ (NA)m ,
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et ceci fonctoriellement. Notons τ la transposition (0, 1) dans {0, 1}. Soit n
un entier, notons τi, 1 ≤ i ≤ n, la transposition (i− 1, i) dans {0, 1, . . . , n},

αi : {0, 1} −→ {0, 1, . . . , n} , 1 ≤ i ≤ n ,

0 7−→ i− 1

1 7−→ i

et

βi : {0, 1} −→ {0, 1, . . . , n} , 1 < i ≤ n .

0 7−→ i− 2

1 7−→ i

On vérifie facilement que si (gn, . . . , g1) ∈ NAn

a0

g1−→ a1

g2−→ · · · gn−→ an ,

alors

α∗i (gn, . . . , g1) = gi , 1 ≤ i ≤ n ,

β∗i (gn, . . . , g1) = gigi−1 , 1 < i ≤ n ,

et que

τiαj = αj , |j − i| ≥ 2 , 1 ≤ i, j ≤ n ,

τiαi−i = βi , 1 < i ≤ n ,

τiαi = αiτ , 1 ≤ i ≤ n ,

τiαi+1 = βi+1 , 1 ≤ i < n ,

de sorte que

τ ∗1 (gn, . . . , g1) = (gn, . . . , g3, g2g1, τ
∗g1)

τ ∗i (gn, . . . , g1) = (gn, . . . , gi+2, gi+1gi, τ
∗gi, gigi−1, gi−2, . . . , g1), 1 < i < n

τ ∗n(gn, . . . , g1) = (τ ∗gn, gngn−1, gn−2, . . . , g1) .

On en déduit que l’unicité du prolongement résultera si l’on démontre l’u-
nicité de τ ∗. Étudions le cas n = 2. On a

τ ∗1 (g2, g1) = (g2g1, τ
∗g1) et τ ∗2 (g2, g1) = (τ ∗g2, g2g1) ,
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et un calcul direct montre que

τ1β2 = α2 et τ2β2 = α1 ,

d’où
g2g1τ

∗(g1) = g2 et τ ∗(g2)g2g1 = g1 .

En appliquant la première formule à g2 = 1b(g1) et la deuxième à g1 = 1s(g2)

(où s, b désignent les applications source et but respectivement), on en déduit
que

g1τ
∗(g1) = 1b(g1) et τ ∗(g2)g2 = 1s(g2) ,

ce qui prouve à la fois l’unicité de τ ∗, et que A est un groupöıde.

Réciproquement, supposons que A soit un groupöıde, et montrons l’existence

d’un prolongement de NA à ∆̃
◦
. En vertu de la propriété universelle de la

localisation, comme A est un groupöıde, on a, pour n ∈ N,

NAn = HomCat(∆n, A) ' HomCat(∆̃n, A) ,

ce qui prouve l’assertion. Ce raisonnement démontre aussi l’assertion relative
aux foncteurs entre groupöıdes.

Corollaire 1. La catégorie des petits groupöıdes est équivalente à la sous-
catégorie pleine des préfaisceaux X sur ∆̃ tels que pour tout couple d’entiers
m, n, le carré (∗m,n) soit cartésien.

Corollaire 2. La catégorie des groupes est équivalente à la sous-catégorie
pleine des préfaisceaux X sur ∆̃ satisfaisant aux deux conditions suivantes :

a) pour tout couple d’entiers m, n, le carré (∗m,n) est cartésien ;

b) l’ensemble X0 a exactement un seul élément.

Ω-catégories et catégories additives.

Soit C une catégorie admettant des produits finis, et en particulier un objet
final. On rappelle qu’un groupe dans C est un couple (M,m), où M est un
objet et m : M ×M → M un morphisme de C, tels que pour tout objet T
de C, l’ensemble HomC(T, M) muni de la loi de composition

HomC(T, M)× HomC(T, M) −→ HomC(T, M)

(f, g) 7−→ m ◦ (f, g)

déduite de m, soit un groupe. La notion de groupe commutatif, et de mor-
phisme de groupes dans C se définit de la façon évidente. En vertu de ce qui
précède, le lemme de Yoneda implique que pour définir un groupe dans C, il
suffit de définir un foncteur X : ∆̃ −→ C tel que (en posant Xm = X(∆̃m),
m ≥ 0)
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i) X0 soit un objet final de C ;

ii) pour tous m,n ∈ N, le morphisme (X(i), X(j)) : Xm+n → Xm × Xn

(où i : ∆̃m → ∆̃m+n, j : ∆̃n → ∆̃m+n sont les applications définies par
i(k) = k, 0 ≤ k ≤ m, j(l) = m + l, 0 ≤ l ≤ n) soit un isomorphisme.

Définition. Une Ω-catégorie est un couple (C, Ω), formé d’une catégorie C,
admettant des produits finis, et d’un foncteur Ω de C vers la catégorie des
groupes dans C, commutant aux produits finis. Le foncteur Ω peut être vu, de
façon équivalente, comme un groupe dans la catégorie des endofoncteurs de C.
On notera aussi Ω l’endofoncteur sous-jacent à Ω et m = mΩ : Ω×Ω → Ω le
morphisme d’endofoncteurs définissant la structure de groupe. En particulier,
pour tout objet X de C, (Ω(X),mX) est un groupe dans C.

Le lemme classique suivant implique que pour tout objet X de C, Ω2(X) est
un groupe commutatif dans C, et que mΩ(X) = Ω(mX). En particulier, si Ω
est un foncteur fidèle, le groupe Ω de la catégorie des endofoncteurs de C est
commutatif.

Lemme. Soit E un ensemble, muni de deux lois de composition ∗ et ⊥,
chacune admettant un élément neutre, et satisfaisant à la relation

(a⊥ b) ∗ (c⊥ d) = (a ∗ c)⊥ (b ∗ d) , ∀a, b, c, d ∈ E .

Alors ces deux lois de composition cöıncident et sont associatives et commu-
tatives.
Exemple. On rappelle qu’une catégorie additive est une catégorie A admet-
tant des produits finis et telle que pour tous objets A, B de A, HomA(A,B)
soit un groupe commutatif, noté additivement, la composition des morphismes
étant biadditive. Alors tout objet final deA est aussi un objet initial, autrement
dit un objet nul, et le produit de deux objets A et B est aussi leur somme,
et est noté A ⊕ B. De plus pour tous morphismes f, g : A → B de A, on a
un carré commutatif

A //f+g

²²
∆A

B

A⊕ A //
f⊕g

B ⊕B

OO

∇B

,

où ∆A, et ∇B désignent les morphismes diagonal et codiagonal respective-
ment, de sorte que la structure de groupe sur HomA(A,B) soit canonique-
ment déterminée par la structure de catégorie. Ainsi, le couple formé d’une
catégorie additive A et de l’endofoncteur identique, muni du morphisme de
foncteurs 1A × 1A → 1A, défini par la codiagonale, est une Ω-catégorie.
Réciproquement, une Ω-catégorie (C, Ω) telle que l’endofoncteur sous-jacent
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à Ω soit le foncteur identique de C est une catégorie additive. En effet, en
vertu de ce qui précède, Ω est alors un groupe commutatatif dans la catégorie
des endofoncteurs de C, et définit pour tous objets A, B de C une stucture
de groupe commutatif sur HomC(A, 1C(B)) = HomC(A,B) telle que la com-
position soit biadditive. Plus généralement, on a :

Proposition. Soit (C, Ω) une Ω-catégorie telle que l’endofoncteur sous-jacent
à Ω soit pleinement fidèle. Alors la catégorie C est additive et le foncteur Ω
est un foncteur additif.

Démonstration. Comme par définition C admet des produits finis, et le
foncteur Ω y commute, il suffit de définir pour tout couple d’objets A, B
de C une structure de groupe commutatif sur HomC(A,B), de sorte que la
composition de C soit biadditive. Comme Ω est en particulier fidèle, Ω est un
groupe commutatif dans la catégorie des endofoncteurs de C. Comme Ω est
pleinement fidèle, pour tous objets A, B de C, on a une bijection

HomC(A,B)
Ω−−−−→ HomC(ΩA, ΩB) .

On définit ainsi, par transport de structure, une loi de groupe commutatif
sur HomC(A,B), notée additivement, telle que

Ω(f + g) = mB(Ωf, Ωg) , f, g ∈ HomC(A,B) .

Si h : A′ → A est un morphisme de C, on a

Ω((f + g)h) = Ω(f + g)Ωh = mB(Ωf, Ωg)Ωh

= mB(ΩfΩh, ΩgΩh) = mB(Ω(fh), Ω(gh)) = Ω(fh + gh) ,

d’où (f + g)h = fh + gh. De même, si k : B → B′ est un morphisme de C,
on a

Ω(k(f + g)) = ΩkΩ(f + g) = ΩkmB(Ωf, Ωg) = mB′(Ωk × Ωk)(Ωf, Ωg)

= mB′(ΩkΩf, ΩkΩg) = mB′(Ω(kf), Ω(kg)) = Ω(kf + kg) ,

d’où k(f + g) = kf + kg, ce qui prouve la proposition.
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