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Une méthode compliquée pour définir un groupe.

On note A la catégorie des simplexes, sous-catégorie pleine de la catégorie
des ensembles ordonnés, dont les objets sont les ensembles ordonnés

A, ={0<1l<---<m}, meN,

de sorte que la catégorie A des préfaisceaux sur A soit la catégorie des en-
sembles simpliciauz.

On définit une inclusion A — Cat en associant a A,, la catégorie correspon-
dant & cet ensemble ordonné, notée aussi A,,. Le foncteur nerf N : Cat — A

est défini par
Cr+— (Am — Homcat(Am,C))

On rappelle que ce foncteur est pleinement fidele et que son image essentielle
peut étre décrite comme suit. Un ensemble simplicial X est dans I'image
essentielle du foncteur nerf si et seulement si il satisfait a la propriété d’ex-
actitude suivante. Pour tous entiers m, n, le carré cocartésien

Ay —2—>A,

a(0)=m, b0)=0, i(k)=k,0<k<m, jl)=m+l,0<I<n,



se transforme en un carré cartésien

Xopom — s X

(*mn) X(j) X(a)

Xn Xo

_—
X(b)
On note A la sous-catégorie pleine de la catégorie des ensembles Ens, dont

les objets sont les ensembles

m=10,1,....m} | m>0

de sorte que A s’identifie a la sous-catégorie de A ayant mémes objets et dont
les morphismes sont les applications croissantes. Habituellement, on identi-
fie la catégorie E€ns a la sous-catégorie pleine de Cat formée des catégories
discretes dont les seules fleches sont les morphismes identiques. De facon
diamétralement opposée, on peut identifier Ens a la sous-catégorie pleine de
Cat formée des “groupoides simplement connexes”, catégories A telles que
pour tout couple a,, a, d’objets de A, il existe exactement une fleche de
ay a a;. C'est ce point de vue qu’on adoptera ici. En composant l'inclusion
A < Ens avec cette inclusion, on déduit une inclusion A < Cat

A < Ens — Cat

identifiant Am au groupoide obtenu de A,, en inversant toutes ses fleches

A= (An) = AnFI(A,) Y
Proposition. Soient A une petite catégorie et NA : A° — Ens son nerf.
Pour que le foncteur NA se prolonge en un foncteur NA : A — Ens, il
faut et il suffit que A soit un groupoide, et alors ce prolongement est unique.
De plus, si u : Ay — Ay est un foncteur entre petits groupoides, le mor-

phisme d’ensembles simpliciaur Nu : NA; — NAy induit un morphisme
Nu : NA1 — NA2 de préfaisceaur sur A.

DEMONSTRATION. Soit A une petite categorle supposons que le nerf
NA : A° — Ens se prolonge en un foncteur A — € ns, et choisissons
un tel prolongement, de sorte que pour toute application

¢:{0,1,...,m} —{0,1,...,n} |
on ait une application

o (NA), — (NA),, ,



et ceci fonctoriellement. Notons 7 la transposition (0, 1) dans {0,1}. Soit n
un entier, notons 7;, 1 < i < n, la transposition (i — 1,7) dans {0, 1,...,n},

o, {0,1} — {0,1,...,n}

, 1<:<n |
0O — 1—1
1 — 2
et
B;:{0,1} — {0,1,...,n} 1<i<n

0 +— 7-—2

1 — 1
On vérifie facilement que si (g,,,...,9;) € NA,

91 9o 9n

Ay == Qp —= T Ay,
alors
& (Gps--sn) =9 , 1<i<n ,
Bi(Gns-r01) = 99—, 1<i<n
et que
T = l7—1i>2,1<i,j<n,
T, =06, 1l<i<n,
T = T 1<i<n,
Ty = Bip1 1<i<n,

de sorte que

7-1*(gn7 s 7g1) = (gm c 793?929177*91)

Ti*(gna s 791) = (gnu s 7gi+27gi+1gi77_*gi7gz’gi—1agz’—27 e 791)7 ]- < Z <n

T Gns -2 01) = (TG 91+ Gnezs - - -+ 91)

On en déduit que 'unicité du prolongement résultera si 'on démontre 1'u-
nicité de 7*. Etudions le cas n = 2. On a

71 (92 91) = (9291, 7°91) et 75 (92 91) = (7792, 9291)
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et un calcul direct montre que

d’ou
D7 (91) = 9o et T(92)9201 = G
En appliquant la premiere formule a g, = 1 g, €t la deuxieme a g; =1

5(92)
(ou s, b désignent les applications source et but respectivement), on en déduit

que
917 (g1) = 1b(gl) et 7°(92)92 = 15(92) )

ce qui prouve a la fois I'unicité de 7%, et que A est un groupoide.

Réciproquement, supposons qlgveoA soit un groupoide, et montrons I'existence

d’un prolongement de NA a A . En vertu de la propriété universelle de la
localisation, comme A est un groupoide, on a, pour n € N,

NAn - HomCat<An7 A) = Homcat(&n’ A) !

ce qui prouve l’assertion. Ce raisonnement démontre aussi I’assertion relative
aux foncteurs entre groupoides.

Corollaire 1. La catégorie des petits groupoides est équivalente a la sous-
catégorie pleine des préfaisceaur X sur A tels que pour tout couple d’entiers
m, n, le carré (sm,,) soit cartésien.

Corollaire 2. La catégorie des groupes est équivalente a la sous-catégorie
pleine des préfaisceaur X sur A satisfaisant aux deux conditions suivantes :
a) pour tout couple d’entiers m, n, le carré (,,) est cartésien ;
b) lensemble Xy a exactement un seul élément.

()-catégories et catégories additives.

Soit C une catégorie admettant des produits finis, et en particulier un objet
final. On rappelle qu'un groupe dans C est un couple (M, m), ou M est un
objet et m : M x M — M un morphisme de C, tels que pour tout objet T'
de C, I'ensemble Hom, (7", M) muni de la loi de composition

Hom(T', M) x Hom.(T, M) — Hom.(T", M)
(f,9) —mo(f,9)

déduite de m, soit un groupe. La notion de groupe commutatif, et de mor-
phisme de groupes dans C se définit de la fagon évidente. En vertu de ce qui
précede, le lemme de Yoneda implique que pour définir un groupe dans C, il
suffit de définir un foncteur X : A — C tel que (en posant X, = X(A,,),
m > 0)



i) X soit un objet final de C;

i) pour tous m,n € N, le morphisme (X (i), X (7)) : Xpmin — X X X
(ou @ : Em — Amm, J ﬁn — &mm sont les applications définies par
i(k) =k, 0<k<m,jl)=m+1,0<1[<mn)soit un isomorphisme.

Définition. Une Q-catégorie est un couple (C,(2), formé d’une catégorie C,
admettant des produits finis, et d’un foncteur 2 de C vers la catégorie des
groupes dans C, commutant aux produits finis. Le foncteur €2 peut étre vu, de
facon équivalente, comme un groupe dans la catégorie des endofoncteurs de C.
On notera aussi €2 ’endofoncteur sous-jacent a Q et m =mg : Q@ x Q — Q le
morphisme d’endofoncteurs définissant la structure de groupe. En particulier,
pour tout objet X de C, (2(X), my) est un groupe dans C.

Le lemme classique suivant implique que pour tout objet X de C, Q*(X) est
un groupe commutatif dans C, et que Moy = Q(my ). En particulier, si {2
est un foncteur fidele, le groupe €2 de la catégorie des endofoncteurs de C est
commutatif.

Lemme. Soit E un ensemble, muni de deux lois de composition * et L,
chacune admettant un élément neutre, et satisfaisant a la relation

(aLlb)yx(cLd)=(axc)L(bxd) | Va,b,c,d € &

Alors ces deux lois de composition coincident et sont associatives et commu-
tatives.

EXEMPLE. On rappelle qu'une catégorie additive est une catégorie A admet-
tant des produits finis et telle que pour tous objets A, B de A, Hom 4(A, B)
soit un groupe commutatif, noté additivement, la composition des morphismes
étant biadditive. Alors tout objet final de A est aussi un objet initial, autrement
dit un objet nul, et le produit de deux objets A et B est aussi leur somme,
et est noté A @ B. De plus pour tous morphismes f,g: A — B de A, on a
un carré commutatif

A1 . p

ou A ,, et V5 désignent les morphismes diagonal et codiagonal respective-
ment, de sorte que la structure de groupe sur Hom 4(A, B) soit canonique-
ment déterminée par la structure de catégorie. Ainsi, le couple formé dune
catégorie additive A et de I'endofoncteur identique, muni du morphisme de
foncteurs 1, x 1, — 1,, défini par la codiagonale, est une ()-catégorie.
Réciproquement, une (2-catégorie (C, () telle que I'endofoncteur sous-jacent
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a () soit le foncteur identique de C est une catégorie additive. En effet, en
vertu de ce qui précede, € est alors un groupe commutatatif dans la catégorie
des endofoncteurs de C, et définit pour tous objets A, B de C une stucture
de groupe commutatif sur Homg(A, 1.(B)) = Hom,(A, B) telle que la com-
position soit biadditive. Plus généralement, on a :

Proposition. Soit (C, Q) une 2-catégorie telle que l’endofoncteur sous-jacent
a Q) soit pleinement fidele. Alors la catégorie C est additive et le foncteur 2
est un foncteur additif.

DEMONSTRATION. Comme par définition C admet des produits finis, et le
foncteur €2 y commute, il suffit de définir pour tout couple d’objets A, B
de C une structure de groupe commutatif sur Hom(A, B), de sorte que la
composition de C soit biadditive. Comme 2 est en particulier fidele, €2 est un
groupe commutatif dans la catégorie des endofoncteurs de C. Comme {2 est
pleinement fidele, pour tous objets A, B de C, on a une bijection

Homg(A, B) —2— Hom.(QA, QB)

On définit ainsi, par transport de structure, une loi de groupe commutatif
sur Hom(A, B), notée additivement, telle que

Q(f +g9) =mg(Qf,Qq) f,9 € Hom.(A, B)
Sih:A — A est un morphisme de C, on a
Qf + g)h) = Q(f + 9)Qh = mp(Qf, Qg)Qh
= mp(QLfQh, QgQh) = mg(Qfh), Qgh)) = Q(fh + gh) ,

d’ou (f +¢g)h = fh+ gh. De méme, si k : B — B’ est un morphisme de C,
on a

QE(f + g)) = QkQ(f + g) = Qkmp(Qf, Qg) = mp (Qk x Qk)(Qf, Qg)
= mp (QkQf, QkQg) = mp (QES), Ukg)) = Qkf + kg) ,

d'ou k(f 4+ g) = kf + kg, ce qui prouve la proposition.
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