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Pr�eface.Le but de ce livre est de rendre accessible la tr�es belle th�eorie de l'homotopie deGrothendieck, telle qu'elle est d�evelopp�ee dans \Pursuing Stacks" (\�A la poursuite deschamps"). Il est bas�e sur une suite d'expos�es que j'ai fait au groupe de travail \ Alg�ebreet topologie homotopiques" �a l'Institut de Math�ematiques de Jussieu. Les id�ees, notions,propositions, th�eor�emes, et d�emonstrations dans le corps principal de ce travail sont direc-tement inspir�es par le texte de Grothendieck. La seule partie originale est form�ee par lesdeux appendices, par Denis-Charles Cisinski, o�u quelques a�rmations sans d�emonstration,et conjectures de Grothendieck sont �etablies. De plus, dans le deuxi�eme de ces appendicesle lien des th�eor�emes A et B de Quillen avec la th�eorie de Grothendieck est explicit�e.La lecture de ce livre ne remplace �evidemment pas celle de \Pursuing Stacks". Sonambition est de rendre cette derni�ere plus facile, en donnant une exposition plus syst�e-matique (et plus \bourbachique") des id�ees de Grothendieck. Tous les sujets trait�es dans\la poursuite" ne sont pas couverts par ces notes. En particulier, il n'est pas fait men-tion d'in�ni-groupo��des, ni d'ab�elianisation, ou sch�ematisation des types d'homotopie, etl'aspect toposique n'est pas consid�er�e (sauf dans l'introduction). De plus, la structure dejournal \intime" math�ematique, qui fait de \Pursuing Stacks" une lecture passionnante,pleine de surprises, et pr�ecieuse pour la compr�ehension de la g�en�ese des concepts, estperdue.Je voudrais remercier Alain Brugui�eres, Albert Burroni, et Bernhard Keller pour lesinnombrables discussions que j'ai eues avec eux, et Denis-Charles Cisinski pour sa lectureattentive du texte, pour une premi�ere r�edaction du dernier paragraphe, et pour les deuxappendices, issus de sa th�ese, qu'il a accept�e de joindre �a ce livre. Je suis reconnaissantaux membres de l'�equipe \g�eom�etrie et topologie alg�ebriques" et plus particuli�erement �aBruno Kahn et Fabien Morel, pour leur soutien sans faille. Georges Maltsiniotis



Introduction.1.1. La cat�egorie homotopique Hot. La cat�egorie homotopique Hot est d�e�nie classi-quement comme �etant la cat�egorie dont les objets sont les CW-complexes, et les morphismesles classes d'homotopie d'applications continues entre CW-complexes. On d�emontre qu'onobtient une cat�egorie �equivalente en localisant la cat�egorie Top de tous les espaces topolo-giques et applications continues, relativement aux �equivalences faibles topologiques. Onrappelle que siM d�esigne une cat�egorie et W une partie de Fl(M), il existe (quitte �a even-tuellement agrandir l'univers de base) une cat�egorie W�1M (localis�ee de M relativement�a W ) et un foncteur  :M !W�1M (foncteur de localisation) tel que, pour tout w 2W ,(w) soit un isomorphisme deW�1M , et qui soient universels pour cette propri�et�e. Autre-ment dit, pour tout foncteur F :M !M 0 tel que, pour tout w 2W , F (w) soit inversible,il existe un unique foncteur eF :W�1M !M 0 tel que F = eFM w������F W�1Mu eFM 0 :Si l'on note WTop la partie de Fl(Top) form�ee des �equivalences faibles topologiques, autre-ment dit, des applications continues f : X ! Y telles que :a) �0(f) : �0(X) ! �0(Y ) soit une application bijective ;b) pour tout n � 1, et tout x 2 X, �n(f; x) : �n(X;x) ! �n(Y; f(x)) soit un isomor-phisme de groupes ;alors la cat�egorie homotopique Hot est �equivalente �a la cat�egorie W�1TopTop.La cat�egorie homotopique peut être �egalement d�e�nie, �a �equivalence de cat�egoriespr�es, en termes d'ensembles simpliciaux. La cat�egorie des ensembles simpliciaux est lacat�egorie b� des pr�efaisceaux (foncteurs contravariants �a valeurs dans la cat�egorie Ens desensembles) sur la cat�egorie � des simplexes, cat�egorie dont les objets sont les ensembles�m = f0; 1; . . . ;mg ; m 2 N ;ordonn�es par l'ordre naturel, et les morphismes les applications croissantes. Les simplexestopologiques standards�Topm = f(x0; x1; . . .xm) 2 Rm+1 j mPi=0xi = 1 ; xi � 0 ; 0 � i �mgforment un espace topologique cosimplicial �Top (foncteur covariant de � dans Top), end�e�nissant, pour tout morphisme ' : �m ! �n de �, une application continue�Top' : �Topm �! �Topn1



par �Top' (x0; x1; . . . ; xm) = (y0; y1; . . . ; yn) ; o�u yj = P'(i)=j xi ; 0 � j � n :On en d�eduit un unique (�a isomorphisme unique pr�es) couple de foncteurs adjointsj : j : b� �! Top ; S : Top �! b�(foncteur de r�ealisation topologique, et foncteur ensemble simplicial singulier) tel que larestriction de j : j �a la cat�egorie � (identi��ee �a une sous-cat�egorie pleine de b�, par leplongement de Yoneda) soit isomorphe au foncteur �Top : � ! Top. Pour tout ensemblesimplicial K, l'espace topologique jKj est le quotientjKj = m̀ �Topm �Km.� ;o�u l'ensemble Km est consid�er�e comme espace topologique discret, et � est la relationd'�equivalence engendr�ee par les relations �el�ementaires(x;K'(y)) � (�Top' (x); y) ; ' : �m ! �n 2 Fl(�) ; x 2 �Topm ; y 2 Kn :Pour tout espace topologique X, l'ensemble simplicial S(X) est d�e�ni par(S(X))m = HomTop(�Topm ;X) ; m � 0 :Une �equivalence faible simpliciale est un morphisme d'ensembles simpliciaux dont la r�ea-lisation topologique est une �equivalence d'homotopie. Si l'on note Wb� la partie de Fl(�)form�ee des �equivalences faibles, on d�emontre que la cat�egorie localis�ee W�1b� b� est �equiva-lente �a la cat�egorie homotopique Hot. De fa�con plus pr�ecise, les foncteurs j : j et S sontcompatibles aux �equivalences faibles, et induisent des �equivalences de cat�egoriesW�1b� b� �!W�1TopTop ; W�1TopTop �!W�1b� b�quasi-inverses l'une de l'autre (voir par exemple [GZ]).La cat�egorie homotopique Hot peut être aussi obtenue, �a �equivalence de cat�egoriespr�es, comme localisation de la cat�egorie Cat des petites cat�egories. L'inclusion � ,! Cat,d�e�nie en associant �a l'ensemble ordonn�e �m, m � 0, la cat�egorie correspondante, fournitun objet cosimplicial de Cat, d'o�u un couple de foncteurs adjointsc : b� �! Cat ; N : Cat �! b�(foncteur de r�ealisation cat�egorique, et foncteur nerf) tel que la restriction de c �a � soitl'inclusion � ,! Cat. Pour toute petite cat�egorie C, l'ensemble simplicial N(C) (nerf deC) est d�e�ni par (N(C))m = HomCat(�m; C) ; m � 0 ;2



l'ensemble ordonn�e �m �etant identi��e �a la cat�egorie correspondante. Plus concr�etement,(N(C))m est l'ensemble form�e des suites de m �eches composables de C. Une �equivalencefaible cat�egorique est un foncteur entre petites cat�egories dont le nerf est une �equivalencefaible simpliciale. Si l'on note WCat la partie de Fl(Cat) form�ee des �equivalences faibles,on d�emontre que la cat�egorie localis�eeW�1CatCat est �equivalente �a la cat�egorie homotopiqueHot. De fa�con plus pr�ecise, le foncteur nerf induit une �equivalence de cat�egoriesW�1CatCat �!W�1b� b� :(Voir par exemple [T1].) (En revanche, contrairement au foncteur de r�ealisation topolo-gique, le foncteur de r�ealisation cat�egorique n'est pas compatible aux �equivalences faibles.)Ainsi, on dispose de plusieurs cat�egories, Top, b�, Cat, dont les objets peuvent servircomme \mod�eles" pour les types d'homotopie.1.2. La probl�ematique de Grothendieck et \l'hypoth�ese inspiratrice". Le d�e�que Grothendieck se pose dans \Pursuing Stacks" est de chercher toutes les cat�egories dontles objets sont des \mod�eles" pour les types d'homotopie. De fa�con plus pr�ecise, il s'agitde trouver tous les triplets (M;W;�), o�u M est une cat�egorie, W une partie de Fl(M), et� : M ! Hot un foncteur, tels que pour tout w 2 W , �(w) soit un isomorphisme, et telsque le foncteur e� :W�1M ! Hot, d�eduit de � par la propri�et�e universelle de la cat�egorielocalis�ee, soit une �equivalence de cat�egoriesM w������� W�1Muo e�Hot :Dans cette recherche, il est guid�e par ce qu'il appelle une \hypoth�ese inspiratrice" (\ins-piring assumption"), qui n'est jamais formellement utilis�ee, mais sert uniquement commesource d'intuitions :\La cat�egorie des auto-�equivalences de Hot est �equivalente �a la cat�egorie ponctuelle".En d'autres termes : toute auto-�equivalence de Hot est isomorphe au foncteur identique,et le seul automorphisme du foncteur identique est l'identit�e.(1)En particulier, dans la situation ci-dessus, si �0 :M ! Hot est un deuxi�eme foncteurayant les mêmes propri�et�es que �, et si e��1 d�esigne un quasi-inverse de e�, le foncteur1L'argument qu'il donne en faveur de cette hypoth�ese parâ�t na��f. C'est essentiellement :\S'il y avait une auto-�equivalence non triviale de Hot, ou un automorphisme non identiquedu foncteur identique, j'en aurais entendu parler, ou j'aurais une id�ee pour en d�e�nirun". En r�ealit�e, c'est moins na��f qu'il n'y parâ�t. L'hypoth�ese inspiratrice n'est pas uneconjecture. Ce que cet argument pr�etend est que s'il y avait un contre-exemple, il seraithautement non constructif et non canonique, �a coups d'axiomes du choix. Ainsi, pour desfoncteurs, ou morphismes de foncteurs, construits explicitement, il y a toute chance qu'ellesoit satisfaite. L'hypoth�ese inspiratrice nous incite alors �a chercher une preuve directe.3



e�0e��1 : Hot ! Hot est une auto-�equivalence de Hot, et l'hypoth�ese inspiratrice impliqueque ce foncteur est canoniquement isomorphe au foncteur identique, et par suite que lesfoncteurs e� et e�0 sont canoniquement isomorphes, et � et �0 aussi. On peut donc se li-miter �a chercher les couples (M;W ), tels que la cat�egorie W�1M soit �equivalente �a Hot.Grothendieck appelle mod�elisateur homotopique, ou plus simplement mod�elisateur, un telcouple.Modulo l'hypoth�ese inspiratrice, la question de d�epart se r�eduit donc �a la recherche detous les mod�elisateurs. Bien entendu, Grothendieck n'arrivera pas �a donner une reponsecompl�ete �a une question aussi g�en�erale, voire na��ve. N�eanmoins, moyennant quelques hypo-th�eses restrictives, il arrive, de fa�con assez stup�e�ante, �a donner une caract�erisation, dansle cas o�u M est une cat�egorie de pr�efaisceaux bA sur une petite cat�egorie A. Il dit alors quebA est un mod�elisateur �el�ementaire et A une cat�egorie test. Les mod�elisateurs �el�ementairesg�en�eralisent le mod�elisateur bien connu ( b�;Wb�) des ensembles simpliciaux.1.3. La d�e�nition toposique de Hot. Pour la d�e�nition même de la cat�egorie homoto-pique Hot, Grothendieck ne choisit pas la version classique. Il n'aime pas trop les m�e-thodes simpliciales, et se m�e�e des espaces topologiques. Son mod�elisateur pr�ef�er�e est(Cat;WCat), et son inspiration toposique. Il d�e�nit donc les �equivalences faibles dans Catcomme �etant les foncteurs u : A ! B, entre petites cat�egories, tels que le morphismede topos (u�; u�) : bA ! bB (o�u u� d�esigne le foncteur image inverse de pr�efaisceauxF 7! u�(F ) = Fu, F 2 Ob( bB), et u� son adjoint �a droite) soit une �equivalence d'Artin-Mazur. Un morphisme de topos  : X ! Y est une �equivalence d'Artin-Mazur si pourtout m � 0, le morphisme Hm(Y;F) �! Hm(X; �(F)) ;induit par  , est un isomorphisme, pour tout faisceau localement constant F sur Y , d'en-sembles si m = 0, de groupes si m = 1, de groupes ab�eliens si m � 2. Il note W1 lapartie de Fl(Cat) form�ee des �equivalences faibles ainsi d�e�nies, et il a�rme (sans preuve,puisqu'il n'utilise jamais formellement ce r�esultat) que W1 =WCat, autrement dit, que sad�e�nition co��ncide avec la d�e�nition classique.(2) Ainsi, il d�e�nit la cat�egorie homotopiqueHot comme �etant la cat�egorie localis�ee W�11 Cat.2Une d�emonstration d�etaill�ee de ce fait est expos�ee dans [M]. L'id�ee de la d�emonstrationest de comparer l'espace classi�ant jN(A)j, r�ealisation topologique du nerf d'une petite ca-t�egorie A, �a son topos classi�ant bA. Pour cela, on d�e�nit un morphisme de topos, fonctorielen A, T (jN(A)j) �! bA ;o�u pour tout espace topologique X, T (X) d�esigne le topos des faisceaux d'ensembles surX, et on d�emontre que ce morphisme est une �equivalence d'Artin-Mazur. Ensuite, onmontre que pour tout espace topologique \gentil" X, par exemple un CW-complexe, lesespaces de cohomologie du topos T (X) et de l'espace topologique X sont canoniquementisomorphes. En�n, un th�eor�eme de Whitehead donne une caract�erisation cohomologiquedes �equivalences faibles topologiques, analogue �a la d�e�nition des �equivalences d'Artin-Mazur (les conditions sur le �0 et le �1 �etant �equivalentes aux conditions sur le H0 et4



Ensuite, il v�eri�e que W1 satisfait �a un certain nombre de propri�et�es formelles destabilit�e (d�ej�a d�emontr�ees par Quillen pourWCat [Q]), dont la plus importante correspondau th�eor�eme A de Quillen :Si u : A! B est un morphisme de Cat tel que, pour tout objet b de B, u=b : A=b! B=bsoit dans W1, alors u est dans W1.La cat�egorie A=b est la cat�egorie dont les objets sont les couples (a; p : u(a)! b), o�u a estun objet deA et p un morphisme deB, et u=b est le foncteur (a; p) 7! (u(a); p), induit par u.Dans le contexte toposique adopt�e par Grothendieck, ce r�esultat est extrêmement naturel,et sa d�emonstration est directe. En e�et, si  : X ! Y est un morphisme de topos, on ditque  est asph�erique si pour tout objet y de Y , le morphisme de topos  =y : X=y ! Y=y,induit par  , est une �equivalence d'Artin-Mazur. Un argument cohomologique standardmontre que pour v�eri�er l'asph�ericit�e de  , on peut se limiter �a des y appartenant �a unefamille g�en�eratrice du topos Y . En particulier, si u : A ! B est un morphisme de Cat etsi X = bA, Y = bB, et  = (u�; u�), comme les objets de B forment une famille g�en�eratricedu topos Y , pour montrer que  est asph�erique, il su�t de v�eri�er que pour tout objet bde B, X=b = bA=b 'dA=b �!dB=b ' bB=b = Y=best une �equivalence d'Artin-Mazur, autrement dit, que A=b ! B=b est dans W1. Ainsi,cette derni�ere condition implique l'asph�ericit�e du morphisme de topos  : X ! Y , et enparticulier, en prenant l'objet �nal de Y = bB, on en d�eduit que bA! bB est une �equivalenced'Artin-Mazur, autrement dit que u : A ! B est dans W1, ce qui prouve le th�eor�eme Ade Quillen dans ce cadre.1.4. Les cat�egories test. Les �equivalences d'Artin-Mazur permettent de d�e�nir unenotion d'�equivalence faible pour les morphismes d'un topos. SoientX un topos et ' : x! x0un morphisme de X. On dit que ' est une �equivalence faible de X si le morphisme de toposX=x ! X=x0, induit par ', est une �equivalence d'Artin-Mazur. En particulier, si A estune petite cat�egorie et X = bA est le topos des pr�efaisceaux sur A, un morphisme depr�efaisceaux ' : F ! F 0 est une �equivalence faible de bA si le morphisme de toposdA=F ' bA=F = X=F �! X=F 0 = bA=F 0 ' dA=F 0le H1 non ab�elien), ce qui permet d'a�rmer qu'une application continue f : X ! Yentre CW-complexes est une �equivalence faible topologique si et seulement si le morphismecorrespondant de topos T (X) ! T (Y ), d�e�ni par les foncteurs image inverse et imagedirecte de faisceaux, est une �equivalence d'Artin-Mazur. On termine la d�emonstration,grâce �a une propri�et�e du type \deux sur trois" pour les �equivalences d'Artin-Mazur, enconsid�erant, pour un morphisme A ! B de Cat, le carr�e commutatif de morphismes detopos T (jN(A)j) wu bAuT (jN(B)j) w bB ;dont les �eches horizontales sont des �equivalences d'Artin-Mazur.5



est une �equivalence d'Artin-Mazur, autrement dit, si le foncteur A=F ! A=F 0, induit par', est dans W1. On note WbA la partie de Fl( bA) form�ee des �equivalences faible de bA. Sil'on note iA : bA ! Cat le foncteur associant �a un pr�efaisceau F la cat�egorie A=F , et �aun morphisme de pr�efaisceaux ' : F ! F 0 le foncteur A=F ! A=F 0, induit par ', alorsWbA = i�1A (W1).La question que Grothendieck se pose est de savoir quand est-ce que ( bA;WbA) est unmod�elisateur, autrement dit, quand est-ce que la cat�egorie localis�ee W�1bA bA est �equivalente�a la cat�egorie homotopique Hot. Dans l'esprit de l'hypoth�ese inspiratrice, il se demandeplutôt quand est-ce que le foncteur �{A : W�1bA bA ! W�11 Cat = Hot, induit par iA, est une�equivalence de cat�egories. Il est alors tent�e d'appeler une telle cat�egorie A cat�egorie test.En fait, la terminologie qu'il adoptera en d�e�nitive pour cette notion sera celle de pseudo-cat�egorie test. En e�et, il constate qu'il est extrêmement di�cile de trouver des crit�erespour caract�eriser les cat�egories satisfaisant �a cette propri�et�e, et dans sa philosophie, unepropri�et�e di�cile �a tester ne constitue pas une \bonne notion". D'autre part, le foncteuriA admet un adjoint �a droitei�A : Cat �! bA ; C 7! �a 7! HomCat(A=a;C)� ;qui ne respecte pas forcement les �equivalences faibles. Il est alors assez tentant d'appelercat�egorie test une pseudo-cat�egorie test telle que i�A(W1) � WbA. D'autant plus, queGrothendieck d�emontre qu'alors le foncteur �{�A : Hot = W�11 Cat ! W�1bA bA, induit par i�A,est une �equivalence de cat�egories quasi-inverse de �{A, et il trouve un crit�ere tr�es simplepour qu'une petite cat�egorie A satisfasse �a ces conditions. Pour cela, il faut et il su�tque pour toute petite cat�egorie C admettant un objet �nal, le pr�efaisceau i�A(C) soitasph�erique (on dit qu'un pr�efaisceau F sur A est asph�erique si l'unique foncteur de lacat�egorie iA(F ) = A=F vers la cat�egorie ponctuelle est dans W1). Finallement, une tellecat�egorie A sera appel�ee cat�egorie test faible, et bA un mod�elisateur �el�ementaire faible. Ene�et, Grothendieck observe que cette notion n'est pas locale, dans le sens que si A estune cat�egorie test faible, il n'en est pas n�ecessairement de même pour A=a, a 2 Ob(A).Ainsi, il appelle cat�egorie test locale une petite cat�egorie A telle que pour tout objet ade A, A=a soit une cat�egorie test faible. En�n, il dit que A est une cat�egorie test , etque bA est un mod�elisateur �el�ementaire, si A est �a la fois une cat�egorie test locale et unecat�egorie test faible. Ce sont les notions de cat�egorie test locale et de cat�egorie test quis'av�erent être les plus importantes. De plus, ces cat�egories admettent des caract�erisations�etonnamment simples. Si on note �1 la cat�egorie correspondant �a l'ensemble ordonn�ef0 � 1g, alors pour qu'une petite cat�egorie A soit une cat�egorie test locale, il faut et ilsu�t que le pr�efaisceau i�A(�1) (qui est l'objet de Lawvere du topos bA, repr�esentant lefoncteur F 7! fsous-objets de Fg) soit localement asph�erique (on dit qu'un pr�efaisceau Fsur A est localement asph�erique si pour tout objet a de A, la restriction de F �a A=a est unpr�efaisceau asph�erique sur A=a). De plus, une cat�egorie test locale est une cat�egorie testsi et seulement si l'unique foncteur de A vers la cat�egorie ponctuelle est dans W1 (on ditalors que A est asph�erique). La derni�ere (et plus forte) variante de cat�egorie test, introduitepar Grothendieck, est celle de cat�egorie test stricte. C'est une cat�egorie test A telle que6



le foncteur iA : bA ! Cat soit compatible aux produits �nis, �a �equivalence faible pr�es.On dit alors que la cat�egorie des pr�efaisceaux bA est un mod�elisateur �el�ementaire strict.Grothendieck d�emontre que la cat�egorie des simplexes � est une cat�egorie test stricte, etcelle des ensembles simpliciaux b� un mod�elisateur �el�ementaire strict.1.5. Les foncteurs test. Les foncteurs test g�en�eralisent, dans le cadre des cat�egoriestest, le foncteur nerf de la th�eorie simpliciale. Si A est une cat�egorie test faible, on aimeraitappeler foncteur test faible un foncteur i : A ! Cat tel que si on note i� le foncteuri� : Cat �! bA ; C 7�! �a 7! HomCat(i(a); C)� ;on ait i�(W1) � WbA et le foncteur �{� : Hot = W�11 Cat ! W�1bA bA, induit par i�, soitune �equivalence de cat�egories. Par exemple, le foncteur a 7! A=a satisfait �a ces propri�et�es,puisque alors i� est le foncteur i�A, d�ej�a consid�er�e, et aussi, si A est la cat�egorie des simplexes�, le foncteur d'inclusion i :� ,! Cat, puisqu'alors i� est le foncteur nerf N . N�eanmoins,il n'y a pas de caract�erisation simple des foncteurs satisfaisant �a ces propri�et�es. Cependant,on remarque que si le foncteur i est pleinement �d�ele, alors ces conditions impliquent quepour tout objet a de A, la cat�egorie i(a) est asph�erique. Grothendieck ajoute cette derni�erecondition �a la d�e�nition d'un foncteur test faible, et il obtient ainsi une notion ais�ementcaract�erisable.Plus pr�ecis�ement, il d�e�nit un foncteur test faible comme �etant un foncteur i : A! Cat,d'une cat�egorie test faible A vers la cat�egorie des petites cat�egories, tel que pour tout objeta de A, i(a) soit une cat�egorie asph�erique, et tel que i�(W1) � WbA. Il d�emontre qu'alorsle foncteur �{� : Hot = W�11 Cat ! W�1bA bA, induit par i�, est une �equivalence de cat�egories,quasi-inverse de �{A (ce qui est conforme �a \l'hypoth�ese inspiratrice"), et il obtient la ca-ract�erisation suivante. Soient A une cat�egorie test faible, et i : A ! Cat un foncteur telque pour tout objet a de A, la cat�egorie i(a) soit asph�erique. Alors les deux conditionssuivantes sont �equivalentes :i) i est un foncteur test faible ;ii) pour toute petite cat�egorie asph�erique C, le pr�efaisceau i�(C) est asph�erique.Ensuite, il d�e�nit un foncteur test local comme �etant un foncteur i : A ! Cat, de sourceune cat�egorie test locale, tel que pour tout objet a de A, le foncteur A=a ! Cat, induitpar i, soit un foncteur test faible, et il obtient la caract�erisation suivante. Soient A unepetite cat�egorie arbitraire, et i : A ! Cat un foncteur tel que pour tout objet a de A, lacat�egorie i(a) soit asph�erique. Alors les deux conditions suivantes sont �equivalentes :i) A est une cat�egorie test locale et i un foncteur test locale ;ii) pour toute petite cat�egorie asph�erique C, le pr�efaisceau i�(C) est localement asph�e-rique.De plus, si pour tout objet a de A, la cat�egorie i(a) poss�ede un objet �nal (ce qui est unecondition su�sante d'asph�ericit�e), alors ces deux conditions sont aussi �equivalentes �a lacondition suivante :iii) i�(�1) est un pr�efaisceau localement asph�erique.7



Cette derni�ere condition est en g�en�erale tr�es facile �a v�eri�er, et cette caract�erisation est unoutil puissant pour trouver des cat�egories test locales, et des foncteurs test locaux. En�n,il d�emontre que si A est une cat�egorie test et i : A! Cat un foncteur test local, alors i estaussi un foncteur test faible. On dit alors que i est un foncteur test.1.6. Les localisateurs fondamentaux. Apr�es avoir obtenu une grande partie de sesr�esultats sur les cat�egories et les foncteurs test, Grothendieck constate que ses d�emons-trations n'utilisent pas la d�e�nition même de W1, mais seulement quelques propri�et�esformelles, faciles �a d�egager, de cette classe de �eches. Ces propri�et�es de stabilit�e sont leth�eor�eme A de Quillen, d�ej�a mentionn�e, une condition de saturation faible, et le fait que siune petite cat�egorie admet un objet �nal, alors elle est asph�erique. Ainsi, il reprend toutela th�eorie en adoptant un point de vue axiomatique, le point de d�epart �etant une partieW de Fl(Cat), appel�ee localisateur fondamental, satisfaisant �a ces propri�et�es formelles.De fa�con plus pr�ecise, un localisateur fondamental est une partie W de Fl(Cat) satis-faisant aux conditions suivantes :La) (Saturation faible.) Les identit�es sont dans W. Si deux des trois �eches d'untriangle commutatif sont dans W, il en est de même pour la troisi�eme. Si un morphisme ide Cat admet une r�etraction r telle que ir soit dans W, alors i est dans W.Lb) (Objet �nal.) Si A est une petite cat�egorie admettant un objet �nal, alors l'uniquefoncteur de A vers la cat�egorie ponctuelle est dans W.Lc) (Th�eor�eme A de Quillen.) Si u : A ! B est un morphisme de Cat tel que pourtout objet b de B, u=b : A=b! B=b soit dans W, alors u est dans W.Grothendieck reprend donc, dans ce cadre, la th�eorie des cat�egories et foncteurs test, enintroduisant la cat�egorie homotopique relative �a W, HotW = W�1Cat, et les notions deW-cat�egories test, deW-cat�egories test faibles ou locales, deW-foncteurs test, etc. Il v�eri�equ'on obtient les mêmes r�esultats, avec les mêmes d�emonstrations.L'avantage de cette approche axiomatique est d'une part, sa grande clart�e, et d'autrepart, le fait qu'elle s'applique �a d'autres contextes que celui de la cat�egorie homotopiqueclassique. Elle s'applique, en particulier, en homotopie rationnelle, et plus g�en�eralement, �atoute sorte d'�equivalences faibles d�e�nies par des conditions cohomologiques. Grothendieckpropose de consid�erer les localisateurs fondamentaux W, d�e�nis exactement comme W1,mais en rempla�cant les �equivalences d'Artin-Mazur par d'autres classes de morphismes detopos, d�e�nies par des conditions cohomologiques. Par exemple, si k d�esigne un anneaucommutatif (on pense plus particuli�erement �a k = Z; Z=nZ; Q), on peut demander que lemorphisme de topos  : X ! Y induise un isomorphisme sur la cohomologie �a coe�cientsdans k, ou �a coe�cients dans un k-module arbitraire, ou dans les faisceaux localementconstants de k-modules. On peut varier en prenant une famille d'anneaux ki, ou une famillede groupes commutatifs constants, par exemple Z=nZ, pour n premier �a un ensemble denombres premiers, conditions qu'on peut �eventuellement combiner avec des conditions surla 1-cohomologie non-ab�elienne �a coe�cients dans des faisceaux localement constants degroupes . . .Tous ces localisateurs fondamentaux satisfont �a une version relative du th�eor�eme Ade Quillen : 8



LC) Si A wu� BAADCest un morphisme de Cat, au dessus d'une petite cat�egorie C, et si pour tout objet c de C,le foncteur u=c : A=c! B=c induit par u est dans W, alors u est dans W.Un localisateur fondamental fort est un localisateur fondamental satisfaisant �a cette con-dition (qui implique la condition Lc). Cette hypoth�ese plus forte sur W est utile pourcertains r�esultats plus �ns que la simple caract�erisation des cat�egories et foncteurs test.Elle sert, par exemple, pour d�emontrer que l'image directe d'une �equivalence faible depr�efaisceaux par un monomorphisme est une �equivalence faible, ou pour montrer que laclasse form�ee des �equivalences faibles de pr�efaisceaux, qui sont des monomorphismes, eststable par images directes et compos�es trans�nis. Elle sert aussi pour �etablir l'existencedes colimites homotopiques, et plus g�en�eralement, des extensions de Kan homotopiques.Dans \Pursuing Stacks", Grothendieck conjecture que W1 est le plus petit localisateurfondamental fort. Cette conjecture, permettant une caract�erisation purement axiomatiquede W1, est d�emontr�ee par Denis-Charles Cisinski, dans l'appendice B.1.7. Plan du livre. La suite de cet ouvrage est logiquement ind�ependante de cette intro-duction. Le paragraphe 2 est consacr�e �a l'�etude des localisateurs fondamentaux, de leurspropri�et�es �el�ementaires, et des notions qui en d�ecoulent. On d�emontre qu'un localisateurfondamental est stable par le foncteur \passage �a la cat�egorie oppos�ee". On introduit eton �etudie les notions de foncteur asph�erique ou coasph�erique (entre petites cat�egories). Ond�emontre qu'un adjoint �a gauche (resp. �a droite) est asph�erique (resp. coasph�erique), etqu'une co�bration (resp. �bration) �a �bres asph�eriques est un foncteur asph�erique (resp.coasph�erique). Un lemme \�a la Mayer-Vietoris" est �etabli. Les exemples triviaux de loca-lisateurs fondamentaux sont pr�esent�es.Dans le paragraphe 3, on d�e�nit les �equivalences faibles et les morphismes asph�e-riques de pr�efaisceaux, et on introduit la notion de pr�efaisceau asph�erique et localementasph�erique. Une caract�erisation des foncteurs asph�eriques en termes de pr�efaisceaux estd�emontr�ee, et une version pr�efaisceautique du lemme de \Mayer-Vietoris" est �etablie.Dans le paragraphe 4, on d�e�nit la cat�egorie homotopique relative �a un localisateurfondamental, et on introduit les notions de pseudo-cat�egorie test et de cat�egorie test faible.Plusieurs caract�erisations des cat�egories test faibles sont pr�esent�ees.Le paragraphe 5 est consacr�e aux \outils homotopiques". On introduit les notions desegment, segment s�eparant, et on d�e�nit la relation d'homotopie relative �a un ensemblede segments et les notions associ�ees d'homotopisme et d'objet contractile. On �etablit le\lemme d'homotopie" qui relie les notions d'homotopie et d'�equivalence faible. On pr�esentel'exemple du segment de Lawvere, crucial pour la suite. On termine par l'�etude de larelation d'homotopie dans la cat�egorie des petites cat�egories.Dans le paragraphe 6, on introduit les notions importantes de cat�egorie test locale etcat�egorie test, et on en donne plusieurs caract�erisations. On �etablit une condition su�santepour qu'une petite cat�egorie, admettant des produits �nis, soit une cat�egorie test, ce qui9



permet de pr�esenter une multitude d'exemples. On termine en d�emontrant que la cat�egoriedes simplexes est une cat�egorie test.Dans le paragraphe 7, on �etudie la variante la plus forte de cat�egorie test, celle decat�egorie test stricte. Dans ce but, on introduit la notion de petite cat�egorie totalementasph�erique, caract�eris�ee par plusieur conditions �equivalentes, une cat�egorie test stricte�etant une cat�egorie test qui est totalement asph�erique. On constate que les exemples decat�egories test du paragraphe pr�ec�edent sont en fait des cat�egories test strictes, et onpr�esente des exemples de cat�egories test qui ne sont pas strictes. On d�e�nit le concept decontracteur, cas particulier de cat�egorie test stricte, et on d�emontre que la cat�egorie dessimplexes est un contracteur.Le paragraphe 8 est consacr�e �a l'�etude des foncteurs test. On introduit la notion defoncteur asph�erique d'une petite cat�egorie vers la cat�egorie des petites cat�egories (notion �ane pas confondre avec celle de foncteur asph�erique entre petites cat�egories), et on en donneplusieurs caract�erisations. On en d�eduit les notions de foncteur test faible, de foncteurtest local et de foncteur test, ainsi que des caract�erisations de ces foncteurs. On pr�esenteplusieurs exemples de foncteurs test, dont l'inclusion de la cat�egorie des simplexes dansla cat�egorie des petites cat�egories, ce qui permet de retrouver la th�eorie du foncteur nerf.En�n, on montre que la sous-cat�egorie de la cat�egorie des simplexes, ayant les mêmesobjets, et comme morphismes les applications strictement croissantes, est une cat�egorietest faible, mais n'est pas une cat�egorie test.Dans le paragraphe 9, on introduit le concept de localisateur fondamental fort, et onpr�esente plusieurs d�e�nitions �equivalentes. On d�emontre que la cat�egorie homotopique cor-respondante admet des produits �nis, des sommes �nies, et que le foncteur de localisationy commute.Le but principal du paragraphe 10 est de prouver que, pour un localisateur fondamen-tal fort, l'image directe d'une �equivalence faible de pr�efaisceaux par un monomorphisme estune �equivalence faible, et que la classe form�ee des �equivalences faibles de pr�efaisceaux, quisont des monomorphismes, est stable par images directes et compos�es trans�nis. Pour cela,on utilise de fa�con essentielle la \construction de Grothendieck", associant �a un foncteur, �avaleurs dans la cat�egorie des petites cat�egories, une cat�egorie co�br�ee, qui est la \2-limiteinductive" de ce foncteur. Cette construction est rappel�ee en d�etails.Le paragraphe 11 est consacr�e aux extensions de Kan homotopiques. �Etant donn�eun localisateur fondamental fort W, on associe �a toute petite cat�egorie I, la cat�egorieD(I), localis�ee de la cat�egorie des foncteurs de I vers la cat�egorie des petites cat�egories,relativement �a la classe des morphismes de foncteurs qui sont dans W, argument parargument. Pour tout foncteur u : I ! J , on en d�eduit un foncteur image r�eciproqueu� : D(J)! D(I), induit par la composition par u. Une extension de Kan homotopique estun adjoint �a gauche ou �a droite de u�. On d�emontre l'existence d'un adjoint �a gauche, eng�en�eralisant une construction de Thomason [T2] des colimites homotopiques. �A l'aide decet adjoint �a gauche, on caract�erise les �el�em�ent de W, ainsi que les foncteurs asph�eriques.Dans le paragraphe 12, on introduit une classe remarquable de foncteurs entre pe-tites cat�egories, les morphismes propres, ainsi que la notion duale de morphisme lisse. Ond�emontre des propri�et�es de stabilit�e, et on en donne plusieurs caract�erisations. En uti-10



lisant les propri�et�es des morphismes propres, on trouve une nouvelle caract�erisation desmorphismes coasph�eriques. En�n, on d�emontre des th�eor�emes de changement de base, pourles morphismes propres ou lisses, analogues �a ceux de la g�eom�etrie alg�ebrique.Cet ouvrage comporte deux appendices par Denis-Charles Cisinski. Dans le premier,il d�emontre que la cat�egorie des cubes, ou cat�egorie cubique, est une cat�egorie test, ce queGrothendieck a�rme sans preuve dans \Pursuing Stacks". Dans le deuxi�eme, il prouve laconjecture de Grothendieck a�rmant que W1 est le plus petit localisateur fondamentalfort. Par ailleurs, il donne une autre caract�erisation axiomatique de W1, bas�ee sur leth�eor�eme B de Quillen. R�ef�erences[GZ] P. Gabriel, M. Zisman, \Calculus of fractions and homotopy theory", Ergebnisse der Mathematik, vol. 35,Springer-Verlag, 1967.[M] I. Moerdijk,\Classifying Spaces and Classifying Topoi", LectureNotes in Mathematics 1616, Springer-Verlag,1995.[PS] A. Grothendieck, \Pursuing Stacks", 1983.[Q] D. G. Quillen, Higher Algebraic K-Theory I, LNM 341, Springer-Verlag, 1973, pp. 85-147.[T1] R. W. Thomason, Cat as a closed model category, Cahiers de Top. et G�eom. Di�. Cat., 21, 3, pp. 305-324,1980.[T2] R. W. Thomason, Homotopy colimits in the category of small categories, Math. Proc. Camb. Phil. Soc.,85, pp. 91-109, 1979.
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Les localisateurs fondamentaux.2.1. Soit M une cat�egorie. On dit qu'une partie W de Fl(M) est faiblement satur�ee si :a) Les identit�es sont dans W .b) Si deux des trois �eches d'un triangle commutatif sont dans W , il en est de mêmepour la troisi�eme.c) Si i : X 0 ! X et r : X ! X 0 sont deux morphismes de M tels que ri = 1X0, et siir est dans W , il en est de même pour r (donc aussi pour i en vertu de (a) et (b)).Il r�esulte de (a) et (c) que les isomorphismes sont dans W .On dit qu'un morphisme u : A! B de M est universellement dans W si :i) u est quarrable (autrement dit, pour tout morphisme B0 ! B, le produit �br�eB0 �B A est repr�esentable dans M);ii) pour tout carr�e cart�esien A0 wuu0 Au uB0 w B ;le morphisme u0 est dans W .2.2. Notons Cat la cat�egorie des petites cat�egories, et e un objet �nal de Cat (une ca-t�egorie ayant un seul objet, et l'identit�e de cet objet comme seul morphisme). On appellelocalisateur fondamental une partie W de Fl(Cat) satisfaisant aux conditions suivantes :La) La partie W de Fl(Cat) est faiblement satur�ee.Lb) Si A est une petite cat�egorie admettant un objet �nal, alors A! e est dans W.Lc) Si u : A! B est un morphisme de Cat tel que pour tout objet b de B,u=b : A=b �! B=bsoit dans W, alors u est dans W.On rappelle que A=b d�esigne la cat�egorie dont les objets sont les couples (a; p : u(a) ! b),o�u a est un objet de A et p un morphisme de B, un morphisme de (a; p) dans un deuxi�emeobjet (a0; p0) de A=b �etant un morphisme f : a! a0 de A tel que p = p0u(f). Le morphismeu=b est le foncteur induit par u.Les �el�ements de W sont appel�es des W-�equivalences, ou des �equivalences faibles. Ondit qu'un morphisme u : A! B de Cat est W-asph�erique, ou plus simplement asph�erique,si, pour tout oblet b de B, u=b : A=b! B=b est une �equivalence faible. La condition (Lc)ci-dessus peut donc s'�enoncer : un morphisme asph�erique de Cat est une �equivalence faible.On dit qu'une petite cat�egorie A est W-asph�erique, ou plus simplement asph�erique, si lefoncteur A ! e est asph�erique, ou de fa�con �equivalente une �equivalence faible. La condition(Lb) a�rme donc qu'une petite cat�egorie admettant un objet �nal est asph�erique.12



Proposition 2.3. Soit u : A! B un morphisme de Cat.a) Le foncteur u est asph�erique si et seulement si, pour tout objet b de B, la cat�egorieA=b est asph�erique.b) Si u est universellement dans W, alors u est asph�erique.D�emonstration. Pour tout objet b de B, la cat�egorie B=b admet un objet �nal (b; 1b). Ilr�esulte donc des conditions (La) et (Lb) que u=b : A=b ! B=b est une �equivalence simplesi et seulement si A=b ! e l'est, ce qui prouve l'assertion (a). L'assertion (b) r�esulte del'observation que le carr�e A=b wuu=b Au uB=b w B ;o�u les �eches horizontales d�esignent les foncteurs canoniques, est cart�esien.Proposition 2.4. Soit A une petite cat�egorie. Les conditions suivantes sont �equivalentes :a) A! e est une �equivalence faible ;b) A! e est asph�erique (autrement dit A est asph�erique) ;c) A! e est universellement dans W.D�emonstration. L'�equivalence de (a) et (b) est �evidente. L'implication (c)) (b) r�esultede la proposition 2.3, (b). Montrons que (a) implique (c). Il s'agit de montrer que, pourtoute petite cat�egorie B, pr2 : A � B ! B est une �equivalence faible. En vertu de (Lc)et de la proposition 2.3, (a), il su�t de montrer que, pour tout objet b de B, la cat�egorie(A�B)=b est asph�erique. Or, on a un isomorphisme de cat�egories (A�B)=b ' A� (B=b),et comme par hypoth�ese A est asph�erique, il su�t, en vertu de (La), de montrer quepr1 : A � B=b ! A est une �equivalence faible. En vertu de (Lc) et de la proposition 2.3,(a), il su�t donc de montrer que, pour tout objet a de A, (A � B=b)=a est asph�erique.Comme (A � B=b)=a ' A=a � B=b, cela r�esulte de (Lb), puisque A=a � B=b admet unobjet �nal.Corollaire 2.5. Le produit de deux petites cat�egories asph�eriques est asph�erique.D�emonstration. Soient A et B deux petites cat�egories asph�eriques. En vertu de la propo-sition 2.4, la deuxi�eme projection A � B ! B est une �equivalence faible, donc par (La)A�B ! e est une �equivalence faible, ce qui prouve le corollaire.Corollaire 2.6. Soient u : A ! B, u0 : A0 ! B0 deux morphismes asph�eriques de Cat.Alors le foncteur u� u0 : A�A0 ! B �B0 est asph�erique.D�emonstration. Il s'agit de montrer que, pour tout objet (b; b0) de B � B0, la cat�ego-rie (A � A0)=(b; b0) est asph�erique. Or, (A � A0)=(b; b0) est canoniquement isomorphe �a(A=b) � (A0=b0), et par hypoth�ese, A=b et A0=b0 sont asph�eriques. L'assertion r�esulte doncdu corollaire 2.5. 13



Lemme 2.7. Soit A u! B v! C un couple de morphismes composables de Cat. Si u estasph�erique, pour tout objet c de C, le morphisme u=c : A=c ! B=c induit par u estasph�erique.D�emonstration. On v�eri�e aussitôt que pour tout objet (b; p : v(b) ! c) de B=c lacat�egorie (A=c)=(b; p) est canoniquement isomorphe �a A=b, qui est asph�erique, puisque uest asph�erique, ce qui prouve que u=c est asph�erique.Proposition 2.8. Soit A u! B v! C un couple de morphismes composables de Cat. Si uest asph�erique, vu est asph�erique si et seulement si v l'est.D�emonstration. Pour tout objet c de C, on a un triangle commutatifA=c wu=cAAAACvu=c B=c����� v=cC=cet, en vertu du lemme 2.7, u=c est asph�erique et en particulier une �equivalence faible (Lc).On en d�eduit (La) que v=c est une �equivalence faible si et seulement si vu=c l'est, ce quiprouve que v est asph�erique si et seulement si vu l'est.Proposition 2.9. Soit u : A ! B un morphisme de Cat. Si u admet un adjoint �a droitealors u est asph�erique.D�emonstration. Soit v un adjoint �a droite de u. La bijection fonctorielleHomB(u(a); b)) ' HomA(a; v(b)); a 2 Ob(A); b 2 Ob(B)implique que, pour tout objet b de B, la cat�egorie A=b est isomorphe �a la cat�egorie A=v(b),qui admet un objet �nal. On en d�eduit que A=b est asph�erique, ce qui prouve la proposition.Corollaire 2.10. Une �equivalence de petites cat�egories est asph�erique.Corollaire 2.11. Une petite cat�egorie A admettant un objet initial est asph�erique.D�emonstration. Soient pA : A ! e l'unique foncteur de A dans l'objet �nal de Cat, etsA : e ! A le foncteur associant �a l'unique objet de e un objet initial de A. On v�eri�eaussitôt que pA est un adjoint �a droite de sA. On en d�eduit que sA est asph�erique (2.9),donc une �equivalence faible (Lc). Comme pAsA = 1e, il r�esulte de (La) que pA est une�equivalence faible, ce qui prouve l'assertion.2.12. Soit u : A ! B un foncteur. On rappelle que la �bre de u au dessus d'un objetb de B est la sous-cat�egorie (non pleine) Ab de A dont les objets sont les objets a de Atels que u(a) = b et dont les morphismes sont les morphismes f de A tels que u(f) = 1b.Soit c : a! a0 un morphisme de A. On dit que c est cocart�esien (relativement �a u, ou au14



dessus de B) si, pour tout morphisme f : a! a00 tel que u(f) = u(c), il existe un uniquemorphisme g : a0 ! a00 tel que u(g) = 1u(a0) et f = gc.a00a wc44444446f a0u gOn dit que u est une pr�eco�bration si, pour tout morphisme p : b! b0 de B et tout objet ade A au dessus de b (u(a) = b), il existe un morphisme cocart�esien c : a! a0 au dessus dep (u(c) = p). On dit que u est une co�bration si u est une pr�eco�bration et si le compos�ede deux morphismes cocart�esiens composables de A est un morphisme cocart�esien.Dualement, on dit qu'un morphisme de A est cart�esien (relativement �a u) si le mor-phisme correspondant de A� (cat�egorie oppos�ee de A) est cocart�esien (relativement �au� : A� ! B�). On dit que le foncteur u est une pr�e�bration (resp. une �bration) sile foncteur u� est une pr�eco�bration (resp. une co�bration).Lemme 2.13. Un foncteur u : A! B est une pr�eco�bration si et seulement si, pour toutobjet b de B, le foncteur canonique Ab ! A=b associant �a un objet a de la la �bre Ab deu au dessus de b l'objet (a; 1b) de A=b admet un adjoint �a gauche.La d�emonstration est laiss�ee au lecteur.Proposition 2.14. Soit u : A ! B un morphisme de Cat et supposons que u soit unepr�eco�bration et que, pour tout objet b de B, la �bre Ab de u au dessus de b soit asph�erique.Alors u est asph�erique.D�emonstration. En vertu du lemme pr�ec�edent, pour tout objet b de B, le foncteurib : Ab �! A=ba 7! (a; 1b)admet un adjoint �a gauche jb : A=b �! Ab :En vertu de la proposition 2.9, le foncteur jb est asph�erique, donc une �equivalence faible, etcomme Ab est asph�erique, il en est de même pour A=b, ce qui prouve que u est asph�erique.2.15. Soit A une cat�egorie. On d�e�nit une cat�egorie S(A) comme suit :Ob(S(A)) = Fl(A) ;et si f : a ! b et f 0 : a0 ! b0 sont deux objets de S(A), l'ensemble HomS(A)(f; f 0) estform�e des couples (g; h), g : a0 ! a, h : b! b0 tels que le diagramme :a wf bu ha0 wf 0ug b0 f 0 = hfg15



soit commutatif. L'identit�e de f est d�e�nie par 1f = (1a; 1b), et si(g; h) : f �! f 0 et (g0; h0) : f 0 �! f 00sont des morphismes de S(A),(g0; h0) � (g; h) = (gg0; h0h) :On d�e�nit deux foncteurs : A� S(A)u sA wtA Aen posant pour tout objet f de S(A) :sA(f) = source de f comme morphisme de A,tA(f) = but de f comme morphisme de A,et pour tout morphisme (g; h) de S(A),sA(g; h) = g ; tA(g; h) = h :On v�eri�e aussitôt queI : S(A) �! S(A�)f 7�! f ; f 2 Ob(S(A)) ;(g; h) 7�! (h; g) ; (g; h) 2 Fl(S(A)) ;d�e�nit un isomorphisme de cat�egories tel quesA�I = tA et tA�I = sA :Lemme 2.16. Pour toute cat�egorie A, les foncteurs sA : S(A) ! A� et tA : S(A) ! Asont des co�brations.D�emonstration.Montrons que tA est une co�bration. Soient h : b! b0 un morphisme deA et f : a! b un objet de S(A) tel que tA(f) = b. Notons h�(f) l'objet h�(f) = hf : a! b0de S(A) et c(h; f) le morphisme c(h; f) = (1a; h) : f ! h�(f) de S(A).auf au hfu 1a c(h; f) : f �! h�(f)b wh b0b wh b0 16



On a tA(c(h; f)) = h et on v�eri�e aussitôt que le morphisme c(h; f) est cocart�esien (relati-vement �a tA), ce qui prouve que tA est une pr�eco�bration. En remarquant que, pour toutmorphisme h0 : b0 ! b00 de A, on a(h0h)�(f) = h0hf = h0�(h�(f))et c(h0; h�(f))c(h; f) = (1a; h0)(1a; h) = (1a; h0h) = c(h0h; f) ;on en d�eduit que tA est une co�bration.En appliquant ce qui pr�ec�ede �a la cat�egorie oppos�ee, on en d�eduit que sA = tA�I estaussi une co�bration, ce qui prouve le lemme.Lemme 2.17.Pour toute petite cat�egorie A, les foncteurs sA : S(A)!A� et tA : S(A)!Asont asph�eriques.D�emonstration. On v�eri�e aussitôt que les �bres de sA et tA admettent un objet initial.L'assertion r�esulte alors du corollaire 2.11, du lemme 2.16 et de la proposition 2.14.2.18. Soit u : A ! B un foncteur. On en d�eduit un foncteurS(u) : S(A) �! S(B)f 7�! u(f) ; f 2 Ob(S(A)) ;(g; h) 7�! (u(g); u(h)) ; (g; h) 2 Fl(S(A)) ;rendant commutatif le diagramme suivant :(2:18:1) A�uu� S(A) wtAuS(u)u sA Au uB� S(B) wtBu sB B :Proposition 2.19. Soient u : A ! B un morphisme de Cat et u� : A� ! B� le foncteuroppos�e. Alors u est une �equivalence faible si et seulement si u� l'est.D�emonstration. Consid�eront le diagramme commutatif 2.18.1 ci-dessus. En vertu dulemme 2.17 et de (Lc), les morphismes tA, tB, sA et sB sont des �equivalences faibles. Enutilisant la propri�et�e de saturation (La), on en d�eduit que u est une �equivalence faible siet seulement si S(u) l'est, et S(u) est une �equivalence faible si et seulement si u� l'est, cequi prouve la proposition.Corollaire 2.20. Soit A une petite cat�egorie. Alors A est asph�erique si et seulement si lacat�egorie oppos�ee A� l'est.Corollaire 2.21. Soit u : A ! B un morphisme de Cat et supposons que u soit unepr�e�bration et que, pour tout objet b de B, la �bre Ab de u au dessus de b soit asph�erique.Alors u est une �equivalence faible.D�emonstration. Par d�e�nition, u est une pr�e�bration signi�e que u� : A� ! B� estune pr�eco�bration et comme, pour tout b 2 Ob(B), (A�)b = (Ab)�, l'assertion r�esulte ducorollaire 2.20, de la proposition 2.14, de (Lc) et de la proposition 2.19.17



Remarque 2.22. La situation parâ�t dissym�etrique. Cela vient du fait qu'on a privil�egi�eles foncteurs asph�eriques, ce qui correspond �a privil�egier la cohomologie par rapport �al'homologie. Pour r�etablir la sym�etrie, il su�t d'introduire la notion de foncteur coasph�e-rique. On dit qu'un morphisme u : A! B de Cat est W-coasph�erique, ou plus simplementcoasph�erique, si le morphisme u� : A� ! B� est asph�erique. Pour tout objet b de B, notonsbnA la cat�egorie dont les objets sont les couples (a; p : b ! u(a)), o�u a est un objet de Aet p un morphisme de B, un morphisme de (a; p) dans un deuxi�eme objet (a0; p0) de bnA�etant un morphisme f : a! a0 de A tel que le trianglebhhhhkp 44446p0u(a) wu(f) u(a0)soit commutatif. On a un isomorphisme canonique A�=b ' (bnA)� et le foncteurbnu : bnA ! bnB ;induit par u, s'identi�e au foncteur(u�=b)� : (A�=b)� ! (B�=b)� :Il r�esulte alors de la proposition 2.19 (resp. du corollaire 2.20 et de la proposition 2.3,(a)) que u : A ! B est coasph�erique si et seulement si, pour tout b 2 Ob(B), le foncteurbnu : bnA ! bnB est une �equivalence faible (resp. la cat�egorie bnA est asph�erique). En vertude (Lc) et de la proposition 2.19, un foncteur coasph�erique est une �equivalence faible. Envertu de la proposition 2.9, un foncteur admettant un adjoint �a gauche est coasph�erique.En�n, il r�esulte de la proposition 2.14 et du corollaire 2.20 que si u est une pr�e�bration �a�bres asph�eriques alors u est coasph�erique.2.23. Soit A une cat�egorie. On rappelle qu'un crible de A est une sous-cat�egorie pleineU de A telle que si a0 ! a est un morphisme de A, et si a est un objet de U , il en demême pour a0. Un cocrible de A est une sous-cat�egorie pleine F de A telle que F � soit uncrible de A�, autrement dit, si a ! a0 est un morphisme de A, et si a est un objet de F ,il en est de même pour a0. Si �1 d�esigne la cat�egorie correspondant �a l'ensemble ordonn�ef0 � 1g, alors pour tout foncteur u : A ! �1, u�1(0) (resp. u�1(1) ) est un crible (resp.un cocrible) de A et l'application :u 7�! u�1(0) ( resp. u 7�! u�1(1) )�etablit une bijection de la classe des foncteurs de A dans �1 sur la celle des cribles (resp.cocribles) de A.Proposition 2.24. Soient A une petite cat�egorie et U1, U2 deux cribles de A tels queA = U1 [ U2. Alors si U1, U2 et U1 \ U2 sont asph�eriques, il en est de même pour A.18



D�emonstration. Se donner un crible de A �equivaut �a se donner un foncteur A ! �1,le crible �etant l'image r�eciproque de 0. La donn�ee des cribles U1 et U2 de A �equivaut �ala donn�ee d'un foncteur A ! �1 ��1, et dire que A est la r�eunion des cribles U1 et U2�equivaut �a dire que ce foncteur se factorise par la sous-cat�egorieB = 8>><>>: (0; 1)(0; 0)���� (1; 0) 9>>=>>;de �1 ��1, et alors U1 ' A=(0; 1), U2 ' A=(1; 0) et U1 \ U2 ' A=(0; 0). L'hypoth�ese queU1, U2 et U1 \ U2 sont asph�eriques implique donc que le foncteur A ! B est asph�erique.Comme B admet un objet initial, il r�esulte du corollaire 2.11 que B est asph�erique. Ilr�esulte alors de (Lc) et (La) que A est asph�erique, ce qui prouve la proposition.Corollaire 2.25. Soient A une petite cat�egorie et F1, F2 deux cocribles de A tels queA = F1 [ F2. Alors si F1, F2 et F1 \ F2 sont asph�eriques, il en est de même pour A.D�emonstration. Le corollaire r�esulte, en vertu de 2.20, de la proposition 2.24, appliqu�ee�a la cat�egorie oppos�ee A�.Exemple 2.26. La classe Fl(Cat) de toutes les �eches de Cat est un localisateur fonda-mental appel�e localisateur fondamental trivial. On dit qu'un localisateur fondamental West non trivial si W 6= Fl(Cat).Proposition 2.27. Si le localisateur fondamental W n'est pas trivial, alors toute cat�egorieasph�erique est non vide.D�emonstration. En e�et, supposons que la cat�egorie vide ; soit asph�erique. Pour toutepetite cat�egorie C, le carr�e ; wu ;uC w e�etant cart�esien, il r�esulte de la proposition 2.4 que ; ! C est une �equivalence faible, ce quiimplique que la cat�egorie C est asph�erique. Ainsi, toute petite cat�egorie est asph�erique,et on en d�eduit, par la condition de saturation (La), que tout morphisme de Cat est une�equivalence faible, ce qui contredit la non trivialit�e de W.Exemple 2.28. La partie Wgr de Fl(Cat) form�ee du foncteur identique de la cat�egorievide, et de tous les foncteurs de source (donc aussi de but) une cat�egorie non vide estun localisateur fondamental. On dit qu'un localisateur fondamental W est grossier s'ilcontient Wgr . Il r�esulte imm�ediatement de la proposition 2.27 que les seuls localisateursfondamentaux grossiers sont Wgr et le localisateur fondamental trivial Fl(Cat).Exemple 2.29. La partie W1 de Fl(Cat) form�ee des �equivalences faibles usuelles de Catest un localisateur fondamental (B.13). 19



Les �equivalences faibles dans une cat�egorie de pr�efaisceaux.Dans ce paragraphe, on se �xe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.3.1. On se �xe une petite cat�egorie A. On note bA la cat�egorie des pr�efaisceaux d'ensemblessur A. Pour tout objet a de A, on note aussi a le pr�efaisceau x 7! HomA(x; a) repr�esent�epar a, et on identi�e A �a une sous-cat�egorie pleine de bA. On d�e�nit un couple de foncteurs :iA : bA �! Cat ; i�A : Cat �! bAF 7! A=F ; C 7! �a 7! HomCat(A=a;C)�et des morphismes de foncteurs :" : iAi�A �! 1Cat ; � : 1bA �! i�AiA :Pour toute petite cat�egorie C, le foncteur :"C : A=i�A(C) �! Cest d�e�ni par : (a;A=a v! C) 7�! v(a; 1a) ;et pour tout pr�efaisceau F et tout objet a de A, l'application :�F (a) : F (a) �! HomCat(A=a;A=F )est d�e�nie par : (a s! F ) 7�! (A=a s�! A=F ) ;o�u s� est d�e�ni par : (x; p : x! a) 7�! (x; sp : x! F ) :Proposition 3.2. Le couple des foncteurs (iA; i�A) forme un couple de foncteurs adjoints(le foncteur iA est adjoint �a gauche du foncteur i�A) et les morphismes de foncteurs(3:2:1) " : iAi�A �! 1Cat ; � : 1bA �! i�AiAsont les morphismes d'adjonction.La d�emonstration est laiss�ee au lecteur. 20



3.3. On dit qu'un morphisme de pr�efaisceaux sur A :' : F �! Gest une �equivalence faible ou W-�equivalence si le foncteur correspondant :iA(') : A=F �! A=Gest une �equivalence faible. On note WbA la classe des �equivalences faibles de bA :(3:3:1) WbA = i�1A (W) :L'ensemble des �equivalences faibles de bA est une partie faiblement satur�ee de Fl( bA). Ondit qu'un morphisme de pr�efaisceaux :' : F �! Gest W-asph�erique, ou plus simplement asph�erique, si le foncteur correspondant :iA(') : A=F �! A=Gest asph�erique. En vertu de (Lc) (2.2), un morphisme asph�erique de pr�efaisceaux est une�equivalence faible.Proposition 3.4. Soit ' : F ! G un morphisme de pr�efaisceaux. Les conditions suivantessont �equivalentes :a) ' est asph�erique ;b) pour tout objet a de A et tout morphisme a ! G de bA, la cat�egorie A=(a �G F )est asph�erique ;c) ' est universellement dans WbA (2.1).D�emonstration. Dire que ' est asph�erique signi�e que le foncteur A=F ! A=G estasph�erique, autrement dit que pour tout objet a! G de A=G, la cat�egorie (A=F )=(a ! G)' A=(a �G F ) est asph�erique (2.3), ce qui prouve l'�equivalence de (a) et (b).Si ' est universellement dans WbA, en particulier, pour tout morphisme a ! G, avec aobjet de A, le morphisme a �G F ! a est dans WbA, donc le foncteur A=(a �G F )! A=aest une �equivalence faible et, comme A=a admet un objet �nal, il en r�esulte que A=(a�GF )est asph�erique, ce qui prouve (c) ) (b).Supposons maintenant ' asph�erique, et soit G0 ! G un morphisme arbitraire de pr�efais-ceaux. Montrons que G0 �G F ! G0 est dansWbA. Il su�t de montrer qu'il est asph�erique,autrement dit, en vertu de l'implication (b) ) (a), que pour tout mophisme a! G0 de bA,A=(a�G0 G0 �G F ) ' A=(a�G F ) est asph�erique, ce qui r�esulte de l'asph�ericit�e de ' et del'implication (a) ) (b). On a donc (a) ) (c).21



3.5. Soit F un objet de bA. On dit que F estW-asph�erique, ou plus simplement asph�erique,si la cat�egorie A=F est asph�erique, autrement dit si iA(F ) est asph�erique. Si F est unpr�efaisceau repr�esentable, la cat�egorie A=F admet un objet �nal, et il en r�esulte que F estasph�erique. En vertu de la proposition 3.4, un morphisme u : F ! G de bA est asph�eriquesi et seulement si pour tout morphisme a ! G de bA, avec a objet de A, le pr�efaisceaua�G F est asph�erique.3.6. Pour toute petite cat�egorie A, on note ebA un objet �nal de bA. Consid�eront lespropri�et�es :a) le pr�efaisceau F est asph�erique ;b) le morphisme F ! ebA est une �equivalence faible ;c) le morphisme F ! ebA est asph�erique ;d) le morphisme F ! ebA est universellement dans WbA .En vertu de la proposition 3.4, les conditions (c) et (d) sont �equivalentes et, en vertu de(Lc) (2.2), ces conditions impliquent la condition (b) qui est, en g�en�eral, strictement plusfaible. Si la cat�egorie A n'est pas asph�erique aucune des conditions (b), (c), (d) n'impliquela condition (a). Si A est asph�erique, ce qui �equivaut �a a�rmer que ebA est asph�erique, alorsles conditions (a) et (b) sont �equivalentes (et l'�equivalence de ces conditions pour tout F�equivaut �a l'asph�ericit�e de A), mais toujours plus faibles, en g�en�eral, que les conditions�equivalentes (c) et (d). On verra que ces quatres conditions sont �equivalentes si et seulementsi A est totalement asph�erique (7.2). On dit que F est localement W-asph�erique, ou plussimplement localement asph�erique, s'il satisfait aux conditions �equivalentes (c) et (d).Cette terminologie est justi��ee par l'observation suivante : un pr�efaisceau F est localementasph�erique si et seulement si, pour tout a 2 Ob(A), le pr�efaisceau F j(A=a) induit par Fsur A=a est asph�erique. En e�et, on a des isomorphismes(A=a)=(F j(A=a)) ' A=(a � F ) ' A=(a �ebA F ) :Proposition 3.7. Soient A une petite cat�egorie, F un pr�efaisceau sur A, et F1 et F2 deuxsous-pr�efaisceaux de F tels que F = F1 [ F2. Si les pr�efaisceaux F1, F2 et F1 \ F2 sontasph�eriques, il en est de même pour le pr�efaisceau F .D�emonstration. Il s'agit de montrer que la cat�egorie A=F est asph�erique. Par hypoth�ese,les cat�egories A=F1, A=F2 et A=F1 \F2 sont asph�eriques. Or, A=F1 et A=F2 s'identi�ent �ades cribles de A=F , A=F1\F2 s'identi�ant au crible intersection. L'hypoth�ese F = F1[F2implique que A=F est la r�eunion des cribles A=F1 et A=F2. La proposition r�esulte donc dela proposition 2.24.3.8. Soit maintenant u : A ! B un morphisme de Cat. On note u� : bB ! bA le foncteur\image r�eciproque par u", associant �a un pr�efaisceau F de bB le pr�efaisceau F � u de bA.Pour tout pr�efaisceau F de bB, le foncteur u : A! B induit un foncteuru=F : A=F = A=u�(F ) ������! B=F(a; a s! u�(F )) 7! (u(a); u(a) s! F )22



(en consid�erant, par Yoneda, s comme un �el�ement de u�(F )(a) = F (u(a)) ). On d�e�nitainsi un morphisme de foncteurs� := �u : iAu� �! iBen posant �F = u=F , pour F objet de bB.Proposition 3.9 Les conditions suivantes sont �equivalentes :a) u est asph�erique ;b) pour qu'un pr�efaisceau F de bB soit asph�erique, il faut et il su�t que le pr�efaisceauu�(F ) de bA soit asph�erique ;b0) si F est un pr�efaisceau asph�erique de bB, alors u�(F ) est un pr�efaisceau asph�eriquede bA ;b00) pour tout objet b de B, le pr�efaisceau u�(b) de bA est asph�erique ;c) pour tout pr�efaisceau F de bB, le foncteur �F : A=u�(F ) ! B=F est une �equivalencefaible ;c0) pour tout pr�efaisceau F de bB, le foncteur �F : A=u�(F ) ! B=F est asph�erique ;c00) pour tout objet b de B, le foncteur �b : A=u�(b) ! B=b est une �equivalence faible ;et si ces conditions sont satisfaites, on a :d) pour qu'un morphisme ' de bB soit une �equivalence faible, il faut et il su�t queu�(') soit une �equivalence faible de bA.De plus, si A et B sont asph�eriques, les conditions (a) �a (d) sont �equivalentes, et �equiva-lentes �a la condition :d0) si ' est une �equivalence faible de bB, alors u�(') est une �equivalence faible de bA.D�emonstration. L'implication (b) ) (b0) est �evidente, l'implication (b0) ) (b00) r�esultedu fait qu'un pr�efaisceau repr�esentable est asph�erique (3.5), l'implication (b00) ) (c00) desLa, Lb, (2.2), l'implication (c00) ) (c0) de l'observation que pour tout pr�efaisceau F de bBet tout objet (b; b s! F ) de B=F , on a des isomorphismes canoniques (B=F )=(b; s) ' B=bet (A=u�(F ))=(b; s) ' A=b = A=u�(b), l'implication (c0) ) (c) de Lc (2.2), et l'implication(c) ) (b) de La (2.2). En�n, on remarque que (c00) est une paraphrase de (a), ce quiprouve l'�equivalence des conditions (a) �a (c00).L'implication (c) ) (d) r�esulte de la commutativit�e du carr�eA=u�(F ) wiA(u�('))u�F A=u�(G)u �GB=F wiB(') B=G ;pour ' : F ! G morphime de bB, et de la condition de saturation La (2.2).23



Si A et B sont asph�eriques, montrons l'implication (d 0) ) (b0). Soit donc F un pr�e-faisceau asph�erique de bB. Comme B est asph�erique, le morphisme canonique ' : F ! ebBest une �equivalence faible de bB, et en vertu de (d 0), u�(') : u�(F )! u�(ebB) = ebA est une�equivalence faible de bA. Comme A est asph�erique, on en d�eduit que u�(F ) est asph�erique.L'implication (d) ) (d 0) �etant �evidente, ceci prouve, sous l'hypoth�ese de l'asph�ericit�e de Aet B, l'�equivalence des conditions (a) �a (d 0), et ach�eve la d�emonstration de la proposition.3.10. Soient maintenant A et B deux petites cat�egories. On d�e�nit un foncteur� : bA � bB �����! dA�B(F;G) 7�! pr�1(F )� pr�2(G) ;o�u A �Bhhhhkpr1 44446pr2A Bd�esignent les projections. On v�eri�e aussitôt qu'on a un isomorphisme fonctoriel canonique :iA�B(F � G) = A �B=F � G ��! A=F �B=G = iA(F ) � iB(G) :Proposition 3.11. a) Soient F , G des pr�efaisceaux sur A, B respectivement. Si F et Gsont asph�eriques (resp. localement asph�eriques), il en est de même pour F � G.b) Soient u : F ! F 0, v : G! G0 des morphismes de pr�efaisceaux sur A, B respecti-vement. Si les morphismes u et v sont asph�eriques, il en est de même pour u � v.D�emonstration. La proposition r�esulte aussitôt de ce qui pr�ec�ede et des corollaires 2.5et 2.6.
24



Les cat�egories test faibles.Dans ce paragraphe, on se �xe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.4.1. Soient M une cat�egorie et W une partie de Fl(M). On rappelle qu'il existe (quitte �aagrandir l'univers de base) une cat�egorie W�1M et un foncteur  : M !W�1M tel que,pour tout w 2 W , (w) soit un isomorphisme de W�1M , et qui soient universels pourcette propri�et�e. Autrement dit, pour tout foncteur F :M !M 0 tel que, pour tout w 2W ,F (w) soit inversible, il existe un unique foncteur eF :W�1M !M 0 tel que F = eF.M w������F W�1Mu eFM 0On dit que W�1M est la cat�egorie des fractions de M relativement �a W et que  est lefoncteur de localisation. On dit que la partie W de Fl(M) est fortement satur�ee si W estform�ee exactement des �eches qui deviennent inversibles par le foncteur de localisation. Onv�eri�e aussitôt qu'une partie fortement satur�ee de Fl(M) est aussi faiblement satur�ee (cf.2.1). On dit que le localisateur fondamental W est un localisateur fondamental fortementsatur�e si la partie W de Fl(Cat) est fortement satur�ee.4.2. On appelle cat�egorie homotopique relative au localisateur fondamental W, ou plussimplement cat�egorie homotopique, et on note HotW , ou plus simplement Hot, la cat�egorieW�1Cat. On appelle foncteur de localisation canonique et on note W , ou plus simplement, le foncteur de localisation  : Cat! Hot.Si W est le localisateur fondamental trivial (2.26), W = Fl(Cat), alors la cat�egoriehomotopique HotW est �equivalente �a l'objet �nal de Cat. Si W = Wgr (2.28), alors lacat�egorie HotW est �equivalente �a la cat�egorie �1 = f0 ! 1g. Si W = W1 est form�e des�equivalences faibles usuelles (2.29), alors la cat�egorie HotW est �equivalente �a la cat�egoriehomotopique usuelle des CW-complexes.4.3. On appelle W-mod�elisateur , ou plus simplement mod�elisateur , un couple (M;W ),o�u M est une cat�egorie et W une partie faiblement satur�ee de Fl(M), tel que la cat�ego-rie des fractions W�1M soit �equivalente �a la cat�egorie homotopique Hot. Si (M;W ) et(M 0;W 0) sont deux mod�elisateurs, on dit qu'un foncteur F : M ! M 0 est un morphismede mod�elisateurs si :a) W = F�1(W 0) ;b) le foncteur F :W�1M �!W 0�1M 0 induit par F est une �equivalence de cat�egories.Le couple (Cat;W) est un mod�elisateur, appel�e le mod�elisateur fondamental.4.4. On se �xe une petite cat�egorie A. On rappelle queiA : bA �! Cat25



d�esigne le foncteur canonique : F 7�! A=F(cf. 3.1) et que WbA = i�1A (W)d�esigne l'ensemble des �equivalences faibles de bA (cf. 3.3). On note HotW;A, ou plus simple-ment HotA, la cat�egorie des fractions W�1bA bA et A : bA! HotA le foncteur de localisation.On dit que A est une W-pseudo-cat�egorie test , ou plus simplement une pseudo-cat�egorietest, si :a) A est asph�erique ;b) le foncteur : �{A : HotA =W�1bA bA �!W�1Cat = Hotinduit par iA est une �equivalence de cat�egories.Proposition 4.5. Si W est un localisateur fondamental fortement satur�e, les conditionssuivantes sont �equivalentes :a) A est une pseudo-cat�egorie test ;b) ( bA;WbA) est un mod�elisateur et le foncteur iA est un morphisme de mod�elisateursdans le mod�elisateur fondamental (Cat;W).D�emonstration. L'implication (a))(b) est �evidente. Pourmontrer l'implication (b))(a),il su�t de montrer que la condition (b) implique que A est asph�erique, autrement dit quele foncteur canonique A ! e, o�u e d�esigne la cat�egorie ponctuelle, est une �equivalencefaible. Consid�erons le diagramme commutatif :bA wiAuA Catu HotA w�{A Hot :Le localisateur fondamentalW �etant fortement satur�e, il su�t de montrer que (A) ! (e)est un isomorphisme. Or, A ' A=ebA = iA(ebA), o�u ebA d�esigne l'objet �nal de bA, et(A) ' iA(ebA) = �{AA(ebA), et comme par hypoth�ese, �{A est une �equivalence de ca-t�egories, l'assertion r�esulte du fait que l'image d'un objet �nal par une �equivalence decat�egories est un objet �nal et du lemme suivant.Lemme 4.6. Soient M une cat�egorie, W une partie de Fl(M), et M : M ! W�1M lefoncteur de localisation. Si eM est un objet �nal de M , alors M (eM ) est un objet �nal deW�1M .La d�emonstration est laiss�ee au lecteur. 26



4.7. Dans la d�e�nition d'une pseudo-cat�egorie test, on a privil�egi�e le foncteur iA parrapport �a son adjoint �a droite i�A (cf. 3.2). De fa�con plus sym�etrique, on appelleW-cat�egorietest faible, ou plus simplement cat�egorie test faible, une petite cat�egorie A telle qu'il existeune partie faiblement satur�ee W de Fl( bA) telle que :a) ( bA;W ) soit un mod�elisateur ;b) iA et i�A soient des morphismes de mod�elisateursiA : ( bA;W ) �! (Cat;W) ; i�A : (Cat;W) �! ( bA;W ) ;c) pour toute petite cat�egorie C 2 Ob(Cat), on ait "C 2 W, et pour tout pr�efaisceauF 2 Ob( bA), on ait �F 2W , o�u" : iAi�A �! 1Cat ; � : 1bA �! i�AiAd�esignent les morphismes d'adjonction (3.2.1).On remarque que la condition (b) implique en particulier que W = i�1A (W) = WbAet que W = i�A�1(W ) = i�A�1(WbA). En fait, les conditions (a), (b), (c) ci-dessus sontlargement redondantes.Lemme 4.8. Soient (i; j) un couple de foncteurs adjoints, i :M !M 0, j :M 0 !M ," : ij �! 1M 0 ; � : 1M �! jiles morphismes d'adjonction et W (resp.W 0) une partie faiblement satur�ee de Fl(M) (resp.Fl(M 0)). Alors les deux conditions suivantes sont �equivalentes :a) W = i�1(W 0) et pour tout a0 2 Ob(M 0) le morphisme "a0 : ij(a0) �! a0 est dansW 0 ; a0) W 0 = j�1(W ) et pour tout a 2 Ob(M) le morphisme �a : a �! ji(a) est dans W ;ces deux conditions impliquant la condition :b) i(W ) �W 0, j(W 0) �W et les foncteurs :�{ :W�1M �!W 0�1M 0 ; �| :W 0�1M 0 �!W�1Minduits par i et j sont des �equivalences de cat�egories quasi-inverses l'une de l'autre, lesisomorphismes d'adjonction �etant d�eduits de " et �.De plus, si les parties W et W 0 sont fortement satur�ees les conditions (a), (a0) et (b) sont�equivalentes.D�emonstration. Montrons que (a) ) (a0). Pour tout a 2 Ob(M), on a :"i(a) � i(�a) = 1i(a)i(a) i(�a)�! iji(a) "i(a)�! i(a)27



et comme "i(a) 2 W 0, on en d�eduit par saturation faible que i(�a) 2 W 0, d'o�u �a 2 W .Montrons que W 0 = j�1(W ). Soit f 0 : a0 ! b0 une �eche de M 0. On a un diagrammecommutatif : ij(a0) w"a0uij(f 0) a0u f 0ij(b0) w"b0 b0et comme "a0 ; "b0 2 W 0, la saturation faible implique que f 0 2 W 0 si et seulement siij(f 0) 2 W 0. Or, par hypoth�ese, ij(f 0) 2 W 0 si et seulement si j(f 0) 2 W , ce qui prouve(a0). L'implication (a0) ) (a) r�esulte de l'implication pr�ec�edente appliqu�ee aux cat�egoriesoppos�ees.Les autres assertions sont �evidentes.Proposition 4.9. Soit A une petite cat�egorie. Les conditions suivantes sont �equivalentes :i) A est une cat�egorie test faible ;ii) A satisfait aux conditions suivantes :a) A est asph�erique ;b) i�A(W) �WbA (autrement dit iAi�A(W) �W) ;iii) pour toute petite cat�egorie C, le foncteur "C : iAi�A(C) �! C est une �equivalencefaible ;iii0) pour toute petite cat�egorie C, le foncteur "C : iAi�A(C) �! C est asph�erique ;iii00) pour toute petite cat�egorie C ayant un objet �nal, le pr�efaisceau i�A(C) est asph�e-rique.iii000) pour toute petite cat�egorie asph�erique C, le pr�efaisceau i�A(C) est asph�erique.D�emonstration. L'implication (i) ) (ii), (b) est imm�ediate. Pour d�emontrer que (i) )(ii), (a), on remarque que la condition (i) implique que le morphisme "e : iAi�A(e) ! eest une �equivalence faible. Or, i�A �etant un adjoint �a droite, il transforme un objet �nalen objet �nal. On a donc i�A(e) ' ebA et iAi�A(e) ' iA(ebA) ' A, ce qui montre que A estasph�erique et prouve l'implication (i) ) (ii). Montrons l'implication (ii) ) (iii 000). SoitC une petite cat�egorie asph�erique. Le morphisme C ! e est une �equivalence faible, et envertu de (ii), (b), il en est de même pour iAi�A(C)! iAi�A(e) ' A. Il r�esulte donc de (ii),(a) et (La), (2.2) que i�A(C) est un pr�efaisceau asph�erique. L'implication (iii 000) ) (iii 00)r�esulte de (Lb), (2.2), l'implication (iii 00) ) (iii 0) de l'observation que pour toute petitecat�egorie C et tout c 2 Ob(C), iAi�A(C)=c ' iAi�A(C=c), l'implication (iii 0) ) (iii) de (Lc),(2.2), et l'implication (iii) ) (i) du lemme 4.8, ce qui prouve la proposition.Remarque 4.10. Il r�esulte, en particulier, de la proposition pr�ec�edente qu'une cat�egorietest faible est une pseudo-cat�egorie test. 28



Segments et homotopie dans une cat�egorie.5.1. Soit M une cat�egorie admettant un objet �nal eM . On appelle segment de M untriplet I = (I; @0; @1), o�u I est un objet de M , et @0; @1 : eM ww I des morphismes deM . Si M admet un objet initial ;M , on dit qu'un segment I = (I; @0; @1) est s�eparant sile morphisme canonique ;M ! eM est un noyau de la double �eche (@0; @1) : eM ww I.Soient I = (I; @0; @1) et I0 = (I 0; @00; @01) deux segments de M . On appelle morphisme desegments de I dans I0 un morphisme ' : I ! I 0 de M tel que @00 = '@0 et @01 = '@1.5.2. On suppose dans la suite que M admet des produits �nis. Soient I = (I; @0; @1) unsegment de M , et f; g : X ww Y deux morphismes de M . On dit que f est I-homotope defa�con �el�ementaire �a g s'il existe un morphisme h : X � I ! Y tel que f = h(1X � @0) etg = h(1X � @1) X � Iu hXhhhhj1X � @0������f X44447 1X � @1NNNNNQ gY ;et on dit que h est une I-homotopie de f �a g. On remarque que 1I est une I-homotopiede @0 �a @1 (en identi�ant eM � I �a I). Plus g�en�eralement, un morphisme de segments' : I = (I; @0; @1)! I0 = (I 0; @00; @01) est une I-homotopie de @00 �a @01.Soit I un ensemble de segments de M . On appelle relation de I-homotopie la relationd'�equivalence engendr�ee par la relation : \il existe un segment I appartenant �a I tel que fsoit I-homotope �a g de fa�con �el�ementaire". On dit que deux morphismes sont I-homotopes(ou I-homotopes si I = fIg) s'ils sont en relation par la relation de I-homotopie.5.3. On v�eri�e imm�ediatement que la relation de I-homotopie est compatible �a la compo-sition et au produit de morphismes :a) Si f0; f1 : X ww Y , g0; g1 : Y ww Z sont des morphismes de M , et si f0 estI-homotope �a f1 et g0 I-homotope �a g1, alors g0f0 est I-homotope �a g1f1.b) Si f0; f1 : X ww Y , f 00; f 01 : X 0 ww Y 0 sont des morphismes de M , et si f0 estI-homotope �a f1 et f 00 I-homotope �a f 01, alors f0 � f 00 est I-homotope �a f1 � f 01.En vertu de la condition (a), il existe une cat�egorieMI ayant mêmes objets queM , et telleque pour tous objets X et Y , HomMI (X;Y ) soit le quotient de l'ensemble HomM (X;Y )par la relation de I-homotopie, la composition dans MI �etant d�eduite de celle de M parpassage au quotient, et un foncteur QI induisant l'identit�e sur les ensembles des objets,associant �a une �eche deM sa classe de I-homotopie, et jouissant de la propri�et�e universellesuivante. Pour toute cat�egorie M 0 et tout foncteur F :M !M 0, tel que pour tout couple29



de morphismes I-homotopes de M , on ait F (f) = F (g), il existe un foncteur uniqueF :MI !M 0 rendant commutatif le triangle :MuQI '''')FMI wF M 0 :La condition (b) implique queMI admet des produits �nis, et que le foncteur QI commute�a ces produits.On dit qu'un morphisme f de M est un I-homotopisme (ou un I-homotopisme siI = fIg) si QI(f) est un isomorphisme deMI. On dit qu'un objet X deM est I-contractile(ou I-contractile si I = fIg) si QI(X) est un objet �nal de MI, ou de fa�con �equivalente, sile morphisme canonique X ! eM est un I-homotopisme. Pour cela, il faut et il su�t quel'identit�e de X soit I-homotope �a un endomorphisme constant de X (se factorisant parl'objet �nal eM de M).5.4. On note eI la classe des segments I = (I; @0; @1) de M tels que @0 et @1 soientI-homotopes. On a I � eI (cf. 5.2), et il r�esulte de la condition (a) ci-dessus que la relationde eI-homotopie co��ncide �a la relation de I-homotopie, et eI est la plus grande classe desegments ayant cette propri�et�e. On a MeI =MI , QeI = QI , et en particulier, pour qu'unmorphisme de M soit un eI-homotopisme, il faut et il su�t qu'il soit un I-homotopisme,et pour qu'un objet de M soit eI-contractile, il faut et il su�t qu'il soit I-contractile.Si M admet des sommes amalgam�ees (il su�t des sommes amalgam�ees sous eM ), etsi les foncteurs produit par un objet respectent les carr�es cocart�esiens, alors deux �echesf; g : X ww Y deM sont I-homotopes si et seulement s'il existe un segment I appartenant�a eI et une I-homotopie de f �a g.Si I 0 est une deuxi�eme classe de segments deM , la relation de I-homotopie est plus �neque celle de I 0-homotopie si et seulement si pour tout segment I = (I; @0; @1) appartenant�a I, @0 et @1 sont I 0-homotopes, autrement dit, si I � eI 0, et alors un I-homotopisme estaussi un I 0-homotopisme, et un objet I-contractile est aussi I 0-contractile.5.5. SoientM etM 0 des cat�egories admettant des objets �naux eM et eM 0 respectivement,et F :M !M 0 un foncteur tel que F (eM ) = eM 0 . Pour tout segment I = (I; @0; @1) deM ,(F (I); F (@0); F (@1)) est un segment deM 0, not�e F (I). Supposons que M et M 0 admettentdes produits �nis et que le foncteur F y commute. Alors si f; g : X ww Y sont deuxmorphisme de M , et h : X � I ! Y une I-homotopie de f �a g,F (h) : F (X)� F (I) = F (X � I) �! F (Y )est une F (I)-homotopie de F (f) �a F (g). On en d�eduit que si I est une classe de segmentsde M , et I 0 la classe des segments de M 0 form�ee des segments F (I), pour I segmentappartenant �a I, et si f; g : X ww Y sont deux morphismes I-homotopes deM , alors F (f)30



et F (g) sont I 0-homotopes. Ainsi, en vertu de la propri�et�e universelle de la cat�egorie MI,le foncteur F induit un foncteur F :MI !M 0I0 rendant commutatif le diagramme :M wFuQI M 0u QI0MI wF M 0I0 :En particulier, si f est un I-homotopisme deM , alors F (f) est un I 0-homotopisme deM 0,et si X est un objet I-contractile de M , F (X) est un objet I 0-contractile de M 0.Lemme 5.6 (d'homotopie). Soient M une cat�egorie admettant des produits �nis, W unepartie faiblement satur�ee de Fl(M), I un ensemble de segments de M tel que, pour toutsegment I = (I; @0; @1) appartenant �a I, le morphisme canonique pI : I ! eM , o�u eMd�esigne l'objet �nal de M , soit universellement dans W , et f; g : X ww Y deux morphismesI-homotopes de M . Alors :a) (f) = (g), o�u  :M !W�1M d�esigne le foncteur canonique de localisation ;b) f est dans W si et seulement si g l'est ;c) si f est un isomorphisme et g constant (se factorisant par l'objet �nal eM ), alorsle morphisme canonique X ! eM (et Y ! eM ) est universellement dans W .D�emonstration. Pour d�emontrer (a) et (b), on peut supposer qu'il existe un segmentI = (I; @0; @1) appartenant �a I et une I-homotopie h : X � I ! Y de f �a g, de sorte quele diagramme X � Iu hXhhhhj1X � @0������f X44447 1X � @1NNNNNQ gYsoit commutatif. Comme le morphisme canonique pI : I ! eM est universellement dans W ,pr1 = 1X � pI : X � I ! X est dans W , et comme(5:6:1) pr1 � (1X � @0) = 1X = pr1 � (1X � @1) ;on a (pr1)(1X � @0) = 1(X) = (pr1)(1X � @1) ;d'o�u (1X � @0) = (1X � @1) ;ce qui implique que(f) = (h)(1X � @0) = (h)(1X � @1) = (g) ;31



et prouve l'assertion (a).De même, l'�egalit�e 5.6.1 implique, en vertu des conditions (a) et (b) de la saturation,que 1X � @0 et 1X � @1 sont dans W . On en d�eduit que f (resp. g) est dans W si etseulement si h l'est (condition (b) de la saturation), ce qui prouve l'assertion (b).Montrons l'assertion (c). Par hypoth�ese, g = sp, o�u p : X ! eM d�esigne le morphismecanonique et s : eM ! Y un morphisme de M . Il s'agit de montrer que pour tout objet Tde M , la premi�ere projection pr1 = 1T � p : T �X ! T est dans W . Or, en vertu de 5.3,1T � f est homotope �a 1T � g = (1T � s)(1T � p), et comme f est un isomorphisme, il enest de même pour 1T � f qui est donc dans W (conditions (a) et (c) de la saturation). Ilr�esulte donc de (b) que (1T � s)(1T � p) est dans W , et comme (1T � p)(1T � s) = 1T ,1T � p est dans W (condition (c) de la saturation), ce qui termine la d�emonstration.Remarque 5.7. Dans la d�emonstration de 5.6, (c), on utilise pour la premi�ere fois defa�con essentielle la condition (c) de la saturation. Jusqu'�a pr�esent, la seule cons�equenceutilis�ee de cette condition (combin�ee avec la condition (a)) �etait que les isomorphismessont dans W .Proposition 5.8. Soient M une cat�egorie admettant des produits �nis, W une partiefaiblement satur�ee de Fl(M), et I un ensemble de segments deM tel que, pour tout segmentI = (I; @0; @1) appartenant �a I, le morphisme canonique pI : I ! eM , o�u eM d�esigne l'objet�nal de M , soit universellement dans W . Si X est un objet I-contractile de M , alors lemorphisme canonique X ! eM est universellement dans W .D�emonstration. C'est une cons�equence imm�ediate du lemme 5.6 (c).5.9. On appelle segment multiplicatif d'une cat�egorie M admettant des produits �nis, unsegment L = (L; �0; �1) de M , muni d'une loi de composition� : L� L �! Ladmettant �0 comme unit�e �a droite et �1 comme z�ero �a droite, autrement dit, telle que lesdiagrammes suivants soient commutatifsL� eM w1L � �0''''''')1L L� Lu � L� eMu w1L � �1 L� Lu �L eM w�1 L :En particulier, � est une L-homotopie de l'identit�e de L �a un endomorphisme constant, etL est un objet L-contractile de M .Lemme 5.10. Soient M une cat�egorie admettant des produits �nis, d'objet �nal eM ,W une partie faiblement satur�ee de Fl(M), I = (I; @0; @1) un segment de M , tel que lemorphisme canonique I ! eM soit universellement dans W , et (L;�), L = (L; �0; �1), unsegment multiplicatif. S'il existe un morphisme de segments ' : I! L, alors le morphismecanonique pL : L! eM est universellement dans W .32



D�emonstration. Posons h = �(1L � ') : L� I ! LL� I 1L�'�����! L� L �����! L :On a h(1L � @0) = �(1L � ')(1L � @0) = �(1L � �0) = 1Let h(1L � @1) = �(1L � ')(1L � @1) = �(1L � �1) = �1pL ;autrement dit, 1L et �1pL sont I-homotopes. Il r�esulte donc du lemme 5.6, (c) quepL : L! eM est universellement dans W .Remarque 5.11. Voici une d�emonstration plus conceptuelle de ce lemme. Le morphismede segments ' d�e�nit une I-homotopie de �0 �a �1 (cf. 5.2), et le segment L appartient donc�a gf I g (cf. 5.4). Comme L est L-contactile (cf. 5.9), on en d�eduit qu'il est aussi I-contractile(5.4), et on conclut par la proposition 5.8.Exemple 5.12. Soit M une cat�egorie admettant des limites projectives �nies, un objetinitial strict ;M (on dit qu'un objet initial est strict si tout morphisme de but cet objet estun isomorphisme), et un objet de Lawvere L (un objet de M repr�esentant le pr�efaisceauX 7! fsous-objets de Xg). Comme ;M est un objet initial strict, pour tout objet X deM , le morphisme canonique ;M ! X est un monomorphisme. Si eM d�esigne l'objet �nalde M , les monomorphismes 1eM : eM ! eM et ;M ! eM d�e�nissent deux morphismes�0 : eM ! L et �1 : eM ! L, d'o�u un segment L = (L; �0; �1), appel�e segment deLawvere de M , et qui est unique �a isomorphisme unique de segments pr�es. On remarqueque l'intersection des sous-objets(X 0 ,! X ; X 00 ,! X) 7�! (X 0 �X X 00 ,! X)d�e�nit une loi de composition sur L� : L� L �! L :Lemme 5.13. Le segment L est s�eparant, (L;�) est un segment multiplicatif, et pour toutsegment s�eparant I = (I; @0; @1) de M , il existe un morphisme de segments ' : I! L (nonn�ecessairement unique).D�emonstration. Montrons que L est s�eparant. En e�et, supposons que le carr�e(5:13:1) eM4446�0X[[[]''') LeM[[[]�133



soit commutatif. Comme les carr�es(5:13:2) X wu1X eMu ;Mu w ;MuX w eM X w eMsont cart�esiens (le second parce que ;M est un objet initial strict), la commutativit�e de5.13.1 implique que 1X : X ! X et ;M ! X repr�esentent le même sous-objet de X,autrement dit, que ;M ! X est un isomorphisme, ce qui prouve l'assertion.Pour montrer que �0 (resp. �1) est une unit�e (resp. un z�ero) �a droite pour �, commeles carr�es 5.13.2 sont cart�esiens, il su�t de remarquer que, pour tout objet X de M ,l'intersection d'un sous-objet X 0 de X avec le sous-objet \plein" (resp. \vide") est le sous-objet X 0 (resp. vide).Montrons que pour tout segment s�eparant I = (I; @0; @1), il existe un morphisme desegments ' : I! L. Il s'agit de montrer qu'il existe un morphisme ' : I ! L de M tel que(5:13:3) �0 = '@0 ; �1 = '@1 :Soit ' : I ! L le morphisme correspondant au sous-objet @0 : eM ! I de I. Les �egalit�es5.13.3 r�esultent alors du fait que les carr�es suivants sont cart�esiens :eM wu eMu @0 ;Mu w eMu @0eM w@0 I eM w@1 I(le deuxi�eme puisque I est s�eparant).Proposition 5.14. Soit M une cat�egorie admettant des limites projectives �nies, un objetinitial strict, et un objet de Lawvere L, et soit W une partie faiblement satur�ee de Fl(M).Notons eM un objet �nal de M . Les conditions suivantes sont �equivalentes :a) Le morphisme canonique L! eM est universellement dans W ;b) il existe un segment s�eparant I = (I; @0; @1) de M , tel que le morphisme canoniqueI ! eM soit universellement dans W .D�emonstration. La proposition r�esulte imm�ediatement des lemmes 5.13 et 5.10.Exemple 5.15. Supposons que M = Cat, notons �1 la cat�egorie correspondant �a l'en-semble ordonn�e f0 � 1g, et e0; e1 : e ww �1 les foncteurs d�e�nis par 0 et 1 (cor-respondant aux cribles \plein" et \vide" de e (cf. 2.23)). On v�eri�e imm�ediatement que�1 := (�1; e0; e1) est un segment s�eparant de Cat, et on remarque que si u0; u1 : A ww Bsont deux �eches de Cat, les �1-homotopies de u0 �a u1 correspondent biunivoquementaux morphismes de foncteurs de u0 vers u1. On en d�eduit facilement que les segmentsappartenant �a gf�1g (cf. 5.4) sont exactement les segments I = (I; @0; @1) tels que les34



images de @0 et @1 appartiennent �a une même composante connexe de I, et que deux�eches u0; u1 : A ww B de Cat sont �1-homotopes si et seulement s'il existe un segmentI = (I; @0; @1) de Cat, avec I connexe, et une I-homotopie h : A � I ! B de u0 �a u1. Ondira plus simplement que u0 et u1 sont homotopes. De même, on dira qu'une �eche deCat est un homotopisme, pour �1-homotopisme, et qu'une cat�egorie est contractile, pour�1-contractile.Proposition 5.16. Si C est une petite cat�egorie admettant un objet �nal (ou initial), alorsC est contractile.D�emonstration. Soient eC un objet �nal de C, s : e! C le foncteur d�e�ni par cet objet,et p : C ! e le foncteur canonique. On a ps = 1e et si, pour tout objet c de C, �c : c! eCd�esigne la �eche canonique, � : 1C ! sp est un morphisme de foncteurs, qui correspond �aune �1-homotopie de 1C �a sp, ce qui prouve la proposition.5.17. Le segment�1 admet une structure de segment multiplicatif. En e�et, �1 repr�esentele pr�efaisceau C 7�! fcribles de Cgsur Cat (2.23), et le morphisme de C vers �1 se factorisant par e0 (resp. e1) correspondau crible plein (resp. vide) de C. On en d�eduit que la loi de composition sur �1 repr�esen-tant l'intersection de deux cribles d�e�nit une structure de segment multiplicatif sur �1.Explicitement, cette loi de composition est d�e�nie par�1 ��1 �! �1(a; b) 7�! a+ b� ab ; a; b 2 Ob(�1) = f0; 1g :C'est le morphisme qui correspond au crible f(0; 0)g de �1 ��1.Proposition 5.18. Pour tout localisateur fondamental W, une cat�egorie contractile estW-asph�erique.D�emonstration. En vertu de Lb (2.2), et de la proposition 2.4, �1 ! e est universelle-ment dans W. Comme en vertu de La (2.2), W est faiblement satur�e, la proposition 5.18r�esulte de la proposition 5.8.
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Les cat�egories test.Dans ce paragraphe, on se �xe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.6.1. La propri�et�e d'être une cat�egorie test faible n'est pas une propri�et�e locale : si A estune cat�egorie test faible, la cat�egorie A=a, pour a objet de A, n'est pas n�ecessairement unecat�egorie test faible, et si A est une petite cat�egorie telle que, pour tout objet a de A, A=asoit une cat�egorie test faible, A n'est pas n�ecessairement une cat�egorie test faible. On estainsi conduit �a poser la d�e�nition suivante.D�e�nition 6.2. On dit qu'une petite cat�egorie A est une W-cat�egorie test locale, ou plussimplement une cat�egorie test locale, si pour tout objet a de A, A=a est une cat�egorie testfaible. On dit que A est une W-cat�egorie test , ou plus simplement une cat�egorie test , sielle est �a la fois une W-cat�egorie test locale et une W-cat�egorie test faible.Proposition 6.3. Soit A une petite cat�egorie. Les conditions suivantes sont �equivalentes :a) A est une cat�egorie test locale ;b) pour toute petite cat�egorie C admettant un objet �nal, i�A(C) est un pr�efaisceaulocalement asph�erique (cf. 3.6) ;c) pour toute petite cat�egorie asph�erique C, i�A(C) est un pr�efaisceau localement asph�e-rique.D�emonstration. Soit C une petite cat�egorie. Le pr�efaisceau i�A(C) est localement asph�e-rique si et seulement si le foncteur A=i�A(C) ! A est asph�erique, autrement dit, si pourtout objet a de A, la cat�egorie (A=i�A(C))=a est asph�erique. Or, on v�eri�e facilement que(A=i�A(C))=a ' (A=a)=i�A=a(C), et la proposition r�esulte de l'�equivalence des conditions(i), (iii 00) et (iii 000) de la proposition 4.9.Remarques 6.4. a) Une petite cat�egorie A est une cat�egorie test si et seulement si elleest une cat�egorie test locale, asph�erique. En e�et, en vertu de la proposition 4.9, pourd�emontrer que sous ces hypoth�eses A est une cat�egorie test faible, il su�t de montrerque pour toute petite cat�egorie C ayant un objet �nal, A=i�A(C) ! A est asph�erique,ce qui r�esulte de la proposition 6.3. Pour caract�eriser donc les cat�egories test, il su�t decaract�eriser les cat�egories test locales.b) Si A est une cat�egorie test locale, alors pour tout pr�efaisceau F de bA, la cat�egorieA=F est une cat�egorie test locale. En e�et, pour tout objet (a; p : a ! F ) de A=F , on aun isomorphisme canonique (A=F )=(a; p) ' A=a. Si, de plus, F est asph�erique, il r�esultede (a) que A=F est une cat�egorie test.6.5. Soit A une petite cat�egorie. On pose LA = i�A(�1), o�u �1 d�esigne la cat�egoriecorrespondant �a l'ensemble ordonn�e f0 � 1g. On remarque que si F d�esigne un pr�efaisceausur A, on aHombA(F;LA) = HombA(F; i�A(�1)) ' HomCat(iA(F );�1)= HomCat(A=F;�1) ' fcribles de A=Fg ' fsous-objets de Fg :36



On en d�eduit que LA repr�esente le foncteurF 7�! fsous-objets de Fg ;autrement dit, que LA est un objet de Lawvere de bA.Th�eor�eme 6.6. Soit A une petite cat�egorie. Les conditions suivantes sont �equivalentes :a) A est une cat�egorie test locale ;b) LA est localement asph�erique ;c) il existe un segment s�eparant I = (I; @0; @1) de bA tel que I soit localement asph�erique.D�emonstration. Comme �1 admet un objet �nal, l'implication (a) ) (b) r�esulte de laproposition 6.3. Pour montrer l'implication (b) ) (a), supposons que LA soit localementasph�erique, autrement dit, que le morphisme canonique LA ! ebA , o�u ebA d�esigne l'objet�nal de bA, soit universellement dansWbA . Soit C une petite cat�egorie admettant un objet�nal. En vertu de la proposition 5.16, la cat�egorie C est �1-contractile, o�u �1 d�esigne lesegment (�1; e0; e1) (cf. 5.15). Comme le foncteur i�A, �etant un adjoint �a droite, commuteaux limites projectives, on en d�eduit que LA := (LA; i�A(e0); i�A(e1)) est un segment debA, et que i�A(C) est LA-contractile (cf. 5.5). Il r�esulte donc de la proposition 5.8 que lemorphisme canonique i�A(C)! ebA est universellement dansWbA, autrement dit que i�A(C)est localement asph�erique, ce qui prouve, en vertu de la proposition 6.3, que A est unecat�egorie test locale. L'�equivalence de (b) et (c) r�esulte de la proposition 5.14.Corollaire 6.7. Soit A une petite cat�egorie admettant des produits �nis. S'il existe unsegment s�eparant I = (I; @0; @1) de bA tel que I soit repr�esentable, alors A est une cat�egorietest.D�emonstration. Comme A admet des produits �nis, elle admet, en particulier, un objet�nal eA, et elle est donc asph�erique. Comme le pr�efaisceau I est repr�esentable, pour toutobjet a de A, le pr�efaisceau a � I est aussi repr�esentable, donc asph�erique (3.5), ce quiimplique que le morphisme I ! eA de bA est asph�erique (3.5), autrement dit, que lepr�efaisceau I est localement asph�erique (3.6). Il r�esulte donc du th�eor�eme 6.6 que A estune cat�egorie test locale, et comme elle est asph�erique, elle est une cat�egorie test (6.4, (a)).Remarque 6.8. Si A est une petite cat�egorie admettant un objet �nal eA, un segments�eparant (I; @0; @1) de bA tel que I soit repr�esentable n'est rien d'autre qu'une double �eche@0; @1 : eA ww I de A, telle que il n'y ait aucun diagramme commutatif dans A, de la formeeA4446@0X[[[]''') IeA[[[]@1 :En particulier, cela exclut l'existence d'un objet initial dans A.37



Exemples 6.9. Le corollaire 6.7 fournit un grand nombre d'exemples de cat�egories test :a) La cat�egorie dont les objets sont les ensemblesf0; 1; . . . ; ng ; n � 0 ;et dont les morphismes sont toutes les applications entre ces ensembles (cat�egorie �equiva-lente �a celle des ensembles �nis non vides) est une cat�egorie test.b) Une petite cat�egorie �equivalente �a la cat�egorie des ensembles ordonn�es (ou pr�e-ordonn�es) �nis non vides est une cat�egorie test.c) Une petite cat�egorie �equivalente �a celle des cat�egories �nies non vides est unecat�egorie test.d) Plus g�en�erallement, soit A une petite sous-cat�egorie pleine de Cat stable par pro-duits �nis. On suppose :i) la cat�egorie vide n'est pas un objet de A ;ii) il existe une cat�egorie ayant au moins deux objets (qui peuvent eventuellementêtre isomorphes) et qui est un objet de A.Alors A est une cat�egorie test. En e�et, soit I un objet de A ayant au moins deux objetsdistincts e0, e1. Alors les �eches @0; @1 : e ww I d�e�nies par e0, e1 d�e�nissent, en vertude la remarque 6.8, un segment s�eparant de bA, et l'assertion r�esulte du corollaire 6.7. Onremarque que les exemples pr�ec�edents peuvent être consid�er�es comme des cas particuliers.e) La sous-cat�egorie (non pleine) de la cat�egorie des ensembles dont les objets sont lespuissances f0; 1gn, n � 0, de l'ensemble f0; 1g, et les morphismes les applications' = ('1; . . . ; 'n) : f0; 1gm �! f0; 1gn ; 'i : f0; 1gm �! f0; 1g ;o�u pour tout i, 0 � i � n, 'i est une projection ou une application constante, est unecat�egorie test.Corollaire 6.10. Soient A une cat�egorie test locale (resp. une cat�egorie test) et B unepetite cat�egorie arbitraire (resp. asph�erique). Alors la cat�egorie A � B est une cat�egorietest locale (resp. une cat�egorie test).D�emonstration. Soient A une cat�egorie test locale, B une cat�egorie arbitraire, et notonspr1 : A � B ! A la premi�ere projection. En vertu du th�eor�eme 6.6, il existe un segments�eparant I = (I; @0; @1) de bA tel que I soit localement asph�erique. Comme le foncteurpr�1 : bA ! dA �B est exact, (pr�1(I); pr�1 (@0); pr�1(@1)) est un segment s�eparant de dA �B etil r�esulte de la proposition 3.11 que pr�1(I) = I � ebB (o�u ebB d�esigne l'objet �nal de bB) estlocalement asph�erique. Le th�eor�eme 6.6 implique donc que A � B est une cat�egorie testlocale, ce qui prouve l'assertion non resp�e. L'assertion resp�e en r�esulte, en vertu de 6.4, (a)et 2.5.Exemple 6.11. Notons � la cat�egorie des simplexes, sous-cat�egorie pleine de la cat�egoriedes ensembles ordonn�es dont les objets sont les ensembles�n = f0; 1; . . . ; ng ; n 2 N ;38



ordonn�es par l'ordre naturel, de sorte que b� soit la cat�egorie des ensembles simpliciaux.Lemme 6.12. L'objet �1 de b� est localement asph�erique.D�emonstration. Pour montrer que �1 est localement asph�erique, autrement dit (3.6),que le morphisme �1 ! eb� = �0 de b� est asph�erique, il su�t, en vertu de 3.5, de montrerque pour tout m, m � 0, le pr�efaisceau �m ��1 est asph�erique.Notons 'k : �m+1 �! �m ��1 ; 0 � k � m ;le morphisme de b� d�e�ni par les morphismes'0k : �m+1 �! �m ; '00k : �m+1 �! �1de �, d�e�nis par'0k(l) = ( l ; 0 � l � k ;l � 1 ; k < l � m+ 1 ; '00k(l) = ( 0 ; 0 � l � k ;1 ; k < l � m+ 1 :Notons Fk le pr�efaisceau image de 'k. Comme le morphisme 'k est un monomorphismede b�, on en d�eduit que Fk est isomorphe �a �m+1, et en particulier, Fk est repr�esentable,donc asph�erique (3.5).On pose Gk = [0�l�kFl ; 0 � k � m :On va montrera) �m ��1 = Gm ;b) Gk \ Fk+1 ' �m , 0 � k < m.La condition (b) impliquera, par r�ecurrence, que pour tout k, 0 � k � m,Gk est asph�erique(car G0 = F0 est asph�erique, et si Gk est asph�erique (pour un entier k, 0 � k < m),Gk+1 = Gk [Fk+1 est asph�erique, en vertu de (b) et de la proposition 3.7), et la condition(a) impliquera alors que �m ��1 est asph�erique.Or, la condition (a) est imm�ediate. Pour montrer la condition (b), consid�erons lemorphisme  k : �m �! �m ��1 ; 0 � k < m ;de b�, d�e�ni par les morphismes 0k : �m �! �m ;  00k : �m �! �1de �, d�e�nis par  0k = 1�m ;  00k (l) = ( 0 ; 0 � l � k ;1 ; k < l �m :Notons F 0k le pr�efaisceau image de  k. Comme le morphisme  k est un monomorphismede b�, on en d�eduit que F 0k est isomorphe �a �m. D'autre part, on v�eri�e aussitôt queF 0k = Gk \ Fk+1 ; 0 � k < m ;ce qui prouve la condition (b), et termine la d�emonstration.39



Proposition 6.13. La cat�egorie � est une cat�egorie test.D�emonstration. Comme la cat�egorie � admet un objet �nal �0, elle est asph�erique.Pour montrer donc que � est une cat�egorie test, il su�t, en vertu de 6.4, (a), de montrerqu'elle est une cat�egorie test locale. Notonse0; e1 : �0 ww �1les morphismes d�e�nis par e0(0) = 0 ; e1(0) = 1 :En vertu du th�eor�eme 6.6, pour montrer que � est une cat�egorie test locale, il su�t demontrer que (�1; e0; e1) est un segment s�eparant de b�, et que �1 est un objet localementasph�erique de b�. La premi�ere assertion r�esulte imm�ediatement de la remarque 6.8, et ladeuxi�eme du lemme 6.12.
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Les cat�egories test strictes.Dans ce paragraphe, on se �xe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.Proposition 7.1. Soit A une petite cat�egorie. Les conditions suivantes sont �equivalentes :a) pour tous objets a et b de A le produit a� b dans bA est un pr�efaisceau asph�erique ;a0) le produit de deux pr�efaisceaux asph�eriques de bA est asph�erique ;b) le foncteur iA : bA ! Cat commute aux produits binaires, �a �equivalence faible pr�es,autrement dit, pour tous pr�efaisceaux F et G de bA, le morphisme canoniqueA=(F �G) �! A=F �A=Gest une �equivalence faible ;b0) pour tous pr�efaisceaux F et G de bA, le morphisme canoniqueA=(F �G) �! A=F �A=Gest asph�erique ;c) tout pr�efaisceau repr�esentable de bA est localement asph�erique ;c0) tout pr�efaisceau asph�erique de bA est localement asph�erique ;d) le foncteur diagonal A! A�A est asph�erique.De plus, si A est non vide, chacune de ces conditions implique que la cat�egorie A estasph�erique.D�emonstration. L'implication (a) ) (b 0) r�esulte de l'observation que pour tous objets(a; p : a ! F ) et (b; q : b ! G) de A=F et A=G respectivement, on a un isomorphismecanonique (A=(F �G))=((a; p); (b; q)) ' A=a� b :L'implication (b0) ) (b) est �evidente, et l'implication (b) ) (a 0) r�esulte du corollaire 2.5.Dire qu'un pr�efaisceau F de bA est localement asph�erique, c'est dire que pour tout objeta de A, le pr�efaisceau a � F est asph�erique, ce qui montre l'implication (a 0) ) (c0). Lesimplications (c0) ) (c) et (c) ) (a) sont imm�ediates, ce qui prouve l'�equivalence des sixpremi�eres conditions. L'�equivalence de (a) et (d) r�esulte de l'observation que pour toutobjet (a; b) de A �A, on a un isomorphisme canonique A=(a; b) ' A=a� b.Montrons que si A est non vide, ces conditions impliquent que A est asph�erique. Soita un objet de A. En vertu de la condition (c), le morphisme canonique a ! ebA de bA,o�u ebA d�esigne l'objet �nal de bA, est asph�erique, ce qui implique que le pr�efaisceau ebA estasph�erique, autrement dit que la cat�egorie A est asph�erique.D�e�nition 7.2. Soit A une petite cat�egorie. On dit que A est totalement W-asph�erique,ou plus simplement totalement asph�erique, si elle est asph�erique, et si pour tous objets aet b de A le pr�efaisceau a � b de bA est asph�erique.41



Remarque 7.3. Une cat�egorie totalement asph�erique est donc une petite cat�egorie satis-faisant aux conditions �equivalentes de la proposition 7.1 et qui est asph�erique, et pour celail su�t qu'elle soit non vide. En vertu de la proposition 2.27, si le localisateur fondamentalW est non trivial, les cat�egories totalement asph�eriques sont exactement les petites ca-t�egories non vides satisfaisant aux conditions �equivalentes de la proposition 7.1. Si A estune cat�egorie totalement asph�erique, il r�esulte de l'�equivalence des conditions (a) et (c0)de la proposition 7.1 et de l'asph�ericit�e de A qu'un pr�efaisceau de bA est asph�erique si etseulement si il est localement asph�erique.Exemple 7.4.Une petite cat�egorie admettant des produits �nis est totalement asph�erique.Proposition 7.5. a) Un produit �ni de petites cat�egories totalement asph�eriques est unecat�egorie totalement asph�erique.b) Soit u : A ! B un morphisme asph�erique de Cat. Si A est totalement asph�erique,il en est de même pour B.D�emonstration. a) Comme la cat�egorie ponctuelle e est totalement asph�erique, il su�tde montrer que le produit de deux cat�egories totalement asph�eriques A et B est totalementasph�erique. Comme A�B est asph�erique (2.5), il su�t, en vertu de la proposition 7.1, demontrer que le foncteur diagonal�A�B �! A�B �A�Best asph�erique. Or, ce foncteur est le compos�e de �A � �B (o�u �A : A ! A � A et�B : B ! B �B d�esignent les foncteurs diagonaux) et de l'isomorphismeA �A �B �B �! A�B �A �Bpermutant les deux facteurs du milieu. Comme A et B sont totalement asph�eriques, lesfoncteurs �A et �B sont asph�eriques (7.1), donc aussi �A � �B (2.6), ce qui prouvel'assertion.b) Comme u est une �equivalence faible et A asph�erique, B est aussi asph�erique. Pourmontrer qu'elle est totalement asph�erique, consid�erons le diagramme commutatifA wuu�A Bu �BA�A wu� u B �B ;o�u �A et �B d�esignent les foncteurs diagonaux. Les foncteurs �A et u�u sont asph�eriques,en vertu de 7.1 et 2.6 respectivement. Comme u est aussi asph�erique, il en est de mêmepour �B (2.8), ce qui ach�eve la d�emonstration (7.1).Proposition 7.6. Soit A une petite cat�egorie. On suppose qu'il existe une classe I de seg-ments de bA telle que pour tout segment I = (I; @0; @1) de bA appartenant �a I, le pr�efaisceauI soit localement asph�erique, et telle que tout pr�efaisceau repr�esentable soit I-contractile.42



Alors A satisfait aux conditions �equivalentes de la proposition 7.1. En particulier, si deplus A est non vide ou asph�erique, alors A est totalement asph�erique.D�emonstration. En vertu de la proposition 5.8, pour tout objet a de A, le pr�efaisceaurepr�esent�e par a est localement asph�erique, autrement dit, A satisfait �a la condition (c) dela proposition 7.1. En vertu de cette même proposition, si A est de plus non vide, A estasph�erique, donc totalement asph�erique, ce qui ach�eve la d�emonstration.D�e�nition 7.7. On appelle W-cat�egorie test stricte, ou plus simplement cat�egorie teststricte, une cat�egorie test totalement asph�erique.Proposition 7.8. Soit A une petite cat�egorie totalement asph�erique. Les condition sui-vantes sont �equivalentes :a) A est une cat�egorie test faible ;b) A est une cat�egorie test locale ;c) A est une cat�egorie test ;d) A est une cat�egorie test stricte ;e) il existe un segment s�eparant I = (I; @0; @1) de bA tel que I soit asph�erique ;f) l'objet de Lawvere LA = i�A(�1) de bA est asph�erique.D�emonstration. Comme A est totalement asph�erique, l'�equivalence (c) , (d) est tauto-logique. L'�equivalence des conditions (b), (e) et (f ) r�esulte du th�eor�eme 6.6 et de la re-marque 7.3. La cat�egorie A �etant asph�erique, l'�equivalence (b), (c) r�esulte de la remarque6.4, (a). L'implication (c) ) (a) est �evidente. Il reste �a prouver l'implication (a) ) (b).Soit C une petite cat�egorie admettant un objet �nal. En vertu de la proposition 4.9, lepr�efaisceau i�A(C) est asph�erique. Comme A est totalement asph�erique, il r�esulte de laproposition 7.1 que i�A(C) est localement asph�erique. En vertu de la proposition 6.3, lacat�egorie A est donc une cat�egorie test locale.Corollaire 7.9. Soit A une petite cat�egorie totalement asph�erique. S'il existe un segments�eparant I = (I; @0; @1) de bA tel que I soit repr�esentable, alors A est une cat�egorie teststricte.Ce corollaire, qui est cons�equence imm�ediate de la proposition 7.8, g�en�eralise et pr�ecise lecorollaire 6.7.Corollaire 7.10. a) Soient A une cat�egorie test stricte, et B une cat�egorie totalementasph�erique. Alors la cat�egorie A �B est une cat�egorie test stricte.b) Soit u : A ! B un morphisme asph�erique de Cat. Si A est totalement asph�eriqueet B une cat�egorie test locale, alors A et B sont des cat�egories test strictes.D�emonstration. L'assertion (a) r�esulte de la proposition 7.5, (a), et du corollaire 6.10.Montrons l'assertion (b). En vertu de la proposition 7.5, (b), B est totalement asph�e-rique. Elle est donc une cat�egorie test stricte (7.8). On en d�eduit qu'il existe un segments�eparant (I; @0; @1) de bB, tel que I soit un pr�efaisceau asph�erique (7.8). Comme u estasph�erique, u�(I) est un pr�efaisceau asph�erique de bA (3.9), et comme u� est un foncteurexact, (u�(I); u�(@0); u�(@1)) est un segment s�eparant de bA. Donc A est aussi une cat�egorietest stricte (7.8), ce qui prouve le corollaire.43



Exemples 7.11. Les cat�egories test des exemples 6.9, (a) - (e) sont des cat�egories teststrictes, car elles admettent des produits �nis (7.4).Lemme 7.12. Tout objet �m de � est un objet I-contractile de b�, o�u I d�esigne le segment(�1; e0; e1) de b� (e0 et e1 �etant d�e�nis par 0 7! 0 et 0 7! 1 respectivement).D�emonstration. Le morphismeh : �m ��1 ! �mcorrespondant �a l'application croissante(k; i) 7�! ( k i = 0m i = 1 0 � k � mest une I-homotopie de l'identit�e de �m �a l'endomorphisme constant de �m d�e�ni parl'application croissante constantek 7�! m ; 0 � k �m ;ce qui prouve le lemme.Proposition 7.13. La cat�egorie � est une cat�egorie test stricte.D�emonstration. Comme � est une cat�egorie test (proposition 6.13), il su�t de mon-trer que � est totalement asph�erique. Comme le pr�efaisceau de b� repr�esent�e par �1 estlocalement asph�erique (lemme 6.12), cela r�esulte de la proposition 7.6 et du lemme 7.12.Exemple 7.14. La cat�egorie � �etant une cat�egorie test, elle est, en particulier, une ca-t�egorie test locale, autrement dit, pour tout m, m 2 N, la cat�egorie �=�m est aussi unecat�egorie test. N�eanmoins, si le localisateur fondamentalW est non trivial, et si m 6= 0, lacat�egorie�=�m n'est pas une cat�egorie test stricte. En e�et, soit ai = (�0; pi : �0 ! �m)l'objet de �=�m d�e�ni par pi(0) = i, 0 � i � m. Comme m � 1, le produit a0 � am dansd�=�m est le pr�efaisceau vide, objet initial de d�=�m, la cat�egorie �=a0 � am est doncla cat�egorie vide, et comme le localisateur fondamental W est non trivial, cette cat�egorien'est pas asph�erique (proposition 2.27).Exemple 7.15. Plus g�en�eralement, si A est une cat�egorie test arbitraire, en vertu duth�eor�eme 6.6, il existe un segment s�eparant (I; @0; @1) de bA tel que I soit localementasph�erique, donc asph�erique (puisque A est asph�erique). On en d�eduit que A=I est unecat�egorie test (6.4, (b)). N�eanmoins, si le localisateur fondamentalW n'est pas trivial, A=In'est pas une cat�egorie test stricte. En e�et, les objets (ebA; @0) et (ebA; @1) de bA=I ' dA=Isont des pr�efaisceaux asph�eriques de dA=I, car (A=I)=(ebA; @i) ' A=ebA ' A, i = 0; 1, maisleur produit dans dA=I est le pr�efaisceau vide, qui n'est pas asph�erique (proposition 2.27),ce qui contredit la condition (a 0) de la proposition 7.1.44



D�e�nition 7.16. Soit A une petite cat�egorie non vide, et notons IA l'ensemble des seg-ments I = (I; @0; @1) ; @0; @1 : ebA ww I ;de bA, tels que I soit un objet de A. On dit que A est un W-pr�econtracteur , ou plussimplement un pr�econtracteur , si tout pr�efaisceau repr�esentable de bA est IA-contractile.On dit que A est un W-contracteur , ou plus simplement un contracteur , si A est unpr�econtracteur et une cat�egorie totalement asph�erique.Proposition 7.17. Soit A un pr�econtracteur, non trivial (non �equivalent �a la cat�egorie�nale). Alors il existe un segment s�eparant I = (I; @0; @1) de bA, avec I objet de A. Si deplus A est un contracteur, alors A est une cat�egorie test stricte.D�emonstration. Notons IA l'ensemble des segments I = (I; @0; @1) de bA tels que I soitun objet de A. Soit F un pr�efaisceau de bA. Si F est non vide, il existe une �eche a! F debA, avec a objet de A. Comme a est IA-contractile, il existe, en particulier, un morphismeebA ! a, d'o�u un morphisme ebA ! F . On en d�eduit que si F ,! ebA est un sous-objetde ebA, alors F est vide, ou �egal �a ebA. En e�et, en vertu de ce qui pr�ec�ede, si F est nonvide, il existe une �eche ebA ! F , ce qui implique que F ,! ebA est un isomorphisme. Soitdonc I = (I; @0; @1) un segment appartenant �a IA. Alors Ker(@0; @1) est vide ou �egal �a ebA,autrement dit, ou bien le segment I est s�eparant, ou bien @0 = @1. Si aucun segment de IAn'�etait s�eparant, la relation de IA-homotopie serait donc l'�egalit�e, et les IA-homotopismesles isomorphismes. Comme les objets de A sont IA-contractiles, les objets de A seraientisomorphes �a l'objet �nal, ce qui est contraire �a l'hypoth�ese de non-trivialit�e de A, etprouve la premi�ere assertion. La deuxi�eme en r�esulte, grâce �a la proposition 7.8.Exemple 7.18. La cat�egorie � est un contracteur. En e�et, en vertu du lemme 7.12, lacat�egorie � est un pr�econtracteur, et en vertu de la proposition 7.13, elle est totalementasph�erique.
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Les foncteurs test.Dans ce paragraphe, on se �xe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.D�e�nition 8.1. Soient A une petite cat�egorie, i : A! Cat un foncteur, eti� : Cat �! bA C 7�! (a 7! HomCat(i(a); C))le foncteur correspondant. On dit que i est un foncteur W-asph�erique, ou plus simplementun foncteur asph�erique, si les deux conditions suivantes sont satisfaites :a) pour tout objet a de A, la cat�egorie i(a) est asph�erique ;b) pour qu'une petite cat�egorie C soit asph�erique, il faut et il su�t que le pr�efaisceaui�(C) soit asph�erique.Remarque 8.2. Cette notion de foncteur asph�erique d'une petite cat�egorie, �a valeursdans Cat, ne doit pas être confondue avec la notion de morphisme asph�erique de Cat. Lelien entre ces deux notions vient de la proposition 3.9, qui a�rme (entre autres) qu'unmorphisme u : A! B de Cat est asph�erique si et seulement si les pr�efaisceaux asph�eriquesde bB sont exactement ceux dont l'image r�eciproque par u est un pr�efaisceau asph�erique debA.Exemple 8.3. Soit A une cat�egorie test faible. Alors le foncteur iA : A ! Cat, a 7! A=a,est un foncteur asph�erique. En e�et, pour tout objet a de A, iA(a) = A=a admet un objet�nal et est donc une cat�egorie asph�erique. D'autre part, en vertu de la proposition 4.9,pour toute petite cat�egorie C, le morphisme d'adjonction iAi�A(C)! C est une �equivalencefaible. On en d�eduit que la cat�egorie C est asph�erique si et seulement si le pr�efaisceau i�A(C)l'est, ce qui prouve que le foncteur iA est asph�erique. On remarque que r�eciproquement,si A est une petite cat�egorie telle que le foncteur iA soit asph�erique, la proposition 4.9implique que A est une cat�egorie test faible.Lemme 8.4. Soient u : A! B un morphisme de Cat, j : B ! Cat un foncteur, et posonsi = ju : A! Cat. On suppose que pour tout objet b de B, la cat�egorie j(b) est asph�erique.a) Si u est un morphisme asph�erique de Cat, le foncteur j : B ! Cat est asph�eriquesi et seulement si le foncteur i : A! Cat l'est.b) Si le foncteur j est pleinement �d�ele et i asph�erique, alors u est un morphismeasph�erique de Cat et j un foncteur asph�erique.D�emonstration. On v�eri�e imm�ediatement qu'on a un triangle commutatif(8:4:1) CatNNNQj� ����i�bB wu� bA46



(o�u \l'�etoile en haut" de i et j a un sens l�eg�erement di��erent de celle de u).a) Si u est asph�erique, il r�esulte de la proposition 3.9 qu'un pr�efaisceau F de bB estasph�erique si et seulement si le pr�efaisceau u�F de A l'est. L'�equivalence de l'asph�ericit�edes foncteurs i et j r�esulte alors imm�ediatement de la commutativit�e du triangle 8.4.1.b) Supposons le foncteur j pleinement �d�ele et i asph�erique. Pour tout objet b de B, lapleine �d�elit�e de j implique que j�j(b) est isomorphe �a b, d'o�u u�(b) ' u�j�j(b) = i�j(b).Comme j(b) est une cat�egorie asph�erique et i un foncteur asph�erique, u�(b) ' i�j(b) est unpr�efaisceau asph�erique, ce qui prouve que le morphisme u est asph�erique (3.9). Il r�esultealors de (a) que j est un foncteur asph�erique, ce qui ach�eve la d�emonstration.8.5. Soient A une petite cat�egorie, i : A ! Cat un foncteur tel que pour tout objet a deA, i(a) soit asph�erique, A0 une cat�egorie test faible, et B une petite sous-cat�egorie pleinede Cat contenant i(A) et iA0(A0), et form�ee de cat�egories asph�eriques. Les foncteurs i etiA se factorisent par B, et on obtient ainsi un diagramme commutatif(8:5:1) A wu44446i By u j A0u u0 hhhhk iA0Cat :CommeA0 est une cat�egorie test faible, iA0 est un foncteur asph�erique (8.3), et il r�esulte dulemme 8.4, (b) que u0 est un morphisme asph�erique de Cat, et j un foncteur asph�erique. Envertu du lemme 8.4, (a) et (b), on en d�eduit que le foncteur i est asph�erique si et seulementsi u est un morphisme asph�erique de Cat. Le diagramme commutatif 8.5.1 permet de formerun \2-diagramme"(8:5:2) Cat[[[[[[̂ i� u j�'''''')i�A0bA4444446iA bBu u� u iB wu�0 bA0hhhhhhk iA0�u=) �u0(=Catdont les deux triangles sup�erieures sont commutatifs, et les deux triangles inf�erieures in-diquent simplement les morphismes de foncteurs�u : iAu� �! iB ; �u0 : iA0u�0 �! iB ;d�e�nis dans 3.8. On en d�eduit une châ�ne de morphismes d'endofoncteurs de Cat(8:5:3) iAi� w�u ? j� iBj� iA0i�A0u �u0 ? j� w"A0 1Cat ;47



"A0 �etant le morphisme d'adjonction (cf. 3.1), et pour toute petite cat�egorie C des foncteurs(8:5:4) iAi�(C) w�u(j�(C)) iBj�(C) iA0i�A0(C)u �u0(j�(C)) w"A0(C) C ;les deux derniers �etant des �equivalences faibles (�u0(j�(C)) en vertu de la proposition 3.9,puisque le morphisme u0 est asph�erique, et "A0 en vertu de la proposition 4.9, puisqueA0 est une cat�egorie test faible). Si i est un foncteur asph�erique, �u(j�(C)) est aussi une�equivalence faible, car u est alors un morphisme asph�erique.Proposition 8.6. Soient A une petite cat�egorie, et i : A ! Cat un foncteur tel que pourtout objet a de A, la cat�egorie i(a) soit asph�erique.a) Les conditions suivantes sont �equivalentes :i) i est asph�erique ;ii) pour toute petite cat�egorie asph�erique C, le pr�efaisceau i�(C) est asph�erique ;iii) A est asph�erique, et un morphisme w de Cat est une �equivalence faible si etseulement si i�(w) est une �equivalence faible de pr�efaisceaux ;iv) A est asph�erique, et pour toute �equivalence faible w de Cat, i�(w) est une�equivalence faible de pr�efaisceaux.b) Ces conditions �equivalentes impliquent la condition :v) i�(W) � WbA , et le foncteur {� : W�1Cat ! W�1bA bA induit par i� est unquasi-inverse �a droite du foncteur {A :W�1bA bA!W�1Cat induit par iA ;et cette derni�ere condition est �equivalente aux pr�ec�edentes si le localisateur fondamentalW est fortement satur�e (cf. 4.1).c) Si pour tout objet a de A, la cat�egorie i(a) est, non seulement asph�erique, maismême contractile, alors les conditions �equivalentes (i) - (iv) sont aussi �equivalentes �a lacondition :ii0) pour toute petite cat�egorie contractile C, le pr�efaisceau i�(C) est asph�erique.d) Si pour tout objet a de A la cat�egorie i(a) admet même un objet �nal ea, alors lesconditions �equivalentes (i) - (iv) sont aussi �equivalentes �a la condition :ii00) pour toute petite cat�egorie C admettant un objet �nal, le pr�efaisceau i�(C)est asph�erique ;et si l'on note � : iAi� �! 1Catle morphisme de foncteurs d�e�ni par�C : iAi�(C) �! C ; (a; v : i(a) ! C) 7�! v(ea) ; C 2 Ob(Cat) ; a 2 Ob(A) ;les deux conditions suivantes sont �equivalentes aux pr�ec�edentes :�) pour toute petite cat�egorie C le foncteur �C : iAi�(C)! C est une �equivalencefaible ; �0) pour toute petite cat�egorie C le foncteur �C : iAi�(C)! C est asph�erique.48



D�emonstration. On choisit une cat�egorie test faible A0 (par exemple une des cat�egoriestest de l'exemple 6.9, ou la cat�egorie des simplexes � (cf. 6.13)). On note B la sous-cat�egorie pleine de Cat dont l'ensemble des objets est la r�eunion de l'ensemble des imagespar i des objets de A, et de l'ensemble des images par iA0 des objets de A0, et on d�esignepar j : B ,! Cat l'inclusion. On en d�eduit ainsi un diagramme 8.5.1, et on peut appliquerles consid�erations de 8.5, puisque B est form�ee de cat�egories asph�eriques. De plus, onremarque que si pour tout objet a de A, i(a) est une cat�egorie contractile (resp. admettantun objet �nal), alors B est form�ee de cat�egories contractiles (resp. admettant un objet�nal), puisque pour tout objet a de A0, la cat�egorie iA0(a) poss�ede un objet �nal, et esten particulier contractile (5.16).Les implications (i) ) (ii) ) (ii 0) ) (ii 00) sont �evidentes (5.18, 5.16). Montrons l'im-plication (ii) ) (i). En gardant les notations du diagramme 8.5.1, comme j est pleinement�d�ele, pour tout objet b de B, on a un isomorphisme u�(b) ' u�j�j(b) = i�(j(b)). Commej(b) est une cat�egorie asph�erique, il en est de même, en vertu de l'hypoth�ese (ii), pouru�(b) ' i�(j(b)). On en d�eduit que u est un morphisme asph�erique de Cat (3.9), et par suite,que i est un foncteur asph�erique (cf. 8.5). En vertu de la remarque pr�ec�edente, le mêmeargument prouve que si pour tout objet a de A, i(a) est une cat�egorie contractile (resp.admettant un objet �nal), alors la condition (ii 0) (resp. (ii 00) ) implique la condition (i).Montrons l'implication (i) ) (iii). Supposons donc que le foncteur i soit asph�erique.En vertu de 8.5, pour toute �eche w : C ! C 0 de Cat, on a un diagramme commutatif(8:6:1) iAi�(C) w�u(j�(C))uiAi�(w) iBj�(C)u iBj�(w) iA0i�A0(C)u �u0 (j�(C)) w"A0 (C)u iA0i�A0 (w) Cu wiAi�(C 0) w�u(j�(C0)) iBj�(C 0) iA0i�A0(C 0)u �u0 (j�(C0)) w"A0(C0) C 0 ;dont les �eches horizontales sont des �equivalences faibles. On en d�eduit que w est une�equivalence faible si et seulement si iAi�(w) l'est, autrement dit si i�(w) est une �equivalencefaible de pr�efaisceaux. Il reste �a prouver que A est une cat�egorie asph�erique, et cela r�esultede l'isomorphisme A ' iAi�(e).L'implication (iii) ) (iv) est �evidente. Montrons l'implication (iv) ) (ii). Soit Cune cat�egorie asph�erique. Alors le morphisme C ! e de Cat est une �equivalence faible,et par (iv), i�A(C) ! i�A(e) ' ebA est une �equivalence faible de pr�efaisceaux. CommeA est asph�erique, ebA est un pr�efaisceau asph�erique, donc i�A(C) aussi. Ceci ach�eve lad�emonstration des assertions (a) et (c).D�emontrons que les conditions �equivalentes (i) - (iv) impliquent la condition (v).Supposons donc ces conditions satisfaites. La condition (iv) implique que i�(W) � WbA .Si l'on note  : Cat! Hot =W�1Cat le foncteur de localisation, le diagramme commutatif8.6.1, dont les �eches horizontales sont des �equivalences faibles, montre queC 7�! ("A0(C))(�u0(j�(C)))�1(�u(j�(C)))d�e�nit un isomorphisme du foncteur iA i� et du foncteur identique 1Hot. R�eciproquement,pour montrer que si le localisateur fondamental W est fortement satur�e, la condition (v)49



implique la condition (iv), il su�t de montrer que la condition (v) implique alors que Aest asph�erique. Or, A ' iAi�(e), et par hypoth�ese, (iAi�(e)) = iA i�((e)) est isomorphe�a (e), qui est un objet �nal de Hot (4.6). On en d�eduit que (A) est aussi un objet�nal de Hot, et que l'image par  du morphisme canonique A ! e est un isomorphisme.L'hypoth�ese que le localisateur fondamental W est fortement satur�e implique alors queA! e est une �equivalence faible, ce qui ach�eve la d�emonstration de l'assertion (b).Il reste �a prouver que, sous les hypoth�eses de (d), les conditions (ii 00), (�) et (�0) sont�equivalentes (puisque l'�equivalence, sous ces hypoth�eses, de (i) et (ii 00) a d�ej�a �et�e �etablie).Les implications (�0) ) (�) ) (ii 00) sont �evidentes. L'implication (ii 00) ) (�0) r�esulte del'observation que pour toute petite cat�egorie C, et tout objet c de C, on a un isomorphismecanonique (iAi�(C))=c ' iAi�(C=c). Ceci ach�eve la d�emonstration de la proposition.Corollaire 8.7. Soient A une petite cat�egorie, et i : A ! Cat un foncteur asph�eriquetel que pour tout objet a de A, la cat�egorie i(a) admette un objet �nal. Si M est unesous-cat�egorie pleine de Cat telle que le foncteur iAi� : Cat ! Cat se factorise par M ,alors (M;W \ Fl(M)) est un mod�elisateur, et l'inclusion de M dans Cat un morphisme demod�elisateurs de (M;W \ Fl(M)) vers le mod�elisateur fondamental (Cat;W).D�emonstration. Comme, en vertu de la proposition 8.6, (d), il existe un morphisme defoncteurs � : iAi�! 1Cat tel que pour toute petite cat�egorie C, le foncteur �C : iAi�(C)! Csoit une �equivalence faible, le corollaire r�esulte aussitôt du lemme suivant.Lemme 8.8. Soient N une cat�egorie,W une partie faiblement satur�ee de Fl(N), f :N ! Nun foncteur, � : f ! 1N un morphisme de foncteurs, tel que pour tout objet a de N ,�a 2 W , M une sous-cat�egorie pleine de N , et i : M ! N le foncteur d'inclusion. Onsuppose que le foncteur f se factorise par M , de sorte qu'on ait un triangle commutatifN wf44446g NMhhhhji :Alors les foncteurs g et i induisent des �equivalences de cat�egoriesg :W�1N �! (W \ Fl(M))�1M et { : (W \ Fl(M))�1M �!W�1Nquasi-inverses l'une de l'autre.D�emonstration. Pour toute �eche u : a! a0 de N , on a un carr�e commutatifg(a) = f(a) w�aug(u) = f(u) au ug(a0) = f(a0) w�a0 a0 :Si u 2 W , comme �a; �a0 2 W , on a par saturation g(u) 2 W \ Fl(M), et g induit unfoncteur g : W�1N �! (W \ Fl(M))�1M . De même, comme i(W \ Fl(M)) � W , le50



foncteur i induit un foncteur { : (W \Fl(M))�1M �!W�1N . Le morphisme de foncteurs� d�e�nit un isomorphisme de foncteurs � : { g ! 1W�1N , et la restriction de � �a Minduit un morphisme de foncteurs � : gi! 1M , qui d�e�nit un isomorphisme de foncteurs� : g {! 1(W\Fl(M))�1M .Corollaire 8.9. Soient A une cat�egorie test faible, et M la sous-cat�egorie pleine de Catdont les objets sont les petites cat�egories C localement isomorphes �a A, autrement dit,telles que pour tout objet c de C, il existe un objet a de A tel que les cat�egories C=c et A=asoient isomorphes. Alors (M;W \ Fl(M)) est un mod�elisateur, et l'inclusion de M dansCat un morphisme de mod�elisateurs.D�emonstration. On applique le corollaire 8.7 au foncteur asph�erique i = iA : A ! Cat,d�e�ni par a 7! A=a (8.3), en remarquant que pour tout pr�efaisceau F de bA, la cat�egorieA=F est localement isomorphe �a A.Corollaire 8.10. Soient A une pseudo-cat�egorie test, et i : A ! Cat un foncteur tel quepour tout objet a de A, la cat�egorie i(a) soit asph�erique. Alors le foncteur i est asph�eriquesi et seulement si i� : Cat ! bA est un morphisme de mod�elisateurs, du mod�elisateurfondamental (Cat;W) vers le mod�elisateur ( bA;WbA), autrement dit, sia) W = i��1(WbA) ;b) le foncteur i� induit une �equivalence de cat�egories :{� :W�1Cat �!W�1bA bA :D�emonstration. Si le foncteur i est asph�erique, en vertu de la proposition 8.6, (iii), ona W = i��1(WbA), et en vertu de 8.6 (v), le foncteur {�, induit par i�, est un quasi-inverse�a droite du foncteur {A, induit par iA. La cat�egorie A �etant une pseudo-cat�egorie test,le foncteur {A est une �equivalence de cat�egorie, et il en est donc de même pour {�. Lar�eciproque r�esulte du fait que la condition W = i��1(WbA) implique la condition (iii) dela proposition 8.6, puisque une pseudo-cat�egorie test est, par d�e�nition, asph�erique.Ce corollaire justi�e la terminologie suivante.D�e�nition 8.11.On appelleW-pseudo-foncteur test (resp.W-foncteur test faible), ou plussimplement pseudo-foncteur test (resp. foncteur test faible), un foncteur asph�erique dont lacat�egorie source est une pseudo-cat�egorie test (resp. une cat�egorie test faible). On appelleW-foncteur test local , ou plus simplement foncteur test local , un foncteur i : A ! Cat telque pour tout objet a de A, le foncteur A=a! Cat, induit par i, soit un foncteur test faible,autrement dit, si A est une cat�egorie test locale, et pour tout objet a de A, A=a ! Catun foncteur asph�erique. On dit que le foncteur i : A ! Cat est un W-foncteur test , ouplus simplement un foncteur test , s'il est �a la fois un foncteur test local et un foncteur testfaible, autrement dit, si A est une cat�egorie test et les foncteurs A ! Cat et A=a ! Cat,a 2 Ob(A), asph�eriques. 51



Th�eor�eme 8.12. Soient A une petite cat�egorie, i : A! Cat un foncteur tel que pour toutobjet a de A, i(a) soit une cat�egorie asph�erique, eti� : Cat �! bA ; C 7�! (a 7! HomCat(i(a); C))le foncteur correspondant.a) Les conditions suivantes sont �equivalentes :i) A est une cat�egorie test locale (3) et i est un foncteur test local ;ii) pour toute petite cat�egorie asph�erique C, le pr�efaisceau i�(C) est localementasph�erique.De plus, si ces conditions sont satisfaites, et si A est une cat�egorie test (pour cela il su�tque A soit asph�erique), alors i est un foncteur test.b) Si pour tout objet a de A, la cat�egorie i(a) est, non seulement asph�erique, maismême contractile, alors les conditions �equivalentes (i), (ii) sont aussi �equivalentes auxconditions �equivalentes suivantes :ii0) pour toute petite cat�egorie contractile C, le pr�efaisceau i�(C) est localementasph�erique ;ii00) pour toute petite cat�egorie C admettant un objet �nal, le pr�efaisceau i�(C)est localement asph�erique ;iii) i�(�1) est un pr�efaisceau localement asph�erique.D�emonstration. En vertu de l'�equivalence des conditions (i) et (ii) de la proposition8.6, le foncteur A=a! Cat, a 2 Ob(A), est asph�erique si et seulement si pour toute petitecat�egorie asph�erique C, i�(C)jA=a est un pr�efaisceau asph�erique. Autrement dit, si A estune cat�egorie test locale, i est un foncteur test local si et seulement si pour toute petitecat�egorie asph�erique C, i�(C) est un pr�efaisceau localement asph�erique (cf. 3.6). Pourmontrer l'�equivalence des conditions (i) et (ii) du th�eor�eme, il su�t donc de montrer quela condition (ii) implique que A est une cat�egorie test locale. Pour cela, on peut supposerque le localisateur fondamentalW n'est pas trivial, ce qui implique que pour tout objet ade A, la cat�egorie i(a) est non vide (2.27). Notons e0; e1 : e ww �1 les morphismes d�e�nispar 0 et 1 respectivement. On remarque que �1 = (�1; e0; e1) est un segment s�eparantde Cat (cf. 5.15). D'autre part, le foncteur i� commute aux limites projectives, et commepour tout objet a de A, i(a) est une cat�egorie non vide, i� commute aux objets initiaux.On en d�eduit que i�(�1) = (i�(�1); i�(e0); i�(e1)) est un segment s�eparant de bA. Commela condition (ii) implique que le pr�efaisceau i�(�1) est localement asph�erique, il r�esultedu th�eor�eme 6.6 que A est une cat�egorie test locale, ce qui d�emontre l'�equivalence desconditions (i) et (ii).Supposons que ces deux conditions �equivalentes sont satisfaites. La condition (ii)implique en particulier que pour toute petite cat�egorie asph�erique C, i�(C) ! ebA est une�equivalence faible de pr�efaisceaux. Si A est une cat�egorie test, en particulier donc unecat�egorie asph�erique, cela implique que le pr�efaisceau i�(C) est asph�erique. En vertu de laproposition 8.6, le foncteur i est donc asph�erique, et comme il est d�ej�a un foncteur test local,on en d�eduit qu'il est un foncteur test, ce qui ach�eve la d�emonstration de l'assertion (a).3pl�eonasme volontaire 52



Pour montrer l'assertion (b), on remarque que, sous les hypoth�eses de (b), l'�equiva-lence de (ii) et (ii 0) r�esulte de la proposition 8.6 (c), appliqu�ee aux foncteurs A=a! Cat,a 2 Ob(A). L'implication (ii 0) )(ii 00) r�esulte de la proposition 5.16, et l'implication(ii 00) ) (iii) est �evidente. Pour montrer l'implication (iii) ) (ii 0), on remarque que siC est une cat�egorie contractile, elle est par d�e�nition �1-contractile, o�u �1 d�esigne lesegment (�1; e0; e1). Comme le foncteur i� commute aux limites projectives, on en d�eduitque le pr�efaisceau i�(C) est i�(�1)-contractile, o�u i�(�1) = (i�(�1); i�(e0); i�(e1)) (5.5).Comme en vertu de la condition (iii), le pr�efaisceau i�(�1) est localement asph�erique, ilen est de même pour i�(C) (5.8). Ceci ach�eve la d�emonstration du th�eor�eme.Corollaire 8.13. Soient A une petite cat�egorie, i : A! Cat un foncteur tel que pour toutobjet a de A, i(a) soit une cat�egorie contractile, eti! : bA! Cat ; i� : Cat! bAle couple de foncteurs adjoints correspondant �a i, i! �etant l'unique foncteur prolongeanti et commutant aux limites inductives. On suppose que A admet un objet �nal eA, quei(eA) = �0 = e, objet �nal de Cat, et qu'il existe un segment I = (I; @0; @1) de bA, tel queI soit localement asph�erique, et un morphisme de segments de Cat' : i!(I) = (i!(I); i!(@0); i!(@1)) �!�1 = (�1; e0; e1)(e0 et e1 �etant d�e�nis par 0 7! 0 et 0 7! 1 respectivement). Alors A est une cat�egorietest (4) et i un foncteur test.D�emonstration. Comme A admet un objet �nal elle est asph�erique. En vertu du th�eo-r�eme 8.12, (a) et (b), il su�t donc de montrer que le pr�efaisceau i�(�1) est locale-ment asph�erique. Le morphisme ' d�e�nit par adjonction un morphisme de segments : I ! i�(�1) = (i�(�1); i�(e0); i�(e1)) de bA. En vertu du lemme 5.10, il su�t doncde montrer que i�(�1) admet une structure de segment multiplicatif. Comme le foncteuri� commute aux limites projectives, cela r�esulte de 5.17.Exemple 8.14. Soient A la cat�egorie test de l'exemple 6.9, (a), sous-cat�egorie pleine dela cat�egorie des ensembles ayant pour objets les ensemblesf0; 1; . . . ; ng ; n 2 N ;et i : A ! Cat le foncteur associant �a un objet a de A la cat�egorie associ�ee �a l'ensembleordonn�e form�e des parties non vides de a, ordonn�ees par inclusion. Le corollaire 8.13 montreque i est un foncteur test. Consid�erons, en e�et, le segment (f0; 1g; @0; @1) de bA, @0 et @1�etant d�e�nis par 0 7! 0 et 0 7! 1 respectivement. Comme A est une cat�egorie test stricte(7.11), les pr�efaisceaux repr�esentables, et en particulier celui repr�esent�e par f0; 1g, sontlocalement asph�eriques (7.1). Pour pouvoir appliquer le corollaire, il su�t donc de d�e�nir4pl�eonasme volontaire 53



un foncteur ' : i!(f0; 1g) = i(f0; 1g) ! �1 induisant un morphisme de segments. Or,i(f0; 1g) = f0g����� f0; 1gf1g AAAAC :Il su�t donc de d�e�nir ' par'(f0g) = 0; ; '(f1g) = '(f0; 1g) = 1 :Exemple 8.15. Soit i :�! Cat l'inclusion canonique de la car�egorie des simplexes (6.11)dans la cat�egorie des petites cat�egories. Alors i� : Cat ! b� est le foncteur nerf , et i estun foncteur test. En e�et, pour tout m, m 2 N, i(�m) = �m admet un objet �nal, etest donc contractile (5.16), et en particulier asph�erique (5.18). D'autre part, i�(�1) n'estautre que le pr�efaisceau repr�esent�e par �1, et en vertu du lemme 6.12, ce pr�efaisceauest localement asph�erique, et l'assertion r�esulte du th�eor�eme 8.12, (a) et (b). De plus,le th�eor�eme 8.12 implique alors que pour tout m, m 2 N, i�(�m), qui n'est autre que lepr�efaisceau repr�esent�e par �m, est localement asph�erique, ce qui, en vertu de la propostion7.1, fournit une deuxi�eme d�emonstration du fait que� est une cat�egorie test stricte (7.13).Exemple 8.16. Soit A une petite sous-cat�egorie pleine de Cat, form�ee de cat�egories con-tractiles, stable par produits �nis, et telle que �1 soit un objet de A. Alors le foncteurd'inclusion i : A! Cat est un foncteur test. En e�et, comme une cat�egorie contractile estnon vide, la cat�egorie vide n'est pas un objet de A. La cat�egorie A est donc une cat�egorietest stricte (cf. 6.9, (d) et 7.11). On en d�eduit que le pr�efaisceau i�(�1), qui est repr�esen-table (puisque �1 est un objet de A), est localement asph�erique (7.1), ce qui prouve que iest un foncteur test local (8.12, (b)), donc un foncteur test (8.12, (a)).Exemple 8.17.Dans l'exemple pr�ec�edent, l'hypoth�ese que �1 soit un objet de A est essen-tielle. Soit par exemple A la sous-cat�egorie pleine de Cat dont les objets sont les cat�egoriesIm, m � 0, o�u I = f0 wu 1g d�esigne la cat�egorie ayant comme objets 0 et 1 et �equivalente�a la cat�egorie e, objet �nal de Cat (autrement dit les seules morphismes non identiquesde I sont deux isomorphismes inverses l'un de l'autre 0 ! 1 et 1 ! 0). On v�eri�e facile-ment que cette cat�egorie est form�ee de cat�egories contractiles. D'autre part, elle satisfaitaux conditions de 6.9, (d) et est donc une cat�egorie test stricte (7.11). Montrons que si lelocalisateur fondamental W n'est pas grossier (2.28), le foncteur d'inclusion i : A ,! Catn'est pas un foncteur test (ni même un foncteur test faible). Il su�t de montrer que lepr�efaisceau i�(�1) n'est pas asph�erique. Or, i�(�1) est le pr�efaisceauIm 7�! HomCat(Im;�1) ' fcribles de Img(2.23), et on a donc i�(�1) ' ebA q ebA (o�u ebA d�esigne l'objet �nal de bA), car les seulescribles de Im sont le crible plein et le crible vide. On en d�eduit que iAi�(�1) ' Aq A, etil r�esulte du lemme suivant que i�(�1) n'est pas asph�erique.54



Lemme 8.18. Si le localisateur fondamental W n'est pas grossier, alors toute cat�egorieasph�erique est 0-connexe (connexe non vide).D�emonstration. Soit C une cat�egorie asph�erique. Le localisateur fondamentalW n'�etantpas grossier, il est �a fortiori non trivial, et il r�esulte de la proposition 2.27 que la cat�egorie Cest non vide. Montrons qu'elle est connexe. Supposons que C = C0 qC1, avec C0; C1 6= ;,choisissons des objets c0 et c1 de C0 et C1 respectivement, et notons @0 : e ! C et@1 : e! C les morphismes d�e�nis par c0 et c1 respectivement, o�u e d�esigne l'objet �nal deCat. On d�e�nit ainsi un segment I = (C; @0; @1). Soit A une cat�egorie non vide, p : A ! ele foncteur canonique, a un objet de A, s : e ! A le morphisme d�e�ni par l'objet a etc = sp l'endomorphisme constant correspondant de A. Notonsp0 : A �C0 �! A et p1 : A � C1 �! Ales premi�eres projections. On d�e�nit un foncteurh : A � C = (A � C0)q (A� C1) ���! Apar h j A� C0 = p0 et h j A� C1 = cp1 :On constate imm�ediatement que h est une I-homotopie de 1A vers c, autrement dit, lacat�egorie A est I-contractile. Comme la cat�egorie C est asph�erique, il r�esulte des proposi-tions 2.4 et 5.8 que A est asph�erique. Ainsi, on a montr�e que toute cat�egorie non vide estasph�erique, ce qui implique que tout foncteur entre cat�egories non vides est une �equivalencefaible, et contredit l'hypoth�ese que le localisateur fondamental W n'est pas grossier.Exemple 8.19. Notons �0 la sous-cat�egorie (non pleine) de � ayant mêmes objets que�, et dont les morphismes sont les applications strictement croissantes.Lemme 8.20. La cat�egorie �0 est asph�erique.D�emonstration. On d�e�nit un foncteur D :�0 !�0, en posant pour tout m, m 2 N,D�m = �m+1 ;et en d�e�nissant, pour toute application strictement croissante ' : �m ! �n, D(') parD(')(k) = ( '(k) ; 0 � k � m ;n+ 1 ; k =m+ 1 :L'inclusion �m ,! �m+1 d�e�nit un morphisme fonctoriel 1�0 ! D, et l'application�0 �! �m+1 ; 0 7�!m+ 1 ;un morphisme fonctoriel de l'endofoncteur constant de �0, de valeur �0, vers D. La ca-t�egorie �0 est donc contractile, et le lemme r�esulte de la proposition 5.18.55



Proposition 8.21. La cat�egorie �0 est une cat�egorie test faible.D�emonstration. Consid�erons les foncteurs�0 wu � wv e� wi Cat ;o�u e� d�esigne la cat�egorie test de l'exemple 6.9, (a), sous-cat�egorie pleine de la cat�egorie desensembles, ayant mêmes objets que � (mais comme morphismes toutes les applications,au lieu de seulement les applications croissantes), et o�u u et v d�esignent les foncteursd'inclusion et i le foncteur test de l'exemple 8.14, associant �a un objet E de e� l'ensembleordonn�e form�e des parties non vides de E. On remarque que le foncteuri�0 :�0 ���! Cat�m 7�!�0=�mest canoniquement isomorphe �a ivu. Pour montrer que A est une cat�egorie test faible, ilsu�t de montrer que le foncteur i�0 est asph�erique (cf. 8.3). Le fonteur i �etant un foncteurtest, et en particulier un foncteur asph�erique, il su�t donc de montrer que v et u sont desmorphismes asph�eriques de Cat (2.8 et 8.4, (a) ).a) Le morphisme v de Cat est asph�erique. En vertu de la proposition 3.9, il su�t demontrer que pour tout objet E de e�, le pr�efaisceauF = v�(E) ; �m 7�! Home�(�m; E) = HomEns(�m; E)de b� est asph�erique. Comme E est non vide, on choisit a 2 E, et on d�e�nit un morphismede pr�efaisceaux h : F ��1 �! Fcomme suit. Pour tout m-simplexe ' : �m ! E de F , et tout m-simplexe  : �m ! �1de �1, le m-simplexe h('; ) : �m ! E de F est d�e�ni parh('; )(k) = ('(k) si  (k) = 0a si  (k) = 1 0 � k �m :Notons I le segment (�1; e0; e1) de b� (e0 et e1 �etant d�e�nis par 0 7! 0 et 0 7! 1 respective-ment). On remarque que h est une I-homotopie de l'identit�e de F vers un endomorphismeconstant de F , ce qui implique que F est I-contractile. Comme �1 est localement asph�e-rique (6.12), il r�esulte de la proposition 5.8 que F est un pr�efaisceau localement asph�erique,donc asph�erique de b�, ce qui prouve l'assertion.b) Le morphisme u de Cat est asph�erique. Il s'agit de montrer que pour toutm,m 2 N,�0=�m est une cat�egorie asph�erique. Notons �0 la cat�egorie obtenue en adjoignant unobjet initial ; �a �0. Ainsi �0 s'identi�e au cocrible �0 � ; de �0. Notons;n = (;; ;; . . . ; ;| {z }n fois )56



l'objet initial de �0 n, n � 1. On d�e�nit un isomorphisme de cat�egories�0=�m ���!�0m+1� ;m+1de�0=�m sur le cocrible�0m+1�;m+1 de�0m+1, en associant �a tout objet ' : �n! �mde �0=�m, l'objet (a0; a1; . . . ; am) de �0m+1� ;m+1, o�uai = (�card('�1fig) si '�1fig 6= ;; sinon 0 � i � m :Il su�t donc de prouver que la cat�egorie �0m+1� ;m+1 est asph�erique. On raisonne parr�ecurrence sur m. Pour m = 0, �0 � ; s'identi�e �a �0 qui est asph�erique (lemme 8.20).Supposons donc que�0m� ;m soit asph�erique, et montrons que�0m+1� ;m+1 l'est aussi.La cat�egorie �0m+1� ;m+1 est r�eunion des cocribles�0m� (�0�;) et (�0m� ;m)��0,et l'intersection de ces deux cocribles est (�0m� ;m) � (�0 � ;). Ces trois cocribles sontasph�eriques, en vertu de l'hypoth�ese de r�ecurrence, du lemme 8.20, et des corollaires 2.5et 2.11. Il r�esulte alors du corollaire 2.25 que �0m+1� ;m+1 est asph�erique, ce qui prouvel'assertion, et ach�eve la d�emonstration.Remarque 8.22. Si le localisateur fondamentalW n'est pas grossier, alors�0 n'est pas unecat�egorie test. En e�et, si�0 �etait une cat�egorie test, il en serait de même pour�0=�0 ' e.Or, pour toute petite cat�egorie C, iei�e(C) est la cat�egorie discr�ete ayant même ensembled'objets que C. Si e �etait une cat�egorie test, et en particulier une cat�egorie test faible, lacat�egorie discr�ete f0; 1g = iei�e(�1) serait asph�erique (4.9), et le localisateur fondamentalserait grossier (8.18).
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Les localisateurs fondamentaux forts.9.1. On appelle localisateur fondamental fort une partie W de Fl(Cat) satisfaisant auxconditions suivantes :LA) La partie W de Fl(Cat) est faiblement satur�ee.LB) Si A est une petite cat�egorie admettant un objet �nal, alors A! e, o�u e d�esignel'objet �nal de Cat, est dans W.LC) Si A wu����v BNNNQ wCest un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet c de C, le foncteur u=c : A=c! B=cinduit par u est dans W, alors u est dans W.On remarque qu'un localisateur fondamental fort est en particulier un localisateur fonda-mental. En e�et, les conditions La (2.2) et Lb (2.2) co��ncident aux conditions LA et LBrespectivement, et la condition Lc (2.2) est le cas particulier de la condition LC correspon-dant �a B = C et w = 1B (et v = u).Ainsi, on dispose, en particulier, des notions d'�equivalence faible, de foncteur asph�e-rique et de cat�egorie asph�erique, introduites en 2.2. Si C est une petite cat�egorie, v : A! C,w : B ! C deux objets de Cat=C et u : A ! B un morphisme de Cat=C, de sorte quev = wu, on dit que u est W-asph�erique au dessus de C, ou plus simplement asph�eriqueau dessus de C, si pour tout objet c de C le foncteur u=c : A=c ! B=c, induit par u,est une �equivalence faible. La condition LC a�rme donc que pour toute petite cat�egorieC, un foncteur asph�erique au dessus de C est une �equivalence faible. Dualement, on ditque le foncteur u est W-coasph�erique au dessus de C, ou plus simplement coasph�eriqueau dessus de C, si u� est asph�erique au dessus de C� (A� et B� �etant consid�er�ees commecat�egories au dessus de C� par v� et w� respectivement). Il r�esulte de la proposition 2.19 etde LC qu'un foncteur coasph�erique au dessus de C est une �equivalence faible. Le foncteuru est coasph�erique au dessus de C si et seulement si pour tout objet c de C le foncteurcnu : cnA! cnB, induit par u, est une �equivalence faible (cf. 2.22).Dans la suite, on se �xe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental fort.Proposition 9.2. Un produit �ni d'�equivalences faibles de Cat est une �equivalence faible.D�emonstration. Il su�t de montrer que le produit de deux �equivalences faiblesu1 : A1 ! B1, u2 : A2 ! B2 de Cat est une �equivalence faible. Commeu1 � u2 = (1B1 � u2)(u1 � 1A2) ;58



il su�t de montrer que pour toute �equivalence faible u : A ! B de Cat et toute petitecat�egorie C, le morphisme u� 1C est une �equivalence faible. On a un triangle commutatifA �C wu� 1C[[[]p B � C���� qC ;o�u p et q d�esignent les deuxi�emes projections. En vertu de LC, il su�t donc de montrerque pour tout objet c de C, le morphisme(A � C)=c ' A � C=c (u�1C)=c=u�1C=c�������������! B � C=c = (B � C)=cest une �equivalence faible. Or, on a un carr�e commutatifA� C=c wu� 1C=cu B �C=cuA wu B ;o�u les �eches verticales d�esignent les premi�eres projections qui sont des �equivalences faibles,en vertu de LB et de 2.4. Comme u est une �equivalence faible, on en d�eduit qu'il en est demême pour u� 1C=c, ce qui ach�eve la d�emonstration.Proposition 9.3. Une somme arbitraire d'�equivalences faibles de Cat est une �equivalencefaible.D�emonstration. Soit ui : Ai ! Bi, i 2 I, une famille d'�equivalences faibles de Cat.Notons aussi I la cat�egorie discr�ete correspondant �a l'ensemble I. On a un triangle com-mutatif �evident A = ì2IAi wu= qi2Iui[[[[] ì2IBi = B�����I ;et on remarque que pour tout objet i de I, le morphisme u=i : A=i ! B=i s'identi�e�a ui : Ai ! Bi. En vertu de LC, u est donc une �equivalence faible, ce qui d�emontre laproposition.9.4. Soient M une cat�egorie, W une partie de Fl(M), et  : M ! W�1M le foncteur delocalisation (cf. 4.1). On rappelle que la propri�et�e universelle du foncteur de localisation (cf. 4.1) se pr�ecise par la propri�et�e \2-universelle" suivante : Pour toute cat�egorie N , lefoncteur Hom(W�1M;N) ����! Hom(M;N)59



de la cat�egorie des foncteurs de W�1M vers N dans celle des foncteurs de M vers N ,associant �a un foncteur F le foncteur F, et �a un morphisme de foncteurs � le morphismede foncteurs � � , �etablit un isomorphisme de la cat�egorie Hom(W�1M;N) sur la sous-cat�egorie pleine HomW (M;N) de Hom(M;N) form�ee des foncteurs G : M ! N telsque, pour tout w 2 W , G(w) soit un isomorphisme de N . On pose HomW (M;N) =Ob(HomW (M;N)).Lemme 9.5. Soient (i; j) un couple de foncteurs adjoints, i :M !M 0, j :M 0 !M ," : ij �! 1M 0 ; � : 1M �! jiles morphismes d'adjonction, et W , W 0 des parties de Fl(M) et Fl(M 0) respectivementtelles que i(W ) �W 0 et j(W 0) �W :Notons  : M �! W�1M et 0 : M 0 �! W 0�1M 0 les foncteurs de localisation, et�{ : W�1M �! W 0�1M 0 et �| : W 0�1M 0 �! W�1M les foncteurs induits par i et jrespectivement, de sorte qu'on ait des carr�es commutatifsM wiu M 0u 0 M 0 wju0 Mu W�1M w�{ W 0�1M 0 W 0�1M 0 w�| W�1M :Alors (�{; �|) est un couple de foncteurs adjoints, les morphismes d'adjonction �etant d�eduitsde " et �.D�emonstration. Le lemme est une cons�equence formelle de la \2-fonctorialit�e" de lalocalisation, elle même cons�equence de la propri�et�e \2-universelle". Les d�etails sont laiss�esau lecteur.Lemme 9.6. Soient I un ensemble �ni, (Mi)i2I une famille de cat�egories, et pour tout i,i 2 I, Wi une partie de Fl(Mi) contenant les identit�es. Alors le foncteur canonique�Qi2IWi��1 Qi2IMi ���! Qi2IW�1i Miest un isomorphisme de cat�egories.D�emonstration. Le lemme �etant �evident pour un ensemble I vide, ou ayant un seul�el�ement, il su�t, par r�ecurrence, de l'�etablir pour I = f1; 2g. Or, pour toute cat�egorie N ,on a des bijections fonctorielles :Hom(W�11 M1 �W�12 M2;N) ' Hom(W�11 M1;Hom(W�12 M2;N))' Hom(W�11 M1;HomW2 (M2;N)) ' HomW1 (M1;HomW2(M2;N))' HomW1�W2(M1 �M2;N) ' Hom((W1 �W2)�1(M1 �M2);N) ;l'avant derni�ere r�esultant de l'hypoth�ese que W1 et W2 contiennent les identit�es, ce quiprouve le lemme. 60



Proposition 9.7. Soient M une cat�egorie admettant des produits (resp. des sommes)binaires, et W une partie de Fl(M) contenant les identit�es et stable par produit (resp.somme) de deux �eches. Alors W�1M admet des produits (resp. des sommes) binaires, etle foncteur de localisation  :M !W�1M commute �a ces produits (resp. sommes).D�emonstration. SiM admet des produits binaires, le foncteur diagonal � :M !M�Madmet un adjoint �a droite � : M �M ! M (foncteur produit). On a �(W ) � W �W ,et comme W est stable par produit de deux �eches, �(W �W ) �W . En vertu du lemme9.5, les foncteurs� :W�1M �! (W �W )�1(M �M) ; � : (W �W )�1(M �M) �!W�1M ;induits par � et � respectivement, forment un couple de foncteurs adjoints. Or, en vertudu lemme 9.6, (W �W )�1(M �M) est canoniquement isomorphe �a W�1M �W�1M ,et on v�eri�e facilement que � s'identi�e par cet isomorphisme au foncteur diagonal. Onen d�eduit que W�1M admet des produits binaires, � �etant un foncteur produit, ce quiach�eve la d�emonstration, la partie resp�e se d�eduisant par passage aux cat�egories oppos�ees.Proposition 9.8. La cat�egorie Hot = HotW = W�1Cat admet des produits �nis et dessommes �nies et le foncteur de localisation canonique  : Cat! Hot y commute.D�emonstration. La proposition r�esulte des propositions 9.7, 9.2, 9.3, du lemme 4.6, etde son dual.Proposition 9.9. Soit A wu����v BNNNQ wCun triangle commutatif de Cat. On suppose que pour tout objet c de C le morphismeuc : Ac ! Bc, induit par u dans les �bres, est une �equivalence faible.a) Si v et w sont des pr�eco�brations, alors le foncteur u est asph�erique au dessus de C.b) Si v et w sont des pr�e�brations, alors le foncteur u est coasph�erique au dessus de C.En particulier, dans les deux cas (a) ou (b), le foncteur u est une �equivalence faible.D�emonstration. Pour tout objet c de C, on a un carr�e commutatif dans CatAc wucuic Bcu jcA=c wu=c B=c ;o�u ic et jc d�esignent les foncteurs canoniques. Si v et w sont des pr�eco�brations, en vertudu lemme 2.13, les foncteurs ic et jc admettent des adjoints �a gauche, et sont donc coa-sph�eriques, et en particulier des �equivalences faibles (2.22). Comme par hypoth�ese uc estune �equivalence faible, il en est de même pour u=c, ce qui prouve l'assertion (a). L'assertion(b) en r�esulte par passage aux cat�egories oppos�ees, en vertu de la proposition 2.19.61



Th�eor�eme 9.10. SoitW une partie de Fl(Cat). Les conditions suivantes sont �equivalentes :a) W est un localisateur fondamental fort.b) W satisfait aux conditions suivantes :LA�) La partie W de Fl(Cat) est faiblement satur�ee.LB�) Si A est une petite cat�egorie admettant un objet initial, alors A ! e estdans W. LC�) Si A wu����v BNNNQ wCest un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet c de C, le foncteur cnu : cnA! cnB,induit par u, est dans W, alors u est dans W.c) W satisfait aux conditions suivantes :L�) La partie W de Fl(Cat) est faiblement satur�ee.L�) Le morphisme canonique �1! e est dans W.L) Si A wu����p BNNNQ qCest un triangle commutatif de Cat, p et q des co�brations, u un foncteur cocart�esien (trans-formant morphismes cocart�esiens en morphismes cocart�esiens), et si pour tout objet c deC, le foncteur uc : Ac ! Bc, induit par u dans les �bres, est dans W, alors u est dans W.d) W satisfait aux conditions suivantes :L��) La partie W de Fl(Cat) est faiblement satur�ee.L��) Le morphisme canonique �1! e est dans W.L�) Si A wu����p BNNNQ qCest un triangle commutatif de Cat, p et q des �brations, u un foncteur cart�esien (transfor-mant morphismes cart�esiens en morphismes cart�esiens), et si pour tout objet c de C, lefoncteur uc : Ac ! Bc, induit par u dans les �bres, est dans W, alors u est dans W.D�emonstration. L'implication (a) ) (c) r�esulte de la proposition 9.9. Pour montrerl'implication (c) ) (b), soit W une partie de Fl(Cat) satisfaisant aux conditions L�, L�,L. La condition LA� co��ncide avec la condition L�, et est donc satisfaite. Pour montrerles conditions LB� et LC�, on proc�ede par plusieurs �etapes.62



i) Montrons que le morphisme canonique �1! e est universellement dans W, autre-ment dit, que pour toute petite cat�egorie A, la premi�ere projection pr1 : A ��1 ! A estdans W. On a un triangle commutatifA��1 wpr1����pr1 ANNNQ 1AA ;les �eches obliques �etant des co�brations, et la �eche horizontale un foncteur cocart�esien,induisant dans les �bres au dessus d'un objet a de A un foncteur s'identi�ant au foncteurcanonique �1 ! e, qui est dans W en vertu de L�. Il r�esulte donc de L que pr1 estdans W.ii) Montrons queW satisfait �a la condition LB�, autrement dit, que pour toute petitecat�egorie A admettant un objet initial, le morphisme canonique A ! e est dans W. Ene�et, en vertu de la proposition 5.16, la cat�egorie A est contractile, et comme W estfaiblement satur�e, l'assertion r�esulte de (i) et de la proposition 5.8.iii) Introduisons une version relative de la cat�egorie S(A) introduite dans 2.15. Soitu : A! B un morphisme de Cat. On d�e�nit une cat�egorie S(u) comme suit :Ob(S(u)) = f(a; b; f) j a 2 Ob(A); b 2 Ob(B); f : b! u(a) 2 Fl(B)g ;et si (a; b; f) et (a0; b0; f 0) sont deux objets de S(u), l'ensemble HomS(u)((a; b; f); (a0 ; b0; f 0))est form�e des couples (g; h), g : a! a0 2 Fl(A), h : b0 ! b 2 Fl(B) tels que le diagramme :b wf u(a)u u(g)b0 wf 0uh u(a0) f 0 = u(g)fhsoit commutatif. L'identit�e de (a; b; f) est d�e�nie par 1(a;b;f) = (1a; 1b), et si(g; h) : (a; b; f) �! (a0; b0; f 0) et (g0; h0) : (a0; b0; f 0) �! (a00; b00; f 00)sont des morphismes de S(u), (g0; h0) � (g; h) = (g0g; hh0) :On d�e�nit deux foncteurs : B� S(u)u su wtu Aen posant pour tout objet (a; b; f) de S(u) :su(a; b; f) = b ; tu(a; b; f) = a ;63



et pour tout morphisme (g; h) de S(u),su(g; h) = h ; tu(g; h) = g :(On remarque que la cat�egorie S(A) et les foncteurs sA et tA introduits dans 2.15 s'identi-�ent �a S(u), su et tu respectivement, pour A = B et u = 1A.) On v�eri�e facilement que lesfoncteurs su et tu sont des co�brations, en remarquant qu'un morphisme (g; h) de S(u) estcocart�esien relativement �a su (resp. tu) si et seulement si g (resp. h) est un isomorphisme,et que si h : b0 ! b (resp. g : a! a0) est un morphisme de B (resp. A) et (a; b; f) un objetde S(u) au dessus de b (resp. a), alors(1a; h) : (a; b; f) �! (a; b0; fh)(resp. (g; 1b) : (a; b; f) �! (a0; b; u(g)f) )est un morphisme cocart�esien relativement �a su (resp. tu) au dessus de h (resp. g). Onremarque que la �bre S(u)b (resp. S(u)a) de su (resp. tu), au dessus d'un objet b (resp.a) de B� (resp. A), est la cat�egorie bnA (resp. (B=u(a))� ' u(a)nB�). En particulier, les�bres de tu poss�edent un objet initial, ce qui implique, en vertu de (ii) et de L, que tuest dans W.Soit A wuuv Bu wA0 wu0 B0un carr�e commutatif de Cat. On d�e�nit un foncteur S(v;w) : S(u)! S(u0) comme suit :S(v;w)(a; b; f) = (v(a); w(b); w(f)) ; (a; b; f) 2 Ob(S(u)) ;f : b �! u(a) ; w(f) : w(b) �! wu(a) = u0v(a) ;S(v;w)(g; h) = (v(g); w(h) ; (g; h) 2 Fl(S(u)) :On v�eri�e aussitôt qu'on a un diagramme commutatifB�uw� S(u)u su wtuu S(v;w) Au vB0� S(u0)u su0 wtu0 A0 :iv) Montrons que W satisfait �a la condition LC�. Soit doncA wu����v BNNNQ wC64



un triangle commutatif de Cat, et supposons que pour tout objet c de C, le foncteurcnu : cnA! cnB, induit par u, est dansW. En vertu de ce qui pr�ec�ede, on a un diagrammecommutatif C�u1C� S(v)u sv wtvu S(u; 1C) Au uC� S(w)u sw wtw B :En particulier, on a un triangle commutatifS(v) wS(u; 1C)�sv S(w)AAAD swC� ;o�u sv et sw sont des co�brations, et on v�eri�e imm�ediatement que S(u; 1C) est un foncteurcocart�esien. Comme pour tout objet c de C, S(u; 1C) induit un foncteur dans les �bres audessus de c s'identi�ant �a cnu : cnA! cnB, qui est par hypoth�ese dans W, il r�esulte de lacondition L que S(u; 1C) est dans W. Comme tv et tw sont dans W, il en est de mêmepour u. Ceci ach�eve la d�emonstration de l'implication (c) ) (b).Montrons l'implication (b) ) (a). Soit donc W une partie de Fl(Cat) satisfaisant auxconditions LA�, LB� et LC�. Notons W� la partie de Fl(Cat) d�e�nie parW� := fu 2 Fl(Cat) j u� 2 Wg :Il est imm�ediat queW� est un localisateur fondamental fort. En vertu de 2.11, une petite ca-t�egorie admettant un objet initial estW�-asph�erique, ce qui implique la condition LB pourW. De même, pour toute petite cat�egorie C, un morphisme de Cat=C W�-coasph�eriqueau dessus de C est dans W� (cf. 9.1), ce qui implique la condition LC pour W, et ach�evela d�emonstration de l'�equivalence des conditions (a), (b) et (c).En appliquant cette �equivalence �a W�, pour une partie W de Fl(Cat), on d�eduitl'�equivalence des conditions (a), (b) et (d) pour W, ce qui ach�eve la d�emonstration duth�eor�eme.
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Images directes et compos�es trans�nis d'�equivalences faibles.10.1. Soient I une petite cat�egorie et F : I ! Cat un foncteur. On rappelle une construc-tion de Grothendieck d'une cat�egorie R F et d'une co�bration eF : R F ! I associ�ees aufoncteur F . Les objets de C = R F sont les couples (i; a), o�u i est un objet de I et a unobjet de F (i). Un morphisme de (i; a) vers (i0; a0) est un couple (k; f), o�u k : i! i0 est unmorphisme de I et f : F (k)(a) ! a0 un morphisme de F (i0). Le compos�e d'un morphisme(k; f) : (i; a) ! (i0; a0) et d'un morphisme (k0; f 0) : (i0; a0)! (i00; a00) est d�e�ni par(k0; f 0) � (k; f) = (k0k; f 0 � F (k0)(f))F (k0k)(a) = F (k0)F (k)(a) F (k0)(f)������! F (k0)(a0) f 0���! a00 :Le foncteur eF est d�e�ni pareF (i; a) = i ; (i; a) 2 Ob(C) ; eF (k; f) = k ; (k; f) 2 Fl(C) :On v�eri�e facilement que les morphisme cocart�esiens de C relativement �a eF sont les �eches(k; f) de C telles que f soit un isomorphisme, et que eF : C ! I est une co�bration, dontles �bres Ci s'identi�ent aux cat�egories F (i).Exemple 10.2. Soient A une petite cat�egorie et HA le foncteurHA : A� �A �! Cat (b; a) 7�! HomA(b; a) ;o�u l'ensembleHomA(b; a) est consid�er�e comme une cat�egorie discr�ete. Alors R HA s'identi�e�a la cat�egorie S(A) introduite dans 2.15, et la co�bration gHA : R HA ! A� � A aufoncteur (sA; tA) : S(A) ! A� �A (cf. 2.15). Cela explique et red�emontre le lemme 2.16,a�rmant que sA et tA sont des co�brations (puisque les projections sont des co�brations,et les co�brations sont stables par composition). Plus g�en�eralement, si u : A ! B est unmorphisme de Cat et Hu le foncteurHu : B� �A �! Cat (b; a) 7�! Hom(b; u(a)) ;alors R Hu s'identi�e �a la cat�egorie S(u) consid�er�ee dans la d�emonstration du th�eor�eme 9.10.10.3 Soient I une petite cat�egorie, F : I ! Cat un foncteur, et C = R F . Pour tout objeti de I, on d�e�nit un foncteur li : F (i) ! Cpar li(a) = (i; a) ; a 2 Ob(F (i)) ;li(f) = (1i; f) ; f 2 Fl(F (i)) ;66



qui identi�e F (i) �a la �bre Ci de eF au dessus de i. De plus, pour tout morphisme k : i! i0de I, on d�e�nit un morphisme de foncteursF (i) wF (k)''''')li F (i0)[[[[[̂ li0�k=)C �k : li �! li0F (k)par �k;a = (k; 1F (k)(a)) : (i; a) �! (i0; F (k)(a)) ;pour a objet de F (i). On remarque que si k : i ! i0, k0 : i0 ! i00 sont deux morphismescomposables de I, on a la condition de cocycle :(10:3:1) �k0k = (�k0 ? F (k))�k ; �1i = 1li ;F (i) wF (k)44444446li F (i0) wF (k0)u li0 F (i00)hhhhhhhk li00�k=) �k0=)C :Ces donn�ees satisfont �a la propri�et�e universelle suivante, analogue �a celle des limites in-ductives. Pour toute cat�egorie D, toute famille de foncteurs mi : F (i) ! D, i 2 Ob(I), ettoute famille de morphismes de foncteurs k : mi !mi0F (k), k : i! i0 2 Fl(I) satisfaisant�a la condition de cocyclek0k = (k0 ? F (k))k ; 1i = 1mi ;pour k : i ! i0, k0 : i0 ! i00 morphismes composables de I, il existe un foncteur uniqueH : C ! D tel que(10:3:2) mi = Hli ; i 2 Ob(I) ; et k = H ? �k ; k 2 Fl(I) :Explicitement, on a(10:3:3) H(i; a) =mi(a) ; (i; a) 2 Ob(C) ;H(k; f) = mi0(f)k;a ; (k; f) : (i; a) ! (i0; a0) 2 Fl(C) :En particulier, il existe un foncteur uniqueKF : Z F ���! lim�!F ;67



tel que si "i : F (i) ! lim�!F , i 2 Ob(I), d�esigne le morphisme canonique,(10:3:4) "i = KF � li ; i 2 Ob(I) ; et KF ? �k = 1"i ; k : i! i0 2 Fl(I) :Explicitement :(10:3:5) KF (i; a) = "i(a) ; (i; a) 2 Ob(C) ;KF (k; f) = "i0(f) ; (k; f) : (i; a) ! (i0; a0) 2 Fl(C) :10.4. La propri�et�e universelle d�ecrite dans 10.3 se pr�ecise par une propri�et�e \2-universelle"faisant de C = R F une \2-limite inductive": Pour tout couple de foncteursH;H 0 : C ww C 0d�e�nissant mi = Hli ; i 2 Ob(I) ; k = H ? �k ; k 2 Fl(I) ;m0i = H 0li ; i 2 Ob(I) ; 0k = H 0 ? �k ; k 2 Fl(I) ;et toute famille de morphismes de foncteurs�0i : mi �! m0i ; i 2 Ob(I) ;satisfaisant aux relations(10:4:1) 0k�0i = (�0i0 ? F (k))k ; k : i! i0 2 Fl(I) ;mi wku�0i mi0F (k)u �0i0 ? F (k)m0i w0k m0i0F (k)il existe un unique morphisme de foncteurs � : H ! H 0, tel que(10:4:2) �0i = � ? li ; i 2 Ob(I) :10.5. Soient maintenant F 0 : I ! Cat un deuxi�eme foncteur, fF 0 : C 0 = R F 0 ! I laco�bration correspondante, et � : F ! F 0 un morphisme de foncteurs, de sorte que pourtout objet i de I, �i : F (i) �! F 0(i)soit un foncteur. On d�e�nit un foncteur u = R � : C ! C 0, en posantu(i; a) = (i; �i(a)) ; (i; a) 2 Ob(C) ;u(k; f) = (k; �i0(f)) ; (k; f) 2 HomC((i; a); (i0 ; a0)) :(Comme (k; f) est un morphisme de C de (i; a) vers (i0; a0), f : F (k)(a) ! a0 est unmorphisme de F (i0) et �i0(f) : �i0F (k)(a) ! �i0(a0) un morphisme de F 0(i0). Comme68



� est un morphisme de foncteurs, �i0F (k)(a) = F 0(k)�i(a), donc (k; �i0(f)) est bien unmorphisme de C 0, de (i; �i(a)) vers (i0; �i0 (a0)).) On a un triangle commutatif de foncteursC = Z F wu = R ��eF Z F = C 0AAAAD fF 0I ;et on v�eri�e facilement que u est un foncteur cocart�esien (transformant morphismes co-cart�esiens en morphismes cocart�esiens).Le foncteur u = R � peut être aussi d�e�ni par la propri�et�e universelle de C. Notonsl0i : F 0(i) �! C 0 ; i 2 Ob(I) ;�0k : l0i �! l0i0F 0(k) ; k : i! i0 2 Fl(I) ;les foncteurs et morphismes de foncteurs canoniques correspondant au foncteur F 0, etd�e�nissons mi = l0i�i ; i 2 Ob(I) ; k = �0k ? �i ; k : i! i0 2 Fl(I) ;F (i) w�i'''')mi F 0(i)u l0iC 0 mi = l0i�i k=�0k?�i�������! l0i0F 0(k)�i = l0i0�i0F (k) = mi0F (k) :Soient k : i! i0 et k0 : i0 ! i00 deux morphismes composables de I. On ak0k = �0k0k ? �i = �(�0k0 ? F 0(k))�0k� ? �i = ��0k0 ? (F 0(k)�i)�(�0k ? �i)= ��0k0 ? (�i0F (k))�(�0k ? �i) = �(�0k0 ? �i0) ? F (k)�(�0k ? �i) = (mk0 ? F (k))mket 1i = �01i ? �i = 1l0i ? �i = 1l0i�i = 1mi :La propri�et�e universelle de C implique donc qu'il existe un unique foncteur u : C ! C 0 telque l0i�i = uli ; i 2 Ob(I) ; et �0k ? �i = u ? �k ; k : i! i0 2 Fl(I) ;et on v�eri�e facilement que ce foncteur co��ncide au foncteur R � d�e�ni pr�ec�edemment.69



Dans la suite, on se �xe, une fois pour toute, un localisateur fondamental fort W.Proposition 10.6. Soient I une petite cat�egorie, F;F 0 : I ww Cat deux foncteurs, et� : F ! F 0 un morphisme de foncteurs. Si � est une �equivalence faible naturelle, autrementdit, si pour tout objet i de I, le foncteur �i : F (i) ! F 0(i) est une �equivalence faible, alorsR a : R F ! R F 0 est asph�erique au dessus de I, et en particulier, une �equivalence faible.D�emonstration. La proposition est une cons�equence imm�ediate de ce qui pr�ec�ede, et dela proposition 9.9.10.7. Dans la suite, on va s'int�eresser au cas o�u la cat�egorie I est la cat�egorie engendr�eepar le graphe 0 wu 21 ;de sorte que la donn�ee d'un foncteur I ! Cat �equivaut �a la donn�ee d'un diagrammeC0 wu2uu1 C2C1de Cat, et si C = Z C0 wu2uu1 C2C1 ;on a Ob(C) = f(i; a) j i = 0; 1; 2; a 2 Ob(Ci)gHomC((i; a); (i; a0 )) ' HomCi(a; a0) ; i = 0; 1; 2; a; a0 2 Ob(Ci) ;HomC((0; a); (i; b)) ' HomCi(ui(a); b) ; i = 1; 2; a 2 Ob(C0) ; b 2 Ob(Ci) ;HomC((i; a); (j; b)) = ; sinon.En vertu de ce qui pr�ec�ede, on a un \2-diagramme"C0 wu2uu1 44444446l0 C2u l2�2=)�1(=C1 wl1 C :70



Dans ce cas particulier, la propri�et�e universelle a�rme la chose suivante : pour tout\2-diagramme" C0 wu2uu1 44444446m0 C2um22=)1(=C1 wm1 D ;il existe un foncteur unique g : C ! D tel quemi = gli ; i = 0; 1; 2; i = g ? �i ; i = 1; 2 :La propri�et�e \2-universelle" a�rme de plus que si on a un deuxi�eme \2-diagramme"C0 wu2uu1 AAAAAAACm00 C2um0202=)01(=C1 wm01 D ;d�e�nissant un foncteur g0 : C ! D tel que(10:7:1) m0i = g0li ; i = 0; 1; 2; 0i = g0 ? �i ; i = 1; 2 ;et des morphismes de foncteursC0um0 um00 C1um1 um01 C2um2 um02�0=) �1=) �2=)D D Dtels que(10:7:2) 0i�0 = (�i ? ui)i ; i = 1; 2 ;alors il existe un morphisme de foncteurs unique � : g ! g0 tel que(10:7:3) �i = � ? li ; i = 0; 1; 2 :71



Proposition 10.8. En gardant les notations ci dessus, si u1 est une �equivalence faible, ilen est de même pour l2.D�emonstration. Le foncteur l2 est le compos�eC2 l02������! Z C0 wu2u1C0 C2C0 R �������! Z C0 wu2uu1 C2C1 ;o�u l02 est le morphisme canonique, et � est le morphisme de foncteursC0 wu2u1C0 44461C0C244461C2C04446u1 C0 wu2u u1 C2C1 :Comme u1, 1C0 et 1C2 sont des �equivalences faibles, il r�esulte de la proposition 10.6 queR � est une �equivalence faible.Il su�t donc de montrer que l02 est une �equivalence faible. Or, le diagramme commutatifC0 wu2u1C0 '''''')u2 C2u 1C2==)=(=C0 wu2 C2d�e�nit, en vertu de la propri�et�e universelle (cf. 10.7), un foncteurZ C0 wu2u1C0 C2C0 r������! C2 ;tel que si C0 wu2u1C0 4444446l00 C2u l02�02=)�01(=C0 wl01 C 0d�esigne le \2-diagramme" canonique associ�e �aC 0 = Z C0 wu2u1C0 C2C0 ;72



on ait rl00 = u2 = rl01 ; rl02 = 1C2 ; r ? �01 = 1u2 = r ? �02 :En particulier, r est une retraction de l02. On va montrer que l02r est I-homotope �a 1C0 , o�uI = (I; @1; @2), les foncteurs @1; @2 : e ww I �etant d�e�nis par les objets 1 et 2 de I. Pourd�e�nir une I-homotopieZ C0 wu2u1C0 C2C0 � 0 wu 21 h�����! Z C0 wu2u1C0 C2C0 ;il su�t, en vertu de l'identi�cationHom(C 0 � I;C 0) ' Hom(I;Hom(C 0; C 0)) ;de d�e�nir des foncteurs hi : C 0 �! C 0 ; i = 0; 1; 2 ;et des morphismes de foncteurs�j : h0 �! hj ; j = 1; 2 :En vertu de la propri�et�e universelle (cf. 10.7), h1 = 1C0 est d�e�ni par le \2-diagramme"C0 wu2u1C0 4444446l00 C2u l02�02=)�01(=C0 wl01 C 0 ;h2 = l02r est d�e�ni par le \2-diagramme"C0 wu2u1C0 4444446l02u2 C2u l02==)=(=C0 wl02u2 C 0 ;et on d�e�nit h0 par le \2-diagramme"C0 wu2u1C0 '''''')l00 C2u l02�02=)=(=C0 wl00 C 0 :73



Les trois morphismes de foncteursC0ul00 u l00 C0ul00 u l01 C2ul02 u l02==) �01=) ==)C 0 C 0 C 0v�eri�ent les relations 10.7.2 de la propri�et�e \2-universelle", et d�e�nissent ainsi un mor-phisme de foncteurs �1 : h0 ! h1. De même, les trois morphismes de foncteursC0ul00 u l02u2 C0ul00 u l02u2 C2ul02 u l02�02=) �02=) ==)C 0 C 0 C 0permettent de d�e�nir un morphisme de foncteurs �2 : h0 ! h2, par la propri�et�e\2-universelle". On a donc prouv�e que 1C0 est I-homotope �a l02r. Or, I admet un objetinitial, et est donc asph�erique (2.11). On en d�eduit que I ! e est universellement dansW (proposition 2.4), et il r�esulte donc du lemme d'homotopie 5.6, (b) que l02r est une�equivalence faible. Comme rl02 = 1C2 , cela prouve, en vertu de la propri�et�e de saturationfaible (c), que l02 est une �equivalence faible, et ach�eve la d�emonstration.10.9. Revenons au cas o�u I est une petite cat�egorie arbitraire. Soient A une petitecat�egorie, et F : I ! bA un foncteur not�e indiciellement :Fi := F (i) ; i 2 Ob(I) ; Fk := F (k) ; k 2 Fl(I) :On se propose d'�etudier le foncteur canonique (cf. 10.3)K = KiAF : C = Z iAF ���! lim�!iAF ' iA(F 0) = A=F 0 ;o�u F 0 d�esigne la limite inductive lim�!F . Explicitons le foncteur K. Pour tout i, i 2 Ob(I),notons "i : Fi ! F 0, le morphisme canonique, de sorte que pour tout morphisme k : i! i0de I, le triangle Fi wFk����"i Fi0NNNQ "i0F 074



soit commutatif. Un objet de C est un triplet (i; a; x : a ! Fi), o�u i 2 Ob(I), a 2 Ob(A),x 2 Fl( bA). On a K(i; a; x : a! Fi) = (a; "ix : a! F 0)a x�! Fi "i�! F 0 :Un morphisme (i; a; x : a! Fi) (k;f)����! (i0; a0; x0 : a0 ! Fi0)de C est un couple (k; f), o�u k : i ! i0 est une �eche de I, et f : a! a0 une �eche de A,rendant commutatif le diagramme a wfux a0u x0Fi wFk Fi0 :On a K(k; f) = f ; a wf�"ix a0AAD "i0x0F 0 "i0x0f = "i0Fkx = "ix :Proposition 10.10. Le foncteur K : R iAF ! lim�!iAF est une �bration.D�emonstration. On v�eri�e facilement qu'un morphisme (k; f) de C = R iAF est cart�e-sien, relativement �a K, si et seulement si k est un isomorphisme. En particulier, la partiede Fl(C) form�ee des morphismes cart�esiens est stable par composition. Soient maintenant(i; a; x : a! Fi) un objet de C et a0 wf� aAAD "ixF 0un morphisme de A=F 0, F 0 = lim�!F , de but l'image de cet objet par K. Alors(i; a0; xf : a0 ! Fi) (1i;f)�����! (i; a; x : a! Fi)est un morphisme cart�esien de C, dont le but est l'objet donn�e de C, et dont l'image parK est le morphisme donn�e de A=F 0, ce qui d�emontre la proposition.10.11. Soit (a; s : a! F 0) un objet de A=F 0. On se propose d'�etudier la �breCs =  Z iAF!s75



du foncteur K au dessus de cet objet. Les objets de Cs sont les objets (i; a; x : a! Fi) deC tels que "ix = s, et les morphismes entre tels objets les morphismes(i; a; x : a! Fi) (k;1a)�����! (i0; a; x0 : a! F 0i )de C (de sorte que le triangle aAADx �x0Fi wFk Fi0soit commutatif). Pour tout objet i de I, consid�eront la �bre (A=Fi)s du morphismeiA("i) : A=Fi ! A=F 0 au dessus de (a; s : a! F 0). Les objets de (A=Fi)s sont les couples(a; x : a ! Fi) tels que "ix = s, et les seuls morphismes sont les identit�es. Pour toutmorphisme k : i! i0 de I, on en d�eduit un foncteur(A=Fi)s (iA(Fk))s��������! (A=Fi0 )s ;associant �a un objet (a; x : a! Fi) de (A=Fi)s l'objet (a; Fkx : a! Fi0) de (A=Fi0 )s. Ond�e�nit ainsi un foncteur (iAF )s : I ! Cat, et par suite, on peut former la cat�egorieZ (iAF )s ;dont les objets sont les triplets (i; a; x : a! Fi), i 2 Ob(I), tels que (a; x : a! Fi) soit unobjet de (A=Fi)s, autrement dit tels que "ix = s, et les morphismes les couples(i; a; x : a! Fi) (k;1a)������! (i0; a; x0 : a! Fi0) ; k : i! i0 2 Fl(i) ;(puisque les seuls morphismes de (A=Fi0 )s sont les identit�es) tels que le triangleaAADx �x0Fi wFk Fi0soit commutatif. On a donc d�emontr�e :Lemme 10.12. Soit (a; s : a ! F 0) un objet de A=F 0. Alors on a un isomorphismecanonique  Z iAF!s ' Z (iAF )s :76



10.13. Supposons maintenant que la cat�egorie I soit la cat�egorie engendr�ee par le graphe0 wu 21 ;de sorte que la donn�ee du foncteur F : I ! bA soit �equivalente �a la donn�ee d'un diagrammeF0 w'2u'1 F2F1de bA, la limite inductive F 0 du foncteur F �etant la somme amalgam�ee, de sorte qu'on aitun carr�e cocart�esien F0 w'2u'1 F2u "2F1 w"1 F 0 :Proposition 10.14. En gardant les notations ci-dessus, si '1 est un monomorphisme,alors le foncteur canoniqueK : C = Z A=F0 wu A=F2A=F1 �����! A=F 0est un foncteur coasph�erique, et en particulier une �equivalence faible.D�emonstration. Comme, en vertu de la proposition 10.10, le foncteur K est un �bration,il su�t de montrer (cf. 2.22) que pour tout objet (a; s : A ! F 0) de A=F 0 la �bre Cs deK, au dessus de cet objet, est asph�erique. En vertu du lemme 10.12, on aCs = Z (A=F0)s wu (A=F2)s(A=F1)s :En consid�erant s comme un �el�ement de F 0(a) = F1(a)qF0(a)F2(a), on distingue deux cas.a) s =2 Im("0(a)) . Alors on v�eri�e imm�ediatement queCs = Z ; wu ;e ou Cs = Z ; wu e; ;et Cs est r�eduite �a la cat�egorie ayant un seul objet, et l'identit�e de cet objet comme seulmorphisme. 77



b) s 2 Im("0(a)) . Alors on v�eri�e facilement que (A=F0)s ! (A=F1)s est un isomor-phisme (on utilise que '1 : F0 ! F1 est un monomorphisme), et en particulier une �equi-valence faible. En vertu de la proposition 10.8, le morphisme canonique(A=F2)s �����! Z (A=F0)s wu (A=F2)s(A=F1)s ' Csest une �equivalence faible. Or, le morphisme "2 : F2 ! F 0 est un monomorphisme (car '1est un monomorphisme), et par suite (A=F2)s est la cat�egorie ponctuelle. On en d�eduitque Cs est asph�erique, ce qui prouve la proposition.Corollaire 10.15. Soient A une petite cat�egorie,F0 w'2u'1 F2u "2F1 w"1 F 0un carr�e cocart�esien de bA, et supposons que '1 soit un monomorphisme. Alors si '1 (resp.'2) est une �equivalence faible, il en est de même pour "2 (resp. "1).D�emonstration. Consid�erons le diagrammeA=F0uu1=iA('1) wu2=iA('2) A=F2u l2 [[[[[[[[[]iA("2)A=F1 wl1hhhhhhhhhhhhhhhjiA("1)Z A=F0 wu A=F2A=F1 �������K A=F 0 ;o�u l1, l2 et K d�esignent les foncteurs canoniques (cf. 10.7 et 10.9), et dont les deux trianglessont commutatifs (mais pas le carr�e). Si '1 (resp. '2) est une �equivalence faible, alors u1(resp. u2) est une �equivalence faible, et en vertu de la proposition 10.8, il en est de mêmepour l2 (resp. l1). Or, comme '1 est un monomorphisme, en vertu de la proposition 10.14,K est une �equivalence faible. On en d�eduit que iA("2) (resp. iA("1)) est une �equivalencefaible de Cat, autrement dit, que "2 (resp. "1) est une �equivalence faible de bA, ce qui ach�evela d�emonstration. 78



Corollaire 10.16. Soient A une petite cat�egorie, etF0 w'2''')'1u�0 F2''')"2F1 w"1u�1 u �2 F 0u �0G0446 1 w 2 G2446�2G1 w�1 G0un cube commutatif de bA, dont les faces horizontales sont cocart�esiennes, et tel que '1, 1 soient des monomorphismes, et �0, �1, �2 des �equivalences faibles. Alors �0 est une�equivalence faible.D�emonstration. On a un carr�e commutatifZ wK A=F 0u iA(�0)A=F0 wu A=F2A=F1uR iA ? �Z wK 0 A=G0 ;A=G0 wu A=G2A=G1o�u � d�esigne le morphisme de foncteurs d�e�ni par �0, �1, �2, et K et K 0 les foncteurscanoniques (cf. 10.9). En vertu des propositions 10.6 et 10.14, les foncteurs R iA ? �, K etK 0 sont des �equivalences faible, et il en est donc de même pour iA(�0), ce qui prouve lecorollaire.Proposition 10.17. Soient I un ensemble bien ordonn�e, A une petite cat�egorie, etF : I ! bA un foncteur (o�u I d�esigne aussi la cat�egorie associ�ee �a l'ensemble ordon-n�e I) tel que pour tout i � j, le morphisme Fi ! Fj soit un monomorphisme. Alors lefoncteur canonique K : C = Z iAF ���! A=F 0 ;o�u F 0 = lim�!F , est coasph�erique, et en particulier une �equivalence faible.D�emonstration. Soit (a; s : a! F 0) un objet de A=F 0, et consid�eront s comme �el�ementde F 0(a). Comme les morphismes de transition Fi ! Fj sont des monomorphismes, F 0(a)s'identi�e �a la r�eunion croissante des Fi(a). Comme I est bien ordonn�e, il existe un pluspetit �el�ement is de I tel que s 2 Fis(a). Alors on v�eri�e facilement que la �bre Cs de K,au dessus de l'objet (a; s : a ! F 0), s'identi�e �a la cat�egorie correspondant �a l'ensembleordonn�e form�e des i 2 I tels que is � i. Cette cat�egorie, ayant un objet initial, estasph�erique (2.11). Comme, en vertu de la proposition 10.10, K est une �bration, on end�eduit que le foncteurK est coasph�erique, et en particulier une �equivalence faible (cf. 2.22).79



Corollaire 10.18. Soient I une cat�egorie correspondant �a un ensemble bien ordonn�e, Aune petite cat�egorie, F;G : I ww bA deux foncteurs, et ' : F ! G un morphisme defoncteurs. On suppose :a) pour tout i et j dans I, si i � j, les morphismes Fi ! Fj et Gi ! Gj sont desmonomorphismes;b) pour tout i dans I, le morphisme 'i : Fi ! Gi est une �equivalence faible.Alors lim�!' : lim�!F ! lim�!G est une �equivalence faible.D�emonstration. En e�et, on a un carr�e commutatif de CatZ iAF wuR iA ? ' A= lim�!Fu iA(lim�!')Z iAG w A= lim�!Gdont les �eches horizontales sont, en vertu de la proposition pr�ec�edente, des �equivalencesfaibles. Comme R iA ? ' est une �equivalence faible (proposition 10.6), il en est de mêmepour iA(lim�!'), ce qui d�emontre le corollaire.Corollaire 10.19. Pour toute petite cat�egorie A, la partie de Fl( bA), form�ee des �eches quisont �a la fois des �equivalences faibles et des monomorphismes, est stable par compositiontrans�nie �a droite. Autrement dit, pour tout ensemble bien ordonn�e I, et tout foncteurF : I ! bA, tel que les morphismes Fi ! Fj , i � j, i; j 2 I, soient des monomorphismeset des �equivalences faibles, le morphisme canonique F0 ! lim�!F , o�u 0 d�esigne le plus petit�el�ement de I, est une �equivalence faible (et un monomorphisme).D�emonstration. Le corollaire est une cons�equence imm�ediate du corollaire pr�ec�edent,appliqu�e au morphisme du foncteur constant, de valeur F0, vers le foncteur F , d�e�ni parles �eches F0 ! Fi, i 2 I.
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Colimites et extensions de Kan homotopiques.11.1 Pour tout objet I de Cat, on note Cat=I la cat�egorie des petites cat�egories au dessusde I, dont les objets sont les couples form�es d'un objet A de Cat et d'un foncteur A! I,et dont les morphismes sont les triangles commutatifsA whhhj A0'''*I :Pour toute �eche w : J ! I de Cat, on noteCat=w : Cat=J �! Cat=Ile foncteur d�e�nit par AuvJ 7�! AuwvI :Pour toute petite cat�egorie I, on d�e�nit des foncteursCat=I w�I Hom(I; Cat) ; Hom(I; Cat) w�0I Cat=I(A �! I) 7�! (i 7�! A=i) ; F 7�! (R F �! I) :Proposition 11.2. Soit w : J ! I un foncteur entre petites cat�egories. AlorsCat=J w�I � Cat=w Hom(I; Cat) ; Hom(I; Cat) w�0J � Hom(w; 1Cat) Cat=Jest un couple de foncteurs adjoints. En particulier, pour J = I et w = 1I , on obtient que(�I ;�0I) est un couple de foncteurs adjoints.D�emonstration. On va d�e�nir des morphismes d'adjonction" : �I � Cat=w ��0J � Hom(w; 1Cat) �! 1Hom(I;Cat) ;� : 1Cat=J ���! �0J � Hom(w; 1Cat) ��I � Cat=w ;et on va laisser le soin au lecteur de v�eri�er les relations d'adjonction.a) D�e�nition de ". Soit F : I ! Cat un foncteur. D�e�nissons un morphisme fonctoriel"F , autrement dit, pour tout objet i de I, un foncteur"F;i :  Z Fw!, i ����! F (i) ;81



fonctoriel en i. Les objets de la cat�egorie (R Fw)=i sont les triplets (j; a; p : w(j)! i), o�u jest un objet de J , a un objet de Fw(j), et p une �eche de I. Un morphisme de (R Fw)=i, desource (j; a; p : w(j)! i) et de but (j0; a0; p0 : w(j0)! i), est un couple (l; f), o�u l : j ! j0est une �eche de J , f : Fw(l)(a) ! a0 une �eche de Fw(j0), telles quew(j) ww(l)����p w(j0)NNNQ p0i p = p0w(l) :On d�e�nit le foncteur "F;i par"F;i(j; a; p : w(j)! i) = F (p)(a) ;"F;i(l; f) = F (p0)(f) : F (p0)Fw(l)(a) = F (p)(a) �! F (p0)(a0) :On laisse le soin au lecteur de v�eri�er la compatibilit�e �a la composition et aux identit�es,ainsi que la fonctorialit�e en i et en F .b) D�e�nition de �. Soit (A; v : A ! J) un objet de Cat=J . D�e�nissons un foncteur,au dessus de J , �A;v : A �! Z G ;o�u G : J �! Catd�esigne le foncteur j 7�! A=w(j) :Les objets de R G sont les triplets (j; a; p : wv(a) ! w(j)), o�u j est un objet de J , aun objet de A, et p une �eche de I. Un morphisme de (j; a; p : wv(a) ! w(j)) vers(j0; a0; p0 : wv(a0) ! w(j0)) est un couple (l; f), o�u l : j ! j0 est une �eche de J , f : a! a0une �eche de A, telles que le carr�ewv(a) wwv(f)up wv(a0)u p0w(j) ww(l) w(j0)soit commutatif. Pour tout objet a de A, on d�e�nit�A;v(a) = �v(a); a; 1wv(a) : wv(a) ! wv(a)� ;et pour toute �eche f : a! a0 de A,�A;v(f) = �v(f); f� : �v(a); a; 1wv(a)� �! �v(a0); a0; 1wv(a0)�:On v�eri�e facilement la compatibilit�e �a la composition et aux identit�es, ainsi que la foncto-rialit�e en (A; v). 82



Dans la suite, on se �xe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.11.3. Soit I une petite cat�egorie. On note WI la partie de Fl(Hom(I; Cat)) form�ee des�equivalences faibles naturelles, autrement dit, des morphismes de foncteurs � : F ! F 0IuF u F 0�=)Cattels que pour tout i, i 2 Ob(I), �i soit dansW. On note W 0I la partie de Fl(Cat=I) form�eedes foncteurs asph�eriques au dessus de I, autrement dit, des morphismesA wu�v A0AAD v0I v = v0ude Cat=I tels que pour tout i, i 2 Ob(I), le foncteur u=i : A=i ! A0=i0, induit par u, soitune �equivalence faible.Th�eor�eme 11.4. Pour toute petite cat�egorie I, on aW 0I = ��1I (WI) ; WI = �0I�1(W 0I )et les foncteurs �I :W 0I�1Cat=I �����!W�1I Hom(I; Cat)et �0I :W�1I Hom(I; Cat) �����!W 0I�1Cat=I ;induits par �I et �0I respectivement, sont des �equivalences de cat�egories quasi-inversesl'une de l'autre.D�emonstration. L'�egalit�e W 0I = ��1I (WI ) est �evidente. Comme (�I ;�0I) est un couplede foncteurs adjoints (11.2), il su�t en vertu du lemme 4.8, de montrer que pour toutfoncteur F : I ! Cat, le morphisme d'adjonction"F : �I�0I(F ) ���! Fest une �equivalence faible naturelle. En vertu de ce qui pr�ec�ede, pour tout objet i de I, lemorphisme "F;i est le foncteur (R F )=i �! F (i)d�e�ni par "F;i(i0; a; p : i0 ! i) = F (p)(a) ;"F;i�(i0; a; p : i0 ! i) (k;f)����! (i00; a0; p0 : i00 ! i)� = F (p0)(f) :83



On d�e�nit un foncteur �F;i : F (i) �! (R F )=ipar �F;i(a) = (i; a; 1i : i! i) ; a 2 Ob(F (i)) ;�F;i(f) = (1i; f) ; f 2 Fl(F (i)) :On v�eri�e facilement que ("F;i; �F;i) forme un couple de foncteurs adjoints. On en d�eduitque "F;i est asph�erique (2.9), et en particulier une �equivalence faible, ce qui ach�eve lad�emonstration du th�eor�eme.Dans la suite, on suppose que W est un localisateur fondamental fort.Lemme 11.5. Soit w : J ! I un morphisme de Cat. AlorsHom(w; 1Cat)(WI ) � WJ et Cat=w(W 0J ) � W 0I :D�emonstration. La premi�ere inclusion est �evidente. Pour montrer la deuxi�eme, consi-d�erons un morphisme u A wu�v A0AAD v0Ju wIde Cat=J , asph�erique au dessus de J . Il s'agit de montrer qu'il est asph�erique au dessusde I, autrement dit, que pour tout objet i de I, le foncteur u=i : A=i ! A0=i est une�equivalence faible. On a un triangle commutatifA=i wu=i����v=i A0=iNNNQ v0=iJ=iet pour tout objet (j; k : w(j)! i) de J=i, on a des isomorphismes canoniques(A=i)=(j; k) ' A=j ; (A0=i)=(j; k) ' A0=j ;et (u=i)=(j; k) s'identi�e �a u=j, qui est par hypoth�ese une �equivalence faible. Le foncteuru=i est donc asph�erique au dessus de J=i, ce qui prouve qu'il est une �equivalence faible.84



11.6. En vertu du lemme pr�ec�edent, pour toute �eche w : J ! I de Cat, le foncteurHom(w; 1Cat) : Hom(I; Cat) ����! Hom(J; Cat)induit un foncteur w� :W�1I Hom(I; Cat) ����!W�1J Hom(J; Cat) ;et le foncteur Cat=w : Cat=J ����! Cat=Iun foncteur Cat=w :W 0J�1Cat=J ����!W 0I�1Cat=I :Pour toute petite cat�egorie I, on poseD(I) = DW(I) =W�1I Hom(I; Cat)(de sorte que si I = e, D(e) = W�1e Hom(e; Cat) ' W�1Cat = Hot (cf. 4.2)). Pour toutmorphisme w : J ! I de Cat, on a donc d�e�ni un foncteurw� : D(I) �! D(J) :On d�e�nit un foncteur w! : D(J) �! D(I)en posant w! = �I � Cat=w ��0J :Th�eor�eme 11.7. Pour tout morphisme w : J ! I de Cat, les foncteursw! : D(J) �! D(I) ; w� : D(I) �! D(J)forment un couple de foncteurs adjoints.D�emonstration. Il r�esulte de la proposition 11.2, du th�eor�eme 11.4, et des lemmes 11.5et 9.5 que le couple de foncteurs (�I � Cat=w ; �0J � w�)W 0J�1Cat=J Cat=w������!W 0I�1Cat=I �I�����!W�1I Hom(I; Cat) = D(I)W�1I Hom(I; Cat) = D(I) w��! D(J) =W�1J Hom(J; Cat) �0J�����!W 0J�1Cat=Jest un couple de foncteurs adjoints. Comme en vertu du th�eor�eme 11.4, �J et �0J sont des�equivalences de cat�egories quasi-inverses l'une de l'autre, w� ' �J (�0Jw�) est un adjoint�a droite de (�I Cat=w)�0J = w!, ce qui prouve le th�eor�eme.85



Corollaire 11.8. Soit J w�! J 0 w0�! J 00 dans Cat. Alors on a un isomorphisme de foncteurs(w0w)! ' w0!w!.D�emonstration. Le corollaire r�esulte imm�ediatement du th�eor�eme 11.7 et de l'isomor-phisme �evident (w0w)� ' w�w0�.Exemple 11.9. Soit J une petite cat�egorie. On noteJ : Hom(J; Cat) �!W�1J Hom(J; Cat) = D(J)le foncteur de localisation (de sorte que si J = e,e : Cat ' Hom(e; Cat) �!W�1e Hom(e; Cat) ' W�1Cat = Hots'identi�e au foncteur de localisation canonique  : Cat! Hot (cf. 4.2)). On note pJ : J ! el'unique foncteur de J vers la cat�egorie ponctuelle. On v�eri�e imm�ediatement que pour toutfoncteur F : J ! Cat, on a (pJ )!J (F ) ' (R F ) :En particulier, si A est une petite cat�egorie, et F le foncteur constant de valeur AF : j 7�! A ; j 2 Ob(J) ;alors (pJ )!J (F ) ' (J �A) ;autrement dit, (pJ )!p�J(A) ' (J �A) :Ainsi, en vertu de la proposition 9.8, le foncteur(pJ )!p�J : Hot �! Hots'identi�e au foncteur (J)� ? , produit par (J) dans Hot.On suppose, dans la suite, que le localisateur fondamental fort W est fortement satur�e.(5)Proposition 11.10. Soit w : J ! I un morphisme de Cat.a) Pour que w soit une �equivalence faible, il faut et il su�t que le morphisme defoncteurs (pJ )!p�J ' (pI)!w!w�p�I �! (pI)!p�I ;d�e�ni par le morphisme d'adjonction, soit un isomorphisme.b) Pour que w soit asph�erique, il faut et il su�t que le morphisme de foncteursw!p�J ' w!w�p�I �! p�I ;5Dans sa th�ese, Denis-Charles Cisinski d�emontre que, comme Grothendieck le conjecturedans \Pursuing Stacks", tout localisateur fondamental fort est fortement satur�e, mais cer�esultat n'est pas �el�ementaire. 86



d�e�ni par le morphisme d'adjonction, soit un isomorphisme.D�emonstration. a) Pour toute petite cat�egorie A, le morphisme(J �A) ' (pJ )!(pJ )�(A) �! (pI )!(pI)�(A) ' (I �A)n'est autre que (w � 1A), qui est un isomorphisme si et seulement si w � 1A est une�equivalence faible (puisque W est fortement satur�e). L'assertion (a) r�esulte donc de 9.2.b) Pour toute petite cat�egorie A, w!p�J(A) (resp. p�I(A)) est l'image par I dufoncteur i 7! (J � A)=i ' J=i � A (resp. du foncteur constant i 7! A), i 2 Ob(I), et lemorphisme w!p�J(A) ! p�I(A) est l'image par I du morphisme de foncteurs d�e�ni parla deuxi�eme projection J=i�A! A. L'assertion (b) r�esulte donc de 2.4.Remarque 11.11. Les assertions (a) et (b) de la proposition 11.10 admettent la g�en�era-lisation commune suivante : SoitJ wu�w J 0AAD w0I w = w0uun triangle commutatif de Cat. Pour que le morphisme u soit asph�erique au dessus de I,il faut et il su�t que le morphisme de foncteursw!p�J ' w0!u!u�p�J0 �! w0!p�J0 ;d�e�ni par le morphisme d'adjonction, soit un isomorphisme.En e�et, pour toute petite cat�egorie A, le morphisme w!p�J(A) �! w0!p�J0(A) de D(I)s'identi�e �a l'image par I du morphisme de foncteursi 7�! u=i� 1A : J=i�A �! J 0=i�A ; i 2 Ob(I) ;et l'assertion r�esulte de 9.2.
87



Morphismes propres, lisses.Dans ce paragraphe, on se �xe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.D�e�nition 12.1. On dit qu'un morphisme u : A ! B de Cat est W-propre, ou plussimplement propre, si pour tout objet b de B, le morphisme canoniqueib : Ab �! A=b ; a 7! (a; 1b : u(a)! b) ; a 2 Ob(Ab)est coasph�erique. On dit que u est W-lisse, ou plus simplement lisse, si le morphismeu� : A� ! B� est propre, autrement dit, si pour tout objet b de B, le morphisme canoniquejb : Ab �! bnA ; a 7! (a; 1b : b! u(a)) ; a 2 Ob(Ab)est asph�erique.Exemple 12.2. Il r�esulte de 2.13 et 2.22 qu'une pr�eco�bration est un morphisme propre.Dualement, une pr�e�bration est un morphisme lisse. En particulier, une immersion ouverte(morphisme de Cat isomorphe �a l'inclusion d'un crible) est un morphisme lisse, et uneimmersion ferm�ee (morphisme isomorphe �a l'inclusion d'un cocrible) est un morphismepropre.Proposition 12.3. Soit u : A ! B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes sont�equivalentes :a) u est propre ;b) pour tout objet a de A les �bres du morphismeanA �! bnB ; b = u(a) ;induit par u, sont asph�eriques ;c) pour tout morphisme B0 = �1! B de Cat, si l'on forme le carr�e cart�esienA0 = A�B B0 wu AuB0 w B ;l'inclusion A01 ,! A0, de la �bre de A0 au dessus de l'objet 1 de B0 = �1, est un morphismecoasph�erique ;d) pour toute �eche f0 : b0 ! b1 de B, et tout objet a0 de Ab0 , la cat�egorie A(a0; f0),dont les objets sont les �eches f : a0 ! a de source a0, qui rel�event f0 (u(f) = f0), etdont les morphismes sont les triangles commutatifsa04447f ����f 0b wg b0 ;avec g morphisme de Ab1 (u(g) = 1b1), est asph�erique.88



D�emonstration. L'�equivalence de (a), (b) et (d) est un simple exercice de traductionlaiss�e au lecteur. Montrons l'�equivalence de (c) et (d). La donn�ee d'une �eche f0 : b0 ! b1de B �equivaut �a celle d'un foncteur �1 ! B, comme dans (c), et a�rmer, avec les no-tations de (c), que A01 ,! A0 est coasph�erique, c'est a�rmer que pour tout objet a0 deA0, la cat�egorie a0nA01 est asph�erique. Si a0 2 Ob(A01), cela est vrai, sans hypoth�ese suru, (puisqu'alors a0nA01 admet un objet initial, et par suite est asph�erique (2.11)). Il su�tdonc de le v�eri�er pour a0 dans A0�A01 = A00 ' Ab0 . Mais alors a0 s'identi�e �a un objet a0de Ab0 , et on v�eri�e que a0nA01 est isomorphe �a la cat�egorie A(a0; f0) de (d). Cela ach�evela d�emonstration.Corollaire 12.4. Les morphismes propres sont stables par changement de base, autrementdit, pour tout carr�e cart�esien dans CatA0uu0 w Au uB0 w B ;si u est propre, il en est de même pour u0.D�emonstration. Le corollaire r�esulte de la proposition 12.3, puisque la condition (c) eststable par changement de base.Proposition 12.5. Un morphisme propre �a �bres asph�eriques est universellement asph�e-rique, autrement dit, est asph�erique et le reste apr�es tout changement de base, ou encorede fa�con �equivalente, est universellement dans W.D�emonstration. Comme être propre �a �bres asph�eriques est, en vertu du corollaire12.4, une propri�et�e stable par changement de base, il su�t de montrer qu'un morphismeu : A! B satisfaisant �a cette propri�et�e est asph�erique. Le morphisme u �etant propre, pourtout objet b de B, le morphisme canonique Ab ! A=b est coasph�erique, et en particulierune �equivalence faible. Comme par hypoth�ese la cat�egorie Ab est asph�erique, il en est demême pour A=b, ce qui prouve l'assertion.Lemme 12.6. Soient u : A ! B un morphisme de Cat, a un objet de A, et b = u(a). Sile morphisme u est propre, il en est de même du morphisme anA! bnB, induit par u.D�emonstration. En vertu de la condition (b) de la proposition 12.3, il su�t de montrerque pour tout objet (a0; f : a! a0) de anA le morphisme (a0; f)n(anA) ! (b0; g)n(bnB), o�u(b0; g) = (u(a0); u(f)), est �a �bres asph�eriques. Or ce morphisme s'identi�e au morphismea0nA ! b0nB, induit par u, qui est �a �bres asph�eriques, en vertu de la condition (b) de laproposition 12.3, puisque le morphisme u est propre.Proposition 12.7. Soient u : A ! B un morphisme propre de Cat, a un objet de A, etb = u(a). Alors le morphisme anA ! bnB, induit par u, est universellement asph�erique.D�emonstration. Il r�esulte de la condition (b) de la proposition 12.3 que le morphismeanA ! bnB est �a �bres asph�eriques, et du lemme pr�ec�edent qu'il est propre. L'assertionr�esulte donc de la proposition 12.5. 89



Proposition 12.8. Les morphismes propres sont stables par composition.D�emonstration. Soit A u! B v! C dans Cat, avec u, v propres. Formons le diagrammeA0 wu anA wu Au uB0 wu bnB wu Bu vf(c0; f)g y w cnC w C ;o�u a est un objet de A, b = u(a), c = v(b) = vu(a), (c0; f : c ! c0) un objet de cnC,les deux carr�es de gauche �etant cart�esiens. Comme v est propre, il r�esulte de la condition(b) de la proposition 12.3 que B0 est asph�erique. Comme u est propre, il r�esulte de laproposition 12.7 que le morphisme anA ! bnB est universellement asph�erique. On end�eduit que le morphisme A0 ! B0 est asph�erique, donc une �equivalence faible, et parsuite, A0 est asph�erique. Cela prouve que vu est propre en vertu de la condition (b) de laproposition 12.3.Lemme 12.9. Soit A0 wu Au uB0 w Bun carr�e cart�esien de Cat. Alors pour tout objet a de A, b = u(a), le carr�e induitanA0 wu anAubnB0 w bnBest cart�esien.D�emonstration. Consid�erons le cube commutatifA0u w AanA0AAD u wu anAAAD uB0 w BbnB0AAD w bnBAAD :La face arri�ere est cart�esienne par hypoth�ese, et les faces horizontales sont cart�esiennes pard�e�nition de anA0 et bnB0. On en d�eduit que la face avant est cart�esienne, ce qui prouvele lemme. 90



Proposition 12.10. Soient C une petite cat�egorie,A wuhhhj B'''*Cun morphisme de Cat=C coasph�erique au dessus de C, C 0 ! C un morphisme propre, etformons le diagramme de changement de base dont les trois carr�es sont cart�esiens(12:10:1) A0u ����u0 w A����uB0 w[[[[̂ u B[[[[̂C 0 w CAlors u0 est coasph�erique au dessus de C 0D�emonstration. Soient c0 un objet de C 0, c son image dans C, et consid�erons le dia-gramme induit par le diagramme 12.10.1c0nA0u ''') w cnA''')c0nB0 w���� u cnB����c0nC 0 w cnC :En vertu du lemme 12.9, les deux carr�es contenant c0nC 0 ! cnC sont cart�esiens (le troisi�emecarr�e l'est donc aussi). Comme C 0 ! C est propre, il r�esulte de la proposition 12.7 quec0nC 0 ! cnC est universellement asph�erique, donc c0nA0 ! cnA et c0nB0 ! cnB sontasph�eriques, et en particulier, des �equivalences faibles. Comme u est coasph�erique au dessusde C, cnA ! cnB est une �equivalence faible, donc, par saturation faible, c0nA0 ! c0nB0aussi, ce qui prouve que u0 est coasph�erique au dessus de C 0.Corollaire 12.11. L'image r�eciproque d'un morphisme coasph�erique par un morphismepropre est coasph�erique.Le corollaire est un cas particulier de la proposition 12.10.Th�eor�eme 12.12. Soit u : A ! B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes sont�equivalentes :a) u est propre ; 91



b) pour tout diagramme de carr�es cart�esiens dans CatA00 wwu A0 wu Au uB00 wv B0 w B ;si v est coasph�erique, il en est de même pour w.D�emonstration. L'implication (a) ) (b) r�esulte des corollaires 12.4 et 12.11. Montronsque (b) implique (a). Pour tout objet b de B, on a un diagramme de carr�es cart�esiensAb wu A=b wu Au ufbg w B=b w B ;o�u l'image de fbg ! B=b est l'objet �nal de B=b. Le morphisme fbg ! B=b admet doncun adjoint �a gauche, et par suite, est coasph�erique (2.22). L'hypoth�ese (b) implique alorsque Ab ! A=B est coasph�erique, ce qui prouve que u est propreProposition 12.13. Soient C une petite cat�egorie,A wuhhhjv B'''* wCun morphisme de Cat=C, avec v et w propres. Si u induit des �equivalences faibles dans les�bres au dessus de C, alors u est asph�erique au dessus de C, et en particulier, si W estun localisateur fondamental fort, u est une �equivalence faible.D�emonstration. Pour tout objet c de C, on a un carr�e commutatifAc wucuiA Bcu iBA=c wu=c B=c ;o�u iA et iB d�esignent les morphismes canoniques. Comme v et w sont propres, iA et iBsont coasph�eriques, et en particulier des �equivalences faibles. Par hypoth�ese uc est une�equivalence faible ; on en d�eduit donc que u=c est une �equivalence faible, ce qui prouve laproposition.Remarque 12.14. La proposition 12.13 g�en�eralise la partie (a) de la proposion 9.9.92



Remarque 12.15. Toutes les assertions concernant les morphismes propres admettentune version duale relative aux morphismes lisses. En particulier, les morphismes lisses sontstables par changement de base et composition. Un morphisme lisse �a �bres asph�eriquesest universellement dans W. Pour qu'un morphisme u de Cat soit lisse, il faut et il su�tque l'image r�eciproque par u d'un morphisme asph�erique soit asph�erique, et que u conservecette propri�et�e apr�es tout changement de base. On laisse le soin au lecteur de formuler lesversions duales des autres assertions.12.16. Soient w : J ! I un morphisme de Cat, F : I ! Cat un foncteur, et posonsG = Fw : J ! Cat. Le morphisme w induit un foncteurew : Z G = Z Fw ���! Z Fd�e�ni par ew(j; a) = (w(j); a) ; (j; a) 2 Ob(R G) ;ew(q; f) = (w(q); f) ; (q; f) : (j; a) ! (j0; a0) 2 Fl(R G) :Le foncteur ew : R G! R F peut être aussi d�e�ni par la propri�et�e universelle de R G. Notonsli : F (i) �! Z F ; i 2 Ob(I) ;�k : li �! li0F (k) ; k : i! i0 2 Fl(I) ;les foncteurs et morphismes de foncteurs canoniques correspondant au foncteur F (cf. 10.3),et d�e�nissonsl0j = lw(j) : G(j) = F (w(j)) �! Z F ; j 2 Ob(J) ;�0q = �w(q) : l0j = lw(j) �! lw(j0)F (w(q)) = l0j0G(q) ; q : j ! j0 2 Fl(J) :On v�eri�e aussitôt qu'on a la relation de cocycle�0q0q = (�0q0 ? G(q))�0q ; �01j = 1l0j ;pour j q�! j0 q0�! j00, morphismes composables de J , et que ew : R G! R F est le foncteurd�e�ni, par la propri�et�e universelle de R G, par la famille de foncteurs l0j , j 2 Ob(J), et demorphismes de foncteurs �0q, q 2 Fl(J), (cf. 10.3).Lemme 12.17. Soient w : J ! I un morphisme de Cat, F : I ! Cat un foncteur, etposons G = Fw : J ! Cat. Alors on a un carr�e cart�esienZ G wewueG Z Fu eFJ ww I ;93



o�u eG, eF d�esignent les co�brations associ�ees aux foncteurs G et F respectivement (cf. 10.1),et ew le foncteur induit par w (cf. 12.16).D�emonstration. Le lemme r�esulte d'une v�eri�cation imm�ediate, laiss�ee au lecteur.Lemme 12.18. Soient u : A ! B un morphisme de Cat et F : A ! Cat un foncteur.Pour tout b, b 2 Ob(B), on a un isomorphisme canonique�Z F�.b ' Z F jA=b ;o�u F jA=b d�esigne le compos�e de F avec le foncteur canonique A=b! A.D�emonstration. En vertu du lemme 12.17, on a un carr�e cart�esienZ F jA=b wu Z FuA=b w A ;et comme le carr�e A=b wu AuB=b w Best aussi cart�esien, il en est de même du carr�e compos�eZ F jA=b wu Z FuB=b w B :Le carr�e �Z F�.b wu Z FuB=b w B�etant aussi cart�esien, le lemme en r�esulte. 94



Proposition 12.19. Soit w : J ! I un morphisme de Cat. Les conditions suivantes sont�equivalentes :a) le morphisme w est coasph�erique ;b) pour tout foncteur F : I ! Cat, le morphismeZ Fw �! Z F ;induit par w, est coasph�erique ;c) pour tout foncteur F : I ! Cat, le morphismeZ Fw �! Z F ;induit par w, est une �equivalence faible.D�emonstration. En vertu du lemme 12.17, on a un carr�e cart�esienZ Fw wu Z Fu eFJ ww I ;et eF est une co�bration, et en particulier, un morphisme propre (12.2). L'implication(a) ) (b) r�esulte donc du corollaire 12.11. L'implication (b) ) (c) r�esulte de 2.22. Mon-trons l'implication (c) ) (a). Soit i un objet de I et consid�erons le foncteur F : I ! Catassociant �a un objet i0 de I la cat�egorie discr�ete correspondant �a l'ensemble HomI(i; i0).Alors, en vertu de (c), R Fw ! R F est une �equivalence faible, et on v�eri�e facilementque R F ' inI, que R Fw ' inJ , et que la �eche R Fw ! R F s'identi�e au morphismeinw : inJ ! inI, induit par w, ce qui prouve que w est coasph�erique, et ach�eve la d�emons-tration.Le corollaire suivant compl�ete la proposition 11.10.Corollaire 12.20. Supposons que le localisateur fondamental W soit un localisateur fon-damental fort, fortement satur�e, (6) et soit w : J ! I un morphisme de Cat. Pour que wsoit coasph�erique, il faut et il su�t que le morphisme de foncteurs(pJ )!w� ' (pI )!w!w� �! (pI)! ;d�e�ni par le morphisme d'adjonction, soit un isomorphisme.D�emonstration. Pour tout foncteur F : I ! Cat, le morphisme�Z Fw� ' (pJ )!w�I(F ) �! (pI)!I(F ) ' �Z F�de D(e) ' Hot (cf. 11.9) s'identi�e �a (ew), o�u ew : R Fw! R F d�esigne le morphisme induitpar w. Le corollaire r�esulte donc de la proposition 12.19, et de la forte saturation de W.6Voir note de bas de page pr�ec�edant la proposition 11.10.95



Remarque 12.21.La proposition 12.19 et le corollaire 12.20 admettent une version relativeanalogue �a celle de la proposition 11.10 (remarque 11.11). SoitJ wu�w J 0AAD w0I w = w0uun triangle commutatif dans Cat. Pour tout foncteur F : I ! Cat le triangleR Fw weu''')ew R Fw0[[[̂ ew0R F ;o�u eu, ew, ew0 d�esignent les foncteurs induits par u, w, et w0 respectivement, est commutatif.On en d�eduit un diagramme commutatifR Fwuew '''')eu wgFw Jw �����uR Fw0 wgFw0hhhhk ew0 u J 0[[[[̂ w0R F weF I ;dont les faces carr�ees sont cart�esiennes, en vertu du lemme 12.17. Il r�esulte donc de laproposition 12.10, que si le morphisme u est coasph�erique au dessus de I, alors eu estcoasph�erique au dessus de R F . R�eciproquement, si pour tout foncteur F : I ! Cat, lemorphisme eu : R Fw! R Fw0 est coasph�erique au dessus de R F , alors u est coasph�eriqueau dessus de I. En e�et, soit i un objet de I, et consid�erons le foncteur F : I ! Catassociant �a un objet i0 de I la cat�egorie discr�ete correspondant �a l'ensemble HomI(i; i0).Alors le foncteur eu : R Fw ! R Fw0 s'denti�e au foncteur inu : inJ ! inJ 0, induit par u,et la cat�egorie R F �a la cat�egorie inI. Il r�esulte donc de l'hypoth�ese que le morphisme inuest coasph�erique au dessus de inI. En particulier, le morphismeinu : inJ ' (i; 1i)n(inJ) �! (i; 1i)n(inJ) ' inJ 0 ;o�u (i; 1i) d�esigne l'objet initial de inI, est une �equivalence faible, ce qui prouve que lemorphisme u est coasph�erique au dessus de I. Si le localisateur fondamental W est unlocalisateur fondamental fort, le raisonnement pr�ec�edent montre aussi que le morphismeu est coasph�erique au dessus de I si et seulement si pour tout foncteur F : I ! Cat, lemorphisme eu : R Fw ! R Fw0 est une �equivalence faible. Si, de plus, W est fortementsatur�e, (7) cette derni�ere condition �equivaut �a a�rmer que le morphisme de foncteurs(pJ )!w� ' (pJ0 )!u!u�w0� �! (pJ0 )!w0� ;7Voir note de bas de page pr�ec�edant la proposition 11.10.96



d�e�ni par le morphisme d'adjonction, est un isomorphisme (ce qui g�en�eralise le corollaire12.20). En e�et, on v�eri�e aussitôt que pour tout foncteur F : I ! Cat, le morphisme�R Fw� ' (pJ )!w�I(F ) �! (pJ0 )!w0�I(F ) ' �R Fw�de D(e) ' Hot s'identi�e au morphisme (eu).12.22. Soit u : A! B un foncteur entre petites cat�egories. Dans la suite de ce paragraphe,on d�esigne aussi, par abus de notation, par u!, u� les foncteursHom(A; Cat) u!�! Hom(B; Cat) ; Hom(B; Cat) u��! Hom(A; Cat) ;F 7�! (b 7! (R F )=b) G 7�! Guu! = �B�Cat=u��0A (cf. 11.1), u� = Hom(u; 1Cat), de sorte qu'on ait des carr�es commutatifsHom(A; Cat) wu!uA Hom(B; Cat)u B Hom(B; Cat) wu�uB Hom(A; Cat)u AD(A) wu! D(B) ; D(B) wu� D(A)(cf. 11.6, 11.9) (le premier uniquement dans le cas d'un localisateur fondamental fort).12.23. Soit D = A0 wwuu0 Au uB0 wv Bun carr�e cart�esien de Cat. Pour tout foncteur F : A ! Cat, on d�eduit un carr�e cart�esiencompos�e R Fw wewugFw R Fu eFA0 wwuu0 Au uB0 wv B(cf. 12.17). Pour tout objet b0 de B0, le foncteur ew induit un foncteur(R Fw)=b0 �! (R F )=v(b0) ;et on remarque que(R Fw)=b0 = (u0!w�(F ))(b0) et (R F )=v(b0) = (v�u!(F ))(b0) :On en d�eduit un morphisme �D : u0!w� �! v�u!de Hom�Hom(A; Cat);Hom(B0; Cat)�, appel�e morphisme de changement de base associ�e aucarr�e D. 97



Proposition 12.24. Soit D = A0 wwuu0 Au uB0 wv Bun carr�e cart�esien de Cat, avec u morphisme propre (resp. v morphisme lisse). Alors lemorphisme de changement de base �D : u0!w� ! v�u! est coasph�erique (resp. universelle-ment asph�erique) argument par argument, autrement dit, pour tout foncteur F : A ! Cat,et tout objet b0 de B0 �D;F (b0) : (u0!w�(F ))(b0) �! (v�u!(F ))(b0)est coasph�erique (resp. universellement asph�erique), et en particulier, une �equivalencefaible.D�emonstration. Cas u propre. En vertu du corollaire 12.4, le morphisme u0 est propreaussi, et pour tout objet b0 de B0, on a donc un carr�e commutatifA0b0 w�u Av(b0)uA0=b0 w A=v(b0)dont les �eches verticales sont coasph�eriques, et la �eche horizontale du haut un isomor-phisme, puisque le carr�e D est cart�esien. Pour tout foncteur F : A! Cat, on en d�eduit uncarr�e commutatif R FwjA0b0 w�u R F jAv(b0)uR FwjA0=b0 wo R F jA=v(b0)o�R Fw�=b0 �R F �=v(b0)(u0!w�(F ))(b0) (v�u!(F ))(b0)dont les �eches verticales sont des morphismes coasph�eriques (proposition 12.19), et la�eche horizontale du haut un isomorphisme. Il r�esulte alors de la proposition 2.8 (formeduale) que la �eche horizontale du bas est coasph�erique, ce qui ach�eve la d�emonstration,par une double application du lemme 12.18.98



Cas v lisse. Soient F : A ! Cat un foncteur, b0 un objet de B0, et consid�erons le carr�ecart�esien R Fw wewuu0gFw R Fu u eFB0 wv B(cf. 12.23), et le cube commutatif�R Fw�=b0u w�D;F (b0)���� �R F �=v(b0)''')R Fwu wu R FuB0=b0� w B=v(b0)����B0 w B ;dont les faces lat�erales et la face avant sont cart�esiennes, donc aussi la face arri�ere. Commev est lisse, en vertu de la proposition 12.7 (forme duale), le morphisme B=b0 ! B=v(b0),induit par v, est universellement asph�erique. Il en est donc de même pour �D;F (b0), ce quiprouve la proposition.12.25. Soit u : A! B un morphisme de Cat. Par abus de notation, on d�esigne par RB A=bla cat�egorie R F , o�u F est le foncteur F : B ! Cat d�e�ni par b 7! A=b. La cat�egorie RB A=best la cat�egorie dont les objets sont les triplets (b; a; f : u(a) ! b), a 2 Ob(A), b 2 Ob(B),f 2 Fl(B), un morphisme de (b; a; f : u(a)! b) vers (b0; a0; f 0 : u(a0)! b0) �etant un couple(h : b! b0; g : a! a0), g 2 Fl(A), h 2 Fl(B), tel que le carr�eu(a) wu(g)uf u(a0)u f 0b wh b0soit commutatif. On d�e�nit des foncteursiu : A ����! RB A=b ; ru : RB A=b �! A ;a 7�! (u(a); a; 1u(a)) (b; a; f) 7�! aet un morphisme de foncteurs� : iuru �! 1R BA=b ; �(b;a;f) = (f; 1a) : (u(a); a; 1u(a))! (b; a; f) ;et on v�eri�e aussitôt que ruiu = 1A. On en d�eduit que iu et ru sont des �equivalences faibles.99



De plus, pour tout carr�e commutatif de CatA0 wwuu0 Au uB0 wv B ;on a des carr�es commutatifsA0 wwuiu0 Au iu RB0 A0=b0uru0 ws RB A=bu ruRB0 A0=b0 ws RB A=b A0 ww A ;o�u s : RB0 A0=b0 ! RB A=b est le foncteur d�e�ni par (b0; a0; f 0) 7! (v(b0); w(a0); v(f 0)).Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que le localisateur fondamental W est unlocalisateur fondamental fort.Th�eor�eme 12.26. Soit u : A ! B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes sont�equivalentes :a) u est propre ;b) pour tout diagramme de carr�es cart�esiens dans CatA00 wu A0 wu Au uB00 w B0 w B ;le morphisme de changement de base, associ�e au carr�e de gauche, est une �equivalence faibleargument par argument.D�emonstration. L'implication (a) ) (b) r�esulte du corollaire 12.4 et de la proposition12.24. Montrons l'implication (b) ) (a). En vertu du th�eor�eme 12.12, il su�t de montrerque si D = A0 wwuu0 Au uB0 wv Best un carr�e cart�esien dont le morphisme de changement de base �D est une �equivalencefaible argument par argument, et si v est coasph�erique, alors w est coasph�erique. Parhypoth�ese, pour tout foncteur F : A ! Cat, et tout objet b0 de B0,�D;F (b0) : (u0!w�(F ))(b0) �! (v�u!(F ))(b0)100



est une �equivalence faible. Comme W est un localisateur fondamental fort, il r�esulte de laproposition 10.6 que R �D;F : R u0!w�(F ) �! R v�u!(F )est une �equivalence faible. D'autre part, comme v est coasph�erique, il r�esulte de la propo-sition 12.19 que le morphismeev : R v�u!(F ) = R u!(F )v �! R u!(F ) ;induit par v, est une �equivalence faible, et par suite aussi le compos�eev R �D;F : R u0!w�(F ) �! R u!(F ) :Or, Z u0!w�(F ) = ZB0�R Fw�=b0 ; Z u!(F ) = ZB�R F �=b ;et on a un carr�e cart�esien R Fw wewuu0gFw R Fu u eFB0 wv B(cf. 12.23), d'o�u un carr�e commutatifR Fw wewu R FuZB0�R Fw�=b0 ws ZB�R F �=bdont les �eches verticales sont des �equivalences faibles (cf. 12.25). On v�eri�e facilement ques = ev R �D;F , ce qui implique que ew est une �equivalence faible, et prouve, en vertu de laproposition 12.19, que le foncteur w est coasph�erique, ce qui ach�eve la d�emonstration.Remarque 12.27. Il existe une caract�erisation analogue pour les morphismes lisses, maisje ne connais pas de d�emonstration �el�ementaire.12.28. En revenant aux notations de 11.6, soitD = A0 wwuu0 Au uB0 wv B101



un carr�e cart�esien de Cat. On en d�eduit un carr�e commutatifD(A0) D(A)u w�D(B0)uu0� D(B)u u�u v� ;les foncteurs u� et u0� admettant des adjoints �a gaucheu! : D(A) ! D(B) et u0! : D(A0)! D(B0)respectivement (cf. 11.7). On appelle aussi morphisme de changement de base associ�e aucarr�e cart�esien D et on note cD : u0!w� ! v�u! le morphisme de Hom(D(A);D(B0)), compo-s�e des �eches u0!w� �! u0!w�u�u! = u0!u0�v�u! �! v�u! ;d�e�nies par les morphismes d'adjonction 1D(A) ! u�u! et u0!u0� ! 1D(B0). On v�eri�efacilement que le morphisme cD est induit, par localisation, par le morphisme �D (cf.12.23), autrement dit, en gardant les notations de 11.9, pour tout foncteur F : A ! Cat,on a cD;A(F ) = B0(�D;F ) :Ainsi, en vertu de la proposition 12.24, si u est propre ou v lisse, alors le morphisme cDest un isomorphisme. Il r�esulte du th�eor�eme 12.26 que cette propri�et�e caract�erise les mor-phismes propres si l'on demande qu'elle reste vraie apr�es tout changement de base (pourvuque le localisateur fondamental W soit fortement satur�e (8)). Il existe une caract�erisationanalogue pour les morphismes lisses, mais sa d�emonstration n'est pas �el�ementaire �a maconnaissance.
8Voir note de bas de page pr�ec�edant la proposition 11.10.102



Appendice A : La cat�egorie cubique.Denis-Charles CISINSKIDans cet appendice, on se �xe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.A.1. Soient A une cat�egorie et U un crible de A. On note A�U la sous-cat�egorie pleinede A d�e�nie par Ob(A � U) = Ob A � Ob U , et on v�eri�e aussitôt que A � U est uncocrible de A. Cette convention permet d'�enoncer le lemme suivant, dont la d�emonstrationest imm�ediate.Lemme A.2. Soient A une cat�egorie, U un crible de A, u : U ! C un foncteur dont le butest une cat�egorie admettant un objet �nal eC . Alors il existe un unique foncteur v : A! Ctel que v jU = u et tel que v jA� U soit le foncteur constant de valeur eC.A.3. Soit A une petite cat�egorie. Un pr�ecylindre fonctoriel dansA est la donn�ee (I; @0; @1)d'un foncteur I : A! A et de morphismes de foncteurs1A w@0 w@1 I :Un pr�ecylindre fonctoriel augment�e dansA est la donn�ee d'un pr�ecylindre fonctoriel (I; @0; @1)dans A, et d'une famille � = (�a : I(a) ! a)a2Ob(A) de morphismes de A, appel�ee l'aug-mentation, telle que pour tout objet a de A, on ait�a@0a = 1a = �a@1a :Un cylindre fonctoriel dans A est un pr�ecylindre fonctoriel augment�e (I; @0; @1; �) dans A,dont l'augmentation � est un morphisme de foncteurs � : I ! 11A , autrement dit, tel quepour toute �eche f : a! a0 de A, on ait�a0I(f) = f�a :Remarque A.4. Un pr�ecylindre fonctoriel augment�e (I; @0; @1; �) dans A d�e�nit, pourtout objet a de A, un pr�ecylindre fonctoriel (IjA=a; @0jA=a; @1jA=a) dans A=a, commesuit. Pour tout objet (a0; g : a0 ! a) de A=a, on pose(IjA=a)(a0; g : a0 ! a) = (I(a0); �aI(g) : I(a0)! a) ;et pour tout morphisme f : (a0; g : a0 ! a) �! (a00; g0 : a00 ! a)a0 wf�g a00AAD g0a g = g0f103



de A=a, on pose (IjA=a)(f) = I(f) ;ce qui est bien un morphisme(I(a0); �aI(g) : I(a0) ! a) I(f)����! (I(a00); �aI(g0) : I(a00)! a)de A=a, car en vertu des �egalit�es�aI(g0)I(f) = �aI(g0f) = �aI(g) ;le triangle I(a0) wI(f)�����aI(g) I(a00)NNNQ �aI(g0)aest commutatif. La fonctorialit�e de IjA=a : A=a ! A=a est cons�equence imm�ediate decelle de I. Pour e = 0; 1, on d�e�nit un morphisme de foncteurs @ejA=a : 1A=a ! IjA=a enposant, pour tout objet (a0; g : a0 ! a) de A=a, (@ejA=a)(a0;g) = @ea0 , ce qui est bien unmorphisme (a0; g : a0 ! a) @ea0����! (I(a0); �aI(g) : I(a0)! a)de A=a, car par les �egalit�es �aI(g)@ea0 = �a@eag = g ;le triangle a0 w@ea0����g I(a0)NNNQ �aI(g)aest commutatif. La fonctorialit�e de @ejA=a r�esulte de celle de @e. Si le pr�ecylindre fonctorielaugment�e (I; @0; @1; �) est en outre un cylindre fonctoriel, on d�e�nit un morphisme de fonc-teurs �jA=a : IjA=a! 1A=a, en posant, pour tout objet (a0; g) de A=a, (�jA=a)(a0;g) = �a0 ,ce qui est bien un morphisme(I(a0); �aI(g) : I(a0)! a) �a0����! (a0; g : a0 ! a)de A=a, car le triangle I(a0) w�a0�����aI(g) a0NNNQ gaest commutatif, par fonctorialit�e de �. La fonctorialit�e de �jA=a r�esulte de celle de �, eton remarque que (�jA=a)(@0jA=a) = 1A=a = (�jA=a)(@1 jA=a) :Ainsi, (IjA=a; @0jA=a; @1jA=a; �jA=a) est un cylindre fonctoriel dans A=a.104



Lemme A.5. Soient A une petite cat�egorie, i : A! Cat un foncteur, et1A w@0 w@1 Iun pr�ecylindre fonctoriel dans A. On suppose les conditions suivantes v�eri��ees :a) pour tout objet a de A, le foncteur i(@0a) : i(a) ! i(I(a)) est une immersion ouverte,isomorphisme de i(a) sur un crible Ua de i(I(a)), et i(@1a) : i(a) ! i(I(a)) se factorise parle cocrible compl�ementaire Fa = i(I(a)) � Ua ;b) pour tout morphisme f : a! a0 de A, on a i(I(f))(Fa) � Fa0 .Alors pour toute petite cat�egorie C, admettant un objet �nal eC , le foncteur d'oubliA=C = A=i�(C) r�! A ; (a; u : i(a) ! C) 7�! a ;est une �equivalence faible.D�emonstration. On d�e�nit un endofoncteur D : A=C ! A=C comme suit. Pour toutobjet (a; u) de A=C, on poseD(a; u : i(a) ! C) = (I(a); vu : i(I(a))! C) ;o�u vu : i(I(a)) ! C est l'unique foncteur tel que vujUa = vuji(a) = vui(@0a) = u et tel quevujFa soit le foncteur constant de valeur eC (cf. A.2). Pour tout morphisme(a; u : i(a) ! C) f�! (a0; u0 : i(a0)! C) ; u0i(f) = u ;de A=C, on pose D(f) = I(f), ce qui est bien un morphisme(I(a); i(I(a)) vu�! C) I(f)����! (I(a0); i(I(a0)) vu0�! C)de A=C, car le triangle i(I(a)) wi(I(f))�vu i(I(a0))AAAD vu0Cest commutatif. En e�et, il su�t de montrer quevu0i(I(f))i(@0a ) = u et vu0i(I(f))jFa = eC :Or, on avu0i(I(f))i(@0a ) = vu0i(I(f)@0a) = vu0i(@0a0f) = vu0i(@0a0 )i(f) = u0i(f) = u ;ce qui prouve la premi�ere �egalit�e. La deuxi�eme, r�esulte de l'inclusion i(I(f))(Fa) � Fa0.La fonctorialit�e de D est cons�equence imm�ediate de celle de I.105



On d�e�nit un morphisme de foncteurs �0 : 1A=C ! D en posant �0(a;u) = @0a(a; u : i(a) ! C) @0a����! (I(a); vu : i(I(a)) ! C) ;ce qui est bien un morphisme de A=C, car le triangle :i(a) wi(@0a)�u i(I(a))AAAD vuCest commutatif par d�e�nition de uv. La fonctorialit�e de �0 r�esulte imm�ediatement de cellede @0.On d�e�nit un foncteur j : A �����! A=Ca 7�! (a; eC : i(a) ! C) ;o�u eC : i(a) ! C d�esigne aussi le foncteur constant de valeur eC. En composant avec lefoncteur d'oubli, r : A=C ! A on obtient un foncteurK = jr : A=C �����! A=C(a; u : i(a) ! C) 7�! (a; eC : i(a) ! C) :On d�e�nit un morphisme de foncteurs �1 : K ! D en posant �1(a;u) = @1a(a; eC : i(a) ! C) @1a����! (I(a); vu : i(I(a)) ! C) ;ce qui est bien un morphisme de A=C, car, vu que par hypoth�ese i(@1a) se factorise par Fa,le triangle : i(a) wi(@1a)�eC i(I(a))AAAD vuCest commutatif par d�e�nition de uv. La fonctorialit�e de �1 r�esulte imm�ediatement de cellede @1.On a donc un diagramme de End(A=C)1A=C������0 Djr = K44446�1 ;et par suite, K = jr est une �equivalence faible (5.6 (b), 5.15). Comme rj = 1A, on end�eduit, par saturation faible, que r : A=C ! A est une �equivalence faible, ce qui prouve lelemme. 106



Proposition A.6. Soient A une petite cat�egorie asph�erique, i : A! Cat un foncteur, et1A w@0 w@1 Iun pr�ecylindre fonctoriel dans A. On suppose les conditions suivantes v�eri��ees :a) pour tout objet a de A, le foncteur i(@0a) : i(a) ! i(I(a)) est une immersion ouverte,isomorphisme de i(a) sur un crible Ua de i(I(a)), et i(@1a) : i(a) ! i(I(a)) se factorise parle cocrible compl�ementaire Fa = i(I(a)) � Ua ;b) pour tout morphisme f : a! a0 de A, on a i(I(f))(Fa) � Fa0 ;c) pour tout objet a de A, la cat�egorie i(a) admet un objet �nal.Alors le foncteur i : A! Cat est asph�erique.D�emonstration. En vertu de la proposition 8.6, il su�t de montrer que pour toute petitecat�egorie C admettant un objet �nal, le pr�efaisceau i�(C) est asph�erique, autrement dit,que la cat�egorie A=C = A=i�(C) est asph�erique. Or, en vertu du lemme A.5, le foncteurd'oubli A=C ! A est une �equivalence faible, et comme la cat�egorie A est asph�erique, il enest de même pour A=C, ce qui prouve la proposition.Proposition A.7. Soient A une petite cat�egorie, i : A! Cat un foncteur, et (I; @0; @1; �)un pr�ecylindre fonctoriel augment�e dans A. On suppose les conditions suivantes v�eri��ees :a) pour tout objet a de A, le foncteur i(@0a) : i(a) ! i(I(a)) est une immersion ouverte,isomorphisme de i(a) sur un crible Ua de i(I(a)), et i(@1a) : i(a) ! i(I(a)) se factorise parle cocrible compl�ementaire Fa = i(I(a)) � Ua ;b) pour tout morphisme f : a! a0 de A, on a i(I(f))(Fa) � Fa0 ;c) pour tout objet a de A, la cat�egorie i(a) est contractile.Alors A est un cat�egorie test locale et i un foncteur test local.D�emonstration. En vertu du th�eor�eme 8.12, il su�t de montrer que pour toute pe-tite cat�egorie C admettant un objet �nal, le pr�efaisceau i�(C) est localement asph�erique,autrement dit, que pour tout objet a de A, la cat�egorie(A=a)=(i�(C)j(A=a)) = (A=a)=i�a(C) = (A=a)=C ;o�u ia d�esigne le compos�e du foncteur canonique A=a! A avec i, est asph�erique. Or, on v�e-ri�e imm�ediatement que le foncteur ia et le pr�ecylindre fonctoriel (IjA=a; @0jA=a; @1jA=a)dans A=a, induit par le pr�ecylindre fonctoriel augment�e (I; @0; @1; �) (cf. A.4), satisfontaux hypoth�eses du lemme A.5. On en d�eduit que le foncteur d'oubli (A=a)=C ! A=a estune �equivalence faible. Comme la cat�egorie A=a admet un objet �nal, elle est asph�erique,et par suite, il en est de même pour (A=a)=C, ce qui d�emontre la proposition.Exemple A.8. On note, pour n � 0, n l'ensemble ordonn�e produit �n1 = f0; 1gn. Pourn � 1, 1 � i � n, et " = 0; 1, on d�e�nit une application croissante�i;"n : n�1 �! n107



par �i;"n (x1; . . . ; xn�1) = (x1; . . . ; xi�1; "; xi; . . . ; xn�1) ;et pour n � 0, 1 � i � n+ 1, une application croissante�in : n+1 �! npar �in(x1; . . . ; xn+1) = (x1; . . . ; xi�1; xi+1; . . . ; xn+1) :On d�e�nit la cat�egorie des cubes comme la sous-cat�egorie de Cat ayant comme objetsles cat�egories correspondant aux ensembles ordonn�es n, pour n � 0, engendr�ee par les�eches �i;"n , pour n � 1, 1 � i � n, " = 0; 1, et les �eches �in, pour n � 0, 1 � i � n + 1.On note i : ! Cat le foncteur d'inclusion. On v�eri�e facilement que s'identi�e �a lasous-cat�egorie de la cat�egorie des ensembles ordonn�es, dont les objets sont les n, n � 0,et dont les �eches sont les applications croissantesf : m �! n ; f = (f1; . . . ; fn) ; fj : m ! 1 = f0; 1g ; 1 � j � n ;satisfaisant aux deux conditions suivantes :a) pour tout j, 1 � j � n, fj est une application constante (de valeur 0 ou 1) ou uneprojection pri, 1 � i �m ;b) pour tous j1, j2, 1 � j1 < j2 � n, si fj1 = pri1 et fj2 = pri2 , alors i1 < i2.On d�e�nit un endofoncteur I : ! comme suit. On pose I( n) = n+1, et pourtoute �eche f : m ! n de , on d�e�nit I(f) : m+1 ! n+1 parI(f)(x1 ; . . . ; xm+1) = (f(x1; . . . ; xm); xm+1) :Pour tout m, m � 0, on d�e�nit des morphismesm w@0m w@1m m+1 w�m mpar@"m(x1; . . . ; xm) = (x1; . . . ; xm; ") ; " = 0; 1 ; �m(x1; . . . ; xm; xm+1) = (x1; . . . ; xm) ;et on v�eri�e aussitôt qu'on d�e�nit ainsi un cylindre fonctoriel1 w@0 w@1 I w� 1dans satisfaisant aux conditions de la proposition A.7. Comme est asph�erique (puisque0 en est un objet �nal), on en d�eduit que est une cat�egorie test, et i un foncteur test.108



Appendice B : Le localisateur fondamentalW1 et ses caract�erisations.Denis-Charles CISINSKIB.1. On note (cf. 6.11) � la cat�egorie des simplexes, cat�egorie dont les objets sont lesensembles �n = f0; 1; . . . ; ng, n � 0, munis de l'ordre naturel, et dont les �eches sontles applications croissantes. La cat�egorie des ensembles simpliciaux est la cat�egorie b� despr�efaisceaux sur �.Pour n � 1 et 0 � i � n, on note �in : �n�1! �n l'unique injection croissante qui neprend pas la valeur i. Pour n � 0, on d�e�nit un sous-pr�efaisceau @�n de �n :@�n = S0�i�n Im �in ; n � 1 ; et @�0 = ; :On note in : @�n! �n l'inclusion, et on d�e�nit I = fin j n � 0g.Pour n � 0 et e = 0; 1, on a un carr�e cart�esien dans b�, dont toutes les �eches sontdes monomorphismes : @�n w1@�n��1�e1uin @�n ��1u in�1�1�n w1�n��1�e1 �n ��1 :On �ecrit �n � feg [ @�n ��1 = �n q@�n @�n ��1, et on notejn;e : �n � feg [ @�n ��1 �! �n ��1la �eche induite par le carr�e commutatif ci-dessus. Les �eches jn;e sont des monomor-phismes, et on d�e�nit J = fjn;e j n � 0; e = 0; 1g.On renvoie �a [Q1] pour les notions de propri�et�es de rel�evement �a droite ou �a gauche(chapitre I, paragraphe 5). On rappelle qu'une �bration de Kan est un morphisme de b�qui v�eri�e la propri�et�e de rel�evement �a droite relativement �a J . On note Wb� la classedes �eches de b� form�ee des morphismes de la forme f = pi, o�u i v�eri�e la propri�et�e derel�evement �a gauche relativement �a toute �bration de Kan, et o�u p v�eri�e la propri�et�e derel�evement �a droite relativement �a I.Th�eor�eme B.2. (Quillen). La cat�egorie b� admet une structure de cat�egorie de mod�elesferm�ee, propre, dont les �equivalences faibles sont les �el�ements de Wb�, les �brations sontles �brations de Kan, et les co�brations sont les monomorphismes de b�.D�emonstration. Voir [Q1], chapitre II, paragraphe 3, th�eor�eme 3, ou [JT] th�eor�eme1.3.1. 109



Remarque B.3. Si Top d�esigne la cat�egorie des espaces topologiques, on peut d�e�nir unfoncteur de r�ealisation topologique b� ! Top, X 7! jXj, admettant un adjoint �a droiteS : Top! b� (foncteur ensemble simplicial singulier). On d�e�nit WTop � Fl Top comme laclasse des applications continues f : X ! Y telles que l'application induite �0X ! �0Y soitbijective, et telles que pour tout point x de X, les morphismes des groupes d'homotopie�i(X;x) ! �i(Y; f(x)), induits par f , soient des isomorphismes, pour i � 1. On peutmontrer que WTop = S�1(Wb�) et que Wb� = j : j�1(WTop). En outre, les foncteurs induitsentre les cat�egories localis�eesW�1b� b� �!W�1TopTop et W�1TopTop �!W�1b� b�sont des �equivalences de cat�egories quasi-inverses l'une de l'autre (voir par exemple [GZ],chapitre VII, paragraphe 3).B.4. On note �+ (resp. ��) la sous-cat�egorie de � form�ee des monomorphismes (resp.des �epimorphismes) de �. On remarque que �+ =�0 (cf. exemple 8.19). On va exploiterla structure de cat�egorie de Reedy du triplet (��;���;��+) (voir [Ho], d�e�nition 5.2.1)pour �etudier la cat�egorie d��� des ensembles bisimpliciaux (voir aussi [BF]).On se �xe un entier positif n, et on note evn : b� ! Ens, X 7! Xn, le foncteurd'�evaluation en �n. On va d�e�nir deux foncteurs Ln : b�! Ens et Mn : b�! Ens commesuit. On consid�ere �n comme un objet de �� (resp. �+), et on note @��n (resp. @+�n)la sous-cat�egorie pleine de �nn�� (resp. de �+=�n) d�e�nie parOb(@��n) = Ob(�nn��)�f(�n; 1�n)g (resp. Ob(@+�n) = Ob(�+=�n)�f(�n; 1�n)g):On note �n : @��n !� (resp. �n : @+�n !�) le foncteur compos�e@��n! �nn�� ! �nn�!� (resp. @+�n !�+=�n!�=�n!� ):En�n, si X est un ensemble simplicial, on poseLnX = lim�!��nX et MnX = lim ���nX :On remarque que les foncteurs Ln et Mn peuvent être d�e�nis beaucoup plus simplement,car LnX = evn Skn�1X = (Skn�1X)n (o�u Skn�1X d�esigne le (n� 1)-�eme squelette de X(voir [GZ], chapitre II, paragraphe 3)) et MnX = Homb�(@�n;X).Les foncteurs @��n ! �nn� et @+�n ! �=�n induisent des morphismes de fonc-teurs Ln ! evn et evn !Mn, et on v�eri�e que le premier est l'image par evn de l'inclusioncanonique Skn�1 ! 1b�, et que le second est induit par l'inclusion @�n! �n.Lemme B.5. Soit u : K ! K 0 un morphisme de b�. Pour chaque n � 0, on a un carr�ecommutatif(Cn) LnK wuLnu Knu unLnK 0 w K 0n ;qui induit une application vn : LnK 0 qLnK Kn ! K 0n. Alors u est un monomorphisme siet seulement si pour tout n � 0, l'aplication vn est injective.D�emonstration. Cela r�esulte des consid�erations du paragraphe 3.4, chapitre II de [GZ].110



Th�eor�eme B.6. La cat�egorie d��� admet une structure de cat�egorie de mod�eles ferm�ee,dont les co�brations sont les monomorphismes, et les �equivalences faibles les morphismesX ! Y tels que pour tout m � 0, le morphisme Xm;� ! Ym;� soit une �equivalence faiblede b�. Si on note pour m � 0, Mm : d��� ! b� le foncteur X 7! (�n 7! MmX�;n) etevm : d���! b� le foncteur X 7! Xm;�, on a un morphisme de foncteurs evm ! Mm,induit par son analogue d�ecrit au num�ero B.4, et les �brations de d��� sont les mor-phismes X ! Y tels que pour tout m � 0, le morphisme d'ensembles simpliciauxXm;� �! Ym;� �MmY MmXsoit une �bration de Kan.D�emonstration. Cela r�esulte du th�eor�eme 5.2.5 de [Ho], du lemme B.5, et des descrip-tions des foncteurs Lm et Mm du num�ero B.4.B.7. On note � :�!��� le foncteur diagonal. Il induit un foncteur�� : d��� �! b� ; X 7�! (�n 7! Xn;n) ;lequel admet un adjoint �a droite�� : b� �! d��� ; X 7�! ((�m;�n) 7! Homb�(�m ��n;X)) :Proposition B.8. Soit X ! Y un morphisme d'ensembles bisimpliciaux tel que pour toutm � 0, le morphisme d'ensembles simpliciaux Xm;� ! Ym;� soit une �equivalence faible.Alors ��X ! ��Y est une �equivalence faible.D�emonstration. On veux montrer que le foncteur �� respecte les �equivalences faibles duth�eor�eme B.6. Vu que tous les ensembles bisimpliciaux sont co�brants pour cette struc-ture de cat�egorie de mod�eles ferm�ee, le lemme de Ken Brown (voir [Ho], lemme 1.1.12)montre qu'il su�t de v�eri�er que �� respecte les co�brations triviales, ou encore, de ma-ni�ere �equivalente, que �� respecte les �brations. Soit p : X ! Y un morphisme d'ensemblessimpliciaux. Pour m � 0, la �eche (��X)m;� ! (��Y )m;� �Mm��Y Mm��X s'identi�e aumorphisme suivant (voir B.4)Hom(�m;X) �! Hom(�m; Y )�Hom(@�m;Y ) Hom(@�m;X)(o�u Hom d�esigne le Hom interne de b�). Par cons�equent, si p est une �bration de Kan, ��pest une �bration (en vertu de la proposition du paragraphe 4.3, chapitre VI, de [GZ], etde la description des �brations du th�eor�eme B.6).B.9. Soit C une petite cat�egorie. On rappelle la construction du foncteur de Bous�eld-Kanq� : Hom(C; b�) ! d���. Le foncteur d'inclusion canonique i : � ! Cat d�e�nit lefoncteur nerf N : Cat ! b� par N = i� (cf. exemple 8.15). Pour toute petite cat�egorie A,on a un foncteur �A :�=A! A (o�u �=A =�=NA = i�NA) d�e�ni par�A(�n; u) = u(n) ; (�n; u : �n! A) 2 Ob(�=A)111



(cf. proposition 8.6 (d)), et donc en particulier, on a un foncteur �C� : �=C� ! C�. Onen d�eduit un foncteurHom(C; b�) = dC� �� (�C��1�)����������!�= dC� �� :Si p : � �� ! � d�esigne la premi�ere projection, on a un isomorphisme de cat�egories�= dC� �� ' d���=p�NC�, et on obtient le foncteur q� comme compos�e de (�C��1�)�et du foncteur d'oubli d���=p�NC� ! d���. Plus explicitement, si F est un foncteurde C vers b�, et si m � 0, on a(q�F )m;� = q�m u!C� F (u(m)) = qcm!���!c0 F (cm) :En composant le foncteur q� avec le foncteur ��, on d�e�nit un foncteurholim���!= holim���!C = ��q� : Hom(C; b�) �! b� :Soit q :���!� la seconde projection. Si F est un objet de Hom(C; b�), les morphismescanoniques F (c) ! lim�!F , c 2 Ob C, induisent pour chaque m � 0 un morphisme(q�F )m;� �! lim�!F = (q� lim�!F )m;� ;d'o�u un morphisme q�F ! q� lim�!F . On v�eri�e qu'on d�e�nit ainsi un morphisme de fonc-teurs q� ! q� lim�!, o�u lim�! : Hom(C; b�)! b� d�esigne le foncteur limite inductive. Comme��q� = (q�)� = 1b� , on en d�eduit un morphisme de foncteurs holim���!! lim�! (cf. [BK]).Proposition B.10. (Bous�eld-Kan). Soit F ! G un morphisme de Hom(C; b�), tel quepour tout objet c de C, F (c)! G(c) soit une �equivalence faible. Alors holim���!F ! holim���!Gest une �equivalence faible.D�emonstration. Pour chaque m � 0,qcm!���!c0 F (cm) �! qcm!���!c0G(cm)est une somme d'�equivalences faibles d'ensembles simpliciaux, et est donc une �equivalencefaible. Il s'en suit que q�F ! q�G est une �equivalence faible d'ensembles bisimpliciaux,et l'assertion r�esulte donc de la proposition B.8.B.11. Si C est une petite cat�egorie, on a un foncteur�C : Cat=C �! Hom(C; Cat) ; (A! C) 7�! (c 7! A=c)(cf. 11.1). Le foncteur nerf N : Cat! b� induit un foncteur encore not�e NN : Hom(C; Cat) �! Hom(C; b�) :112



On en d�eduit un foncteur compos�e holim���!N�C : Cat=C ! b�Cat=C �C���! Hom(C; Cat) N���! Hom(C; b�) holim��!������! b� ;et un morphisme de foncteurs holim���!N�C ! lim�!N�C. D'autre part, on a un morphismede foncteurs lim�!N�C ! N lim�!�C. Or on v�eri�e facilement que si UC : Cat=C ! Cat estle foncteur d'oubli, on a un isomorphisme canonique lim�!�C ��! UC . On obtient donc unmorphisme de foncteurs holim���!N�C �! NUC :Lemme B.12. (Quillen). Pour tout objet (A;�) de Cat=C (o�u A est une petite cat�egorieet � : A! C un foncteur), le morphismeholim���!N�C(A;�) �! NUC(A;�) = NAest une �equivalence faible.D�emonstration. Le morphisme holim���!N�C(A;�) ! NA est l'image par �� du mor-phisme q�N�C(A;�) ! q�NA d�e�ni pour m � 0 :(q�N�C(A;�))m;� = qcm!���!c0NA=cm �! NA = (q�NA)m;�par les morphismes canoniques NA=cm ! NA (voir B.9). Explicitement, pour n � 0,(q�N�C(A;�))m;n = f(a; u; c) j a = a0 ! � � � ! an 2 (NA)n;c = c0 ! � � � ! cm 2 (NC�)m; u : �(an)! cm 2 Fl(C)g ;et l'application (q�N�C(A;�))m;n ! (q�NA)m;n = (NA)n n'est autre que (a; u; c) 7! a.Le morphisme (q�N�C(A;�))�;n ! (q�NA)�;n s'identi�e donc �a la �echeqa0!���!anN(C�=�(an)) ���! qa0!���!an eb� ;somme des �eches N(C�=�(an))! eb�, lesquelles sont des �equivalences faibles (prop. 5.8),car les cat�egories C0=�(an) sont contractiles (prop. 5.16), N�1 = �1, et le foncteur nerfcommute aux produits. Par cons�equent (q�N�C(A;�))�;n ! (q�NA)�;n est une �equiva-lence faible, ce qui permet d'appliquer la proposition B.8, pour conclure.Th�eor�eme B.13. La partie W1 = N�1Wb� est un localisateur fondamental fort, forte-ment satur�e.D�emonstration. On va v�eri�er les axiomes LA, LB et LC (9.1). On sait que Wb� estfortement satur�ee en vertu de la proposition 1, paragraphe 5, chapitre I de [Q1], et doncque W1 l'est aussi. On en d�eduit imm�ediatement LA. L'axiome LB r�esulte facilement despropositions 5.8 et 5.16. Soit A wf����� BNNNQ �C113



un triangle commutatif de Cat, tel que pour tout objet c de C, le foncteur f=c : A=c! B=c,induit par f , soit dans W1. On a un carr�e commutatifholim���!N�C(A;�) wuholim���!N�C(f) NAu Nfholim���!N�C(B;�) w NB :La �eche holim���!N�C(f) est une �equivalence faible en vertu de la proposition B.10, et doncle lemme B.12 implique que Nf est dans Wb�, ce qui ach�eve la d�emonstration.Lemme B.14. Soit W une partie faiblement satur�ee de Fl b�, telle que pour tout ensemblesimplicial X, la projection X ��1 ! X soit dans W . Alors toute �bration triviale de b�au sens de la cat�egorie de mod�eles ferm�ee du th�eor�eme B.2 est dans W .D�emonstration. Soit p : X ! Y une �bration triviale. Comme ; ! Y est une co�bra-tion, p admet une section s : Y ! X. Pour montrer que p est dans W , il su�t donc demontrer que sp est dans W . On a un carr�e commutatif :X qX w(1X ; sp)u(1X � �01; 1X � �11) Xu pX ��1BBBBBBBChwpr1 X wp Yet comme (1X � �01 ; 1X � �11) est un monomorphisme, ce carr�e admet un rel�evement h. Parcons�equent, 1X et sp sont �1-homotopes, et comme 1X est dans W , le lemme 5.6 montreque sp est dans W .Proposition B.15. Pour tout localisateur fondamental fort W, on a Wb� � i�1� W.D�emonstration. On sait que� est uneW-cat�egorie test stricte (par la proposition 7.13),et donc que pour tout ensemble simplicial X, la projection X ��1 ! X est dans i�1� W.On en d�eduit que pour e = 0; 1, 1X � �e1 : X ! X ��1 est dans i�1� W. Or pour n � 0 ete = 0; 1, on a un diagramme commutatif dans b� :@�n w1@�n � �1�e1uin @�n ��1u [[[[[[[[]in � 1�1(1)�n w[[[[[[[[[[[[[[[[[]1�n � �1�e1�n � feg [ @�n ��1���������jn;e �n ��1 :Comme le carr�e (1) est cocart�esien et comme in est un monomorphisme, le corollaire10.15 implique que �n ! �n � feg [ @�n � �1 est dans i�1� W. On en d�eduit que jn;e114



est dans i�1� W. On dit qu'un morphisme de b� est une extension anodine cellulaire s'ils'obtient comme un compos�e trans�ni d'images directes de sommes d'�el�ements de J . Onremarque que toute somme d'�el�ements de J est un compos�e trans�ni d'images directesd'�el�ements de J . Les corollaires 10.15 et 1.19 impliquent que toute extension anodinecellulaire est un �el�ement de i�1� W. D'autre part, toute extension anodine cellulaire estdans Wb�. Consid�erons en�n un �el�ement f de Wb�. L'argument du petit objet appliqu�e �aJ permet de factoriser f en f = pi, o�u i est une extension anodine cellulaire et o�u p estune �bration de de Kan (voir la d�emonstration de la proposition 5.5.1, chapitre VI dans[GZ]). Comme f et i sont des �equivalences faibles, il en est de même de p, et donc p estune �bration triviale. Le lemme B.14 implique que p est dans i�1� W, et donc que f estdans i�1� W.B.16. La notion de localisateur fondamental fort est stable par intersection. On d�e�nitle localisateur fondamental fort minimal comme l'intersection de tous les localisateursfondamentaux forts.Th�eor�eme B.17. Le localisateur fondamental fort minimal est �egal �a W1.D�emonstration. Soit W un localisateur fondamental fort. Par la proposition B.15, on aWb� � i�1� W, d'o�u W1 � N�1i�1� W. Comme � est une W-cat�egorie test et l'inclusioncanonique i :� ,! Cat un W-foncteur test (exemple 8.15), le corollaire 8.10 implique queW = i��1i�1� W = N�1i�1� W. CommeW1 est un localisateur fondamental fort (th�eor�emeB.13), ceci prouve le th�eor�eme.Lemme B.18. Le foncteur Ni� : b�! b�, X 7! N�=X commute aux limites inductives.D�emonstration. On rappelle qu'on a un foncteur �� :�=� =�=N�!� (B.9), quiinduit un foncteur image r�eciproque ��� : b� ! b�=N�. Si U : b�=N� ! b� d�esigne lefoncteur d'oubli, on v�eri�e que Ni� ' U���. Or il est imm�ediat que les foncteurs U et ���commutent aux limites inductives.B.19. Si X est un ensemble simplicial, on lui associe le foncteur suivant : �=X 'X�! b�,(�n; u : �n ! X) 7! �n. Il est bien connu que le morphisme lim�!'X ! X induit par les�eches u : �n ! X est un isomorphisme. d'autre part, les foncteurs ��n : �=�n ! �nd�e�nissent un morphisme de foncteurs sur �, et donc on obtient un morphismelim�!Ni�'X �! lim�!'X :En vertu du lemme B.18, cela d�e�nit un morphisme �X : N�=X ! X, et on v�eri�e qu'ona ainsi un morphisme de foncteurs � : Ni� ! 1b�. Explicitement, le morphisme �X associe�a un m-simplexe �n0 u1�! �n1 u2�! � � � um�! �nm u�! Xde N�=X le m-simplexe uv : �m ! X de X, o�u v : �m ! �nm est d�e�ni parv(k) = um � � �uk+1(nk) ; 0 � k � n :115



Lemme B.20. Pour tout ensemble simplicial X, le morphisme �X : N�=X ! X est une�equivalence faible.D�emonstration. En reprenant les notations de B.19 et de B.9, on a un carr�e commutatifinduit par �X holim���!Ni�'X wu lim�!Ni�'Xu ' N�=Xholim���!'X w lim�!'X ' X :Le morphisme holim���!Ni�'X ! holim���!'X est une �equivalence faible par la propositionB.10, car les �eches N�=�n ! �n sont des �equivalences faibles (les cat�egories �=�nsont contractiles car elles admettent un objet �nal). On remarque qu'avec les notations deB.11, on a Ni�'X = N��=X (�=X; 1�=X ) ;et donc par le lemme B.12, le morphisme holim���!Ni�'X ! N�=X est une �equivalencefaible. Il su�t donc de montrer que le morphisme holim���!'X ! X est une �equivalencefaible. Or c'est l'image par �� du morphisme d'ensembles bisimpliciaux q�'X ! q�X.Pour n � 0, la �eche (q�'X)�;n ! (q�X)�;n est une �equivalence faible. En e�et, elle s'�ecritq�n u!XN�(�=X)�=(�n; u)� �! q�n u!X eb� ;et elle est donc la somme d'�equivalences faibles du typeN�(�=X)�=(�n; u)� �! eb�(les cat�egories (�=X)�=(�n; u) admettant un objet �nal). La proposition B.8 ach�eve cetted�emonstration.Th�eor�eme B.21. On a Wb� = i�1� W1, et le foncteur N : Cat ! b� induit une �equivalencede cat�egories W�11 Cat �!W�1b� b� :(Ainsi il n'y a pas lieu de distinguer entre �equivalences faibles de b� et W1-�equivalences).D�emonstration. La premi�ere assertion r�esulte imm�ediatement du lemme B.20, et laseconde du corollaire 8.10 et de 8.15.B.22. Soit W � Fl Cat. On dira qu'un foncteur entre petites cat�egories A ! B estW -localement constant si pour toute �eche b! b0 de B, le foncteur induit A=b! A=b0 estdans W .Th�eor�eme B.23. (Quillen). Soit u : A ! B un morphisme W1-localement constant deCat. Alors pour tout objet b de B le carr�e suivant est homotopiquement cart�esien dans b� :NA=b wuNu=b NAu NuNB=b w NB :D�emonstration. Il s'agit d'une interpr�etation dans b� du th�eor�eme B de [Q2].116



Corollaire B.24. Un foncteur W1-localement constant est une W1-�equivalence si etseulement s'il est W1-asph�erique.D�emonstration. C'est une condition su�sante car W1 est un localisateur fondamental(B.13). C'est un condition n�ecessaire car siX 0up0 w Xu pY 0 w Yest un carr�e homotopiquement cart�esien de b�, et si p est une �equivalence faible, alors p0est une �equivalence faible, ce qui permet de conclure par le th�eor�eme B.23.Proposition B.25. Si A ! B est une W1-�equivalence, alors �0A ! �0B est unebijection.D�emonstration. Cela r�esulte de la propri�et�e analogue pour les �equivalences faibles deb�, et du fait que le foncteur N commute aux sommes. Une autre mani�ere de le montrerconsiste �a consid�erer la classeW0 des �eches A ! B de Cat telles que �0A! �0B soit unebijection. On remarque que le foncteur �0 : Cat ! Ens commute aux limites inductives,car il est l'adjoint �a gauche de l'inclusion Ens ,! Cat. Cela permet de v�eri�er que W0 estun localisateur fondamental fort. Mais alors par le th�eor�eme B.17, on a W1 �W0.B.26. Le corollaire B.24 et la proposition B.25 caract�erisent totalement W1 :Th�eor�eme B.27. Soit W un localisateur fondamental fort tel que toute W-�equivalenceA ! B induise une bijection �0A ! �0B, et tel que toute W-�equivalence W-localementconstante soit W-asph�erique. Alors W =W1.D�emonstration. En vertu du th�eor�eme B.17, on sait d�ej�a que W1 �W. La d�emonstra-tion de l'inclusion inverse se fait en plusieurs �etapes.a) Si p : X ! Y est une �bration de Kan alors le foncteur i�p est W-localement constant.Pour toute �eche u : �m ! �n de�, et toute �eche �n ! Y de b�, si on forme les carr�escart�esiens �m �Y X wvu �n �Y X wu Xu p�m wu �n w Y ;la �eche v est alors dans Wb� (propret�e �a droite de la cat�egorie de mod�eles b�). Commele foncteur i� commute aux produits �br�es, cela implique que i�p est W1-localementconstant, donc aussi W-localement constant (th�eor�eme B.17).b) Une �bration de Kan qui est une W-�equivalence est �a �bres W-asph�eriques.Cette assertion r�esulte de (a), de l'hypoth�ese qu'une W-�equivalence W-localement cons-tante est W-asph�erique, et de la proposition 3.4.117



c) Un complexe de Kan W-asph�erique est W1-asph�erique.Soit X un complexe de KanW-asph�erique et x un 0-simplexe de X. Montrons que l'espacedes lacets 
(X;x) est W-asph�erique. Comme � est une W-cat�egorie test stricte (7.13),les projections X �X ! X sont des W-�equivalences. Comme X est un complexe de Kan,les morphismes Hom(�1;X) ! X induits par �01 et �11 sont des �brations triviales, et enparticulier desW-�equivalences, et le morphismeHom(�1;X)! Hom(@�1;X) = X�X estune �bration de Kan, d'o�u par la propri�et�e de saturation une W-�equivalence. Or l'espacedes lacets est obtenu par le carr�e cart�esien :
(X;x) wu Hom(�1;X)ueb� = eb� � eb� wx � x X �X :Il r�esulte donc de (b) que 
(X;x) estW-asph�erique. On en d�eduit par r�ecurrence que pourtout n � 1, 
n(X;x) est W-asph�erique. L'hypoth�ese que W � W0 implique donc que Xest W1-asph�erique.d) Une �bration de Kan qui est une W-�equivalence est une W1-�equivalence.Soit p : X ! Y une �bration de Kan et une W-�equivalence. Comme �0X ! �0Y estbijective, pour montrer que p est une W-�equivalence, il su�t de montrer que pour toutn � 1 et tout 0-simplexe x de X, �n(X;x) ! �n(Y; y), y = p(x), est un isomorphisme.Or si Xy d�esigne la �bre de p en y, Xy est un complexe de Kan, qui est en vertu de (b)W-asph�erique. Il r�esulte donc de (c) que Xy est W1-asph�erique et l'assertion r�esulte dela longue suite exacte d'homotopie, associ�ee �a une �bration de Kan.e) Une W-�equivalence de Cat est une W1-�equivalence.Soit u : A ! B une W-�equivalence de Cat. Le morphisme Nu de b� se d�ecompose enNu = pi, avec p une �bration de Kan et i une co�bration triviale. En vertu du th�eor�emeB.17, i est une W-�equivalence, et par saturation p aussi. Il r�esulte donc de (d) que p estune W1-�equivalence, ce qui prouve l'assertion et ach�eve la d�emonstration.R�ef�erences[BF] A. K. Bous�eld, E. M. Friedlander,Homotopy theory of �-spaces, spectra, and bisimplicial sets, \GeometricApplications of Homotopy Theory" (Proc. Conf. Evanston, Ill., 1977), II (M. G. Barrat and M. E. Mahowaldeds.), LNM 658, Springer-Verlag, 1978, pp. 80-130.[BK] A. K. Bous�eld, D. M. Kan, \Homotopy limits, completions, and localizations", LNM 304, Springer-Verlag,1972.[GZ] P. Gabriel, M. Zisman, \Calculus of fractions and homotopy theory", Ergebnisse der Mathematik, vol. 35,Springer-Verlag, 1967.[Ho] M. Hovey, \Model Categories", Mathematical Surveys and Monographs, vol. 63, AMS, 1999.[JT] A. Joyal, M. Tierney, \An introduction to simplicial homotopy theory", Preprint, 1999.[Q1] D. G. Quillen, \Homotopical Algebra", LNM 43, Springer-Verlag, 1967.[Q2] D. G. Quillen, Higher Algebraic K-Theory I, LNM 341, Springer-Verlag, 1973, pp. 85-147.118
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W-lisse (morphisme de Cat) 12.1W-localement constant (morphisme de Cat) B.22W-mod�elisateur 4.3W-pr�econtracteur 7.16W-propre (morphisme de Cat) 12.1W-pseudo-cat�egorie test 4.4W-pseudo-foncteur test 8.11

125


