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1 Rappels sur les espaces hilbertiens

1.1 Produits scalaires

1.1 Définition. Soient F, F, G des espaces vectoriels complexes.
e Une application f : EF — G est dite antilinéaire si, pour tout x,y € E et tout A € C, on a

fle+y) = f@)+ fy) et f(Az) = Af(x).

e Une application B : E' x F' — G est dite sesquilinéaire si 'application y — B(x,y) est linéaire
(de F dans G) et I'application y — B(y, z) antilinéaire (de E dans G).

e Une forme sesquilinéaire sur E est une application sesquilinéaire B : £ x E — C.

Rappelons qu'une application bilinéaire B : E x E — F (sur un corps K) est dite symétrique si, pour
tout z,y € E, on a B(y,z) = B(z,vy).

1.2 Identité de polarisation. a) Soient E|F des espaces vectoriels sur un corps K et B : E x
E — F une application bilinéaire. Pour tout z,y € E on a On a B(x+y,r+y)—B(x—y,x—y) =
2(B(z,y) + B(y,x)). Si B est symétrique, on a 4B(x,y) = B(x +y,x +y) — B(x —y,z — y).

b) Soient E,F des espaces vectoriels complexes et B : E x E — F une application sesquilinéaire.
Pour tout x,y € £ on a

4B(z,y) = Blx +y,x +y) — Blx —y,x —y) — iB(x + iy, x + iy) + iB(x — iy, x — iy).

Démonstration. a) La premiere assertion est claire et la deuxieme s’en déduit.

b) Comme B est R-bilinéaire, remplacant y par iy, on trouve : B(z+iy, x +1iy) — B(x — iy, x —iy) =
2(B(z,iy) + B(iy,z)) = 2i(B(x,y) — B(y,x)), d’ou le résultat. O

En particulier, pour connaitre une forme sesquilinéaire ou une forme bilinéaire symétrique B (sur un
corps K de caractéristique # 2), il suffit de connaitre B(x,x) pour tout x.

1.3 Corollaire. Soient E un espace vectoriel complexe et B une forme sesquilinéaire sur E. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout x,y € E on a B(y,z) = B(x,y).

(ii) Pour tout x € E, B(z,x) € R.

Démonstration. Posons S(z,y) = B(x,y) — B(y,x). C’est une forme sesquilinéaire. Par 'identité de
polarisation, S est nulle si et seulement si, pour tout = € E, S(x,z) = 0. O

Soit E un espace vectoriel complexe. On appelle forme hermitienne sur E une forme sesquilinéaire
vérifiant les conditions équivalentes de[1.3] Une forme hermitienne sur F est dite positive si, pour tout
x € E, B(x,x) € R,.

Rappelons qu’une forme bilinéaire symétrique B sur un espace vectoriel réel E est dite positive si, pour
tout x € B, B(z,z) € R,.

Convenons d’appeler produit scalaire une forme symétrique positive sur un espace réel ou une forme
hermitienne positive sur un espace complexe. Le plus souvent, nous noterons les produits scalaires
(z,y) = (z,y).

On appelle espace préhilbertien (réel ou complexe) un espace vectoriel (réel ou complexe) muni d’un
produit scalaire.

1.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit E un espace préhilbertien. Pour tout x,y € E on a |{x,y)|* <
(z,2)(y, y).



Démonstration. Soit u € K de module 1 tel que (z,y) = u|{z,y)|. Pour t € R, (ux + ty, ux + ty) est
positif. Or

(uz + ty, uz + ty) = (uz,uz) + t{uz,y) + t{uz,y) + *{y, y) = (x, ) + 2t|(z,y)| + *(y,y).

Ce polynome du deuxieme degré en ¢ est positif en tout ¢, donc son discriminant est négatif ou nul.
Cela donne |{z,y)|* — (z, 2){y,y) < 0. O

1.5 Corollaire. Soit E un espace préhilbertien. L’application x — (x,x)1/2 est une semi-norme sur
E.

Démonstration. Pour z,y € E,on a (v +y,x +y) = (z,z) + (y,y) + (z,y) + (z,y) < (z,2) + (y,y) +
2z, )| < ((z, )% + (y,y)*/?)? par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

Tout espace préhilbertien sera considéré comme muni de la semi-norme ci-dessus.

1.6 Proposition. Soit E un espace préhilbertien. Pour x € E la forme linéaire f, : y — (x,y) est
continue. L’application x — f, est antilinéaire et isométrique de E dans E'.

Démonstration. Notons p la semi-norme de E. Pour y € F on a |f,(y)| < p(z)p(y) par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, donc f, € E' et || f.|| < p(x). Or p(z)? = f.(x) < || fellp(x), dott Pon déduit que
p(@) <[ fall

On vérifie sans peine que 'application = — f, est antilinéaire. O

1.7 Définition. Soit E un espace préhilbertien. On dit que les éléments x et y de E sont orthogonaux
si (z,y) = 0. On dit que des parties A et B sont orthogonales si tout élément de A est orthogonal &
tout élément de B. Soit A une partie de E. On appelle orthogonal de A 'ensemble A+ des éléments de
E orthogonaux a A.

Il est clair que A+ = ﬂ ker f,. Donc A* est un sous espace fermé de E.
z€A

1.2 Espaces hilbertiens

1.8 Définition. Un espace hilbertien est un espace préhilbertien séparé et complet.

Soit (E,p) un espace semi-normé. On dira que p est issu d’un produit scalaire, s'il existe un produit
scalaire (,) sur E tel que, pour tout z € E on ait p(z) = (z,2)"2. Si un tel produit scalaire existe, il
est unique, par l'identité de polarisation . On dira que (F,p) est un espace préhilbertien, si p est
issu d’un produit scalaire. On dira que (F,p) est un espace hilbertien, s’il est préhilbertien séparé et
complet.

1.9 Exercice. Soit F un espace préhilbertien. Démontrer que le séparé-complété de E est un espace
hilbertien.

1.3 Le théoréme de projection

1.10 Théoreme de projection. Soient H un espace hilbertien et C' une partie convexe fermée non
vide de H. Pour tout x € H, il existe un et un seul point yo de C' en lequel la fonction y — |y — z||
atteint son minimum. Pour tout y € C, la partie réelle de (x — yo,y — yo) est négative.



Démonstration. Notons d = inf{||z — y||, vy € C} la distance de z a C. Soient y,z € C. Posons
1 1 1
b = w—é(y+z) et ¢ = §(y—z); alors ||b]] > d vu que §(y+z) € C;comme z—y =0b—cet

r—z=b+c ona
1
lz = ylI” + llz = 211 = 201817 + lell*) = 24" + S lly — =[1%

done [ly — 2[* < 2(llz — y|I* — @*) + 2(||l= — 2[|* — d*).

Pour n € N, posons C,, = {y € C; ||z —y||* < d*+1/n}. Cest une partie fermée non vide de H ; par ce
qui précede le diametre de C,, est inférieur ou égal & 2/+/n, donc tend vers 0. Comme H est complet,
I'intersection des fermés emboités C,, qui est égale a {y € C, ||z —y|| = d}, contient un et un seul point
Yo-

Soit y € C; pour t € [0,1], on a yo + t(y — yo) € C, donc ||yo + t(y — yo) — x| = ||yo — z||. Posons

p(t) = llyo + t(y — yo) — z[1* = llyo — z[|* + 2tRe({yo — =,y — v0)) +t*ly — yo||*. Comme ¢(0) < (1)
pour t € [0, 1], la dérivée de ¢ en 0 est positive ou nulle, donc Re({yo — x,y — yo)) = 0. O

1.11 Proposition. Soient H un espace hilbertien et E un sous-espace vectoriel fermé de H. On a
E®FE'=H.

Démonstration. Si x € EN E* alors (z,z) = 0 donc # = 0. Soit x € H et notons y, € E le point en
lequel la fonction y — ||y — z|| atteint son minimum. Soit y € E. Soit u € K. Alors yo + uy € E, donc
la partie réelle de (yo — x,uy) est négative ou nulle. Prenant v = (y,yo — x), on trouve wu < 0, donc
u=0. Il sensuit que x —yo € E+, donc x =yo+ 2 —yo € E® E+. O]

Si E est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace hilbertien H on appelle projecteur orthogonal sur
E Yopérateur P : H — H tel que P(z+y) = x pour tout z € E et y € E+. Pour tout x € E et y € B+
ona |z +yl* = [lz|* + [lylI* > [l2|* = [ P(x + y)||*, donc P € L(H, H) et | P|| < 1.

1.12 Corollaire. a) Soient H un espace hilbertien et A une partie de H ; alors (A*)* est le plus
petit sous-espace fermé de H contenant A.

b) Si I est un sous espace de H, (F*)* =F.

Démonstration. a) Notons E le plus petit sous-espace fermé de H contenant A. Tout élément de A
est orthogonal & A+, donc A C (A*)*. Comme (A)* est un sous-espace fermé de H contenant
A ona E C (AY)*.
Soit z € (AY)*. Ecrivons =y + z avec y € E et z € EX. Comme E C (AN, 2 =2 —y €
(A1)t comme A C E, on a EX C A+ ; comme z € (A1) N A%, il s’ensuit que (2, z) = 0, donc
2z =0. On en déduit que z =y € E.

b) découle de a), puisque le plus petit sous-espace fermé de H contenant F est F. O

1.13 Proposition. Soit H un espace hilbertien. L’application isométrique antilinéaire x — f, de la
prop. est une bijection de H sur H'.

Démonstration. Soit f € H'; notons E son noyau. Si f # 0, E # H et E*+ n’est pas réduit & 0 par
la prop. . Soit alors  un vecteur non nul de E+. Comme z € E*, la forme f, est nulle sur E.
Comme f,(z) # 0, il existe A € K tel que f(z) = A\f,(z). Comme FE est un hyperplan et ¢ F, on a
H = E®Kz. Donc f et Af, qui coincident sur £ et en  sont égales. Donc f = f5,. O

1.14 Corollaire. Tout espace hilbertien est réflexif.

Démonstration. Soient H un espace hilbertien et £ € H”. L’application = — £(f,) est une forme linéaire
et continue sur H. Par la prop. , il existe y € H tel que, pour tout x € H on ait {(f,) = f,(z) =
(y,x) = fo(y). Il résulte alors de la prop. que, pour tout f € H' on a l(f) = f(y), c’est a dire que
¢ est 'image de y par lapplication canonique de H dans H”. O

3



1.15 Remarques. a) Somme d’espaces hilbertiens. Soit (H;);c; une famille d’espaces hilbertiens.
L’ensemble @Hi des familles (z;);e; € H H; telles que Z(xl\xﬁ < +00 est un espace hilber-
iel iel iel
tien (pour la norme ||(;)]|* = Z(mﬂwl))
iel
b) Dual ou compleze conjugué d’un espace hilbertien. Soit H un espace hilbertien. L’espace H' est
isométrique a H. Sa norme est issue d'un produit scalaire. On a (f.|f,) = (y|z). C’est un espace
hilbertien.

1.4 Adjoint d’une application linéaire continue

1.16 Proposition. Soient E et F' des espaces hilbertiens et T € L(E,F). 1l existe un unique T" €
L(F,E) tel que pour tout x € E et tout y € F on ait (T(x),y) = (x,T"(y)).

Démonstration. Pour tout y € F, Papplication z +— (y,T'(z)) est linéaire et continue. Il existe donc un
unique élément 7% (y) € E tel que pour tout x € F on ait (y,T(x)) = (T"(y),z). Pour tout =z € E,
lapplication y — (x, T (y)) = (T'(z),y) est linéaire d’ou 'on déduit que T™ est linéaire.

Pour tout & € E et tout y € I on a [(z, T*(y))| = (T'(x),y)| < [T(@)[l|lyll < [ITN|=[llly[l; or, pour

y € F on a (par la prop. [L6) [|T"(y)|| = sup{(z,T"(y)), = € E, |lz[ < 1}; donc [T*(y)[| < [[T/llyll-
Donc T est continue et || 77| < ||T|- O

1.17 Définition. Soient F et F' des espaces hilbertiens et T' € L(E, F'). L'unique T* € L(E, F) tel
que pour tout x € E et tout y € F on ait (T'(z),y) = (x,T*(y)) est appelé adjoint de T

Regroupons dans la proposition suivante quelques propriétés des adjoints :

1.18 Proposition. Soient E et F' des espaces hilbertiens. L’application T +— T est antilinéaire et
isométrique de L(E, F) sur L(F,E) ; pour tout T € L(E,F) on a (T*)* =T et |[T*oT|| = ||T|*. Pour
tout espace hilbertien H tout S € L(E,F) et tout T € L(F,H) on a (T 0S)" =S8"oT").

Démonstration. Montrons que ||[T* o T|| = ||T||*. On a ||[T* o T|| < [|IT*|||IT|| < ||T||*. De plus, pour
tout v € E, ||z|| < 1on a ||T(2)|* = (T(z),T(z)) = (x,T* o T(x)) < ||T* o T|| grace & I'inégalité de
Cauchy-Schwarz. Donc ||T||* = sup{||T(z)||?>, z € H, ||z|| < 1} < |[|[T* o T

Les autres propriétés sont laissées en exercice. O

1.19 Proposition. Soient E et F des espaces hilbertiens et T € L(E, F). Alors ker T* = (T(E))* et
Uadhérence de T*(F) est (ker T)™*.

Démonstration. Soit y € F; alors y € ker T* <= Vo € B, (T*(y),z) =0 < y € (T(E))*, dou
la premidre assertion. Il en résulte (par le cor. [1.12) que T(E) = (ker T%)*, d’olt la deuxi¢me assertion
en remplagant 7' par son adjoint. ]

1.20 Définition. Soient F et F' des espaces hilbertiens. Un élément U € L(E, F') est appelé unitaire
siU"oU =1idg et Uo U* = idp. Un élément T' € L(FE, E) est appelé normal si T* o T = T o T,
autoadjoint si T = T™ et positif s’il est autoadjoint et, pour tout € E on a (T'(x),z) € R,.

1.21 Exemple. Soit H un espace hilbertien Un projecteur est auto-adjoint si et seulement s’il est
orthogonal. Dans ce cas il est positif.
En effet, soit P € L(H) un projecteur; notons E son image.

e Supposons que P est autoadjoint. Soient x € E et y € ker P. On a (z,y) = (P(x),y) = (z, Py) =
0, donc ker P C E+. L’égalité s’en déduit puisque H = E @ ker P = E @ E*.



e Supposons que P est le projecteur orthogonal d’'image E. Pour z,2' € E et y,y/ € E* on a
(P(z+y), 2" +y) = (z,2') = (x +y,P(a’ + ') ; donc P = P". De plus, (P(z +y),z +y) =
(x,x) € Ry, donc P est positif.

1.22 Proposition. Soient E et F' des espaces hilbertiens et T € L(E, F). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) T est unitaire.

(i1) T est surjectif et T* o T = idp.

(iii) T est une isométrie de E sur F.

Démonstration. Si T est unitaire, comme T o T = idp, il est surjectif, donc (i)=-(ii).

Si T* o T = idp, alors pour tout * € E on a ||T(2)||* = (T(x),T(x)) = (x,T*(T(z))) = ||z||* ; donc
(il)=(iii).

Enfin, supposons que T est une isométrie de E sur F' ; comme (z,y) — (z, T*(T'(y))) = (Tz, Ty) est
un produit scalaire sur E, il résulte de I'identité de polarisation (1.2)) que, pour tout x,y € E, on a
(x, T*(T(y))) = (z,y). Donc T*(T(y)) —y € E* = {0}. Donc T* o T = idp. Comme par '’hypothese
(iii) T est bijective, T* =T~ ', d’ott (i). O

2 Algebres de Banach et spectre

2.1 Préliminaires algébriques

Soit K un corps algébriquement clos.

2.1 Définition. Soit A une K-algebre unifere. Notons 1 I'élément unité de A. Pour A € K nous
noterons encore \ 'élément A1 de A. On note A~ I'ensemble des éléments inversibles de A. Soit  un
élément de A. On appelle spectre de x dans A le sous-ensemble Sp,x = {A € K, (x —\) ¢ A™'} de
K.

Commencons par un résultat simple :

2.2 Lemme. Soit A une K-algébre uniféere.

a) Soient a,b € A deux éléments permutables (i.e. tels que ab = ba). Alors ab est inversible si et
seulement si a et b le sont.

b) Soient P € K[X] un polynéme non nul et x € A. Alors P(z) est inversible si et seulement si
Spa(x) ne contient aucune racine de P.

Démonstration. a) Si a et b sont inversibles, il en va de méme pour ab. Si ab = ba est inversible,
on a a(b(ab)™) = 1 = ((ab)'b)a donc a est inversible & gauche et & droite.

x>

b) On écrit P = o | | (X — Aj). Par (a), P(x) est inversible si et seulement si z — \; est inversible
=1
pour tout j. O

<
Il

Si l'algtbre A n’est pas unifere, on définit I’algébre A appelée unitarisée de A : on munit I'espace
vectoriel A x K du produit défini par : (a, A)(b, ) = (ab+ \b+ pa, \u) (pour tout a,b € A, A\, u € K).
L’élément (0,1) est Pélément unité de A. La formule i(a) = (a,0) définit un homomorphisme de A dans
A. On identifie alors A avec son image dans A de sorte que 'élément (a, A) s’écrit a + A. Enfin, on pose

Sp/ya = Sp za pour tout élément a de A. Dans la suite on écrira souvent Sp 4a au lieu de Sp,a.

Remarquons que, pour tout a € A, 0 € Sp/ya.



2.3 Remarque. Si l'algebre A possede déja un élément unité noté e, en posant w(a, A\) = (a + e, )
on obtient un isomorphisme 7 de A sur l'algébre produit A x K. Pour a € A on a Sp’ya = Sp,a U {0}.

2.4 Proposition. Soit 7 : A — B un morphisme d’algébres uniféres. Pour tout x € A on a Spgm(z) C
Spaz.

O

2.5 Exemple. Notons K (X) le corps des fractions rationnelles sur K. Pour R € K(X), notons p(R)
le sous-ensemble de K formé des poles de R. Soit S une partie de K et posons K(X)s = {R €
K(X), p(R)Nn S = (}. Alors il est clair que Spy(y) X = 5.

Revenons au cas général. Soient x € A et R € K(X) sans poles dans Sp,z; écrivons R = P/Q
ou P et @ sont deux polynomes premiers entre eux. Alors Q(z) est inversible et on peut former

R(z) = P(z)Q(z)"'. On a clairement :

2.6 Proposition. a) L’application R — R(x) est l'unique homomorphisme ¢ d’algébres uniferes
de K(X)sp,z dans A tel que p(X) = .

b) Pour tout P € K(X)sp,z, on a P(Spyx) C SpyP(x) avec égalité sauf si Spyx = 0 et P est
constant.

Démonstration. a) est clair.
b) Soit AC, alors il existe @ € K(X)gp,» tel que P — P(\) = (X — A)Q. Si P(z) — P(A)1 est
inversible, il en va de méme pour x — A. Il vient P(Sp,x) C Sp,P(x).
Supposons que P = S/T n’est pas un polynéme constant avec S,T € K[X]| premiers entre eux.
Soit A € K. Comme T'(x) est inversible, on a A € Sp,P(z), si et seulement si (S — AT")(x) n’est

pas inversible. D’apres le lemme [2.2] cela a lieu si et seulement s'il existe y € Sp o racine de
S — AT, c’est a dire tel que P(u) = A. O

2.7 Lemme. Soit A une anneau unifere et notons 1 son élément unité. Soient v,y € A. Alors 1 — xy
est inversible si et seulement si 1 — yx [’est.

Démonstration. Si 1 —yx est inversible, 1 + 2((1 — yx)~ ")y est 'inverse de 1 — 2. O
2.8 Proposition. Pour tout couple (x,y) d’éléments de l'algébre A on a Sp'yxy = Sp'yyz. U

2.9 Remarque. Supposons que le corps K n’est pas algébriquement clos et soit k£ une cloture algébrique
de K. Soit A une K-algebre. En < étendant les scalaires > on définit une k-algebre Ay, = A ®k k dans
laquelle A est naturellement plongée (par I'application a — a ® 1). Le spectre d'un élément = de A est
alors par définition Sp,, (v ® 1).

2.2 Spectre d’un élément d’une algebre de Banach

Dans la suite, tous le corps de base des espaces vectoriels et algebres est C.

2.10 Notations. e Soient F et F' deux espaces normés. On note L(FE, F) 'espace vectoriel des
applications linéaires continues de E dans F'. La norme d’opérateur de T € L(E, F) est || T]| =
sup{ ||Tz||, z € E, ||z]| <1}. Rappelons que 'espace des applications linéaires continues d'un
espace vectoriel normé E dans un espace de Banach F' est un espace de Banach.

e Une algebre de Banach (complexe) est un espace de Banach muni d’un produit (z,y) — xy qui
en fait une algebre complexe et tel que, pour tout x,y € A on ait ||zy|| < ||z]| ||y]| (ou || || désigne
la norme de A). Si A est unifere on suppose de plus que ||1|| = 1. Soit £ un espace de Banach.
L’algebre £(F) = L(F, E) munie de la norme des opérateurs est une algebre de Banach.



e Si l'algtbre A n’est pas unifere, algébre unifere A (cf. §1) admet une structure d’algebre de
Banach dont la norme est définie par : |[(a, \)|| = ||a|| + |\ (pour a € A, X € C).

e Soit A un espace de Banach muni d’un produit continu qui en fait une algebre complexe unifere.
On peut remplacer la norme de A par une norme équivalente de maniere a avoir ||zy/|| < ||z [|y||
et ||1]] = 1. En effet, pour a € A définissons L, € L£(A) par la formule L,(z) = ax. L’application
a +— L, est un morphisme continu d’algebres. La norme d’opérateur de L, est supérieure ou

égale a -—-. Donc l'application qui a a € A associe la norme d’opérateur de L, est une norme

équivalente a || ||.

Nous utiliserons le lemme suivant :

2.11 Lemme. Soient A une algebre de Banach unifére.

a) Soit a de A tel que ||a|| < 1. Alors 1 —a est inversible et son inverse est limite de la série Z a”.
neN
b) Pour tout x € A et tout A € C tels que ||z|| < |A|, on a X € Spyx et /\lim IAA —2)"t = 1] = 0.
—00

¢) Pour \, i € C tels que A € Sp 4 a, tels que [N — p|||(A—2) 7| <1 on ap & Spyx et

+o0o
(1) (p=2)"' =) A=A —2)"
k=0
Démonstration. a) Comme |a"|| < |la]|™ la série Z&" converge. On a
neN
+oo +o0o 400
n=0 n=0 n=1
d’ou a).
b) Posons a = A~ *. Par a) 1 —a est inversible, donc A — x est inversible et A(A—x2) ™' = (1—a)™';
+oo
or [[(1—a)™ =1l =D _a"|| < - ”“|||| H d’ot1 b).
— ||
n=1
¢) Onpose a = (A —pu)A—2)"". Onap—x=(\—2z)(1—a) et puisque ||a]| < 1 on en déduit
que p — x est inversible et (u — )" = (1 —a) (A —2)7. O

11 résulte de ce lemme :

2.12 Proposition. L’ensemble des éléments inversibles A~ d’une algébre de Banach unifére A est
ouvert et Uapplication ¢ : x + x~ ' est continument différentiable sur A~ ; sa différentielle en x € A™*
est (Dp)y : h— —x tha™!,

Démonstration. Soient x € A™' et h € A tels que ||| < ||z7"||~'. Posons a = —hx™'; alors 1 — a est
inversible par le lemme [2.11la), donc = + h = (1 — a)z est inversible et (z +h)™' = 2711 —a)™' =

x ! E a” donce

et b = 4ot = || S e < B
T 1=t
d’ou le résultat. O

2.13 Proposition. Soit A une algébre de Banach unifére non nulle. Le spectre de tout élément x de

A est une partie compacte non vide de C et lapplication z — (x — z)~" est holomorphe de C — Sp 4z
dans A.



Démonstration. L’application A — (A — ) est continue donc I'image inverse de A~! est ouverte (prop
2.12). Donc Sp,x est fermé dans C. Comme Sp 4z est borné (lemme b), c’est un compact de C.
Posons U = C — Spy.

Par la prop. 2.12) pour toute forme linéaire continue ¢ sur A, l'application z +— £((z — 2)™') est
une fonction holomorphe dans U. Si Sp,x était vide, cette fonction serait entiere; or quand z —

o0, {((z—2)"") tend vers 0 (lemme[2.11lb). Par le théoréme de Liouville on aurait £((x—z)~") = 0 pour
tout z; ceci ayant lieu pour tout ¢, on aurait (z —z)~! = 0, ce qui est absurde, d’ol1 la proposition. [

Une conséquence directe de cette proposition est :

2.14 Théoréeme de Gel’fand-Mazur. Soit A une algébre de Banach. Si A est un corps alors A = C.

Démonstration. Montrons que 'application i : C — A telle que i(\) = Al est surjective. Soit x € A;
comme Sp 4x n’est pas vide il existe A € C tel que i(\) — = ne soit pas inversible; si A est un corps on
a alors i(\) = x. O

2.3 Rayon spectral

2.15 Théoreme. Soient A une algébre de Banach complexe non nulle et x € A.

a) La suite (||"||"/") est convergente.

b) On a lim ||2"||Y" = sup{|A|, A € Sp,z}.

n—in fty

La convergence de la suite (||z"]|/") résulte immédiatement du lemme suivant.

2.16 Lemme. Soit (u,)nen= une suite de nombres réels positifs ou nuls telle que, pour tout p,q € N*
on ait (upiq)"™? < ubul. Alors

a) Pour tout p,k € N*, on a up, < uy;

b) La suite (u,) converge vers inf{u,, n € N*}.

Démonstration. a) Démontrons cela par récurrence sur p; c’est clair pour p = 1; si on connait
) )

cette inégalité pour p € N*, alors (u(pﬂ)k)(p“)k < ulzzui < u’,zpuz = ul(fﬂ)k.

b) Notons m = inf{u,, n € N*}. Sl existe k£ € N* tel que u, = 0, alors m = 0 et, pour tout
p € N*, on a ugy, =0, donc (u,) converge vers m = 0.
Supposons désormais que, pour tout £ € N*, u;, # 0. Soit ¢ € R}.. Comme m est le plus grand
des minorants de {u,, n € N*}, il existe k& € N* tel que uy <km + €. Soit n € N* et écrivons
P P, T

n=kp+ravecp,r €N, r <k. Alors, par a), u), < Uty < Uy up. Done

ko / uy r/n uy (k—1)/n
et (2 n ()

U U
(k—1)/n (k—=1)/n
. 51 U1
La suite (uk (—> ) converge vers uy, donc, pour n assez grand, uy (—) < m-e.
U n U
Onaalorsm<u, <m-+e. O]

Démonstration du théoréme[2.13.

a) Pour p,q € N*, on a ||2P™|| = ||2P24| < ||2||||z?||, donc par le lemme [2.16/b), la suite (||2"]|*/™)
converge.



b) Posons r = r(x) = lim(||z"||'/"), et posons p = sup{|A|, A\ € Sp,z}.
Soit A € C tel que |A| > r. Alors la série de terme général (A™"2") est convergente (sa norme est
majorée, pour n assez grand, par k" pour tout k € |0, 1] tel que k|A| > r). Il en résulte (comme

+oo
au lemme [2.11) que 1 — A~ 'z est inversible et (A — z)~! = Z)\_k_lxk. Donc Sp 4z est inclus
k=0

dans la boule de centre 0 et de rayon r i.e. p < 7.
Démontrons l'inégalité p > r. Nous utiliserons le lemme suivant :

1 [ , 0 , n <0
2.17 Lemme. Pourt € R, avectp <1, etn € Z, on a —/ e (1—tez)™ ' dh = SZ, "
27 Jo t"a™ simn>=0.

Démonstration. L’application A — (1 —Az)~" est holomorphe sur le disque {\ € C; |A|p < 1} & valeurs
+o0o

dans A. Pour A assez petit on a (1 — \z)™' = Z A"z". Le lemme résulte des formules de Cauchy. [

n=0

Démonstration du théoréme [2.15 Pour t € R, avec tp < 1, posons M; = sup{||(1 — te”z)7"||; 0 €
[0,27]}. D’apres le lemme , on a t"|lz"|| < M,. On a donc t||z"||"/" < (M)Y" < 71 (tMt)l/". Ala
limite, il vient tr < 1. On a donc tp < 1 = tr < 1, donc r < p. O

2.18 Définition. Le nombre r = p défini dans le théoreme [2.15(s’appelle le rayon spectral de a.

2.4 Algebres de Banach commutatives et transformation de Gel’fand

2.19 Définition. Soit A une algebre de Banach. On appelle caractére de A tout homomorphisme
d’algebres continu et non nul de A dans C.

Rappelons qu’un idéal a gauche (resp. a droite, bilatere) I d’'un anneau A est dit mazimal si [ # A et
si les seuls idéaux & gauche (resp. a droite, bilateres) de A contenant I sont A et I.

2.20 Lemme. Tout idéal maximal d’une algébre de Banach unifére est fermé.

Démonstration. Soit I un idéal de I'algebre de Banach A, distinct de A et notons I son adhérence.
Comme INA™! = et que A" est ouvert,ona INA™' =@ et I # A. Si I est maximal, comme [ C I,
on a nécessairement [ = I et [ est fermé. O]

Rappelons qu’'un idéal I d’un anneau commutatif A est maximal si et seulement si 'anneau A/I est un
corps. D’apres le lemme précédent et le théoreme de Gel’fand-Mazur, il y a correspondance bijective
entre idéaux maximaux d’'une algebre de Banach commutative et caracteres : le noyau d’un caractere
est un idéal maximal ; le quotient de A par un idéal maximal est une algebre de Banach (lemme
et un corps donc est canoniquement isomorphe a C.

2.21 Définition. On appelle spectre d’une algebre de Banach commutative A et on note Sp A 'en-
semble de ses caracteres. On munit Sp A de la topologie de le convergence simple.

Autrement dit la topologie de Sp A est la topologie la moins fine pour laquelle les applications y — x(x)
de Sp A dans C sont continues (pour tout x € A).

Si A est une algebre de Banach commutative et non unifere, le spectre de A est la partie du spectre de
A formée des caracteres qui ne sont pas nuls sur A.

2.22 Proposition. Soit A une algébre de Banach commutative et unifére.

a) Pourx € A ona:Spyx={x(x); x€SpA}.
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b) Le spectre de A est compact.

¢) Pour x € A et x € SpA, on pose G(x)(x) = x(x). L’application G est un morphisme continu

d’algebres de A dans C(Sp A).

Démonstration. a) Soit z € A. Pour tout x € Sp A, z — x(z) appartient au noyau du caractere y et

donc n’est pas inversible. Il s’ensuit que x(x) € Sp x. Réciproquement, soit A € Sp 4. L’idéal
(x — A\)A est alors distinct de A. Soit J un idéal maximal contenant (z — A\)A (lemme de Zorn)
et x le caractere de noyau J. On a x(z — ) = 0 donc x(z) = \.

Il résulte de a) et du lemme 2.11]b) que pour tout x € SpA et © € A on a |y(z)] < [|z|. I
s’ensuit que Sp A est inclus dans la boule unité de I'espace de Banach A’ dual (topologique)
de A. Or la boule unité du dual d'un espace de Banach E est compacte pour la topologie de
la convergence simple o(E’, E). Comme Sp A est l'intersection des parties fermées B,, = {/{ €
A" U(xy) = L(x)l(y) } pour x et y parcourant A et de {£ € A", (1) =1}, Sp A est compact.

Par définition de la topologie de Sp A les applications G(x) sont continues. De plus, pour tout

z,y € Aet tout x € SpA on a G(zy)(x) = x(zy) = x(z)x(y) = (G(z)G(y))(x) donc G(zy) =
G(2)G(y); de méme G(z +y) = G(z) + G(y), d’ou la proposition. O

2.23 Définition. L’application G : A — C(Sp A) décrite dans la proposition [2.22c) s’appelle la
transformation de Gel’fand de A.

2.24 Remarque. Soit A une algebre de Banach non unifere et x : A — C un morphisme d’algebres.
On peut bien étendre x & un morphisme d’algebres y : A — C en posant x(x + \) = x(z) + A (pour
tout z € A, A € C) donc x est continu.

2.25 Remarques. a) Soit A une algebre de Banach commutative non nécessairement unifere. Le

b)

spectre de A est localement compact et séparé et son compactifié d’Alexandroff est le spectre
de A.

< Naturalité > de la transformation de Gel’fand : Soit 7 : A — B un homomorphisme continu
unital (ie. tel que que 7(1) = 1) d’algeébres de Banach uniféeres. Si x est un caractere sur B, yomw
est un caractere sur A et I'application 7 : y +— x o 7 est une application continue du spectre
de B dans celui de A. On obtient alors un homomorphisme 7, : C'(Sp A) — C(Sp B) en posant
7.(f) = fon". Appelons G4 et G les transformations de Gel'fand de A et B respectivement.
Onam, oGy =Ggom.

2.26 Exemples. a) Le spectre de C'(X) est X et sa transformation de Gel’fand est Iidentité de

C(X). En effet, I’évaluation en un point  de X est un caractére dont le noyau est J, = { f €
C(X); f(z) = 0}. On obtient ainsi une application clairement continue de X dans Sp C'(X).
Cette application est injective car les fonctions continues séparent les points de X (les espaces
compacts sont normauz). Démontrons qu’elle est surjective : soit J un idéal de C'(X). Pour
fedposons Up ={x e X, f(x)#0}. Siles Uy recouvrent X, il existe une partie finie 7" de J
telle que les Uy, f € T recouvrent X (par compacité de X). Posons alors h = ZfeT IfI? € J.
On a Uy, = X donc h est inversible dans C(X) et J = C(X). Si J # C(X), il existe donc z tel
que J C J,. En particulier les idéaux maximaux de C'(X) sont les J,.

Soient A une algebre de Banach et x un élément de A. On dit que A est rationnellement engendrée
par x si la plus petite sous-algebre fermée de A contenant z et { (z —A)™", A € C — Sp,x } est
A. Alors A est commutative et un caractere de A est déterminé par sa valeur en x. L’application
X — x(z) est donc injective et, comme Sp A est compact, c’est un homéomorphisme de Sp A
sur Sp,x.

En particulier, soit X une partie compacte de C. On note Rx 1’algebre des fonctions rationnelles
de poles hors de X et A = Cp,(X) l'adhérence de son image dans C'(X). Pour connaitre un
caractere x de Cp(X), il suffit donc de connaitre la valeur x(z) ol z est la fonction identique
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sur X. Or il est clair que Sp,yz = X : chaque point de X définit un caractere de C,(X); si
Mg X, (z— A1 € Rx C Cyu(X). Donc le spectre de Cj,(X) est X. L'inclusion de Cj,(X) dans
C(X) est la transformation de Gel'fand de X. En général C},(X) est distinct de C'(X) puisque
la formule de Cauchy prouve que I'application qui a f associe sa dérivée en un point intérieur
de X est continue; donc Cp(X) est formée de fonctions holomorphes a 'intérieur de X.

d) Soit E un espace de Banach. Considérons E comme algebre de Banach en posant zy = 0 pour
tout x,y € E. L’algebre de Banach E est commutative et son spectre est vide. La transformation
de Gel'fand est alors I’application G : £ — 0.

Les exemples ci-dessus montrent que la transformation de Gel’fand n’est en général ni surjective
(exemple ¢) ni injective (exemple d).
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3 C*-algebres

3.1 Définitions, calcul fonctionnel continu

3.1 Définition. Une involution d’une algebre de Banach A est une application x — z* de A dans A
involutive, antilinéaire, antimultiplicative et isométrique. Autrement dit, pour tout x,y € A et tout
AMeC,ona: (29 =z; (z+y) =" +y", )" = *; (2y)* = y*z* et ||2*|| = ||=||. On dit qu'une
algebre de Banach est involutive si elle est munie d’une involution. Une C™*-algébre est une algebre de
Banach involutive A telle que pour tout x € A on ait ||z*z| = ||z||.

3.2 Remarque. Si une application involutive z — z* de 'algebre normée A dans A vérifie ||z*z| >
|l]|* pour tout @, comme [|lz"z|| < [|2"[[|z]| on a ||z]| < [la”[|; done [|2*|| < [[(2")"|; enfin [l = [l”|
et [lo"z| = ||=]*.

Voyons deux exemples fondamentaux de C*-algebres :

La C*-algébre C'(X) : Soit X un espace topologique compact. On note C'(X) Ialgebre des fonctions
continues a valeurs complexes sur X. Munissons C'(X) de la norme de la convergence uniforme || f|| =

sup{ |f(t)|, t € X } et de I'involution donnée par f*(t) = f(t) (pour tout t € X).

On a évidemment :

3.3 Proposition. Munie de la norme de la convergence uniforme et de l'involution ci-dessus, C(X)
est une C*-algebre commutative et unifere. O

Quand on parlera de la C*-algebre C'(X) ce sera toujours I'algebre C'(X) munie de la norme de la
convergence uniforme et de I'involution ci-dessus.

La C*-algébre L(H)

3.4 Proposition. Soit H un espace hilbertien. L’algébre de Banach L(H) munie de l'involution T > T*
est une C*-algébre.

Démonstration. Pour tout T € L(H) et tout € H, ||z|| < 1 on a |Txz|?> = (Tx, Tx) = (x,T*Tx) <
|T*T| grace & I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc || T||*> = sup{ ||Tz|*, = € H, |lz|| <1} < ||T*T|
et la prop. résulte de la remarque |3.2] O

3.5 Définition. Soit A une C*-algebre. Un élément h de A est dit autoadjoint ou hermitien si h* = h;
un élément a de A est dit normal si a*a = aa™; si A est unifere, un élément u de A est dit unitaire si
on a u u = uu" = 1.

Les éléments autoadjoints et unitaires sont normaux. Si x est un élément quelconque de A les éléments
r*x, xx®, v+ 2" et i(x — ") sont autoadjoints. En particulier tout élément x de A se décompose de
facon unique sous la forme z = h + 1k avec h et k autoadjoints.
3.6 Proposition. Soit A une C*-algébre unifére.

a) Le spectre de tout élément unitaire de A est inclus dans U(1) ={z€ C, |z| =1}.

b) Le spectre de tout élément autoadjoint de A est inclus dans R.

¢) Pour tout x € A on a Spyz* = {\, X € Sp,z }.

Démonstration. a) Soient u un élément unitaire et A € Sp,u. Comme [jul]] = 1 on a [A| < 1 et
comme ||u”'||=1ona |\ <1.

b) Soit A un élément autoadjoint. Pour t € R, ¢ > ||h||, h+it est inversible et (h—it)(h—+it)~" est
unitaire ; donc Sp 4k est inclus (par a et la prop. 4.5.a) dans { z € C, |(z—it)(z+it)" ' =1} =R.
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c¢) Enfin, si y = 2 — X\ est inversible, on a (y ')*y* = y*(y')* = 1 donc y* est inversible et
(y )" =(y ™), dou c). O

3.7 Proposition. Soient A une C*-algébre uniféere et B une sous-algébre involutive fermée de A
contenant 'élément unité 1 de A. Pour tout élément x de B on a Sp,x = Sppx.

Démonstration. Soit A € C — Spz; posons y = (x — \)*(x — \). Alors Spgy — Spuy = {pn € C —
Spay, (y—pu)"t € A— B} est une partie ouverte de C, contenue dans R donc Spzy = Sp,y. Or y est
inversible dans A (prop. c) donc dans B et (z —A\)"' =y ' (z — \)* € B. O

3.8 Remarque. Cette proposition n’est pas vraie pour des algebres de Banach générales. Cependant,
si B est une sous-algebre fermée de l'algebre de Banach A et x € B, Spgx — Spyz = {A € C —
Spaz, (r—\)"' € A— B} est une partie ouverte de C, autrement dit la frontiere de Sppa est incluse
dans Sp 4. Ici, on a appliqué ce résultat a y.

3.9 Proposition. Le rayon spectral de tout élément normal d’une C*-algébre est égal a sa norme.

Démonstration. Soit h un élément autoadjoint. On a, par récurrence sur n, ||h*" || = ||h||*", donc p(h) =
|R||. Soit x un élément normal de la C*-algebre A. On a (z*z)" = (z*)"z" donc ||(z*z)"|| = ||z"||* et
p(z*x) = p(x)?. Or 2*z est autoadjoint, donc p(r)* = p(z*z) = ||z*z| = ||=||*. O

En particulier, la norme d’un élément x d’'une C*-algebre A, ne dépend que de la structure d’algebre
et de I'involution de A, vu que ||z||* =sup{ |\, A€ C, (z*z—\) ¢ A~ }.

Nous sommes en mesure a présent de démontrer le théoreme de Gel’fand :

3.10 Théoreme. La transformation de Gel’fand G : A — C(Sp A) d’une C*-algébre commutative et
unifere A est un isomorphisme de C™*-algébres.

Démonstration. Démontrons que G préserve I'involution. Il suffit pour cela de démontrer que pour tout
élément autoadjoint h de A on a G(h)* = G(h). Or, pour tout x € Sp A, G(h)(x) = x(h) est réel par
la prop. [3.6la).
Montrons que G est isométrique. Tout élément = de A est normal, donc ||z|| = p(x) = sup{ |x(z)|, x €
SpA} (3.4.a).

En particulier, la sous-algebre G(A) de C(Sp A) est stable par conjugaison complexe et fermée dans
C(Sp A). Comme de plus elle sépare les points de Sp A (deux caracteres égaux sur A sont égaux!),
G(A) = C(Sp A) par le théoreme de Stone-Weierstrass i.e. G est surjective. O

3.11 Corollaire. Soit x un élément normal d’une C™*-algébre uniféere A. Il existe un unique homomor-
phisme unital de C*-algébres @, : C(Spx) — A tel que ®,(2) =z ou z € C(Spyx) désigne l'inclusion
de Sp 4z dans C. De plus, I’homomorphisme ®, est isométrique. Si Sp & C R alors © = z*.

Démonstration. Soit B I'adhérence dans A de 'ensemble { P(z,z*), P € C[X,Y]}. C’est une sous-
algebre commutative involutive fermée de A. Tout caractere y de B étant autoadjoint, on a x(z*) =
x(x), et x(P(z,z*)) = P(x(z), x(z)). Donc x — x(z) est un homéomorphisme de Sp B sur Spzz (prop.
3.4.a) qui est égal a Sp,z (prop. [3.7). Identifions Sp B a Sp,z a l'aide de cet homéomorphisme. La
transformation de Gel’fand B est un isomorphisme isométrique G : B — C(Sp4x) et fait correspondre

a x la fonction 2. 11 suffit donc de poser @, (f) = G~*(f).

Par ailleurs, { P(2,%)), P € C[X,Y]} est dense dans C(Sp,z) (théoreme de Stone-Weierstrass) ; tout
homomorphisme unital de C*-algebres ® : C(Spyz) — A, vérifie ®(P(z,2)) = P(P(z), P(2)*) donc est
déterminé par ®(z), d’ou l'unicité de P,.

Enfin, si Spyr C R, 2 =z donc = = ®,(z) = z". O
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3.12 Définition. Soient x un élément normal d’'une C*-algebre unifere A et f une fonction continue
sur Sp x. L’élément ®,(f) de A est noté f(z).

3.13 Proposition. a) Soient x un élément normal d’une C*-algébre uniféere A et f une fonction
continue sur Spx. On a Spaf(x) = f(Spax), Uélément f(x) de A est normal et pour toute

fonction g € C(Spyf(x)) on a(go f)(z) = g(f(x)).
b) Soient ™ : A — B un homomorphisme involutif unital de C*-algébres (uniféres), x € A un
élément normal de A et f une fonction continue sur Sp 4. Alors f(mw(x)) = n(f(x)).

Démonstration. a) L’élément f — X\ de C(Sp,x) est inversible si et seulement si f — A ne s’annule
pas dans Sp,x i.e. si et seulement si A € f(Sp,x). L'application f +— f(x) est un isomorphisme
de la C*-algebre B = C(Sp,x) sur une sous-algebre involutive fermée A’ de A . On a alors
Spaf(z) =Spu f(x) = Spgf = f(Spux). Comme f(z) appartient a la C*-algebre commutative
A’ il est normal. De plus, lapplication g — (g o f)(x) est un homomorphisme de C'(Sp,f(x))
dans A et coincide avec g — g(f(z)) par le corollaire [3.11]

b) Les homomorphismes f +— w(f(x)) et f +— f(m(x)) de C(Sp42) dans B coincident sur la fonction

z donc sont égaux. O

3.14 Proposition. a) Tout homomorphisme involutif d’une algébre de Banach involutive dans une
C*-algebre est contractant.

b) Tout homomorphisme involutif injectif entre C*-algébres uniféres est isométrique.

Démonstration. Soient A une algebre de Banach involutive, B une C*-algebre et 7 : A — B un
homomorphisme involutif.

a) Soit x € A. Alors Spym(x*z) C Spya*z. Par la prop. [3.9] on a
l2)1* = [z > p(a™z) = p(n(z*2)) = |7 (z"2)|| = |7 (2)]?

ou p désigne le rayon spectral.

b) Supposons que A est une C*-algebre. Pour ¢t € R, notons f; : R — R I'application telle que
s = sup(|s| — ¢,0). Pour un élément autoadjoint h d'une C*-algebre C' on a f;(h) = 0 <=
|h|| < t. Soit € A, et posons t = ||w(x*z)||; alors w(fi(z*z)) = fi(m(z*z)) = 0; si 7 est injectif
fi(z*z) =0et ||z"z| <t O

Remarquons qu’on n’a pas a supposer a priori ’lhomomorphisme 7 continu.

3.2 Eléments positifs dans une C*-algébre

3.15 Théoreme. Soit A une C*-algéebre.
a) Pour un élément autoadjoint de h de A les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Spah C Ry ;
(ii) Il existe k € A tel que k = k* et k* = h.
(111) 1l existe v € A tel que x*x = h.

b) Les éléments autoadjoints de A vérifiant ces conditions forment un cone conveze saillant de A.

Démonstration. Soit A la C*-algebre obtenue & partir de A par adjonction d’un élément unité. I1
est clair que I'ensemble des éléments de A vérifiant (i) (resp. (ii), (iii)), est I'intersection de A avec
I'ensemble des éléments de A vérifiant (i) (resp. (ii), (iii)). On peut donc supposer que l'algebre A est
unifere.

Il est clair que (ii) = (iii).
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Soit f I'application ¢t — ¢* de R dans R. On a Sp,f(k) = f(Sp4k) C R,. Donc (ii) = (i).
Soit g l'application ¢ — v/t de R, dans R. Si Sp,4h C Ry, alors b = g(h)2. Donc (i) = (ii).

Démontrons a présent que les éléments de A satisfaisant a (i) forment un cone convexe saillant. Nous
utiliserons un lemme :

3.16 Lemme. a) La condition (i) est équivalente d :
() Il existe t € R, tel que ||t — h|| < t.

b) L’ensemble A, des éléments autoadjoints de A vérifiant (iv) est un cone convexe saillant.

Démonstration. a) Le spectre d’'un élément autoadjoint h est une partie X de R, incluse dans
[—||2]], ||h]]]- Pour t e Ry ona {s R, |t —s| <t} =][0,2¢t], donc ||t — h|| <t si et seulement
si X est inclus dans [0, 2¢]; donc (iv) implique (i). Si (i) est vraie on a X C [0, ||h]|] et (iv) est
vraie (en posant t = ||h||/2).

b) Si|t—h| <tetse Ry ona|st—sh| < stdoncshe A;. Autrement dit A, est un cone.
Sills—h|| <set|t—Fk||<tonal|s+t—(h+k)|]|<s+tdonch+ke A, Ilen résulte que
le cone A, est convexe.

Enfin, si h € A, et —h € A, alors Spyh = {0} et ||| = p(h) = 0. Donc le cone A, est
saillant. ]

Fin de la démonstration du théoréme(3.15 : Soit « € A. Soit f 'application t — inf(t,0) de R dans R et
posons y = xf(x*r). On a y*y = f(z*z)x*vf(z*z) = f(z*z)?, car pour tout t € R on a tf(t)* = f(t)>.
Comme pour tout t € R, f(¢)* <0, ona —y*y € A,. Parla prop. 1.7, Sp4(y*y)U{0} = Sp,(yy*)U{0}
donc —yy* € A, . Ecrivons y = h + ik avec h et k autoadjoints; on a yy* + y*y = h* + k? donc y*y =
h* + k* — yy* € A,. Donc y*y = 0 car le cone A, est saillant. Enfin, f(z*2) =0 id.e. Spyo CR,. O

3.17 Définition. Un élément autoadjoint h satisfaisant aux conditions équivalentes du théoreme est
dit positif. Le cone des éléments positifs de la C*-algebre A est noté A,. Pour des éléments hermitiens
a,b € A, la relation d’ordre a — b € A, est notée a > b ou encore b < a.

3.18 Proposition. Soit A une C*-algébre unifére. Pour tout a € A, il existe un unique élément
be A, tel que b* = a.

Démonstration. Soient f Papplication ¢ — ¢> et g I'application t — v/t de R, dans R,. Par la prop.

3.13la), pour a,b € A, la condition a = f(b) équivaut a b = g(a). O
3.19 Proposition. a) Pourx € Ay et \€ERy onax <\ < |jz|| <A\

b) Six € Ay ety € A, alors y*zy € A,

Démonstration. En effet,

a) on a Sp(A—z) ={\—p; p € Sp(x)} donc Sp(A —z) € Ry <= Sp(z) € [0,\] <= [|z|A
puisque ||z|| = sup Sp(x) (égalité du rayon spectral).

b) Six = z*z alors y*zxy = (y2)*(y2). O

3.3 Opérateurs positifs dans un espace hilbertien et décomposition polaire

3.20 Proposition. Soit H un espace hilbertien et T € L(H).
a) T =T si et seulement si pour tout x € H, (x,Tz) € R.
b) T € L(H), si et seulement si pour tout x € H, (x,Tx) € R,.
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Démonstration. a) SiT=T", (z,Tx) = (Tz,x) = (x,T*x) = (x,Tx), donc (x, Tz) est réel.
Supposons inversement que pour tout x € H, (z,Tx) € R; alors, pour tout z,y € H on
a (x,Ty) + (y,Tz) = (x + y,T(x + y)) — (x,Tx) — (y, Ty) est réel et (x,Ty) — (y, Tx) =
i((x — 1wy, T(z —iy)) — (z,Tx) — (y, Ty)) est imaginaire pur donc (x,Ty) = (y, Tx) = (Tz,y)
donc T est auto-adjoint.
b) Si T = §*S, alors, pour tout x € H on a (z,Tz) = (Sz,Sx) € R,.

Supposons inversement que pour tout x € H, (z,Tx) € Ry et prouvons que T'+ X est inversible
pour tout A € R*. Pour x € H, tel que ||z|| =1 on a (|[(T"+ Nz|| > (z,(T + N)z) > A. Ceci
prouve que 7'+ X est bijective et bicontinue de H sur (7' + A\)H. En particulier, (T"+ A\)H est
complet donc fermé dans H. Siz € ((T+ \)H)*, alors 0 = (z, (T + \)x) > A|z||* et = 0 donc
T + X est surjectif. O

3.21 Définition. Soient E et F des espaces hilbertiens. On appelle module de T' € L(E, F') 'opérateur
IT| € L(E), tel que |T|* = T*T.

3.22 Proposition. Soient E et ' deux espaces hilbertiens et T € L(E, F). Il existe un unique opérateur
ue L(E,F) nul surker T et tel que T = u|T|.

Démonstration. Notons E; I'adhérence dans E de I'image de |T|. Pour tout z € E on a ||Tz|? =
(z, T*Tx) = |||T|z||*. Donc ker |T| = ker T et il existe une unique application linéaire isométrique
U : E, — F telle que, pour € E on ait Te = U|T|z. La proposition résulte de ce que Ef = ker |T|

(prop. [L.19). O

3.23 Définition. La décomposition 7' = u|T'| de la prop. s’appelle la décomposition polaire de T

Donnons sans démonstration quelques propriétés simples de la décomposition polaire :
3.24 Proposition. Soient E et F deux espaces hilbertiens et T € L(E,F); notons T = u|T| sa
décomposition polaire.

a) uu* est le projecteur orthogonal sur l’adhérence de l'image de T et u*u est le projecteur orthogonal
sur ’orthogonal du noyau de T

b) On a |T*| = u|T|u" et la décomposition polaire de T est T™ = u*|T™|;

¢) Ona|T|=u"T=TuetT" =|T|u" =uTu";

d) Les opérateurs T et |T'| ont méme noyau ; les opérateurs T et |T'| ont méme image.

e) L'opérateur u est limite forte de la suite T(1/n + |T|)™" (voir section . O

3.4 Formes linéaires positives et construction GNS

Soit A une C*-algebre (unifere).

Une forme linéaire f : A — C est dite hermitienne si f(z*) = f(z) pour tout € A. Une forme linéaire
f A — C est dite positive si f(z) € Ry pour tout x € A;. Comme A, = {z — y;x,y € A} toute
forme hermitienne est positive.

3.25 Lemme. Si f est une forme linéaire positive, l'application (z,y) — f(x*y) est une forme sesqui-
linéaire positive sur A.

3.26 Proposition. a) Toute forme linéaire positive f sur A est continue et ||f|| = f(1).

b) Inversement, s’il existe x € Ay non nul tel que || f|||z]| = f(x), alors f est positive.

Démonstration. a) Soit f une forme linéaire positive sur A et soit x € A avec ||z|| < 1. Alors z*x
et 1 — z*x sont des éléments positifs de A, donc 0 < f(z*z) < f(1). Appliquant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, il vient |f(z)]* < f(1)f(z*z) < f(1).
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b) Quitte a diviser x et f par leur norme, supposons que ||z|| =1 et || f|| = 1. Posons y =1 — 2z ;
alors y est hermitien et son spectre est contenu dans [—1, 1], donc ||y|| < 1. Il vient | f(1) — 2| =
(1) — 2/(x)] < 1, et puisque |F(1)] < 1= 7] il vient f(1) = 1.

Soit alors h € A, avec ||h|| = 1. Remarquons que, pour t € R, d’apres I’égalité du rayon spectral
appliquée & I’élément normal ith + 1, on a ||ith 4+ 1||* = t* 4+ 1. On en déduit que la dérivée en
0 de t — |itf(h) + 1| est nulle, donc f(h) € R. De plus |1 — h|| < 1, donc |1 — f(h)| < 1, donc
f(h) = 0. O

3.27 Théoréme : Construction GNS. Soit ¢ : A — C une forme linéaire positive. Il existe un
espace de Hilbert H,, une représentation involutive 7, : A — L(H,) et un vecteur &, tels que p(a) =
(€pymp(a)€y,) pour tout a € A.

Démonstration. On munit A de la forme sesquilinéaire positive (z,y) — ¢(z"y) et on note H, le
séparé complété de A pour la semi-norme associée. Notons 7, : A — H, le plongement de A dans son-
séparé-complété. Pour x,y € A, on ay*r*ry < ||z]|*y*y (prop., donc p(y*z*zy) < ||z||*@(y*y), soit
o (xy)||? < [|]|17,(y)||*. Tl existe donc une application linéaire continue m,(z) € L(H,) < prolongeant
I'application y — yx de A dans A, i.e. telle que m,(2)n,(y) = n,(xy). I est clair que 7, est un
homomorphisme involutif.

On pose enfin &, = n,(1). O
Le triplet (H,, 7,, §,) décrit par ce théoreme s’appelle la construction de Gelfand-Naimark-Segal (GNS)
associée a .

On appelle état sur A une forme linéaire positive sur A de norme 1, i.e. telle que ¢(1) = 1. L’ensemble
des états de A est un convexe faiblement compact E(A) du dual topologique A* de A.

3.28 Proposition. Pour tout x € A, il existe une ¢ € E(A) tel que ||m,(z)|| = ||z

Démonstration. Par Hahn Banach une forme linéaire ¢ de norme 1 telle que ¢(x*x) = ||z*z|| ; d’apres
la proposition p € E(A); on a ||m,(2)&,|| = ||z]|, donc |7 (x)]| = ||z]. O

Un état ¢ sur A est dit fidéle si pour tout = # 0 on a p(z*z) > 0.

3.29 Proposition. Si ¢ est fidéle, alors m, est fidéle (injective) donc isométrique.

Démonstration. Si ¢ est fidele, alors pour tout @ € A, on a ||m,(z)&,]|* = ¢(z*x) # 0 donc , est
fidele. O

3.30 Proposition. Si A est séparable, il existe un état fidéle.

Démonstration. Soit (x,) une suite dense dans A. Pour tout n € N, soit ¢, € E(A) avec p(z)x,) =
|z, ||*. Pour € A non nul, il existe k € N tel que ||z — 21| < ||24]|. De I'inégalité

k]l = llmg, ()| < Mgy (2 — )&kl + I, ()l
+oo
on déduit que @ (r*z) = |7y, (2)&]|* > 0. On pose alors ¢ = Z 2 k1. O
k=0
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4 Le théoreme de bicommutant de von Neumann

4.1 Commutants, bicommutants

Soit H un espace hilbertien. Pour toute partie B de L(H) le commutant de B dans H est B' = {T €
L(H), VS e B, ST=TS},;le bicommutant de B dans H est B" = (B')".

4.1 Propriétés. Soient A, B des parties de L(H). On a
a) L’ensemble A’ est une sous-algebre de L£(H). Si A est stable par z — 2%, il en va de méme pour
A
b) On suppose que A est stable par  +— z* et soit £ un sous-espace fermé de H. Notons Pg la

projection orthogonale sur E. Alors Pr € A’ si et seulement si E est stable par tout élément
a€ A

ACB < BcCA.

c)
d) AcB= DB CcA.
e) AC A"
f) A=A
g) Pour m € N*, on identifie L(H™) avec M,,(L(H)). Notons d,,, : L(H) — M,,(L(H)) 'application
a 0 ... 0
0 a ... 0
a— | . . . Le commutant de d,,,(A) est M,,(A’) et, si 1 € A, le commutant de M,,(A)
00 ... a
est d,,(A").

4.2 Topologies sur L(H)

Soient X un ensemble, et (F;);c; une famille d’espaces topologiques. Donnons-nous pour tout i € [
une application f; : X — FE;. On peut munir alors X d’une topologie qui est la plus faible parmi celles
rendant continues les applications f;. Une partie V de X est un voisinage de x € X pour cette topologie
si et seulement s'il existe une partie finie J de I et, pour tout j € J un voisinage U; de f;(x) dans E;
tels que () f;7(U;) C V.

jeJ
Soit H un espace hilbertien.

Sur H, en plus de la topologie normique, on utilisera la topologie faible qui est la topologie la plus
faible rendant continues les applications f, :  — (y,z) (pour fout y € H).

Dans le cas hilbertien, le théoreme de projection implique le résultat suivant ([[)

4.2 Proposition. Toute partie convexe fermée de H est faiblement fermée.

Démonstration. Soit C' une partie convexe fermée non vide de H. Pour € H, notons pc(x) le point
de C tel que ||z — pe(x)| = inf{||lx — y||; y € C}. Alors, il résulte du théoréeme de projection que 'on
aC={yecH; VreH, Re(y —pc(r),(xr — pc(r)) <0}; donc C est faiblement fermé. O

Sur L(H) en plus de la topologie normique, on utilisera les topologies suivantes.
e La topologie forte, qui est la topologie la plus faible rendant continues les applications T — T'(z)
de L(H) dans H muni de la topologie normique (pour x € H).

1. Ce résultat est vrai dans un espace normé quelconque - c’est une conséquence du théoreme de séparation de
Hahn-Banach
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e La topologie faible, qui est la topologie la plus faible rendant continues les applications T — T'(z)
de £(H) dans H muni de la topologie faible (pour x € H). C’est la topologie la plus faible rendant
continues les applications T — (x, T(y)) pour x,y € H.

e La topologie x-forte, qui est la topologie la plus faible rendant continues les applications T+
T(x) et T — T*(z) de L(H) dans H muni de la topologie normique (pour = € H).

4.3 Le théoréeme du bicommutant

4.3 Théoréme. Soient H un espace hilbertien et A une sous-algébre involutive de L(H) (contenant
1). Soit T € L(H).
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) T € A"
(ii) T est faiblement adhérent a A.
(iii) T est fortement adhérent a A.
(i) T est x-fortement adhérent a A.

Démonstration. (iv)=-(iii) et (iii)=-(ii) sont clairs.

Ona A" ={T € L'H); Yo,y € H; VS € A’; (S*(x),T(y)) = (2, T(S(y)))}, donc est faiblement fermé.
On en déduit immédiatement que (ii)=(i).

Démontrons que (i)=>(iii). Supposons que T € A”.

Soit m € N et xy,...,x,, des éléments de H. Notons d,,, : L(H) — L(H™) = M,,(L(H)) lapplication
naturelle (cf. propriété [4.1][g)).

Posons w = (z1,...,z,) € H™.

Soit P le projecteur orthogonal sur 'adhérence K de d,,,(A)w = {(a(x1),...a(xy)); a € A}. Comme
dn(A)w est invariant par d,,(A), on en déduit que K est invariant par d,,(A) donc P € d,,(A)

(propriété [4.1]b). Par la propriété [L.1]lg)), dn(T) € (din(A))”, donc TP = PT. Or, puisque 1 € A, on a
w € K donc d,,(T)w € K. Ceci ayant lieu pour toute partie finie {z1,...,x,,} de H, on en déduit que
T est fortement adhérent a A.
Démontrons enfin que (iii)=-(iv). Supposons que 7" vérifie (iii).
e Traitons d’abord le cas 7" = T™. Remarquons que S +— S* est un homéomorphisme de L£(H)
munie la topologie faible dans lui méme. On en déduit que 'application T — —(T + T™) est

continue pour cette topologie, donc T' est faiblement adhérent & A, = {a € A; a = a}. Fixons
m € Net (z1,...,2,) € H™. Alors (T(x1),...,T(z,)) est adhérent a 1’ensemble convexe
{(a(z1),...,a(xy)); a € Ap} pour le topologie faible, donc pour la topologie normique d’apres
la prop.

1
e Dans le cas général, —(T'+T7") et — (T —T") sont fortement - donc *-fortement adhérents a A,
i

1 1
donc T = §(T +T)+1 2—(T — T%) est *-fortement adhérent & A O
i

On en déduit immédiatement

4.4 Théoréeme. Soient H un espace hilbertien et A une sous-algébre involutive de L(H) contenant 1.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A=A".
(ii) A est faiblement fermée dans L(H).
(i1i) A est fortement fermée dans L(H).
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(iv) A est x-fortement fermée dans L(H).

4.5 Corollaire. Les adhérences forte et faible et le bicommutant de toute sous-algébre involutive de
L(H) contenant 1 coincident. O

4.6 Définition. Une sous-algebre involutive non dégénérée de L(H) satisfaisant les conditions du
théoreme [4.4] est appelée algebre de von Neumann.

4.7 Exemples. e Si X C L(H) est une partie stable par 'application 7'+ T™ - en particulier, si
X est un ensemble d’éléments autoadjoints de L(H), alors X' est une algebre de von Neumann.
e Si X est un ensemble d’éléments unitaires, alors X' = {T' € L(H); Yu € X, uTu* =T} est une
algebre de von Neumann.
e Une intersection d’algebres de von Neumann est une algebre de von Neumann.
e Le centre Z(M) = M UM’ d’une algébre de von Neumann est une algébre de von Neumann.

4.8 Définition. Un facteur est une algebre de von Neumann M de centre trivial, i.e. telle que Z(M) =
Cidy.

4.4 Théoreme de densité de Kaplansky

4.9 Théoreme de densité de Kaplansky. Soient H un espace hilbertien, A une sous-algébre invo-
lutive de L(H) avec 1 € A et T € A”.

a) Si ||T|| <1, alors T est fortement adhérent a {S € A, ||S||<1}.
b) SiT =T" et ||T|| <1, alors T est fortement adhérent a {S € A, S=5", ||S||<1}.

Démonstration. Quitte a remplacer A par son adhérence normique on peut supposer que A est une
sous- C*-algebre de L(H) .

b) Notons f la fonction ¢ — 2¢(1+t%)"" définie sur R . Par restriction f définit un homéomorphisme

de [—1,1] sur lui-méme. Soit g '’homéomorphisme réciproque. Soient a et b deux éléments her-
mitiens de £L(H). On a

fla) = fb) =2(1+a*) a1l +0*) -1+ cf)b)(l +p%)7!
=2(1+a®)a—b)1+b)"t + 5f(a)(b —a)f(b)

En particulier, pour tout 2 € H, ||f(a)z — f(b)z)|| < 2|[(a — b)(1 +b*)'z| + 3]|(b— a) f(b)z| .
On en déduit que l'application a +— f(a) est continue de l'espace des opérateurs hermitiens
de H muni de la topologie forte dans lui méme. Comme ¢(T) est fortement adhérent a {S €

A, S=5"},T = f(g(T)) est fortement adhérent a { f(S), S€ A, S=5"} ={Se€A, S=

ST ISl < 1}

a) Considérons My(A) plongé dans My(L(H)) = L(H @ H). Alors T' = (79* €> est dans le
bicommutant de Ms(A) donc d’aprées d) dans 'adhérence de {S € My(A), S=5", ||S|| <1}
Comme "application Z — b est continue de My(L(H)) = L(H & H) muni de la topologie
forte dans £(H) muni de la topologie forte, ¢) en résulte. O
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5 Exemples de C*-algebres et d’algébres de von Neumann

5.1 C*-algebres enveloppantes

Soit A une algebre involutive. Une C*-semi-norme sur A est une semi-norme p telle que pour tout
x € A on ait p(z*r) = p(z)*. Si p est une C*-semi-norme sur A, le séparé complété A, de A par p est
une C™-algebre et p est la semi-norme a — ||i(a)|| ot ¢ : A — A, est I'application canonique de A dans
son séparé complété.

Inversement, pour tout morphisme involutif f de A dans une C*-algebre B, I'application a — || f(a)]|
est une C”-semi-norme sur A.

Soit A un ensemble de C*-semi-normes sur une algebre involutive A. L’ensemble des x € A tels
que sup{p(z), p € A} < 400 est clairement une sous algebre involutive A, de A; 'application
x +— sup{p(x), p € A} est une C*-semi-norme sur A,.

5.1 Définition. Soient A une algebre involutive. Si A admet une plus grande C*-semi-norme p on
appellera C*-algébre enveloppante de A et on notera C*(A) le séparé complété de A pour la semi-norme

P.
Il existe des algebres involutives qui n’ont pas de C*-algebre enveloppante.

5.2 Proposition. Toute algébre de Banach involutive admet une C™*-algébre enveloppante.
Démonstration. Résulte de la prop. [3.14a). O

Les C*-algebres enveloppantes sont bien sur caractérisées par une propriété universelle :

5.3 Proposition. Soit A une algébre involutive qui admet une C*-algébre enveloppante et notons i
le morphisme canonique de A dans son séparé complété C*(A). Alors (C*(A),i) jouit de la propriété
universelle suivante : pour tout homomorphisme involutif f de A a valeurs dans une C*-algébre D il
existe un unique homomorphisme involutif g : C*(A) — D tel que goi = f.

Démonstration. Soit f un homomorphisme involutif de A a valeurs dans une C*-algebre D. Comme
x +— || f(x)] est une C*-semi-norme sur A, on a, par définition de C*(A), | f(x)| < ||i(x)]. Donc f se
factorise de maniere unique a travers le séparé complété C*(A) de A. ]

5.2 Algebres de convolution de groupes dénombrables
5.2.1 (*-algebres et algebre de von Neumann d’un groupe dénombrable

Soit ' un groupe dénombrable. L’espace de Banach ¢*(T') (muni de la norme || ||;) est une algebre de
Banach involutive :
e pour g € T', notons u, € ¢'(T) la fonction caractéristique de g (i.e. u,(h) = 5;; - ol 55 est le
symbole de Kronecker : (55 =1si g=nhet0sinon);

e un élément f € ¢1(T') s’écrit donc Z f(g9)u, (somme normalement convergente) ;

gerl
e on linéarise alors le produit défini par ugu;, = g, ; on obtient le produit de convolution avec les

formules f; - fo = Zflgl f2(92)ug,g, = Zfl f2(g)ug ot fi % falg Zfl ) fo(R™ g)

91,92 gel hel’
e on veut que u, soit unitaire; or pose donc uy = ug-1, puis f*(g) = f(g7).

5.4 Définition. On appelle C*-algebre pleine du groupe I' et on note C*(I") la C*-algebre enveloppante
de I’algebre de Banach involutive ¢'(T') (cf. section [5.1).
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On obtient une identification entre représentations unitaires de I', i.e. morphismes de I' dans le groupe
unitaire d’'un espace hilbertien, représentations involutives (non dégénérées) de ¢*(T') et représentations
involutives (non dégénérées) de C*(I).

Soit ¢%(I") I'espace hilbertien avec une base hilbertienne (e, ), er indexée par .

Pour g € T, il existe un opérateur unitaire \, (resp. p,) agissant sur £%(T') tel que on ait A\jes = ey,
(resp. pgen = epg—1) - pour tout h € T'.

Pour g,h € T, on a Ay = AgAp et A} = )\; = Ag-1 (resp. pgn = pgpn et p, = pg_1 = pg-1).

En d’autres termes, A et p sont des représentations unitaires de I' et définissent donc des représentations
de C*(I).

5.5 Définition. a) La C*-algebre réduite de I est I'adhérence du sous-espace vectoriel de £(¢*(T"))
engendré par les A\, pour g € I'. C’est aussi I'image de C*(I") par la représentation .

b) L’algebre de von Neumann du groupe I est LI' = {)\;; g € T'}".

5.6 Groupes commutatifs. Si I' est commutatif, toutes ces algebres sont abéliennes; si C(I") est
commutative, alors I est commutatif ; donc une algebre d’opérateurs de I' est commutative si et seule-
ment si I' est commutatif.

Dans ce cas, un caractere sur C; (I') est déterminé par ses valeurs en les éléments \,. I1 détermine donc
un morphisme de groupe I' - U(1) = {z € C, |z| = 1}.
On identifie alors :
e SpC*(I") avec le groupe dual Ldel (i.e. le groupe compact des homomorphismes I' — U(1));
donc C*(I') ~ C(T).
e A travers I'isomorphisme de (3(T) ~ L*(T',dh) (ot dh est la mesure de Haar de T'), on identifie
C*(T') avec Daction de C/(T') par opérateurs de multiplication et LT avec L(T, dh).

5.2.2 Commutant des algebres de von Neumann de groupes
Déterminons le commutant {)\;; g € T'}’ et le bicommutant {)\;; g € T'}".
5.7 Convolution. a) Pour £,n € () et g €T, posons & (g Zg . Par 'inégalité

de Cauchy-Schwarz, cette somme est bien définie et 'on a |£ % 77( )\ 1€ ]I21Im1]2

b) On a ainsi une application bilinéaire continue (£,7) — & * i de £*(I') x £*(T") dans ¢*°(I). Bien
sUr e, * e, = egp,. Pour &, 1 € CI' (combinaison linéaire finie de e, ), on a £ *n € CI'. Par densité
de CT dans ¢*(T"), on en déduit que & * 7 est dans 'adhérence co(I") de CI' pour le norme || ||o.

¢) Posons A = {¢ € (*(T'); Vn € (*(T"), £*n € ¢*(I')}. Remarquons que pour ¢ € A, le graphe de
application A(€) : n + & *n de £2(I') dans ¢*(T) est {(a, B) € 2(I)?; € xa = j(B)} ol j est
I'inclusion de £*(I") dans co(T"). Comme cette inclusion est continue, ce graphe est fermé, donc
A(€) est continue.

d) On vérifie sans peine que, pour £ € A, on a A(&)* = A\(JE), out J : £2(T') — ¢*(T') est I'application
définie par (J€)(g) = &£(g~!). En particulier, J¢ € A.

e) Remarquons que, pour £,1 € £ on a (J¢) * (Jn) = J(n*&). On en déduit que I'on a § € A, si
et seulement si pour tout 7 € (*(T"), on a n * & € (*(T). L’application p(€) : > 1 * € est alors
continue et I'on a ||p(&)|| = [|A(§)]|-

5.8 Proposition. a) Soit T € {\;; g €T} et posons E =Te;. Ona € AetT = p(&).
b) Pour & € A, on a p(§ )G{Ag, geT}.
¢) De méme, {py; g €T} ={\(&); £ € A}.
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On en déduit que, pour &, € A, I'opérateur A(§)A(n) est dans A\(A). On vérifie que N(E)A(n) = A(*n).

En particulier, le produit * est associatif sur \A. Comme A contient CI', elle est dense dans ¢*(T"). On
en déduit que A(§) et p(n) commutent.

On a démontré :
5.9 Proposition. {p,; g€ 'Y ={\;; g} et {\;; geT} ={p,; gT}"

Démonstration. Si A et B commutent, alors A ¢ A” C B'.
Comme {)\;; g € T'} et {py; g € I'} commutent, on a {\;; g € '} C {p,; g €T}
Comme {p,; g € '} et {\;; g € T} commutent, {p,; g €T} C {A\;; g€ T} O

5.2.3 Propriété ICC

5.10 Le centre de LI'. Soit £ € A. Alors A\(£) est dans le centre de L(I') si et seulement si AyA(§) =
A(€)Ag pour tout g € T. Or AA(A" = (&) ot £'(h) = £(g~'hg). Done A(€) est dans le centre de
L(T") si et seulement si & est constant sur les classes de conjugaison de I'. On en déduit :

5.11 Proposition. L’algebre LT est un facteur si et seulement si les classes de conjugaison de T’
distinctes de {1} sont infinies. On dit que T" est ICC.

Citons quelques exemples de groupes ICC :

a) Le groupe PGL,(Z) est ICC. En effet, soit a € GL,(Z) dont le classe de conjugaison dans
GL,(Z) est finie. Notons Z, son centralisateur, qui est d’indice fini dans GL,,(Z). Soient 7, j €
{1,...,n} avec i # j, et, pour s € C, notons t; j(s) = I, + sE; ; la transvection correspondante.
Comme Z, est d’indice fini, il existe & € N tel que ¢; ;(k) € Z,. On en déduit que aF;; = E; ja.
Enfin, a est dans le centre de M, (C) puisque 'algebre engendrée par les E; ; est M, (C).

b) Le groupe des matrices 2 x 2 de la forme (OJL 1

forme p277 avec p € Z et q¢ € N. En effet, le centralisateur de tout élément distinct de I est

commutatif, donc d’indice infini.

b> avec a de la forme 2F avec k € Z et b de la

¢) Permutations infinies. Notons &, le groupe des permutations d’un ensemble infini dénombrable
ayant un support fini. Ce groupe est ICC. En effet, la classe de conjugaison de tout élément est
I'ensemble (infini!) des permutations ayant la méme décomposition en cycles.

d) Groupe libre : Les sous groupes H = {((1) 21k> , ke Z} et K = {(21k: ?) , k€ Z} sont
libres dans SLs(R).
Pour cela, on utilise le :
5.12 Lemme du ping-pong. Soit G un groupe, et soient H et K deux sous-groupes de G, tels
que H a au moins 3 éléments. On suppose que G agit sur un ensemble X ayant deuz parties
non vides disjointes Y et Z telles que :
e Pour tout h € H\ {1}, on a hY C Z.

e Pour tout ke K\ {1}, onakZ CY.
Alors H et K sont libres dans G.

Démonstration. On veut démontrer que tout mot réduit est différent de I'identité.
Soit donc m un tel mot réduit. Il y a 4 cas possibles (avec h; € H \ {1} et k; € K\ {1}) :

1. m = hikihoks...ky,_1h, avecn > 1 :onamY C Z, donc m # 1.
2. m = kihoks...h,k, avec n > 2. Alors mZ C Y, donc m # 1.
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3. m = hikihoks...h,k,. Soit alors h € H, avec h # 1, et h # hfl (rappelons que H a au moins
3 éléments). Alors, par le premier cas, hmh™ # 1.

4. m = kyhsoks...h,. Par le cas 3, m™* # 1, donc m # 1. O
Pour appliquer le lemme du ping-pong, on fait agir SLy(R) dans R? et I'on pose Y = {(z,y) €
R* |z| < [yl} et Z = {(z,y) € R [x| > [y|}.

Finissons par une définition sur laquelle on reviendra ultérieurement.

5.13 Définition. Un groupe I' est dit moyennable si I'application A : C*(I') — C*(I") est un isomor-
phisme.

La moyennabilité est une notion tres classique. On possede en fait de nombreuses conditions équivalentes
de la moyennabilité des groupes. Celle que nous avons choisie est loin d’étre la plus courante.

5.3 Quelques mots sur les produits croisés

Soient H un espace hilbertien, I' un groupe, A C L£(H) une algebre de von Neumann et (u,)ger un
homomorphisme de I dans le groupe des unitaires de H. On suppose que, pour g € I' et a € A, on
a ugau;1 € A. On pose a4(a) = ugaugl. L’application oy : A — A est continue lorsque 'on munit A
d’une de ses topologies : normique, forte, *-forte, faible, ultrafaible...

Posons H = (*(T; H). Pour a € A, g,h € T et £ € H, on pose :
(m(a)€)(9) = alé(g)) et (Vy&)(h) =ugl(g™"h).
Pour a € A, g,h € T', V, est unitaire, on a V,V}, =V, et Vym(a) = m(ay(a))V,.

"
L’algebre de von Neumann <7r(A) U{Vy; g€ F}) se note A x, I,

On peut en fait décrire des éléments du commutant de A x, I'.
Pour g € T', notons W, 'unitaire de H donné par (W,¢€)(h) = £(hg). Pour T € A’, notons w(T') € L(H)
donné par ((T)6)(s) = u, TuyE(9).

On vérifie que [V, W},| = [r(a), W] = [V, w(T)] = [7(a),@w(T")] = 0. On peut démontrer que (W(A) U

(V,: g€ r})' - (w(A’) UIW,; g€ r})

Supposons que A est commutative. On peut choisir dans A sous-C*-algebre séparable faiblement dense
C(X) invariante par I'action de I'. Donc I' opere par difféomorphismes de X, et A = L*(X, u) ou p
est une mesure finie sur X. On va supposer que Iaction de T' est (essentiellement) libre dans X, i.e.
que pour g # 1, ensemble {x € X; gr = x} est u-négligeable.

14

Pour qu’on ait une action de I' sur A = L>(X, ) agissant sur H = L*(X, z1), on suppose que la mesure
g.1 est équivalente & p pour tout g € I'. On a donc g.u = d,u ot §, € LY(X,p) , avec d,(z) € RY
presque partout. On a donc, pour toute fonction borélienne bornée (resp. borélienne positive) sur X

/X F(gx)dp(z) = /X 6,(2) f(z) da(z).

Pour ¢ € H = L*(X,pu) et ¢ € T, notons u,¢ la classe de la fonction définie par (u,&)(z) =
1/2 -1

52 (2)E(g ).

Alors ug est unitaire, et ug, = ugup.

On fait agir A = L®°(X,u) sur L*(X, ) par multiplication. Pour g € T et f € L®(X,pu), on a
ug fug = ag(f), ot ag(f)(z) = f(g~'x).
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L’espace hilbertien H = ¢*(I'; H) s’identifie & L*(I" x X;e ® ) ol € est la mesure de comptage sur I

Dans ce cas le représentations définies ci dessus, s’expriment pour f € A = A’ g € T, ¢ € L*(T x
X;e®@u) et (h,z) €' x X par :

(m(f)E)(h,z) = f(x)&(h, x),
(Va&)(h,z) = 6,%¢(g" " h, g ')
(Wy&)(h, z) = &(hg, )
(@(f)E)(h,z) = f(h~ " x)E(h, z).

Un éliment du centre de L™ (X, p) x4 I' doit commuter a tous ces opérateurs.

Remarquons que 7 et w donnent deux représentations de C'(X) qui commutent entre elles. On en
déduit une représentation de C(X x X) dans H donnée par (o(f)¢))(g,z) = f(x, 9 'x)é(g,z). En
fait o est somme pour g € I' des représentations M, ou fi, est la mesure sur X x X donnée par

fg(f) = / f(z, g7 2)du(x). Lorsque 'action de I' sur X est (essentiellement) libre, ces mesures sont
X

étrangeres 2 a 2, donc o est équivalente a une mesure M, ou v = Z tyity pour tout choix de nombres
gel
réels strictement positifs (¢,)ger satisfaisant Z tg < 400.
gel
Alors le commutant de C(X x X) est L®(X x X,v) = LI x X;e ® u) (opérant dans L* par
multiplication).

Enfin, pour f € L*(I'x X;e@u) et g € [ ona Vy fVy € L¥(I'x X;e@u) et W, fWy € L= (I'x X;e®p)
et on a (V fVy)(h,z) = f(g~ h,g"'x) et W, fW}(h,x) = f(hg, ).
On en déduit :

5.14 Proposition. Si l'action de T' est libre, le centre de L°(X, ) 3o T est L=(X, p)". O

5.15 Définition. Soit I" un groupe agissant sur un espace mesuré (X, ) en préservant la classe de
mesure. On dit que I'action est ergodique si toute partie mesurable I' invariante de X est de mesure
nulle ou son complémentaire est de mesure nulle.

5.16 Corollaire. Si l'action de T' est libre, L>(X, u) X, ' est un facteur si et seulement si l’action
est ergodique. 0

5.4 Langage des représentations

Nous introduisons ici un peu de vocabulaire lié aux représentations des C*-algebres. Fixons une C*-
algebre A .

Représentation. On appelle représentation de A dans un espace hilbertien H un morphisme de C*-
algebres de A dans la C*-algebre L(H) des opérateurs continus sur H . L’espace hilbertien H s’appelle
l’espace de la représentation m et se note H .

Somme de représentations. Soit (7;);c; une famille de représentations de A. Rappelons que I'espace

hilbertien H = @ H,, est formé des familles (z;);es telles que x; € H,, et que la somme Z(xl,xz)
i€l icl

soit finie. Pour a € A et (x;)ic; € H, on a ||m;(a)|| < ||a|| (prop. [3.14la) donc ||m;(a)x;|| < ||lall||z;|| et
Z(m(a)xi, m;(a)z;) est majorée par ||a|? Z<$Z’ x;) donc est finie. Il existe donc une représentation 7
el i€l

de A dans H telle que, pour a € Aet (x;);e; € H, on ait w(a)(x;)ie;r = (m;(a)z;)ier - Cette représentation
s’appelle somme directe de la famille m; et se note @ .

icl
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Opérateurs d’entrelacement. Soient 7 et 7' deux représentations de A . Un opértaeur T' € L(H,, H,)
s’appelle un opérateur d’entrelacement de © & © si pour tout a € A on a Tw(a) = 7'(a)T. On
note Hom(m, ') espace vectoriel des opérateurs d’entrelacement de 7 a «'. Si S € Hom(w, ') et
T € Hom(w',7") alors TS € Hom(mw,7") et S* € Hom(x', 7). La C*-algebre End(n) = Hom(mw, ) est
le commutant commutant m(A)".

Représentations équivalentes, disjointes. On dit que les représentations 7 et 7’ sont équivalentes
s’il existe un opérateur unitaire les entrelagant ; on dit qu’elles sont disjointes si Hom(w, ') = {0} .

Partie totalisatrice. Soient 7 une représentation de A et X une partie de H,. Remarquons que le
sous-espace fermé Ex de H, engendré par {7(a)r, a € A, v € X } est invariant et que, » € Ex si et
seulement si pour tout a € A on a 7(a)r € X L. On dit que X est une partie totalisatrice pour 7 si
Ex = H,. La représentation 7 est dite non dégénérée si elle admet une partie totalisatrice i.e. si H,
est totalisatrice. Dans ce cas, toute partie totale est totalisatrice. Si A est unifére, une représentation
7 est non dégénérée si et seulement si (1) = 1. Le vecteur x € H, est dit totalisateur pour 7 si la
partie {z} est totalisatrice i.e. si m(A)x = H, . La représentation 7 est dite cyclique si elle admet un
vecteur totalisateur. Une représentation cyclique est non dégénérée.

5.17 Proposition. Toute représentation non dégénérée est somme de représentations cycliques.

Démonstration. Soit F l'ensemble des parties T de H, \ {0} telles que si z,y sont deux éléments
distincts de T les sous-espaces 7(A)x et m(A)y de H, sont orthogonaux. Il est clair que F est inductif
pour l'inclusion. Soit alors 7" un élément maximal de F. Notons £ le sous-espace fermé de H, engendré
par {7m(a)r, a € A, x € T}. Siy € E*, pour tout z € T et tout a,b € A on a (r(a)y, n(b)z) =
(y,m(a*b)z) = 0. Comme T est maximal, T'U {y} & F donc y = 0. On en déduit que F = H,. Donc 7
est somme de ses restrictions a m(A)z pour z € T qui sont cycliques. ]

5.5 Algebres de von Neumann commutatives

Soit A C L(H) une algebre de von Neumann commutative. En particulier, A est une C*-algebre donc
de la forme C(Y') ou Y est un < gros » espace compact. Ce n’est en fait pas en général la bonne fagon
de comprendre A. Pour mieux comprendre les algebres de von Neumann commutatives, on commence
par choisir une sous-C*-algebre séparable B dense dans A. On écrit alors B = C(X).

5.18 Remarque. Remarquons que C(X) est séparable si et seulement s’il existe une suite (f,,) de fonc-
tions positives sur X avec ||f,||c < 1 engendrant C'(X) comme C*-algebre, i.e. qui séparent les points
de X (d’apres le théoreme de Stone-Weierstrass). Cela a lieu si et seulement si X est homéomorphe a
une partie fermée du compact |0, 1]N - soit si et seulement si X est métrisable.

On fixe donc un compact métrisable X.

On appelle mesure de Radon sur X une mesure positive borelienne finie (si X est localement compact,

une mesure de Radon sur X une mesure borelienne finie sur Is compacts).

Soit p une mesure de Radon sur X. L’application f — / f(z)du(z) = u(f) est une forme linéaire
X

positive sur X. Dans un sens, i prolonge aux fonctions boréliennes cette forme linéaire.

Rappelons le théoreme essentiel suivant :

5.19 Théoréme (mesures de Radon). Pour toute forme linéaire positive sur C'(X) il existe une et une
seule mesure (borélienne finie) qui la prolonge. U

Soit 1 une mesure de Radon (positive) sur X. On note L*(X, ) I'espace hilbertien des fonctions de
carré intégrable sur X pour la mesure p (modulo les fonctions p-négligeables). Le produit scalaire sur

L*(X, pt) est donné par la formule (£, ) = / E(t)n(t)dt .
X
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Rappelons que I'image de C'(X) dans I'space L?(X, 1) est un sous-espace dense de L*(X, 1), de sorte
que L*(X, i) s’identifie au séparé-complété de C'(X) muni du produit scalaire (f, g) — u(f g).

5.20 Proposition. Soit p une mesure de Radon sur X. Pour f € C(X) Uapplication £ — f& est un
opérateur My sur L*(X, ).

a) L’application f — M; est une représentation de C(X) dans L*(X, )

b) L’action de C(X) par multiplication dans L*(X, i) est une représentation que l'on notera M,,.
[l

5.21 Proposition. Soient m une représentation de C(X) dans un espace de Hilbert H et £ € H un
vecteur cyclique.

e L’application f+— (£, w(f)E) est une mesure de Radon p sur X.

e La représentation m est équivalente a M, .

Démonstration. La premiere assertion est claire.

L’application (f,g) — / f(t)g(t) dt est un produit scalaire. Notons E l'espace préhilbertien C'(X)
X

muni de ce produit scalaire. L’application f +— 7(f){ est une isométrie de E dans H,; elle définit
un opérateur unitaire U du séparé complété L*(X,u) de E sur 'adhérence H de 7(C(X))E. Pour
f,g € C(X)onaU(fg) =n(fg)é = n(f)m(g9)§ = n(f)Ug, d’ou il résulte que U est un opérateur
d’entrelacement. O

Calcul du commutant de M,

5.22 Proposition. a) Soit p € L>®(X,pn). Il eziste Mu(gp) € End(M,) telle que pour tout § €
L*(X, p) on ait M,(9)€ = p€. De plus | M,(p)]|| est le sup essentiel ||¢|lw de ¢ pour la mesure
L.

b) Inversement, pour tout T € End(M,), il existe un unique p € L>(X, pn) tel que T = ]T/[/H(w).

Démonstration. a) Comme |p| est presque partout majoré par ||¢||e, on a |9€| < ||¢||«|&| presque
partout, donc [|¢€lla < [|¢]lsll€ll2- On en déduit quil existe M,(¢) € L(L*(X,u)) telle que

M (p)€ = € et |Mu(@)]| < [#lloo-
Si 0 <t < ||¢]leo, posons & le fonction caractéristique de {x € X; |p(x)| = t}. Alors ||&]|2 # 0
et [l@€illz = t][&]]2- On en déduit que [[M ()]l = [[¢]oo-

Enfin, il est clair que M, () entrelace M,,.

b) Notons 1, € L*(S, 1) la classe de la fonction 1 et posons ¢ = T1, € L*(X, ).

Pour tout f € C(X), on a T(f1,) = fT(1,) = fep, donc | foll*> < |TI*If1,.]1*, de sorte que la
mesure (||T|* — ||*)u est positive. On en déduit que ¢ € L(X, i) et ||¢]|oo < ||T||. Par densité
de C(X)1, dans L*(X, u) on en déduit que T = M, (¢). O

5.23 Corollaire. On a M,(C(X)) = M,(C(X))" = M,(L®(X, ).
Démonstration. 11 résulte de la proposition m que M,(C(X))" = MH(LOO(X, ).

Comme M,,(C'(X)) est commutative, on a M, (C(X)) C M,(C(X))’, donc M, (C(X))" C M,(C(X));
comme M, (C(X))" est commutative, on a M,(C(X)) C M,(C(X))". O
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Rappel sur la dérivée de Radon-Nikodym. Soient pq et ps deux mesures positives finies sur X.

Posons 1 = ji1 + po. Toute fonction f sur X mesurable pour y est mesurable p; et Yon a [ |f|*du; <

/|f|2 dp. Donc il existe une application linéaire continue T € L(L*(X,u)) — L(L*(X, 1)) qui & la

classe dans £(L*(X, i) d’une fonction sur X mesurable pour p de carré intégrable pour u, associe sa
classe dans L*(X,v). Il est clair que T € Hom (M, M,,) et |T|| < 1. Posons p = T*1,, = T*T1,,.

Par la proposition précédente, on a p € L>(X,u) et T*T = Mu(p). En particulier, p est (presque
partout) positive et, pour f,g € L*(X, i), on a

/ngM1=<Tf\Tg> (fIT"Tg), /fgpdu

Si h € LY(X, i), on peut écrire h = f g avec f,g € L*(X, u) et 'on a donc /hdul = /hpd,u, soit
j1 = pp.

Notons alors pf la fonction caractéristique de {x € X; p(x) = 1} et pj la fonction caractéristique de
{z € X; p(x) =0}. On note py = p — p{ et enfin ph, =1—p — p5.

On pose alors i = pip ety = pip'. On a py = ps + ,u] Les mesures pj et pi, sont équivalentes : on a
py = dpy, ot 6(x) = (1 — p(x))/p(x) pour x # 0 est p)-presque partout non nulle; les mesures pf, pff
et uy sont étrangeres.

Pour les représentations, on a :
a) Siu et po sont équivalentes, écrivant pio = 0pq, les représentations M, et M,,, sont équivalentes :
Papplication & — 6~ /2¢ est un isomorphisme de L?(X, 1) sur L2(X, pi2) qui les entrelace.

b) Si p1 et po sont étrangeres, alors M, 1., = M,, & M,,. Tout T'€ Hom(M,,, M,,) définit un

s
élément de la forme (1 — p)Sp de End(M,,+,,) ou p est le projecteur sur L? (X (1). Comme

End(M,,+,,) est commutatif et p(1 — p) =0, il vient 7' = 0.

c) Dans le cas général, et avec les notations ci-dessus, il vient :
e Ona M, ~ M, @& M,
e Les représentations M., M,» et M, sont deux a deux inéquivalentes
e Ona Hom(M,,,M,,) ~ Hom(M W M, ) 2 L2O(X, ).

Plus précisément

5.24 Proposition. Soient py et o deux mesures positives finies sur X . Notons 6 = dus/dpy la dérivée
de Radon-Nikodym de py par rapport @ po, de sorte que py = djus.
a) Soit p € L®(X, 1) . Pour tout € € L*(X, ), 6Y2p€ € L*(X, ) et M(Lp) € Hom(M,,,M,,)
ot M((p) D LA(X, 1) — L*(X, pe) désigne Uapplication & — p*?0€ . De plus |M,|| est le sup
essentiel de ¢ pour la mesure i .

b) Pour toutT € Hom(]\/[m, M,,) il existe un unique ¢ € L™(X, 1) tel que |¢|pu1 soit absolument
continue par rapport a jio et T M,,. 0]

5.25 Corollaire. Soit  une représentation non dégénérée de C(X) dans un espace hilbertien séparable.

a) Il existe une famille (uy)ren de mesures sur X telle que la représentation 7 soit équivalente a

D

keN
b) Il existe un espace localement compact Y , une mesure de Radon py sur'Y et une application
continue p 1 Y — X tels que la représentation m soit équivalente a la représentation M

définie par M, ,(f)€ = (f o p)& pour tout f € Co(X) et tout & € L*(Y, ). o

Démonstration. a) Résulte des propositions [5.17] “ et -
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b) en résulte en posant Y = X x N, ot I'on a muni I de la topologie discrete, et notant p : Y — X
la projection et py la mesure dont la restriction a X x {i} soit p; . O

5.26 Proposition. Soit m une représentation non dégénérée de C(X). Pour tout £ € Hy notons pe la
mesure f— (&, m(f)E) sur X. On suppose que [’espace hilbertien H, est séparable. Il existe & € H; tel
que iy, soit absolument continue par rapport a pie pour tout n € Hy .

Démonstration. Par le corollaire [5.25, on peut supposer que 7 est une somme @M#k. Quitte a

keEN

multiplier les p; par des constantes convenables, on peut supposer que Z [ est une mesure finie
keN

sur X. Soit n € H, et f; € L*(X, ;) sa composante. Alors y, = Z | fi|?pi et, comme chacune des

iel
est absolument continue par rapport a j, p, est absolument continue par rapport a p. Notons enfin
¢ € H, I'élément dont la composante dans L*(p;) est la classe de 1. Alors e = p. ]

5.27 Définition. Soit 7 une représentation non dégénérée de C'(X) dans un espace hilbertien séparable.
On appelle mesure spectrale de 7 la classe de la mesure f — (&, 7w(f)&) associée a tout vecteur £ € H,
tel que tel que p,, soit absolument continue par rapport a e pour tout n € H, .

On note B(X) la C*-algebre des fonctions complexes boréliennes bornées sur X.

5.28 Proposition. Soit m une représentation non dégénérée de C(X).

a) Il existe une unique extension @ de m a B(X) telle que pour toute suite bornée (f,,)nen d’éléments
de B(X) convergeant simplement vers f € B(X), 7(f.) converge fortement vers w(f).

b) Pour f € B(X), la norme ||7(f)|| de 7(f) est le < sup essentiel > || f||oou de f pour la mesure
spectrale v de .

c) On am(B(X))=m(C(X))".

Démonstration. a) On peut supposer que 7 est la représentation M, , du corollaire [5.25 Pour

f € B(X) et £ € L*(Y, ) posons M, ,(f)& = (f op)é. On obtient ainsi une représentation de
B(X) qui étend M, ,,. Soit (f,,)nen une suite bornée d’éléments de B(X') convergent simplement
vers 0; pour tout & € L2(Y,p), |[(fa o p)|| converge vers 0 par le théoreme de convergence
dominée de Lebesgue. Soit 7’ une autre extension de 7, pour tout ¢ € L*(Y, ), les applications
[ = (&7 ()E) et f— (&, 7(f)E) sont, par hypothese des mesures positives finies sur X qui
coincident sur C'(X) donc sur B(X) et 7' = 7.

b) Tl est clair que ||Muy,p(f)|| =||f OpHoo,uy = ||fHoou

¢) Soit w un élément unitaire de End(rw); posons 7'(f) = w*7(f)u. Il résulte de l'unicité de 7
que u commute a 7(f) pour tout f. Soit h € End(w) un élément hermitien. Alors pour tout
feB(X), 7#(f) commute & u = (h—i)"*(h+i), donc a h =i(u+1)(u—1)"". On en déduit
que 7(B(X)) est inclus dans le commutant 7(C'(X))” de End(w). Cela prouve que 7(B(X)) C
(C(X))".

Pour la réciproque, on doit supposer que H est séparable. Dans ce cas, la topologie forte de
la boule unité de L(H) est métrisable. Soit T € 7(C(X))"” de norme < 1. Il existe donc une
suite (f,) d’éléments de C(X) tels que (7(f,)) converge fortement vers 7. Or la boule unité
de L>(X, i), munie de la topologie de dualité avec L'(X, 1) est un espace compact métrisable.
Quitte a extraire, on peut supposer que la suite (f,) converge vers un élément £ € L*(X, u)
pour cette topologie. De plus, il existe une fonction f borélienne dans la classe &. O

APPENDICE : Multiplicité d’une représentation

Soit 7 une représentation non dégénérée de A = C(X) dans un espace hilbertien séparable. Pour
¢ € H,, notons E¢ I'adhérence de m(A)§ et pie la mesure f— (&, m(f)E) .
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5.29 Lemme. Soil 1 une mesure de Radon sur X. Pour n € N* notons M)/ la somme de n copies

de la représentation M,. L’espace Hom(M/’f,Mﬁ) est formée des opérateurs de multiplication par les
éléments de L™ (X, s My (C)) = My (L=(X, p)).

Démonstration. Une application linéaire continue T € L(L*(X, u)¥, L*(X, 1)%) est donnée par une

matrice (a;;) € Myi(L(L*(X,p))) : pour € = (&1,...,&) € L*(X, i), on éerit TE = (n,...,m) avec
k

n; = Z a;;&;. 1l est clair que T' € Hom (M}, M}) si et seulement si a;; € End(M) pour tout i,j. O
=1

Soit u une mesure de Radon sur X et n une application pu-mesurable de X dans 'espace discret
N — {0} U {+00}. Notons ¢ la mesure de comptage sur N ( ¢({k}) = 1 pour tout k) et M, la
représentation de C(X) dans L*(X, u; (*(N)) = L*(X x N;p x m} par opérateurs de multiplication.
Posons Y = { (z,k) € X x N, k < n(x)} et notons ., la restriction de 7 & H,,,, = L*(Y,u x &) .

5.30 Théoréme. Soient m une représentation de A = C(X) dans un espace hilbertien séparable et
une mesure dans la classe spectrale de 7. Il existe une application p-mesurable n: X — N* U {+o0},
unique modulo p telle que ™ soit équivalente a la représentation m, , .

Démonstration. Montrons lexistence de n. Ecrivons m ~ @MM. Les py sont toutes absolument
keN

continues par rapport a la mesure spectrale pu. Ecrivons [ = prp ou pg est une fonction borélienne

intégrable. Posons Y, = {z € X; pr(z) # 0} et notons x; : X — {0,1} la fonction caractéristique de

Y.

Posons alors n = ZXK : X = NU{+oc0}. Comme p est la mesure spectrale, 1’ensemble {z €
X; n(x) =0} est p-négligeable.
Poons Z =A(z,k) e X xN; z €Yy} etY ={(2,k) € X x N, k <n(x)}. L'application (x,k)

Z X;(z) est une bijection d’espaces boréliens de Z sur Y et induit un isomorphisme U € L(L*(Z, ux

£), LQ(Y, p x €)) qui entrelace 7 et M, ,

Etablissons I'unicité de n . Soient n et m deux applications g-mesurables de X dans N — {0} U {+oo}
Supposons que les représentations M, , et M, ,, sont equlvalentes et soit u € H om(MMn, M, m
opérateur unitaire. Alors u entrelace les extensions M et M, wm de M, , et M, ., a B(X) (prop.
Fixons k, £ € N — {0} U{+o0} tels que k > ¢, posons B {te X, n(x)=k, m( )= f}, notons X sa
fonction caractéristique et posons v = yu. Notons k et £ les fonctions sur X constantes égales a k et ¢
respectivement. La restriction de M), ,, a M, ,,(x)Hy, , s'identifie a M, ; celle de M), p, & My m(X)Hx,
s’identifie a 7, . La restriction de u définit un opérateur unitaire v € Hom(M, x, Mv,ﬂ)- Par le lemme
5.29] il existe une application @ + v, de X dans My .(C) telle que, pour tout ¢ € L*(X,n)" et presque
tout ¢ € X on ait (v§)(x) = v&(x). Comme v*v =1, on a vjv, = 1; or w*w # 1 pour tout w € My ;(C).
Il en résulte que v = 0. Ainsi m = n modulo . O

La fonction n du théoreme [5.30| s’appelle multiplicité de la représentation 7 .

I1 résulte de ce théoreme que deux représentations de Cp(X) possédant un ensemble totalisateur
dénombrable sont équivalentes si et seulement si elles ont méme mesure spectrale et méme multiplicité.
5.6 Calcul fonctionnel borélien pour les opérateurs normaux

Soit T" un opérateur normal agissant dans ’espace hilbertien H et notons S son spectre. L’application
f > f(T) est une représentation de la C*-algebre C'(SpT') dans H . Les résultats ci-dessus se traduisent
donc par :
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5.31 Proposition. [l existe un espace localement compact Y , une application continue f : Y — C,
une mesure p sur'Y et un opérateur unitaire U € L(H,L*(Y,u)) tels que f(Y) = S et, pour tout
£c LA(Y,p) on a UTU*E = f€.

Démonstration. Résulte immédiatement du corolaire |5.25/b). O

5.32 Théoreme. Soit T' un opérateur normal agissant dans l'espace hilbertien H . Il existe une unique
représentation uniféere 7y de B(SpT') dans H satisfaisant

a) mp(z) =T ou z est la fonction X\ +— X sur SpT .

b) Pour toute suite bornée (fn)nen d’éléments de B(SpT') convergeant simplement vers f € B(SpT),
mr(fn) converge fortement vers wp(f) .

Démonstration. Le théoreme résulte donc de la prop. [5.28 O]

5.33 Définition. Si T est un opérateur normal agissant dans I’espace hilbertien H et si f € B(SpT)
Iélément 77 (f) du théoreme se note f(7T).

Si f est une fonction sur C dont la restriction f* & Sp T est borélienne et bornée, on note f(7') 'opérateur
f(T).
5.34 Corollaire. Soit T un opérateur normal agissant dans [’espace hilbertien H .

a) Si f € C(SpT) les définitions de f(T) données ci-dessus et dans dans la déf. 6.12 coincident.

b) Pour tout f € B(SpT), f(T) est un opérateur normal et commute avec tout opérateur du
commutant de {T , T*}.

c¢) Pour tout f,g € B(C) on ago f(T) = g(f(T)).

Démonstration. a) résulte de I'unicité du corollaire(3.11} Comme f(T"), f € B(SpT') est une C*-algebre
commutative, f(T") est normal pour tout f € B(SpT'). La deuxiéme assertion de b) résulte de la prop.
5.28|¢). Enfin c) résulte de l'unicité dans le théoreme [5.32 O

Notons € la mesure sur N telle que ({k}) = 1 pour tout k € N.

5.35 Théoreme. Soit T' un opérateur normal de [’espace hilbertien H séparable. Alors il existe une
mesure i sur Sp1T', unique a équivalence de mesures pres, une application p-mesurable n : SpT —
N — {0} U {400}, unique modulo j1 et un isomorphisme U : H — L*(S,,pu x €) ot S, = {(2,k) €
SpTxN, k <n(t)} tels que T = U*ToU ot Ty est lopérateur de L*(S,, uxe) donné par (Tof)(z, k) =
2f(z,k) pour tout f € L*(Syp, u x €) et tout (z,k) € S, .

Démonstration. Résulte aussitot du théoreme [5.30 O

La classe de la mesure p et la fonction n données par le théoreme |5.35| s’appellent respectivement
mesure spectrale et fonction multiplicité de T'.

5.36 Corollaire. Pour que deuz opérateurs normaux’l et S de l’espace hilbertien H de type dénombrable
soitent unitairement équivalents, il faut et il suffit qu’ils aient méme spectre, méme mesure spectrale et
que leurs fonctions multiplicité soient é€gales presque partout. [l

5.37 Remarque. Soient 7' un opérateur normal agissant sur ’espace hilbertien H et A € C. Notons
X la fonction caractéristique de {A} et E) l'espace propre E, = ker(T — \). Pour z € E) on a
f(TM)x = f(A)z pour toute fonction continue f donc pour tout f € B(C); comme (z — A)y, = 0 ou z
est la fonction t ¢ sur SpT', (T'— A)xa(T") = 0. Donc Py = xa(T) est le projecteur sur Ey .

Le centre d’une algebre de von Neumann est une algebre de von Neumann - donc un L* (X, u).
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5.7 Applications linéaires compactes
5.7.1 Généralités

5.38 Définition. Soient F et F' des espaces de Banach. Une application linéaire T' € L(E, F') est dit
compacte si 'image par T de la boule unité fermée de E est (normiquement) relativement compacte
dans F. On note K(E, F) I'ensemble des applications linéaires compactes de E dans F. On pose

K(E) = K(E, E).

Rappelons qu'une partie A d’un espace topologique séparé X est dite relativement compacte dans X
s’il existe une partie compacte B de X contenant A. Dans ce cas B est fermée dans X donc contient
A et A est alors fermé dans B donc est compacte. Autrement dit, A est relativement compacte si et
seulement si A est compacte.

5.39 Proposition. Soient £, F et H des espaces de Banach, S € L(E,F) etT € L(F,H); s1 S ou
T est compacte alors T'S est compacte.

Démonstration. Si K C F est compact et contient 'image par S de la boule unité de F, alors T'(K)
est compact et contient 'image par T'S de la boule unité de E.

Remarquons que I'image par S de la boule unité de E, est contenue dans la boule de F' de centre 0 et
de rayon ||S]|. Si K C H est compact et contient I'image par T de la boule unité de F', alors ||S|| K est
compact et contient 'image par T'S de la boule unité de E. O

Rappelons qu'un espace métrique X est dit précompact si, pour tout € > 0 il existe un recouvrement fini
de X par des parties de diametre < €; rappelons qu’'un espace métrique est compact si et seulement s’il
est précompact est complet. En particulier, dans un espace métrique complet, les parties relativement
compactes sont les parties précompactes.

5.40 Proposition. Soient E et F' des espaces de Banach. L’ensemble IC(E, F) est un sous-espace
vectoriel fermé de L(E, F).

Démonstration. 11 est clair que 0 € K(E, F) et que, si T € K(E,F) et A € C, alors \T' € K(E, F). Si
K, et K5 sont des parties compactes de F' alors K X K5 est compacte dans F' x F', donc Ky + Ky =
{z+y, (z,y) € Ki x Ky} est compact dans F'; on en déduit que K(E, F) est un sous-espace
vectoriel de L(E, F). Soit T' € K(E, F). Notons B la boule unité de E et démontrons que T'(B) est
précompact ; soient € > 0 et S € IC(E, F) tels que ||S — T|| < £/3; comme S(B) est précompact, il
existe un recouvrement fini (4;);c; de S(B) par des parties de diametre < £/3; alors (S™(A;) N B)ier
est un recouvrement de B et (T'(S7'(4;) N B))ic; est un recouvrement fini de T(B). Soient i € I
et 7,y € S~(A;) N B; alors [|T(z) — T(y)|l < [|T(x) — S(@)]| + [1S(z) = SWI + ISy) — T(w)|; or
1T (2)=S(@)| <[|T-S|| < &/3 car z € B. Demeéme, [[S(y)=T(y)|| < /3; de plus [[S()=S(y)l| <&/3,
puisque z,y € S~(A;) et que le diametre de A; est < £/3; on a démontré que (T(S™'(4;) N B))ics est
un recouvrement fini de 7'(B) par des parties de diametre < e. O]

5.7.2 Le cas hilbertien

Rappelons que la topologie faible sur un espace de Banach F est la topologie o(E, E').

5.41 Lemme. a) Dans un espace normé toute suite faiblement convergente est bornée.
b) Soit (en)nen un systéeme orthonormal dans un espace hilbertien ; alors e, converge faiblement vers
0.
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Démonstration. a) Soit z,, une suite faiblement convergente. Notons B la boule unité de E’; pour tout
{ € E' la suite £(x,) est convergente, donc bornée. Il résulte alors du théoréme de Banach-Steinhaus
que {{(z,), £ € B, n € N} est borné dans C; or par le théoreme de Hahn-Banach, pour tout n € N,
on a ||x,|| =sup{(z,), { € B}; on en déduit immédiatement que { ||x,|, n € N} est borné.

b) Pour tout = € E on a Z l{en, 2)|* < ||z]|* (inégalité de Bessel); la suite ({e,,)) est de carré

neN
sommable donc tend vers 0. O

5.42 Théoréme. Soient E et F' des espaces hilbertiens et T € L(E, F). Notons B la boule unité fermée
de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T(B) est (normiquement) relativement compact dans F'.

(i1) T(B) est (normiquement) compact dans F.

(i1i) T' est continu de B munie de la topologie faible dans F muni de la topologie normique.

(iv) T est (normiquement) adhérent a l’espace des applications linéaires continues de rang fini.

(v) Pour tout systéme orthonormal (e,)nen dans E on a lim ||T(e,)|| = 0.

(vi) Pour toute suite x,, de points de E convergeant faiblement vers 0 la suite T'(x,) converge en norme
vers (.

Démonstration. (ii) = (i) est clair. Comme B est faiblement compact (iii) = (ii). Supposons (i) vérifiée
et soit C' une partie (normiquement) compacte de F contenant 7'(B). L'identité de C' muni de la
topologie normique dans C' muni de la topologie faible est continue; comme C' est normiquement
compact, ¢’est un homéomorphisme. Comme T est continu de B muni de la topologie faible dans C'
muni de la topologie faible, (iii) est vérifiée.

Si T est de rang fini, les topologies faible et normique coincident sur T(E); or T est continu de F
muni de o(E, E') dans T(F) muni de la topologie faible (prop. [2.22)), donc T vérifie (iii). Or une limite
uniforme d’applications continues (d’un espace topologique X dans un espace métrique Y') est continue ;
donc (iv) = (iii).

Supposons que (iv) ne soit pas vérifiée. Il existe alors € > 0 tel que pour toute application linéaire
continue de rang fini R on ait ||T"— R|| > e. Construisons alors par récurrence sur n un systéme
orthonormal (e,)nen tel que [|[T(e,)|| > € : comme ||T|| > ¢, il existe eg € E tel que |leg]] = 1 et
IT(eo)|| > €; supposons e construit pour k < n et soit P le projecteur orthogonal sur le sous-espace
de E engendré par { e, k <n};alors TP est de rang fini donc ||T'— T P|| > ¢; il existe donc y,, € F tel
que [|T(idg — P)(yn) || > €llyall > €l (ids — P)(yn)|l; on pose alors e, = ||(ids — P)(y.) |~ (ide — P)(ya)-
On a alors || T(e,)|| = ||(idg — P)(y,) || T (idg — P)(yn)|| > €; donc (v) n’est pas vérifiée. Cela établit
(v) = (iv).

(vi) = (v) résulte du lemme[5.41]a). Enfin, si z,, est une suite tendant faiblement vers 0, elle est bornée

et on peut supposer qu’elle est contenue dans B. Si (iii) est vérifiée, T'(x,,) tend en norme vers 0. Donc
(iii) = (vi). =

5.43 Proposition. Soient E, F des espaces hilbertiens et T € L(E, F). On a l’équivalence entre
(i) T est compacte ;

(i1) T* est compacte ;

(iii) T*T est compacte ;

(iv) |T| est compacte.

Démonstration. (ii)=>(iii) résulte de la prop. [5.39]; pour tout systeme orthonormal (e, ),en dans E on
a ||T(en)|I? = (T*T(en), en) < ||T*T(e,)| done si lim |T*T'(e,)|| = 0, alors lim ||T(e,)|| = 0; donc
(iii)=-(i) (propriété équivalente (v) du théoreme [5.42). Cela prouve que (ii)=-(i). Appliquant cela & T*,
on en déduit que (i)=-(ii). Appliquant (i) <= (iii) & |T'|, on trouve (iv) <= (iii). O

5.44 Théoreme. (Alternative de Fredholm) Soient E un espace hilbertien et T' € IC(E).
a) Pour tout A € C—{0}, l"image de Nidp—T est fermée et de codimension finie et l’on a codim (Nidg—
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T)(F) = dim ker (Xidg — T).

b) SpT est fini ou formé d’une suite tendant vers 0.

Démonstration. a) En remplacant T par T'/\ on se ramene a A = 1. Soit R € L(F) de rang fini telle
que ||T— R|| < 1. Alors idg — T + R est inversible. Posons S = R(idg — T + R) ™' ; c’est une application
linéaire continue de rang fini. Or idg — T = (idg — S)(idg — T+ R) ; donc idg — T et idg — S ont méme
image et ker (idg —T) = (idg — T+ R) ' ker (idg — S), donc ces deux noyaux ont méme codimension. 11
suffit donc de traiter le cas d’une application linéaire continue de rang fini. Soit alors F' un sous-espace
de dimension finie de E contenant T'(F) et T*(FE) (remarquons que T(FE) a la méme dimension finie
que T(E)). Alors idg — T est l'identité sur F et laisse I stable. Notons 7} : F' — F la restriction
de idg — T. Donc (idg — T)(E) = F* + Ty (F) et ker (idg — T') = ker 7. On en déduit que I'image
de idg — T est {z € E, p(r) € imT; } ou p est la projection orthogonale d’image F'; I'image de
idg — T est donc fermée et sa codimension est égale a la codimension de 'image de 77 dans F'. L’égalité
codim (idg — T')(F) = dim ker (idg — T') résulte alors de 1'égalité dim ker 7} + dim im 77 = dim F.

b) On doit établir que, pour tout € > 0 il y a un nombre fini de valeurs spectrales telles que || > ¢,
autrement dit que toute suite A, de valeurs spectrales distinctes tend vers 0. Il résulte de a) que toute
valeur spectrale non nulle de T est valeur propre de T. Soit alors A, une suite de valeurs propres
distinctes et x, des vecteurs propres associés. Montrons que lim A, = 0. Pour n € N, notons E,
I'espace engendré par (z)o<k<n; comme les g, sont distinctes, le systéme xy est libre, donc l'espace
E, est de dimension n. Notons e, un vecteur de norme 1 de E,; N EF; comme T(x;) = Ay on a
T(E,) C E,. De plus, pour tout k < n, on a (T — A\,idg)(zx) € E, et (T — \,idg)(z,) =0 € E,, donc
(T — \idg)(Eng1) C Ey; on en déduit que (T — A\, idg)(e,) € Ey, donc (T — A\,)(en), €,) = 0; donc
(T'(en), en) = A\p. En particulier, || T'(e,)|| = |A\s|- Par la caractérisation (v) des applications linéaires
compactes, on a lim A\, = 0, d’ou le résultat. O

5.45 Théoreme. Une application linéaire compacte normale admet une base hilbertienne formée de
vecteurs propres.

Démonstration. Soit T' € L(E) une application linéaire compacte normale. Soit S son spectre. Pour
A € S notons E) 'espace propre de T associé. On doit démontrer que :

a) les F\ sont deux & deux orthogonaux

b) Le sous-espace engendré par les F) est dense.

Alors si By, est une base hilbertienne de F) , U B, sera la base voulue.

AES
Si z € Ej, comme TT*(x) = T"T(x) = AT"(z) on trouve T"(x) € E). Pour tout y € E) on a
(T*(z),y) = (x,T(y)) = (\z,y); donc T*(x) — Az € Ey N By donc T*(x) = Az.
Siz € Eyety € E, alors (T(x),y) = Mz, y) = (z,T"y) = (z, iy) = p(z,y) d’ou a).
Notons F' le sous-espace de E engendré par les E5, A € S — {0}. Alors T(F) C F et T*(F) C F.
Il s’ensuit que T(F*) € F* et T*(F*+) c F*. Notons T} € L(F*) la restriction de T. Alors T} est
la restriction de 7™, donc T est normal. Remarquons que 77 est compacte, qu’elle n’a pas de valeur

propre non nulle; par I'alternative de Fredholm, 7} n’a pas de valeur spectrale non nulle; par la prop.
3.9, 71 = 0, donc F*+ = Ey, d’'ou1 b). O

5.46 Définition. L’algébre de Calkin de H est le quotient L(H)/KC(H). C’est une C*-algebre.

5.7.3 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

5.47 Lemme. Soient E et F des espaces hilbertiens, B une base hilbertienne de E et B’ une base
hilbertienne de F. Pour tout T € L(E,F) on a :

Yo W TO)P =) ITO)1P = Y IT°(0)I(€ Ry U {+00}) .

beB ,beB’ beB beB’
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Cette quantité ne dépend pas des bases B et B’ choisies.

Démonstration. Pourz € Eety € Fona |z* = Z (2, b))% et ||y]|* = Z |(t,y)|?, d’ou la premiere
beB beB’
assertion. Il est clair que Z |7(b)||* ne dépend pas de B’ et que Z | T*(¥)||* ne dépend pas de B,
beB yeB
d’ou la deuxieme assertion. O

1/2
Pour T € L(E,F) on pose [T, = <Z ||T(b)||2> ou B est une base hilbertienne de E. Posons
beB

LYE,F)={T e L(E,F), ||T|, < +occ}.

5.48 Théoreme. Soient E et F' des espaces hilbertiens.

a) L'ensemble L*(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

b) Pour tout S,T € L*(E,F) et toute base hilbertienne B de E, la famille ((S(b), T(b)))sep est som-
mable ; application (S,T) — Z(S(b),T(b)) est un produit scalaire sur L*(E, F) indépendant de la

beB
base B.

On note (S, T) — (S,T)a ce produit scalaire.
¢) Muni de ce produit scalaire, L*(E, F) est un espace hilbertien.
d) L*(E,F)CK(E,F).
e) Soit T € K(E,F); notons (An)nen les valeurs propres de |T| (qui est compact par la prop.
comptées avec leur multiplicité. Alors ||T||3 = Z A2
neN

Démonstration. a) et b) Soient S, T € L(E,F) et B une base hilbertienne de E. Pour b € B on
a [(S(0),TO)] < [[SOIITO < 1/2(1S®? + IT(b)]*). On en déduit que ((S(b),T(b)))ecn est
sommable. Comme ||S(b) +T(b)||* = [|S(b)||* + || T(b)||* + 2Re({S(b), T(b))), on en déduit que S+ T €
L*(E,F); a) est alors clair. I est clair que (S,7) Z(S(b),T(b)> est un produit scalaire. On a
beB

Z(S(b),T(b)) = 1/4(|S+ T3 — |S = T||5 + il|S + iT||3 — i||S — iT||5), (identité de polarisation -
beB

proposition d’ou I'indépendance de la base.

c¢) De b) il résulte que £?(E, F) est un espace préhilbertien. On doit démontrer qu’il est séparé et
complet. Remarquons que, pour tout 7 € L*(E,F) et tout + € E de norme 1, prenant une base
hilbertienne contenant =, on a ||T'||2 = ||T(x)|| ; ceci ayant lieu pour tout x il en résulte que ||T||s = || T|.
En particulier £*(E, F) est séparé. Soit T}, une suite de Cauchy dans £*(E, F); comme || || < || |2,
T, est une suite de Cauchy dans L£(FE, F') qui est complet, donc la suite 7T,, converge en norme vers
un opérateur 7. Soit alors € € R ; remarquons que l'ensemble C. = {S € L(E,F), ||S]l2 < e} est
I'intersection pour toutes les parties finies I de B de {S € L(E, F) Z 1S(b)||* < €*}; clest donc
bel

une partie fermée de £(E, F). Comme T}, est de Cauchy dans £*(E, F), il existe N € N tel que, pour
tout m,n > N on ait ||T,, — T,,||]2 < e. Fixons n > N ; comme T,, — T, converge vers T — T},, on a
T —T, € C.; on en déduit immédiatement que T' € L*(E, F) et que ngrfoo T — Tl =0.

d) Soit T € L*(E,F) et e, un systeme orthonormal. Soit B une base contenant les e,. La famille
(|IT(b)||?) est sommable, donc la suite ||T'(e,)|| tend vers 0. Donc T est compact par la caractérisation

(v) du théoreme [5.42]

d) est clair si on choisit une base B formée de vecteurs propres pour |T]. O]

5.49 Définition. Soient E et F des espaces hilbertiens. Un opérateur T' € L*(E, F) est dit de Hilbert-
Schmadt.
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5.50 Proposition. Soient E', F' et H des espaces hilbertiens. Pour tout S € L(E,F) et T € L(F, H)
on a :

a) [|S]l2 = [[S*]2-

b) TSN < TIIS]l2 et [TS]]2 < T2l S]]-

c) Si S ouT est un opérateur de Hilbert-Schmidt alors il en va de méme pour T'S.

Démonstmtwn a) résulte de la définition de ||S||2 (lemme [5.47)).
) Soit B une base hilbertienne de E. Pour tout b € B on a ||[T'S()|| < ||T|/|IS(b)| donc ||TS|? =

Z 7S |1> < |71 Z 1S(®)|I* = |IT||||S]|2- La deuxieme assertion en résulte en remplacant S et T

beB beB
par leurs adjoints.

c) résulte aussitot de b). O

En particulier I'espace L*(E) = L*(E, E) est un idéal bilatere de L(E).

5.7.4 Opérateurs nucléaires

5.51 Proposition. a) Soient E un espace hilbertien et T € L(E)+. La quantité Tr(T) = Z(T(b), b) €

beB
(R4 U{+o0}) ne dépend pas de la base hilbertienne B.

b) Pour tout S,T € L(E); et tout \ € Ry on a Tr(S+T)=Tr(S)+Tr(T) et Tr(\S) = \Tr(S).

c¢) Soient F' un espace hilbertien U € L(E, F') un opérateur unitaire et T' € L(E) alors Tr(UTU™) =
Tr(T).

d) Si T € L(E)y est compact, Tr(T) est la somme des valeurs propres de T comptées avec leur
multiplicité.

Démonstration. Ecrivons T = S*S alors Tr(T) = ||S||? ne dépend pas de la base, d’ot a). b) est clair.
Soit B une base hilbertienne de E'; alors U(B) est une base hilbertienne de F'. On a Z (UTU*(b),b) =
beU(B)

Z(T(b), b), d’ou ¢). Enfin, d) est clair si on choisit une base B formée de vecteurs propres pour 7. [
beB

Soient E, F des espaces hilbertiens. Pour T € L(E, F) posons |T||; = Tr(|T]) et LYE,F) = {T €

5.52 Lemme. Soit T € L(E, F).
a) Soient H un espace hilbertien et S € L(E, H) tels que |T| = S*S. On a ||T|, = [|S]/3.
b) On a||T|y =sup{|(TR,S)|, R € LXE), S € LYEF), |RIIS| <1}

Démonstration. a) est clair.
b) Si T € LYE, F), alors |T|Y? € £L2(E); soient R € LY(E) et S € L2(E,F) tels que ||S||||R| < 1
Soit B une base hilbertienne de F; on a (TR, S)s = Z(TR(b),S(b)} = (|T|"*R, |T|"*u*S), ot u

B
est la phase de T. On en déduit que |(TR,S)s| < ||T[V2R||2 |71 *u*S||l2 < Ju*S||||RINTM?32 <
IIT1"22 = ||l Done {(TR, $)al . R € LAE), S € LE,F), |R|S| <1} est majoré par |T|l.

Soit B une base hilbertienne de F et [ une partie finie de B; notons P le projecteur orthogo-

nal sur le sous-espace de E engendré par [; alors Z(|T|(b),b> = Z(u*T(b),b> = (TP,uP)y <

bel bel
sup{|(TR,S)s|, R€ L*(E), S € L*(E,F), |R||||S|| < 1}. Prenant le < sup > sur les parties finies de
B on trouve ||T||; < sup{|(TR,S)2|, R€ L*(E), S€ L*(E,F), |R|||S|| <1} O

5.53 Théoreme. Soient E, F, H des espaces hilbertiens.
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a) L'ensemble L'(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

b) Lapplication T v+ ||T||, est une norme sur L*(E, F) pour laquelle L'(E, F) est complet.
c) Pour toutT € L(E,F) on a ||T|1=|T"|-

d) Pour tout S € L(E,F) et tout T € L(F,H) on a || TS| < [|S|[LI|T] et [|TS]x < ISIT |-

Démonstration. a) et b) Soient S,T € L(E,F). Pour tout Ry € L*(E) et Ry € L*(E, F) tels que
HR1||||R2” < 1, on a |<(S+T)R1,R2)2| < |(SR1,R2)2| + |(TR1,R2)2|. Par le lemme.b), HS+TH1 <
IS|lL + || 7|1 ; on en déduit immédiatement que £'(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F) et
que || |1 est une semi-norme. Par le lemme 2Aa), | Tl = 171212 = |||T)V%|)* = ||T|| (prop.
En particulier, || ||; est une norme.

Par le lemme|5.52\b) "application 7" +— T'r(|T'|) est semi-continue inférieurement et on en déduit comme
dans le th. ¢) que, muni de cette norme £'(E) est complet.

¢) On a |T7| = u|Tu* = (IT|V*u*)*(|T|"?u"). Done ||T*|y = [[|T""u*|l; < ||T1Y*5 = ||ITl1; rem-
placant 7" par T, on en déduit c).

d) Soient Ry € L*(E) et Ry € L*(E, H). On a (TSRy, Ry)s = (SR1,T*Ry),. 1l résulte alors du lemme

5.52\b) que [|T'S]|y < ||S||1||T]]; remplagant S et T' par leur adjoint il résulte de c) que ||[T'S]; <
ST O

5.54 Théoreme. Soient E, F des espaces hilbertiens.

a) Pour T € LY(E) et pour toute base hilbertienne B de E la famille ({T'(b),b))sep est sommable
et la quantité Tr(T) = Z(T(b), by ne dépend pas de la base hilbertienne B.

beB

b) On a |Tr(T)| < Tr(|T)).
¢) Pour tout S € L(E,F), T € L(F,E) si S € L'(E,F) ou si S et T sont de Hilbert-Schmidt,
alors Tr(T'S) = Tr(ST).

Démonstration. On a (T(b),b) = (|T|*?(b), |T|"*u*(b)). Comme |T|*/?,|T|*?u* € L>(E), a) résulte du
théoreme 5.48b). De plus [T'r(T)| = |(|T|"2, |T*u*)a| < |12 [o[lIT17*u* (|2 < |T 1, dott b).

¢) L’application S — S* est une isométrie antilinéaire de £*(E, F) dans £*(F, E); pour S € L*(E, F),
on a alors Tr(S*S) = Tr(SS*). Par Iidentité polarisation on en déduit que, pour S, S; € £*(E, F), on
a Tr(S;S) =Tr(SS7). Soit T € L*(F, E); posant S; = T*, on en déduit Tr(TS) = Tr(ST).

Enfin, soient T € L(F,E) et S € L'(E,F). Donnons nous S; € L*(E,F), Sy € L*(E) tels que
S = 5152; on a TT’(ST) = TT(Slng) = TT(SQTSl) = TT(TS) ]

5.55 Définition. Un opérateur T' € L*(E) est appelé nucléaire ou a trace.
Il est clair que

e LY(E,F) C L*(E,F).

e Un opérateur de rang fini est nucléaire.
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6 Classification des facteurs en types

Dans ce paragraphe, nous présentons la classification (par Murray et von Neumann) des facteurs en
types I, IT et III.

6.1 Le treillis des projecteurs

Soient H un espace de Hilbert séparable. On appelle projecteur un projecteur orthogonal. En d’autres
termes un projecteur est idempotent et autoadjoint, i.e. un élément p € L(H) tel que p* = p* = p.

Remarquons que si p, g sont des projecteurs, on a I’équivalence entre :

) p<q; () QA—q) <(L—p); (iil) pH C ¢H; (iv) pg=qp=p.
L’ensemble ordonné des projecteurs est un treillis complet : tout ensemble P de projecteurs admet
une borne inférieure /\ p (la projection sur ﬂ pH) et une borne supérieure \/ p (la projection sur

peEP pEP pEP
> o)

peEP

Soient p, ¢ € M deux projecteurs. Le projecteur p A q sur pH NgH et le projecteur pV ¢ sur 'adhérence
de pH +¢H qui est I'mage de p+q s’écrivent pAq = x(p+¢q) et pVq = x'(p+q) ou x, x’ : [0,2] — {0,1}
sont les fonctions boréliennes définies par x(t) =1 < t=2et X'(t) =1 < ¢ #£0.

Plus généralement, si (p,)nen est une suite de projecteurs, le projecteur /\ Py, SUr ﬂ pnH et \/ Dn
neN neN neN

+oo
sur anH sont x(x) et x'(x) ot z = Z 27 py.
neN k=0

Enfin, si P est un ensemble quelconque de projecteurs de H, il existe une partie dénombrable D, C
U pH et une partie dénombrable Dy C U (1 —p)H telles que

peEP peEP

vectDy = ZpH et vectDy = Z(l —p)H.

peEP peEP

Choisissant pour chaque x € D; (resp. x € Ds) un projecteur p € P tel que x € pH (resp. x € (1—p)H),

on construit une suite (p,) dans P telle que /\ DPn = /\ p et \/ DPn = \/ p.
neN peEP neN peEP

On en déduit immédiatement :

6.1 Proposition. L’ensemble des projecteurs d’une algebre de von Neumann est stable par /\ et \/

6.2 Isométries partielles

Soit H un espace hilbertien.

Pour w € L(H). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) v = wuu; (i) v* = v uu®; (iii) v'u = (v u)?; (iv) v = (uu®)?

En effet, (i) et (ii) se déduisent 'un de l'autre par passage aux adjoints.

(i) = (iil) est clair. Si (iil) est satisfait 7' = u(1 — w*u) vérifie v*T" = 0 donc T*T = 0 et T' = 0, d’ou
(i). Enfin, remplacant u par v* dans (i) <= (iii), on en déduit que (ii) <= (iv).

Un opérateur qui vérifie les conditions équivalentes ci-dessus est appelé une isométrie partielle. Soit
u € L(H) une isométrie partielle. De la condition (ii) (resp. (1)) il résulte que u* et u*u (resp. u et uu™)
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ont méme image. On appelle support initial (resp. final) de I'isométrie partielle u € L(H) le sous-espace
u*H (resp. uH) de H.

Si u est une isométrie partielle, posons I', = {(§, u€), & € uw*H}. C’est un sous-espace fermé de H x H.
Remarquons que si (£,1) € Ty, alors |[£]] = [|n]|. De plus, si (£,1) € H? sont tels que n = uf et

1 * *
II€Il < ||In]| alors (&,7n) € T',,. Le projecteur orthogonal sur T, est 3 <Uuu ;ﬁ) )

6.2 Remarque. Tout sous espace fermé E C H? tel que I'on ait ||£|| = ||| pour tout (£,71) € E est
de la forme ', ol u est une isométrie partielle.

6.3 Lemme. Soient u,v € L(H) des isométries partielles. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) uwu* = vu*; (i) v'u =u'v; (i) u=ovu'u; (v) u=uu*v. (v) T, CT,.

Démonstration. En effet, on passe de (i) a (iii) en multipliant a droite par u et de (iii) a (i) en multipliant
a droite par u*, d’ou (i) <= (iii). De méme, en multipliant & gauche par u et u*, on voit que (ii)
— (iv).

Si Iassertion (iii) est satisfaite, pour fout (§,7n) € Iy, on a £ = u*ug, donc v€ = n. Puisque ||&|| = ||n]|,
il vient (¢,7n) € T, donc (v).

Si (v) est satisfaite, pour tout £ € H, on a (u*§,uwu*¢) € I'y C T, donc uu*é = vu*E, d’ou (i).

On a (iv) <= u'u =v"u et, par (iii) <= (v) appliqué a u* et v*, on trouve que (iv) est équivalent
a L'y C Ty - qui lui méme est équivalent a (v) (via la symétrie (&,n) — (1,£)). O

Si ces conditions sont satisfaites, on dit que v prolonge u et on écrit u < v. La relation < est une
relation d’ordre sur I’ensemble des isométries partielles de E dans F'.

Siu < v, alors (v—u)*u et u(v—wu)* sont nuls d’ou il ressort que (v —u)(v —u)*(v—u) = Vv*v —vu'v =
v—u; donc v—u est une isométrie partielle et il est clair que ses supports initial et final sont orthogonaux
a ceux de u. Réciproquement, si w est une isométrie partielle de supports initial et final orthogonaux a
ceux de u, alors u + w est une isométrie partielle et ©u < v + w. En d’autres termes, ’application qui a
v associe v — u est une bijection de I’ensemble des isométries partielles v prolongeant u dans 1’ensemble
des isométries partielles w € L(H) de domaine initial et final respectivement inclus dans ker u et dans
ker u*.

6.3 Comparaison des projecteurs d’une algebre de von Neumann

Soit H un espace de Hilbert séparable. On fixe dans ce paragraphe une algebre de von Neumann M et
on note Proj(M) = {p € M; p* = p® = p} I'ensemble de ses projecteurs..

6.4 Définition. Soient p,q € M deux projecteurs.
a) On dit que p et ¢ sont équivalents et on écrit p ~ ¢ s'il existe u € M tel que u*u = p et uu* = q.

b) On écrit p < ¢ s'il existe u € M tel que u*u = p et uu* < q.

On a évidemment :

6.5 Proposition. L’équivalence des projecteurs est une relation d’équivalence. La relation < est une
relation de préordre (réflexive et transitive)

Démonstration. On a p ~ p (prendre u = p); il est clair que ~ est symétrique (on remplace u par u*).

Sip=u'u, q=v"v=uu" (resp. uu* < ¢ =v"v) et r=uwvv* (resp. vv* <), on a (vu)vu = u*(vV)u =
(u*u)? = p et de méme (vu)(vu)* =r (resp. vu(vu)* = v(uu*)v* < (vv*)? = vw* < 7). O
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A l'aide de considérations alla Cantor-Bernstein on a :

6.6 Proposition. Sip < q et ¢ < p alors p ~ q.

Démonstration. Soient u,v avec u*u = p = vv* et v*v = ¢ > uu™. Posons eg = p —vv* et fo =q — uu*

et pour k € N, eg, = (vu)keo((vu)k)*, for = (uv)keo((u”u)k)*, €ary1 = Vfopv" et fory1 = uegrpu”. Enfin,
—+oo

posons P = Ze%ﬂ et U=ulp—P)+v*'P.OnalU'U=pet UU" =q. ]
k=0

Donc I'ensemble Dim(M) = Proj(M)/ ~ des classes d’équivalence de projecteurs de M est un ensemble
ordonné.

6.4 Cas des facteurs

Nous allons a présent démontrer que, si M est un facteur, il y a peu de choix possibles pour cet ensemble
ordonné.

Démontrons d’abord que cet ordre est total.

6.7 Lemme. Soit p € M un projecteur non nul. Le sous-espace E = {{ € H; Ya € M, pa& = 0} est
stable par M et par M'. Il est nul.

Démonstration. Sib e M et & € F, alors pour tout a € M, on a ab € M, donc pabé = 0. Cela prouve
que b€ € E.

Sibe M et £ € E, alors pour tout a € M, on a pabl = bpaé = 0. Cela prouve que b€ € E.

Ces deux assertions prouvent que le projecteur orthogonal pg sur E est dans M’ et dans M. Il est
scalaire. Comme p # 0, il vient pg = 0. O]

6.8 Lemme. Sip,q sont deux projecteurs non nuls de M, il existe une isométrie partielle w € M non
nulle avec u*u < p et uu™ < q.

Démonstration. Soit £ € pH non nul. D’apres le lemme [6.7], il existe a € M tel que gal # 0. Alors
b = gap, n’est pas nul. Si b = u|b| est sa décomposition polaire, alors uu* < g et v u < p ('image de u
(resp. de u*) est 'adhérence de celle de b (resp. de u*). Elle est incluse dans ¢H (resp. pH). O

6.9 Proposition. 5Si p,q sont deux projecteurs de M, alors p < q, ou q < p.

Démonstration. Munissons l'ensemble V, , des isométries partielles u € ¢Mp de l'ordre u < v (voir
lemme [6.3)).

Démontrons que cet ordre est inductif. Soit F C V,, est une partie totalement ordonnée non vide.

Posons F = U I',. Comme F est totalement ordonné et non vide, c¢’est un sous-espace vectoriel de
ueF
H?. Pour (£,n) € Eonapé =¢, qn=net ||| = |leta. Donc il existe v € L(H) une isométrie partielle

1 * *
telle que v = qup et £ = I',. Enfin, comme pour tout u € F, le projecteur 3 <uuu uuu*) sur I', est
dans l'algebre de von Neumann My(M), il en va de méme pour leur sup, le projecteur sur I',. Donc

ve M.

Enfin, soit u un élément de V,,. Si ¢ # uu* et p # u’u, il existe d’apres le lemme une isométrie
partielle w non nulle telle que w*w < p—u*u et ww* < ¢—uu”. Alors u < u+w et u n’est pas maximal.
Si u est maximal, on a donc u*u = p ou uu* = q. [

La classification en trois types est basée sur la notion suivante :
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6.10 Définition. Soit p € M un projecteur.
a) On dit que p est minimal si p # 0 et pour tout projecteur g tel que 0 < g < pon a g =0 ou

q=D-
b) On dit que p est infini s’il existe un projecteur ¢ tel que 0 < ¢ < p distinct de p et équivalent a
p.

¢) On dit que p est fini s’il n’est pas infini.

6.11 Proposition. a) Sip est un projecteur minimal, alors p < q pour tout projecteur q non nul.
b) Sip est un projecteur infini, alors q < p pour tout projecteur q.

c¢) Deuz projecteurs minimaux (resp. infinis) sont équivalents

Démonstration. a) est évident.

b) Si p est infini, alors écrivons p = w*u > uu*. Pour k > 1, posons Py = p et pour k > 1,

P, = u"(u*)* et pour k € N posons py, = P, — Piy1. On a p, = u"po(u*)k donc les py, sont des
+oo

projecteurs équivalents. Les p, sont deux a deux orthogonaux et l'on a Z o < P.
k=0
Soit (ay,) une suite fortement dense dans la boule unité M. D’apres le lemme 6.7, pour fout £ € H
il existe k tel que pparé # 0. On en déduit que T = Z 2 "uFpoay est injectif. La décomposition
keN

“+oo
polaire 7' = v|T'| donne une isométrie telle que v*v =1 et vv* < Zpk < P.
k=0

c) résulte de a) (resp. b) et de la proposition [6.6] O

6.5 Définition des types

6.12 Définition. Un facteur M est dit de
Type I §’il existe un projecteur minimal dans M.
Type II s’il n’y a pas de projecteur minimal, mais il y a des projecteurs finis non nuls;
e si tous les projecteurs sont finis, M est de type 11 ;
e s’il y a aussi des projecteurs infinis, M est de type Il..

Type III si tous les projecteurs non nuls sont infinis.

6.13 Proposition. Si M est de type I, alors M ~ M, (C) (type I,) ou M ~ L(H) (type I).

Démonstration. Soit p; un projecteur minimal. Alors p; Mp, = Cp;.

Si M = C on a fini, sinon, p; < (1 — p;) et on construit p, orthogonal & p; et équivalent a p;. On
continue ainsi jusqu’a ce que cela s’arréte, ou indéfiniment...
n
Dans le cas ou cela s’arréte on a des projecteurs pq, . .., p, minimaux, donc equivalents tels que Z Dj =
j=1
L. On écrit u; avec uju; = p; et uju; = py avec u; = py et 'on pose e;; = uju;. On aainsi e; jep = i 0
et un morphisme de M, (C) dans M. Enfin p;Mp; est de dimension 1.

+oo
Si cela ne s’arréte pas on obtient juste des p; pour tout j. On pose p = Z p; Alors p est infini donc
=1
! o
équivalent & 1. Quitte & remplacer p; par up;u*, ot vu* = 1 et u*u = p, on peut supposer ij = 1.
j=1
On conclut comme dans le cas fini. m
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6.6 Comparaison des projecteurs dans le cas de type 1I;

Dans ce paragraphe, on suppose que M est de type II; (c’est a dire fini et de dimension infinie). Le but
est de calculer 'ensemble totalement ordonnée Dim(M) = Proj(M)/ ~.

6.14 Lemme. Soient p,q € Proj(M).
a) Sip<qetl—p<1—qalorsp~qet(l—p)~(1-q).
b) Sipr~qalors1—p~1—q etil existe un unitaire U € M qui conjugue p et q.
c) On ap < q si et seulement si1 —q <1—p.

Démonstration. a) Supposons que p < g et 1 —p < 1—q. Solent u,v € M tels que u*u = p, uvu* < ¢
et v*v = (1 —p), vv* < (1 —q). Alors (u+v)* (u+v) =1 et comme (u+v)(u+v)* <1etlest
fini, (u+v)(u+v)* =1, donc uu* = get vv* =1—g¢, soit p~qet (1 —p)~(1—gq)

b) Quitte a les échanger, on peut supposer que 1 — p < 1 —¢q. Alors d’aprés a), 1 —p ~ 1 —q et
I'unitaire u + v construit dans a) conjugue p et q.

c) Sip~qalors (1—p)~ (1—¢q)donc (1—gq) < (1—p).Sip=<qetpn’est pas équivalent a ¢, on
ne peut avoir 1 —p < 1 — ¢ d’aprés a), donc nécessairement 1 — ¢ < 1 — p.
La réciproque s’en déduit en remplagant p et ¢ par (1 — ¢) et (1 — p) respectivement. ]

Pour p € Proj(M), on note [p] sa classe dans Dim(M) = Proj(M)/ ~.

6.15 Addition partielle. D’aprés le lemme [6.14lb), la classe [1 — p] ne dépend que de [p] on la note
1—[p].

Soient p, g deux projecteurs. Alors d’apres le lemme|6.14lc) onap <1—¢q <= ¢ < 1—p. Soit u € M
tel que u*u = p et uu* < (1 — ¢). On va poser [p] + [¢] = [¢ + uu*].

En d’autres termes, si z,y € Dim(M), on a z < (1 — y) si et seulement si y < (1 — z) et on peut dans
ce cas définir une classe = +y € Dim(M).

L’addition partielle ainsi définie est commutative et associative :

Siz,y,z € Dim(M)sont telsque s <1 —yetz+y<l—zalorsy<(1—2)etx<1—(y+2)et
lonaz+ (y+2)=(z+y)+ =

Convenons ici de dire que la famille (xo,...z,_1) et plus généralement (x;);en est < sommable > s'il
existe des projecteurs p; de classe x; deux a deux orthogonaux. Dans ce cas, la somme Z Tj = [Z pj]
est bien définie.

6.16 Propriétés de I’addition. Simplifiabilité. Si z +y = x + 2 alors y = z. Cela permet de
définir x — y si z > y.
Propriété d’Archimede. Si x # 0, il existe n € N tel que x soit n fois ajoutable a lui-méme,
mais pas n + 1 fois (sinon 1 serait infini). On a alors nz < 1 mais x > 1 — nx.

Limite nulle. Nous dirons que (x,,) tend vers 0 si pour tout k£ € N, il existe ng tel que pour n > ng
on ait kz,, < 1. De plus, il existe une suite strictement décroissante (comme il n’y a pas de
projecteurs minimaux) qui tend vers 0 (a chaque n, choisir un projecteur p,1 < p, distinct de
0 et de p, et tel que pyi1 < P — Pry1 - quitte & remplacer p,41 par p, — Pri1)-

Suites adjacentes. Si z, est croissante, y, est décroissante et y, — x, — 0, alors il existe un et
un seul z € Dim(M) avec x, < = < Yp.
6.17 Lemme. a) Si p, est une suite croissante de projecteurs et p = limp, (limite forte), alors
[p] est la borne sup des [py].

b) Sip, est une suite décroissante de projecteurs de limite forte nulle, alors [p,] — 0.
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Démonstration. On doit démontrer que, si g est un projecteur tel que p, < g pour tout n, alors p < gq.
On construit par récurrence une suite u, croissante d’isométries partielles telles que u,u, = p, et
Upu, < q. Siu, est construit, on a p,41 — P, < ¢ — uyu,. On prolonge donc u,, par une isométrie de
support initial p,4+1 — p, et support final < ¢ — u,u,,. Puis on prend le sup des u,,.

Dans ce cas 1 — p, — 1 donc sup(1 — [p,]) = 1 et inf[p,] = 0. O

Pour finir cette partie, on a :

6.18 Proposition. Soit p, une suite de projecteurs dans M. Si [p,] — 0 alors p, tend vers 0 fortement.

Démonstration. Sinon, il existe £ € H, a € R et une partie infinie D de N telle que ||p,£|| > a. Quitte
a remplacer D par un sous-ensemble infini, on peut supposer que la famille ([p,])nep est sommable (dans

Dim(M)). Pour m € D, posons ¢, = \/ pn. Remarquons que l'on a [g,,] < Z [pn]. Done
neD, n>m neD, n>m
[¢m] décroit vers 0. Mais g, est une suite décroissante de projecteurs. Il vient ¢, — 0 fortement. O

6.19 Lemme. Pour tout x € Dim(M), il existe un et un seul y € Dim(M) avec z = 2y.

On définit ainsi x/2" et enfin 27" = 1/2".

Puis on démontre :

Soit & € Dim(M). Il existe une unique suite (g) € {0, 1}" telle que l'on ait Za,ﬂ’k <z < ZakQ’k.
k=0 k=0
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7 La trace d’un facteur de type II,;

Le but de ce chapitre est de démontrer que tout facteur de type II; admet une (unique) trace : une
application 7 : M — C ultrafaiblement continue, positive, telle que 7(xy) = 7(yz) pour tous =,y € M,
ou, ce qui revient au méme, 7(uxu*) = 7(z) pour tout x € M et tout unitaire u € M.

7.1 Théoreme de Ryll-Nardzewski

Nous utilisons le théoreme de point fixe de Ryll-Nardzewski que nous commencons par énoncer.

Dans toute cette partie F est un espace vectoriel normé et K C E est une partie convexe non vide,
compacte pour la topologie faible o(E, E*).

7.1 Théoreme de Ryll-Nardzewski. Tout groupe d’isométries affines de K admet au moins un
point fize.

Rappelons qu'un point z d'un convexe C est dit extremal si pour tous y, z € C' tels que x = §(y + 2),

n
on a x =y = z. Il revient aussi au méme de dire que si = = Ztiyi avec y; € C et t; € R avec
i=1

n
Zti =1, alors z = y; pour tout i tel que t; # 0.
i=1
Avant de commencer la démonstration du théoreme de Ryll-Nardzewski, démontrons le résultat qui
suit.

7.2 Théoreme de Krein-Milman. L’enveloppe conveze des points extrémauzr de K est dense dans
K.

Démonstration. Une partie F' de K est dite extrémale si Vy, z € K, %(y +2)eF=>yecFetzelF.

Bien sur, K est extrémale... et si (F});c; est une famille totalement ordonnée par I'inclusion de parties

extrémales, faiblement fermées, non vides de K, alors ﬂ F; est extrémale, faiblement fermée, non vide.
iel

Il existe donc - d’apres le lemme de Zorn - une partie extrémale, faiblement fermée, non vide minimale.

Si F' est une partie extrémale, faiblement fermée, contenant deux points x et y il existe une forme
linéaire ¢ : F — R qui les sépare, i.e. telle que f(x) < {(y). Comme F est faiblement compacte,
la fonction continue ¢ y atteint son minimum m. Alors, la partie {z € F; ¢(z) = m} est extrémale,
faiblement fermée, non vide et strictement contenue dans F. Toute partie extrémale, faiblement fermée,
non vide minimale est donc réduite a un point extrémal.

Remarquons enfin que si C C K est une partie convexe fermée, non vide distincte de K, il existe
x € K\ C et une forme linéaire ¢ telle que £(y) > £(z) pour tout y € C. Notons alors m le minimum
de ¢ dans K. Alors {z € K; ((z) < m} est extrémale, faiblement fermée, non vide, donc contient une
partie extrémale, faiblement fermée, non vide minimale : un point extrémal de K. On en déduit que C'
n’est pas ’enveloppe convexe des points extrémaux de K. O

Nous utiliserons aussi le résultat simple suivant :

7.3 Proposition. 5i K est l’enveloppe convexe fermée d’un ensemble C, alors tout point extrémal de
K est contenu dans l'adhérence faible de C'.
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Démonstration. Soit x € K un point extrémal. Soit H un demi-espace ouvert contenant z. Notons
K, Tadhérence (faible) de l'enveloppe convexe de C'N H et K, l'adhérence (faible) de l'enveloppe
convexe de C'N H. Ce sont des parties fermées de K, donc faiblement compactes. Alors, I’ensemble
{(sy+ (1 =135)2); y € K1;2 € Ky;s € [0,1]} est une partie convexe de K, contenant C (E[) Comme z
est extrémal, x € K7 - et ¢’est un point extrémal de ce convexe.

A T’'aide d’une récurrence immédiate, on en déduit que x est contenu dans I’adhérence de 'enveloppe
convexe de CNH{N...NH pour tout ensemble fini de sous-espaces ouverts contenant z. En particulier,
CNHyN...N H n'est pas vide : tout voisinage faible de x rencontre C'. n

Démonstration du théoréme de Ryll-Nardzewski. Pour toute isométrie T' de K, notons K* 1’ensemble

de ses points fixes. Il s’agit de démontrer que 1’ensemble ﬂ KT n’est pas vide. Comme ces ensembles

T
sont des convexes (normiquement donc faiblement) fermés et K est compact, il suffit de démontrer

qu’une intersection finie n’est pas vide.

On peut donc se restreindre a un ensemble fini d’isométries de K, qui engendre un (semi-)groupe
dénombrable S d’isométries de K.

D’apres le lemme de Zorn, il existe une partie convexe, compacte, non vide de K stable par S et
minimale pour l'inclusion. Quitte a remplacer K par cette partie, on peut supposer que K elle-méme
est minimale.

Dans ce cas, pour tout € K, K est contenue dans I'enveloppe convexe fermée de {T'z; T € S} et,
comme S est dénombrable, K est séparable (normiquement).

Soit aussi X C K une partie non vide, faiblement fermée, stable par S et minimale pour l'inclusion.
Démontrons que X est réduite a un point. Nous commencons par démontrer que les topologies normique
et faible coincident sur X. Cela résulte immédiatement du lemme suivant :

7.4 Lemme. Pour tout € > 0, tout v € X, admet un voisinage faible dans X de diamétre < €.

Démonstration. Comme X est (normiquement) séparable, il existe un ensemble dénombrable D C X
tel que X = U (BagN X) ot 'on a posé By = {y € E; ||y —d|| < &/2}. Les boules fermées By étant

deD
convexes et normiquement fermés elles sont faiblement fermées. Le théoreme de Baire (appliqué au

compact faible X') implique alors qu'il existe d € D et un ouvert faible W de X non vide tel que
W C By. Pour tout z € X, Padhérence faible de {T'z; T € S} est stable par S, donc c’est X. Il existe
donc T € S tel que Tz € U. Alors, T™'W est le voisinage cherché. O

Fin de la démonstration du théoreme de Ryll-Nardzewski. Comme les topologies faible et normique

. . .. T+
coincident sur X, X est normiquement compact. Notons p : X x X — K D'application (z,y) — 5 J

Pour tout @ > 0, l'ensemble Y, = {(z,y) € X x X; |z —y|| = a} est compact, donc I"ensemble
p(Y,) est une partie compact stable par S de K. Elle ne contient aucun point extremal de K donc son
enveloppe convexe fermée non plus (d’apres la prop. . Elle est donc vide par minimalité de K. Donc
Y, = 0 et X est donc réduit & un point. O

7.2 Formes ultrafaiblement continues

Soit M C L(H) un facteur de type II;. Le but de cette section est de caractériser les formes positives
ultrafaiblement continues dans M, c’est & dire les restrictions & M des éléments du prédual £'(H) de

L(H).

2. SiKQ#@
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7.5 Théoreme. Soit p une forme linéaire positive sur un facteur M de type II,. Alors on a l’équivalence
entre :

(i) ¢ est ultrafaiblement continue.
(ii) ¢ est normale : si (p,) est une famille de projecteurs deux a deuz orthogonaux de M, alors

(Y n) =Y (¢(pn)-

(iii) Si p, une suite de projecteurs tels que [p,] tende vers 0, alors ¢(pn) — 0.

Démonstration.

(i)= (iii) est immédiat, puisque p, — 0 (ultra)fortement!

(iii)=(ii) résulte du lemme (6.17): Si Y p = p alors [>_ pi] — 0.
k=n

Nous établissons (ii)=-(i) a I'aide de plusieurs lemmes.

7.6 Lemme. Soit o une forme linéaire sur M normale et hermitienne. Soit p € M un projecteur.
Alors il existe un projecteur ¢ € M avec ¢ < p et p(q) = ¢(p) et telle que la restriction | g Soit
positive.

Démonstration. Notons F l’ensemble des sous ensembles dénombrables D de M formées de projecteurs
deux a deux orthogonaux telles que, pour tout A € D on ait ¢(h) < 0 et h < p. L’ensemble D est

inductif pour I'inclusion. Soit D un élément maximal de F. Posons ¢ = p— Z h. Comme ¢ est normale,
heD

on a ¢(q) = ¢(p) — Zgo(pk) > ¢(p), car ¢ est normale. D’apres la maximalité de D on a p(h) > 0

pour tout projecteur h de qMgq. O

7.7 Lemme. Soit ¢ une forme linéaire positive et normale sur M. Soit p € M un projecteur non
nul. 1l existe ¢ un projecteur ¢ € M avec q < p, et x € H, tels que l'on ait p(a*a) < |laz||, pour tout
a € Mgq.

Démonstration. Soit x € pH avec ||z||* > ¢(p). Alors la forme linéaire hermitienne et normale v : a
(az|z) — p(a) vérifie ¥ (p) = |[z]* - ¢(p) > 0.

Le lemme nous fournit un projecteur ¢ € M avec g < p, tel que ¢¥(q) = ¥(p) > 0 et |, est
positive. En particulier, ¢ est non nul.

Soit alors a € Mq. Alors a*a € ¢gMgq, donc 0 < ¥(a*a) = |laz||®* — ¢(a*a). O

7.8 Lemme. Soit p une forme linéaire positive et normale sur M. Alors o est ultrafaiblement continue.

Démonstration. Soit (g;)jes une famille orthogonale de projections telle que, pour tout j, il existe
z; € H tel que |p(R)| < ||Rz,||, pour tout R € Mg, et maximale pour ces propriétés. La maximalité
de la famille (g;) et le lemme H entrainent qu’on a nécessairement : Z q; = 1.

j
On veut démontrer que ¢ € M,. On sait que M, est fermé pour la norme dans M* (corollaire 2). I
suffit donc de vérifier que pour tout € > 0, il existe ¢; € M, tel que [[¢ — ¢i1|| < . Comme ¢ est
completement additive, on sait déja que Z ©(q;) = ¢(1). On peut donc choisir une partie finie K de

J telle que
lell ) wlg) <.
JEINK
Notons p; = qu et po = Z ¢; = 1 — py. Posons ¢; ;(R) = ¢(p;Rp;), pour i,j € {1,2}. On a donc

JjeEK jeJ\K
©(p2) < €%/|¢|l. Ainsi, ¢, est fortement continu, donc faiblement continu (cf. la fin de la section 1)
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et donc ultrafaiblement continu (trivial). Donc 1 € M,. D’autre part, 'inégalité de Cauchy-Schwarz
donne quant a elle

VR € Mlpa(R)]* = o(Bp)|* < [o((pR)'p)I* < 9(pR*Ep)e(p) < [l R]*o(p)-
Par conséquent, pour tout R, |p2(R)|* < *||R|?, et donc |¢s]| < €, comme voulu. O

7.9 Théoreme. Soit ¢ une forme linéaire sur M. Alors p est ultrafaiblement continue si et seulement
si elle est completement additive.

Démonstration. On a déja traité le sens facile. Montrons la réciproque. Comme la preuve est longue
et technique, je me contente de donner les grandes lignes de l'argument. Soit ¢ une forme linéaire
sur M completement additive. En décomposant ¢ en somme de sa partie hermitienne et de sa partie
antihermitienne, on peut supposer que ¢ est hermitienne. Bien sir, on peut aussi supposer que ||¢|| < 1.
On pose alors :

p=sup{p(A), A=A"€ M, 0<A<L1},

de sorte que 0 < o < |||l < 1. Soit 0 < £ < 1/2. Par le lemme 4 (et un petit argument basé sur le
théoreme spectral), on peut trouver un projecteur p; € M telle que p(p1) = p — € et que p|p; Mp; est
positive. Comme ¢|,, arp, €st encore completement additive, on en déduit par le lemme 6 précédent que
©|pympy est ultrafaiblement continue. Posant po = 1 — py, on a donc une décomposition de ¢ en somme
de quatre formes linéaires ¢;;, ot j,k € {1,2}, en posant ¢, ;(R) = ¢(p;Rpx), pour tout R € M. En
outre, si ¢ est un projecteur de 'algebre p, M po, alors p; 4+ ¢ est un projecteur de M, et donc, par choix
de p1, ¢(q) < e.

L’étape suivante, que je passe sous silence, consiste a démontrer que ||¢;.2] et [|¢21] sont un O(e).

On répete le raisonnement que 'on vient de faire en 'appliquant cette fois a ¢ = —¢|,, mp,- Cette forme
linéaire est completement additive, vérifie ||| < 1 et ¥(q) > € pour toute projection g de paMps. On
en déduit comme ci- dessus l'existence de projections ¢i, g dans psMps de somme p,, telles que ¥
est proche a € pres de 111 + ¥ 2 (mémes notations qu’avant!), avec 1 1 ultrafaiblement continue, et
1(q) < e pour tout ¢ projection dans go M qs. Cette inégalité jointe & la précédente donne que |[¢(q)| < e
pour toute projection ¢ € ¢aM¢qe. On en déduit (!) que ||9|gnrq, || < 4e. Donc ||¢p — 11| = O(e). Ainsi,
@ est égal a € pres a un élément de M,. On conclut en utilisant a nouveau le fait que M, est fermé
pour la norme dans M™. O

7.3 La trace

7.10 Théoreme. Il existe une unique trace T positive sur M telle que 7(1). Elle est ultrafaiblement
continue.

Démonstration. Soit ¢ un état vectoriel. Pour tout N, notons E, = {p € Proj(M); n[p] < 1} et
posons «a,, = sup ¢(p). Alors a,, — 0 d’apres la prop. [6.18, Pour U € U(M), posons ¢y (x) = (UxU™)
E

et K =co({py; U € U(M)}. Démontrons que K est une partie faiblement compacte de M,. Il suffit
de démontrer que son adhérence dans M™* pour la topologie de dualité avec M (qui est compacte car
fermée dans la boule unité de M*) est contenue dans M,.

Soit p € E,. Alors pour tout U € U(M), on a [UpU*| = [p], donc ¢(UzU") < a,. Donc K est contenu
dans I'ensemble K, = {1 € M}, ¥(1) =1, Vn e N, Vp € E,; ¥(p) < o}

Alors K possede un point fixe qui est donc une trace.

L’unicité est facile : si 7 est une trace, elle est imposée sur les projecteurs : elle est connue partout par
linéarité et densité de 1'espace vectoriel engendré par Proj(M). ]
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7.4 Comparaison des projecteurs dans le cas de type 1I;

On en déduit qu’il existe un unique isomorphisme d’ensembles ordonnés compatible avec ’addition
partielle entre Dim(M) et [0, 1].

Pour cela, on démontre :

7.5 Fonction dimension

7.11 Théoreme. Soit M un facteur dans un espace de Hilbert séparable. Il existe une fonction di-
mension D : Proj(M) — [0, +0o0], unique modulo la multiplication par un scalaire prés telle que l'on
ait p ~ q <= D(p) = D(q) et si pg = 0 alors D(p + q) = D(p) + D(q) (avec la convention
a+ (+00) = +0.)

Dans le cas de type I on normalise cette dimension en posant D(p) = 1 pour p minimal et l'on a
D(M) =1{0,...,n} pour unn € N (type I,) ou D(M) =NU{+oo} (type I).

Dans le cas de type II, on normalise en posant D(1) =1 et l'on a D(M) = [0, 1].
Dans le cas de type 11, on a D(M) = [0, +o0].
Dans le cas de type 111, D(M) = {0, 4o00}.

On connait déja ce théoreme dans les cas de type I, II; et III. Pour bien comprendre le cas de type 11,
il faut démontrer que la somme de deux projecteurs finis est finie. Cela résulte de I'< additivité de la
trace ».
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8 Sur le type des facteurs

8.1 Facteurs de type Il

Projecteurs finis, projecteurs infinis

8.1 Remarque. Soit M un facteur possédant une trace non nulle. Alors M est de type I1;.

En effet, si M possede un projecteur infini, pour tout projecteur p, on peut trouver un projecteur
p1 équivalent a p tel que 1 — py soit infini, donc équivalent a 1. Donc, pour toute trace, on trouve
7(p) = 7(p1) = 7(1) = 7(1 — p1) = 0. On en déduit que 7 est nulle par densité de la sous algebre
engendré par les projecteurs.
8.2 Proposition. Soient M un facteur et p,q deux projecteurs finis.

a) Sip et q sont orthogonaux, alors p+ q est fini.

b) pV q est fini

Démonstration. a) On peut supposer que ¢ < p. Il existe u avec u*u = ¢ et uu* < p équivalent
a ¢. On définit alors une trace sur (p + q)M(p + ¢) a l'aide de la trace de pMp en posant
7(z) = 7(pxp) + T(uTU™).
b) en résulte puisque [p V q] < [p] + [q]. O
Construction de facteurs de type II.,. Soit H un espace hilbertien. Les endomorphisme continus
de l'espace hilbertien H ® ¢*(N) = ¢*(N; H) sont des matrices infinies (ay)(,0enz.

Soit M C L(H) un facteur de type II;. On pose N = {T = (ay¢) € LIC(N; H)); V(k,0) € N?| ay, €
M}. Alors N est un facteur de type Il.. Si pg est le projecteur qui a & = (§,) € ¢*(N; H) associe
(&0,0,...,0,...), alors pgNpy ~ M.

Le facteur N ainsi construit se note N = M@L((*(N)).

Facteur de type 1II; associé a un facteur de type Il Soit N un facteur de type Il.

Soit p € N un projecteur fini non nul. On construit une suite (p,) de projecteurs orthogonaux finis
deux a deux équivalents et comme Z Dr, est infini, il est équivalent a 1.

Posons K = pyH. Choisissons u,, avec u*u, = py et u,u’ = p,. Identifions H avec *(N; K).

Les éléments de £((*(N; K)) sont des matrices (ay ) oenz avec (age) € L(K). Alors

T = (a;%g) EN — ke € M.

Donc N ~ M®L(H) = lim M, (M) ou l'on a posé M = pyNpy.
Remarquons que N' ={T® 1; T € M'}.
Groupe fondamental. Se pose alors la question de 1'unicité de M tel que N = M®L(H). On arrive

tout de suite & la définition suivante.

8.3 Lemme. Soient M un facteur de type II,, T sa trace et o € R . Les conditions suivantes sont
équivalentes :
7(p)

a) il existe deux projecteurs non nuls p,q € M tels que ﬂ = « et tel que les facteurs pMp et
T\q
qMq soient isomorphes (par un x—isomorphisme ultrafaiblement continu,).

(p)

7(q)
qMgq sont isomorphes (par un x—isomorphisme ultrafaiblement continu).

b) pour tout couple (p,q) de projecteurs non nuls de M tels que = «, les facteurs pMp et

8.4 Définition. On appelle groupe fondamental de M I'ensemble des o € R’ vérifiant les conditions
équivalentes du lemme. C’est un sous-groupe de R,
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Trace d’un facteur de type 11
8.5 Proposition. [l existe une application (unique ¢ multiplication par un scalaire prés) T @ Ny —
0, +-00] vérifiant :

a) T est additive ;

b) T(z*z) =T (zz");

c) T est (ultra)faiblement semi-continue inférieurement ;

d) Uensemble de x € M tels que T'(x"x) # +o0o est dense.

Démonstration. Soit p un projecteur fini et 7 la trace normalisée sur M = pNp. Donnons-nous u, u,, = p
et Zunuz = 1. On pose T'(x) = ZT(UZSEUTL) pour > 0. Alors T est clairement faiblement semi-
continu inférieurement et additive.

Indépendant des (u,). Donnons-nous (u,) et (vg). Notons T, et T, les applications associées. Pour
r € N,ona

T.(z*x) = ZT(uj;x*:cun) = ZT(uj;x*vka:cun)
n

k,n

= ZT(U,’:xunuZx*vk) = ZT(UI:J,’QJ*Uk)

k,n k
= T,(zx*). O

On démontre, comme plus haut pour les facteurs de type II;, que, inversement, si M admet une telle
trace, c’est un facteur de type Il.

8.2 Représentations normales

Jusqu’ici, les algebres de von Neumann (et en particulier, les facteurs) étaient plongées dans un L(H).
On peut en fait considérer ce plongement comme une représentation de my : M — L(Hy).

Une représentation 7 : M — L(H) est ultrafaiblement continue si que pour tout w € L(H) la forme
w o est dans le prédual M, de M (c’est a dire w o w est normale). On dit aussi que 7 est normale.

Toute somme, sous représentations de représentations normales est normale.

Sim: M — L(H) est une représentation normale de M, alors w(M) est ultrafaiblement fermée dans
L(K) : c’est une algebre de von Neumann.

Pour simplifier, supposons que M est un facteur.
En regardant m @ 7, on en déduit que 7 et my correspondent en fait a des projecteurs du facteur

(r @ m)(M)'". On en déduit

8.6 Proposition. Toute représentation normale m de M dans un espace hilbertien séparable est une
sous-représentation de o ®@ 1: M — L(£*(N; Hy)).

(Cette proposition reste vraie pour une algebre de von Neumann quelconque si on se restreint aux
représentations dans un espace hilbertien séparable).

Il s’ensuit aussi :

8.7 Corollaire. Le type (I, II, ou III) du commutant ne dépend pas de la représentation.
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8.3 Dimension des représentations dans le cas de type 1I;

Pour comprendre toutes les représentations normales, il suffit donc d’en comprendre une seule.

Soit 7 la trace de M, et (H,,m,,n,) la représentation GNS associée. Elle est normale. Soit J : H, — H,
Iisométrie antilinéaire définie par J(n,(z)) = n.(z*). On démontre, comme dans le cas des groupes
(voir par exemple Dixmier) :

8.8 Théoreme. On a (M) = Jn.(M)J.

En particulier, 7. (M)’ est anti-isomorphe a M : c¢’est un facteur de type II;.

La représentation 7, s’appelle la représentation standard.

Si 7 est une autre représentation, il existe une représentation p et des projecteurs p et p, dans p(M)’
tels que 7 et mw, soient unitairement équivalentes a pp et p,p respectivement. Soit alors 7" une trace non
/

nulle (finie ou infinie) sur p(M)".

8.9 Définition. On appelle dimension de 7 le nombre dim(7) =

8.4 Type du commutant

On déduit assez facilement de ce qui précede :
8.10 Proposition. Le type (I, II, III) de M' est celui de M.

e Le commutant d'un facteur de type I, (avec k € N\ {0} U{+00}) est un facteur de type I, (avec
¢ € N\ {0} U{+o0o}) - il dépend de la représentation.

e Le commutant d’un facteur de type II; ou I, est un facteur de type II; ou I, - il dépend de
la représentation.

e Le commutant d'un facteur de type III est un facteur de type III - il ne dépend pas de la
représentation. En effet, tous les projecteurs du commutant sont équivalents.

8.5 Type d’un produit croisé

(esquisse)

Soit (X, ) un espace mesuré standard et I un groupe dénombrable agissant sur I’espace X en préservant
la classe de la mesure p de fagon libre et ergodique.

On note M = L*(X, u) x T le produit croisé

a) Le facteur M est de type I si et seulement si la mesure p est atomique. Il est de type I ou k
est le nombre d’éléments de I' et aussi le nombre d’atomes de p...

b) Le facteur M est de type 11 si et seulement si p n’est pas atomique et il existe dans la classe
de p une mesure de probabilité invariante (nécessairement unique).

c) Le facteur M est de type Il si et seulement si pu n’est pas atomique et il existe dans la classe
de p une mesure infinie invariante (nécessairement unique a un multiple scalaire pres).

d) Sinon, M est de type III.
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