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Resumen. Las presentes notas contienen una introducción a las formas
modulares desde el punto de vista clásico. En ellas se dan las principales
propiedades enfatizando el rol de los coe�cientes de Fourier. Se trata
en general de dar las demostraciones de los resultados, para facilitar la
lectura. Como principales ejemplos se estudian las series de Eisenstein y
las series theta. Se describe en detalle la estructura del álgebra de formas
modulares en el caso del grupo Γ(1) = SL2(Z). Finalmente se estudian
los operadores de Hecke para el grupo Γ(1) = SL2(Z), presentando
luego una generalización a los grupos de Hecke Γ0(N). Se estudian las
propiedades de las autoformas de Hecke y de las funciones L de Hecke
asociadas, las cuales admiten productos de Euler. El objetivo es servir
de base a los aspectos más avanzados de la teoría a ser presentados
en las restantes exposiciones sobre curvas de Shimura. Las principales
referencias son [Se73], [Sh71], [IK04] y [DS05].

1. Grupos Fuchsianos

Una super�cie de Riemann es una variedad diferenciable compleja conexa
de dimension compleja 1. De acuerdo a un teorema clásico de Riemann-
Koebe, hay sólo tres super�cies de Riemann simplemente conexas, el plano
complejo C, el semiplano superior H y la esfera de Riemann Ĉ ' CP 1.

El semiplano superiorH es el cubrimiento universal de la 'gran mayoría' de
las super�cies de Riemann, en particular de todas las super�cies compactas
con género g ≥ 2.

Los grupos SL2(R) y GL2(R)+ actúan transitivamente en H por trans-
formaciones de Moebius y por lo tanto se tienen los difeomor�smos H '
SL2(R)/SO(2,R) o H ' GL2(R)+/R×SO(2,R), dado que SO(2,R) es el
subgrupo de isotropía de i en SL2(R) y de modo similar para R×SO(2,R)
en GL2(R)+.

Además H tiene una estructura Riemanniana dada por g = dx2+dy2

y2
y el

operador de Laplace asociado a la estructura Riemanniana está dado por
y2( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
).
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2 FORMAS MODULARES

Un grupo Fuchsiano de 1a clase es un subgrupo discreto Γ ⊂ SL2(R) que
tiene covolumen �nito. Estos grupos fueron introducidos y estudiados por
Henri Poincaré y son sumamente interesantes.

Una región fundamental F de Γ es un subconjunto abierto de H tal que
(i) cada z ∈ H es equivalente por algún γ ∈ Γ a algún z′ ∈ F y (ii) si dos
elementos z, z′ ∈ F son Γ-equivalentes, entonces z, z′ ∈ ∂F .

Se prueba que todo grupo Fuchsiano de 1a clase tiene una región fun-
damental F que es un polígono hiperbólico con �nitos lados. El ejemplo
típico de tales grupos es SL2(Z) y los llamados subgrupos de congruencia
que de�nimos a continuación.

Ejemplo 1.1. Consideremos, para N ∈ N, �jo, Γ(N) el subgrupo principal
de congruencia de nivel N y Γ0(N), el subgrupo de Hecke de nivel N . Esto
es

Γ(N) = {γ ∈ SL2(Z) : γ ≡ Id mód N},(1.1)

Γ0(N) = {γ =
[
a b
c d

]
∈ SL2(Z) : c ≡ 0 mód N}.(1.2)

Si N = 1, Γ(N) y Γ0(N) coinciden con Γ = SL2(Z). En caso en que N = 2,

Γ(2) = {γ =
[
a b
c d

]
∈ SL2(Z) : b, c ≡ 0 mód 2}

es un subgrupo de índice 6 de SL2(Z) y Γ0(2) es un subgrupo de índice 2.
La región fundamental usual de Γ es F = {z : |Re(z)| < 1

2 , |z| > 1}. Para
obtener regiones fundamentales F1 y F2 para Γ(2) y Γ0(2) respectivamente,
es su�ciente encontrar elementos que representen las coclases a izquierda (o
a derecha) de tales grupos en Γ, teniendo en cuenta que Γ está generado
por los elementos S =

[
0 1
−1 0

]
y T = [ 1 1

0 1 ] y trasladar F por estos elementos
(ejercicio). Se pueden construir regiones F1 y F2 polígonos hiperbólicos con
4 y 3 lados respectivamente. Los puntos de intersección con el eje real y el
punto i∞ corresponden a las llamadas cúspides de Γ. Son puntos fuera de H
que deben ser agregados a Γ\H para compacti�car este espacio.

Ejemplo 1.2. Los ejemplos anteriores tienen regiones fundamentales no
compactas. Un ejemplo de distinta naturaleza es el siguiente. Sean n, p ∈ N,
con p primo tal que n no es un cuadrado mod p. Sea

(1.3) Γ(n, p) =
{[

a+b
√
n (c+d

√
n)p

(c−d
√
n)p a−b

√
n

]
: a2 − b2n− c2p+ d2np = 1

}
.

Se veri�ca que |trγ > 2| para todo γ ∈ Γ (ejercicio), lo que implica que
Γ(n, p)\H es una super�cie compacta. Estos grupos provienen de álgebras
de cuaterniones y tendrán un rol central en las exposiciones sobre curvas de
Shimura.

1.1. Cúspides. Cada g ∈ SL2(R) tiene uno o dos puntos �jos en C×;
g se dice parabólica si tiene un único punto �jo, hiperbólica si tiene dos
puntos �jos en R ∪ i∞ y elíptica si posee dos puntos �jos conjugados, w, w̄
no reales. Dejamos como ejercicio veri�car que g =

[
a b
c d

]
es parabólica sii

|a + d| = 2, hiperbólica sii |a + d| > 2 y elíptica sii |a + d| < 2. Puede
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darse una interpretación geométrica: g es parabólica sii es conjugada a una
traslación

[
1 b
0 1

]
, hiperbólica sii g es conjugada a una dilatación

[
a 0
0 a−1

]
y

elíptica sii g es conjugada a una rotación
[

cos θ sen θ
− sen θ cos θ

]
. El único punto �jo

de una traslación es ∞, que denotaremos por i∞.
Si γ ∈ Γ es parabólico, r ∈ R∪ i∞ su punto �jo y β ∈ Γ, entonces r′ = β ·r

es �jo por βgβ−1 ∈ Γ el cual es también parabólico. En este caso se dice que
r y β · r son vértices equivalentes. Luego Γ actúa en el conjunto C ⊂ R ∪ i∞
de vértices parabólicos de G y cada clase de equivalencia de C se llama una
cúspide de Γ. Frecuentemente identi�caremos a cada vértice parabólico v con
su clase de equivalencia y diremos que v es una cúspide de Γ.

Se prueba que el número de cúspides en un grupo Fuchsiano de 1a clase es
�nito. El espacio H = H ∪ C puede ser munido de una topología Hausdor�
y Γ actúa continuamente en H por transformaciones de Möbius. Además, el
cociente Γ\H̄ tiene estructura de super�cie de Riemann compacta, obtenida
por adición a Γ\H de las cúspides de Γ, cuando las hay.

2. Formas modulares

Sea, para g ∈ GL2(R), z ∈ H, j(g, z) = cz + d, si g =
[
a b
c d

]
. La

función j(g, z) es un cociclo, esto es, satisface la propiedad j(g1g2, z) =
j(g1, g2z)j(g2, z), para g1, g2 ∈ G y z en H (veri�car).

De�namos para f : H → C, δ ∈ SL2(R)+ y k ∈ N,

(2.1) f |δ(z) = j(δ, z)−kf(δz)

La propiedad del cociclo de j(γ, z) se traduce en la propiedad f |δ1δ2 =
f |δ1|δ2, esto es, la correspondencia f → f |δ es una acción a derecha (veri�-
car).

De�nición 2.1. Dado un grupo Fuchsiano de primera clase G, una forma
modular de peso k para G es una función holomorfa f : H → C tal que

(2.2) f(γz) = j(γ, z)kf(z)

para todo γ ∈ Γ, z ∈ H que además es holomorfa en las cúspides. Equiva-
lentemente, en la notación en (2.1), la condición (2.2) se expresa por f |δ = f
para todo δ ∈ Γ.

La última condición en la de�nición de forma modular signi�ca lo siguien-
te. Si Γ contiene una traslación es decir un elemento de la forma g =

[
1 h
0 1

]
,

equivalentemente, si i∞ es una cúspide, entonces (2.2) implica que f(z+h) =
f(z) para todo z ∈ H. Por lo tanto se tiene que

(2.3) f(z) =
+∞∑
−∞

an(f) e2πi(nz
h ) .

La holomorfía de f en i∞ signi�ca que an(f) = 0 para todo n < 0.
Los coe�cientes an(f) se llaman los coe�cientes de Fourier de f en i∞ y la
expansión (2.3) se llama la expansión de Fourier de f(z) en i∞. Para SL2(Z)
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o Γ0(2) se tiene que h = 1 y para Γ = Γ(2) es h = 2. Usaremos con frecuencia
la notación corriente q = e2πiz.

Para analizar los desarrollos de Fourier en las restantes cúspides se procede
por reducción al caso anterior. Si r es una cúspide de Γ �ja por el elemento
parabólico γ ∈ Γ, sea g ∈ SL2(R) tal que g · r = i∞. Se tiene entonces que
i∞ es una cúspide del grupo gΓg−1 y el requerimiento de holomorfía de f en
r consiste en pedir que la forma modular f |g (asociada al grupo gΓg−1) sea
holomorfa en i∞. Si a0 = 0 para todas las cúspides de Γ se dice que f es una
forma cuspidal de peso k.

Denotaremos por Mk(Γ) al espacio de formas Γ-modulares de peso k y
por Sk(Γ) al subespacio deMk(Γ) de formas Γ-cuspidales. Si Γ = SL2(Z),
escribiremos simplementeMk y Sk.

Las formas modulares son objetos naturales que aparecen muy frecuente-
mente en matemática; se corresponden con secciones holomorfas de �brados
lineales naturales sobre la super�cie de Riemann Γ\H (ver [Sh71]).

2.1. Series de Eisenstein y series theta. Entre los ejemplos más co-
munes de formas modulares, están las series de Eisenstein y las series theta.

Series de Eisenstein. Sea Γ = SL2(Z). Es fácil veri�car que si k es impar la
única forma modular es f = 0, luego supondremos que el peso es par e igual
a 2k. Sea

(2.4) G2k(z) =
∑′

(m,n)∈Z2
(mz + n)−2k

donde ' indica omitir (0, 0) en la suma. Se prueba que la serie converge
absolutamente y uniformemente sobre compactos y por lo tanto de�ne una
función holomorfa en H. Ahora bien,

G2k(γz) =
∑′

(m,n)∈Z2
(m
(
az+b
cz+d

)
+ n)−2k(2.5)

= (cz + d)2k
∑′

(m,n)∈Z2
(m(az + b) + n(cz + d))−2k

= (cz + d)2k
∑′

(m,n)∈Z2
((ma+ nc)z + (mb+ nd))−2k

= (cz + d)2kG2k(z) ,

donde la última igualdad vale porque γ ∈ SL2(Z). Esto que prueba la modu-
laridad de G2k(z). Para probar que G2k(z) es una forma modular de peso 2k,
resta ver el desarrollo de Fourier de G2k en i∞. Hallaremos este desarrollo a
continuación, mostrando que los coe�cientes de Fourier involucran la función
σh(n). En este caso Γ tiene a i∞ como única cúspide.

Recordemos el desarrollo

(2.6) π cotπz =
1

z
+

∞∑
1

(
1

z +m
+

1

z −m

)
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con convergencia uniforme sobre compactos en Cr Z. Por otra parte

π cotπz = πi
e2πiz + 1

e2πiz − 1
= πi+ 2πi

∞∑
n=0

e2πinz .

Luego, derivando k − 1 veces obtenemos para todo k ≥ 2

(2.7)
∑
m∈Z

1

(z +m)k
=

(k − 1)!

(−2πi)k

∞∑
n=1

nk−1 e2πinz.

Proposición 2.2. Se tiene, para todo k ≥ 2,

(2.8) G2k(z) = 2ζ(2k) +
2(2πi)2k

(2k − 1)!

∑
n≥1

σ2k−1(n) e2πinz

donde σh(n) =
∑

d|n d
h para h ∈ N0.

Demostración. Usando (2.7) se obtiene,

G2k(z) =
∑

(n,m)6=(0,0)

1

(nz +m)2k
(2.9)

= 2ζ(2k) + 2

∞∑
n=1

∑
m∈Z

1

(nz +m)2k

= 2ζ(2k) +
2(2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑
d=1

∞∑
h=1

d2k−1 e2πihdz

= 2ζ(2k) +
2(2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑
n=1

σ2k−1(n) e2πinz .

�

Nota 2.3. Se suele normalizar G2k, poniendo E2k = (2ζ(2k))−1G2k(z). En
esta notación resulta que

E4(z) =1 + 240
∞∑
i=1

σ3(n)qn(2.10)

E6(z) =1 + 504
∞∑
i=1

σ5(n)qn

E8(z) =1 + 480
∞∑
i=1

σ7(n)qn

donde q = e2πiz. Con estas normalizaciones, teniendo en cuenta la estructura
del álgebra de formas modulares para SL2(Z), a ser descripta en la próxima
subsección (en particular que S2k = 0 si k < 6 y dimM8 = dimM10 = 1),
se obtienen las identidades

E2
4 = E8, E6E4 = E10
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las que implican

σ7(n) =σ3(n) + 120

m−1∑
i=1

σ3(m)σ3(n−m)(2.11)

11σ9(n) =21σ5(n)− 10σ3(n) + 5040

n−1∑
m=1

σ3(n)σ5(n−m) .(2.12)

Para pesos mayores las relaciones son más complicadas. En general, dado
k ≥ 2, k admite una expresión, o más, k = 2α + 3β con α, β ≥ 0 y en este
caso se tiene que

E2k = Eα4E
β
6 + f

con f ∈ S2k.

Series theta. A continuación pasamos a considerar otro ejemplo típico: el
caso de las llamadas series theta. Dado L un retículo en Rn sea

(2.13) θL(z) =
∑
β∈L

eπi‖β‖
2z

Notamos que |eπi‖β‖2z| = e−π‖β‖
2y lo cual sugiere que la serie anterior con-

verge uniformemente sobre compactos en H y por lo tanto θL(z) es una
función holomorfa. Además, bajo ciertas condiciones, θL(z) satisface una
relación de modularidad para SL2(Z). Dado L, el retículo dual de L es
L′ = {v ∈ Rn : β.v ∈ Z, ∀β ∈ L}. Un retículo L se dice autodual si L = L′

y se dice par si ‖β‖2 ∈ 2Z para todo β ∈ L. Notar que si L = L′ entonces
vol(L) = 1. Nuestro objetivo es probar

Teorema 2.4. Si n = 8k, y L = L′ es par entonces θL(z) ∈M4k r S4k.

Demostración. Para veri�car la condición (2.2) es su�ciente hacerlo para
S(z) = −1

z y T (z) = z + 1 pues S y T generan SL2(Z). Como L es par
θL(z) es claramente T -invariante. Queda por ver que θL(−1

z ) = z4kθL(z). Por
holomorfía basta veri�car para todo z = it con t > 0 que θL (i/t) = t4kθL(it).
Es decir, hay que probar la identidad:

(2.14)
∑
β∈L

e−π‖β‖
2/t = t4k

∑
β∈L

e−tπ‖β‖
2
para todo t > 0.

Esta identidad es consecuencia de la conocida fórmula de sumación de Pois-
son que a�rma que dada f ∈ S(Rn) el espacio de Schwartz y L un retículo
en Rn es válida la siguiente identidad:

(2.15)
∑
β∈L

f(β) = vol(L)−1
∑
β′∈L′

f̂(β′),

donde f̂(y) =
∫
Rn e

2πix.yf(x) dx es la transformada de Fourier de f , y L′ es
el retículo dual de L.

Tomemos la función f(x) = e−π‖x‖
2

para x ∈ Rn. Es un hecho conocido
que f(x) ∈ S(Rn) satisface f̂(x) = f(x).
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Para t ∈ R+ sea Lt =
√
tL. Entonces (Lt)

′ = t−1/2L, luego vol(Lt) =

t4kvol(L). Aplicando directamente (2.15) con f(x) = e−π‖x‖
2
se obtiene

(2.14) de la cual resulta la modularidad de θL(z). Observamos que de la
propia de�nición resulta que

(2.16) θL(z) = 1 +
∞∑
m=1

r2m(L) e2mπiz,

donde r2m(L) = {β ∈ L : ‖β‖2 = 2m}, el número de representaciones de
2m por la forma cuadrática ‖x‖2 en Rn. Esto da el desarrollo de Fourier de
θL(z) en i∞. �

Los desarrollos de Fourier de las series de Eisenstein y las series theta
muestran que ambas series de�nen formas no cuspidales e ilustran el hecho
general de que los coe�cientes de Fourier de las formas modulares suelen ser
funciones aritméticas importantes. La acotación de los coe�cientes de Fourier
es también un problema clásico importante.

2.2. Estructura de M2k y S2k. Los espacios de formas modulares para
Γ = SL2(Z) tienen una estructura algebraica muy precisa que describiremos
en esta subsección. Para comenzar, observamos las siguientes a�rmaciones
que son de rápida veri�cación:

(i) Si f ∈ M2k, g ∈ M2h, se tiene que fg ∈ M2(k+h). En particular, el
espacioM :=

∑∞
m=0M2k es una C-álgebra graduada.

(ii) Si f, g ∈ M2k, existen λ, µ ∈ C tales que λf + µg ∈ S2k. Es decir S2k

tiene codimensión 1 enM2k.
(iii) M2k = S2k ⊕ CG2k.

Para continuar, necesitamos hacer uso de un resultado que es consecuencia
del teorema de los residuos esencialmente (ver [Se73]). Si p ∈ H ∪ i∞, sea
vp(f) el orden de f en p y como anteriormente, denotamos ρ = 1

2(1 + i
√

3).

Teorema 2.5. Si f es una forma modular de peso 2k, f 6= 0 entonces

(2.17) vi∞(f) +
1

3
vρ(f) +

1

2
vi(f) +

∑
p 6=ρ,i∞

vp(f) =
k

6
.

Éste es el hecho principal que permite describir la estructura del álgebra
de las formas modulares.

Como ilustración, examinemos la ecuación (2.17) en los casos de G4, G6 y
G8. Para G4 el miembro de la derecha da 1

3 , luego necesariamente vp(f) = 0
para p 6= ρ y vρ(f) = 1, es decir G4 tiene un cero simple en ρ y no posee otros
ceros. Similarmente G6 posee un único cero simple en p = i y G8 posee un
único cero doble en p = ρ al igual que G2

4. Esto implica necesariamente que
existe una constante c tal que G8−cG2

4 = 0 pues de lo contrario tendría más
ceros que los permitidos por la ecuación (2.17). Con argumentos similares se
deduce que M2 = 0 y M2k = CG2k si k = 2, 3, 4, 5. Si k = 6 observamos,
usando el desarrollo de Fourier, que la forma ∆ = 60G3

4−140G2
6 tiene a0 = 0,
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es decir es una forma cuspidal no nula de peso 12 con un único cero en i∞
(necesariamente simple, por (2.17)). Es fácil ver que M12 está generado por
∆ y G3

4 (ó equivalentemente por ∆ y G2
6, ó ∆ y G12).

Consideremos, para f ∈ M2k, k ≥ 1, la transformación lineal Φ : f →
∆f ∈ S2k+12. Claramente Φ es inyectiva pues ∆ 6= 0. Por otra parte, si
g ∈ S2k+12, se tiene que f := g/∆ es analítica en i∞ (pues ∆ tiene ahí
un cero simple), de peso 2k, y Φ(f) = g. Luego se obtiene que Φ es un
isomor�smo. Resumiendo

Proposición 2.6. Si k ≥ 2 se tiene:
(i) La aplicación Φ :M2k → S2k+12, dada por Φ(f) = ∆f es un isomor�smo.

(ii) dim(M2k) =

{
[k/6] si k ≡ 1 mód 6
[k/6] + 1 si k 6≡ 1 mód 6

(iii) M' C[G4, G6] como C-álgebra graduada.

Demostración. La primera a�rmación ya fue probada. Para la segunda ob-
servamos que la igualdad vale si k ≤ 6 y ambos miembros aumentan 1 al
cambiar k por k + 6, por (i).

Pasamos a la prueba de (iii) que también es consecuencia del Teorema
2.5. En primer lugar, veamos que los elementos de la forma G4

αG6
β con

k = 2α+3β generanM2k. Ahora bien, �jo k > 0, existen α ≥ 0 y β ≥ 0 tales
que k = 2α+3β (ejercicio). Por lo tanto, existe c 6= 0 tal queG2k = cG4

αG6
β .

Como M2k = CG2k ⊕ S2k, restaría probar que los elementos de la forma
G4

αG6
β con k = 2α + 3β generan S2k. Esto se prueba por inducción. Es

válido para 0 < k ≤ 6 y siendo válido para S2k−12, lo es también para
S2k = ∆S2k−12 pues ∆ = 60G4

3 − 140G6
2. Para concluir falta ver que G4 y

G6 son algebraicamente independientes. Supongamos que∑
2α+3β=k

cα,βG4
αG6

β = 0.

Si G6 aparece en todos los términos con coe�cientes no nulos, G6 se puede
simpli�car y queda ∑

2α+3(β−1)=k−3

cα,βG4
αG6

β−1 = 0.

Por hipótesis inductiva, cα,β = 0 para todo α, β, una contradicción. Si G6

no aparece en algún término, o sea cα,0 6= 0, evaluando en z = i se obtiene
cα,0 = 0, un absurdo. �

De�nición 2.7. La función j(z) = 1728G4(z)3/∆(z) es una forma modular
de peso 0 con un único polo simple en i∞.

Un hecho importante es que j(z) de�ne una biyección de Γ\H en Ĉ.
Notemos que ∆(z) tiene un único cero simple en i∞, luego j(z) tiene un polo
simple en i∞ y no tiene otros polos. Siendo cociente de formas de peso 12,
j(z) es forma modular de peso 0, con un único cero (de orden 3) en z = ρ.
Según (2.17) tenemos −1 + 3.13 = 0 y no puede haber otros ceros.
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Si planteamos para α ∈ C la ecuación j(z)−α = 0 (2.17) nos da −1+1 = 0
si α = j(u), u 6= i, ρ y −1 + 21

2 = 0 si α = j(i) y −1 + 31
3 = 0 si α = 0,

z = ρ. Luego j : Γ\H → C es una biyección, excepto que 0 se toma con
multiplicidad 3 y j(i) con multiplicidad 2. Esta situación es coincidente con
la estructura de super�cie de Γ\H en entornos de ρ e i respectivamente,
luego j induce la biyección que se a�rma.

Proposición 2.8. Si f es meromorfa en H, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(i) f es una función Γ-modular de peso 0.
(ii) f es cociente de dos formas Γ-modulares del mismo peso.
(iii) f es una función racional de j.

Dejamos la prueba como ejercicio para el lector.

Nota 2.9. El desarrollo de Fourier de j(z) tiene la forma j(z) = q−1 +744+∑∞
n=1 an(j)qn, donde los coe�cientes an(j)) son números enteros conectados

con las dimensiones de representaciones irreducibles de ciertos grupos �nitos
simples (moonshine de Conway-Norton, Borcherds).

Nota 2.10. Las formas modulares G4 y G6 tienen un rol importante en
la teoría de curvas elípticas. En efecto, cada retículo L en C de�ne un toro
complejo TL y dos toros complejos TL, TL′asociados a L y L′ son biholomorfos
si y sólo si L′ = zL para algún z ∈ C. Alternativamente, si se toma L =
Z⊕Zτ , L′ = Z⊕Zτ ′ con τ, τ ′ ∈ H, se prueba que TL y TL′ son biholomorfos
si y sólo si τ ′ = γτ para algún γ ∈ SL2(Z). En efecto, como τ ′ = aτ + b y
1 = cτ + d, con

[
a b
c d

]
∈ SL2(Z) se tiene que τ ′ = aτ+b

cτ+d .
En otras palabras, el espacio cociente Γ\H parametriza las estructuras

complejas en el toro T 2 salvo biholomor�smo, es el llamado espacio de moduli
de super�cies de Riemann de género 1.

Paralelamente, para cada L existe un embedding Ψ : TL → CP (2), de�-
nido por la correspondencia z → [(p(z), p′(z), 1)], si z /∈ L y z → [(0, 1, 0)]
si z ∈ L, donde p(z) es la función p de Weierstrass asociada al retículo
L = Z ⊕ Zτ . Como es bien conocido, p(z) y p′(z) satisfacen la ecuación
p(z)′2 = 4p(z)3 − g2(τ)p(z) − g3(τ), donde g2(τ) = 60G4(τ) y g3(τ) =
140G6(τ) con ∆(τ) = g2(τ)3 − 27g3(τ)2 6= 0, para todo τ ∈ H. La fun-
ción ∆ es llamada función discriminante, corresponde al discriminante de la
curva elíptica.

Por consiguiente, la imagen del embedding Ψ es la curva elíptica no sin-
gular de ecuación y2 = 4x3 − g2(τ)x − g3(τ). Inversamente, se prueba que
para toda curva elíptica no singular E de ecuación y2 = 4x3− c2x− c3 existe
un retículo L = Z ⊕ Zτ tal que c2 = g2(τ) y c3 = g3(τ). Precisamente en
la prueba de este hecho se usa la suryectividad de la función j(z) de�nida
anteriormente.

Nota 2.11. Aprovechamos para hacer mención de la famosa conjetura de
Taniyama que a�rma que si E es una curva elíptica sobre Q, entonces
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L(E, s) = Lf (s) para alguna autoforma normalizada de peso 2 para Γ0(N),
donde N es el conductor de E. Una descripción vaga fue sugerida por Ta-
niyama en los años 50, luego promovida por Shimura en los años 60 y por
Weil en 1967 ([We67]), quien dio fuertes evidencias de su validez. Como es
posible dar una lista de autoformas normalizadas de peso 2 par a Γ0(N) para
cada N �jo, la conjetura predice cuántas curvas elípticas con conductor N
hay sobre Q. Búsquedas con computadora han con�rmado este número para
pequeños valores de N .

Como se sabe, la conjetura fue probada para la mayoría de las curvas elíp-
ticas por Wiles, Taylor y Diamond (1995), lo que implica el último teorema
de Fermat (Ribet) y luego para toda curva elíptica no singular sobre Q, por
Breuil, Conrad, Diamond y Taylor (2001). Actualmente este resultado está
comprendido en el programa de Langlands, que (vagamente) predice que to-
das las series de Dirichlet provenientes de las variedades algebraicas (o más
generalmente de 'motivos') ocurren como funciones L de representaciones
automorfas de grupos algebraicos reductivos.

3. Operadores de Hecke

El objetivo de esta sección es estudiar los operadores de Hecke Tn, n ∈ N,
actuando en M2k(Γ) con Γ = SL2(Z). Probaremos que estos operadores
generan un álgebra conmutativaH de operadores autoadjuntos en S2k(Γ). La
familia se puede diagonalizar simultáneamente y las autofunciones comunes
de tales operadores, llamadas autoformas de Hecke, son formas modulares
con propiedades especiales, así como sus autovalores λ(n). Por su mayor
simplicidad, desarrollaremos en detalle el caso en que Γ = SL2(Z) y al �nal
describiremos los cambios necesarios para la generalización a los subgrupos
de Hecke Γ0(N), resultados debidos a Atkin-Lehner([AL70]).

De�nición 3.1. Si n ∈ N sea Mn = {g ∈ M2(Z) : det(g) = n}. Si f ∈
M2k(Γ), se de�ne el operador de Hecke Tn por

(3.1) Tn(f) = n2k−1
∑

δ∈Γ\Mn

f |δ

donde δ recorre un sistema completo de representantes deMn módulo SL2(Z).

Claramente Tn(f) no depende del sistema de representantes, es holomorfa
en H y además, si γ ∈ Γ, entonces

Tn(f)|γ = n2k−1
∑

δ∈SL2(Z)\Mn

f |δγ = Tn(f).

Para concluir que Tn(f) es una forma modular de peso 2k hay que analizar
la expansión de Fourier en i∞.
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Proposición 3.2. Sea f ∈M2k(Γ), f(z) =
∑∞

m=0 am(f)qm. Entonces

(3.2) Tn(f)(z) =

∞∑
m=0

 ∑
d|(m,n)

d2k−1anm
d2

(f)

 qm

es decir am(Tn(f)) =
∑

d|(m,n) d
2k−1anm

d2
(f), para cada m ≥ 0.

Demostración. Dada δ ∈ Mn existe γ ∈ Γ tal que γδ =
[
a′ b′

0 d′

]
(ejercicio).

Además multiplicando a izquierda por ± [ 1 r
0 1 ] se puede modi�car b′ a b′+dr.

Luego basta trabajar con matrices triangulares tales que ad = n, a > 0 y
0 ≤ b < d. Se veri�ca que dos tales matrices no di�eren por multiplicación
a izquierda por γ ∈ Γ, salvo que sean iguales, luego constituyen un sistema
comppleto de representantes.

Por lo tanto se tiene

Tn(f)(z) = n2k−1
∑

ad=n,ad>0

d−1∑
b=0

d−2kf

(
az + b

d

)
(3.3)

= n2k−1
∑

ad=n,ad>0

d−1∑
b=0

d−2k

∑
m≥0

am e
2πim(az+b

d )


= n2k−1

∑
ad=n,ad>0

d−2k+1

∑
m′≥0

am′d e
2πim′az


=
∑
m′′≥0

 ∑
a|(n,m′′)

a2k−1am′′n
a2

 qm
′′
.

En la tercera identidad se han cancelado los términos tales que d - m, pues
la suma de b = 0 a b = d− 1 se anula. Luego se ha reemplazado m′′ = m′a.

En particular, a0(Tn(f)) =
(∑

a|n a
2k−1

)
a0(f) = σ2k−1(n)a0(f). �

Corolario 3.3. Sea n ∈ N y 2k ≥ 0. Entonces Tn preservaM2k(Γ) y S2k(Γ).

Corolario 3.4. Si p es primo,

(3.4) am(Tp(f)) =

{
p2k−1am

p
(f) + amp(f), si p | m,

amp(f), si p - m
.

Bajo la convención de que am
p

(f) = 0 si p - m, (3.4) queda simplemente

(3.5) am(Tp(f)) = p2k−1am
p

(f) + amp(f).

Proposición 3.5. Si (n,m) = 1 se tiene que TnTm = TmTn = Tnm.

Demostración. Veremos que dados n,m con (n,m) = 1, para todo r se tiene
que ar(TnTm(f)) = ar(Tnm(f)). Esto claramente implica la proposición.
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En primer lugar, según se probó, ar(Tm(f)) =
∑

d|(r,m) arm/d2(f). Luego

ar(TnTm(f)) =
∑
e|(r,n)

e2k−1arn/e2(Tm(f))

=
∑

d|(m,rn/e2)

∑
e|(r,n)

d2k−1e2k−1arnm/e2d2(f)

=
∑

h|(nm,r)

h2k−1arnm/h2(f) = ar(Tnm(f)).

Dejamos al lector la veri�cación de la última igualdad.
En el caso n = p,m = q primos distintos, se tiene

am(Tp(Tqf)) = amp(Tq(f)) + p2k−1am/p(Tq(f))

= ampq(f) + q2k−1amp/q(f) + p2k−1amq/p(f) + p2k−1q2k−1am/pq(f) .

Notar que, en esta expresión, si p y q no dividen a m queda simplemente
am(Tp(Tqf)) = am(Tpqf) = ampq(f). �

Proposición 3.6. Si p es primo, entonces

(3.6) TpTps = Tps+1 + pk−1Tps−1 .

En particular, para todo s ≥ 2, Tps es combinación lineal entera de compo-

sición de operadores Tp
j con 0 ≤ j ≤ s− 1.

Demostración. Sea f ∈Mk. Entonces

(3.7) Tpsf(z) = ps(k−1)
∑

0≤i≤s
p−i2k

∑
0≤b<p

f
(
ps−iz+b

pi

)
Tpg(z) = p(2k−1)g(pz) + p−1

∑
0≤b<p

g
(
z+b′

p

)
Luego

TpTpsf(z) = p(s+1)(2k−1)
∑

0≤i≤s
p−i2k

∑
0≤bp

f
(
ps+1−iz+b

pi

)
(3.8)

+ p−1ps(2k−1)
∑

0≤b′<p

∑
0≤i≤s

p−i2k
∑

0≤b<pi
f
(
ps−i(z+b′)+pb

pi+1

)
.

Si hacemos i = s en el segundo sumando obtenemos

p−1−s
∑

0≤b′<p

∑
0≤b<ps

f
(
z+b′+pb
ps+1

)
= p−1−s

∑
0 ≤ b < ps+1f

(
z+b
ps+1

)
.

Si este término se agrega al primero se obtiene (3.7) con s+ 1 en lugar de s,
es decir Tps+1f(z). Los términos restantes son

(3.9) p−1ps(2k−1)
∑

0≤b′<p

∑
0≤i≤s−1

p−i2k
∑

0≤b<p
f
(
ps−1−iz+b+ps−1b′)

pi

)
.
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Ahora bien, para cada i, el conjunto {b + ps−1−ib′ : 0 ≤ b < pi, 0 ≤ b′ < p}
recorre pi+1 números que recorren todas las clases módulo pi, p veces. Por
ejemplo, si i ≤ p−1

2 entonces b+ ps−1−ib′ ≡ b mód pi para todo 0 ≤ b′ < p.
Como f(u + 1) = f(u) se obtiene siempre el mismo valor. Luego (3.9) es

igual a

(3.10) ps(2k−1)
∑

0≤i≤s−1

p−i2k
∑

0≤b<p
f
(
ps−1−iz+b)

pi

)
= pk−1Tps−1f(z)

lo cual implica la ecuación (3.6). �

Se de�ne H, el álgebra de Hecke, como el álgebra generada por los opera-
dores de Hecke Tn, con n ∈ N0. Los dos resultados previos muestran que H
es una Q-álgebra conmutativa, generada por los operadores Tp con p primo.
A continuación veremos que los operadores de Hecke son autoadjuntos con
respecto a un producto interno canónico en Sk (ver [Pe39]).

De�nición 3.7. Se de�ne el producto interno de Petersson en L2(Γ\H) por

(3.11) 〈f, g〉 =

∫
Γ\H

f(z)g(z) yk
dxdy

y2
.

En primer lugar observamos que dxdy
y2

= − dz∧dz
Im(z)2

es una medida invariante

en H pues si g ∈ SL2(R),

d(gz) ∧ d(gz)

Im(gz)2
=
g′(z)g′(z) dz ∧ dz

Im(gz)2
=
dz ∧ dz
Im(z)2

puesto que Im(gz) = Im(z)/|cz + d|2 y g′(z) = (cz + d)−2.
Notemos que 〈f, g〉 está de�nido para f, g ∈ S2k(Γ) (o incluso entre dos

formas modulares de peso 2k si una de ellas es cuspidal).
El integrando en (3.11) es una función Γ-invariante, ya que

f(γz)g(γz) Im(γz)2k = |cz+d|4k =(z)k/|cz + d|4k f(z)g(z) = Im(z)2kf(z)g(z).

La convergencia es consecuencia de la siguiente acotación

Lema 3.8. Si f ∈ S2k(Γ), f satisface la acotación |f(z)| ≤ C|=(z)|−k para
todo z ∈ H. Además

(3.12) |an(f)| ≤ O(nk) .

Demostración. La función |f(z)yk| es Γ-invariante en H. Por ser f cuspidal,
existe M > 0 tal que |f(z)yk| ≤ M para todo z ∈ H. O sea |f(z)| ≤ My−k

para todo z ∈ H. Por lo tanto

|an(f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
f(x+ iy)e2πinz dx

∣∣∣∣ ≤My−ke2πny

para todo y > 0. Tomando y = 1/n resulta (3.12). �

Teorema 3.9. Tn es un operador autoadjunto en (S2k(Γ), 〈 ·, ·〉).
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Demostración. Se tiene Tnf = n2k−1
∑r

i=1 f |δi, donde δi, 1 ≤ i ≤ r es
un sistema de representantes de Γ\Mn que a la vez son representantes de

Mn/Γ. Sea ν =
[√

n 0
0
√
n

]
y sea δi = νβi con βi ∈ SL2(R). Se veri�ca que

f |ν(z) = n−kf(z) y f |β(z) g(z) yk = f(z) g|β−1(z) yk.

〈Tnf, g〉 = n2k−1
r∑
i=1

〈f |νβi, g〉 = n2k−1
r∑
i=1

〈f |ν, g|βi−1〉

= n2k−1
r∑
i=1

n−k〈f, g|βi−1〉 = n2k−1
r∑
i=1

n−k〈f, g|βi−1ν〉 = 〈f, Tng〉

pues β−1
i ν, 1 ≤ i ≤ r es un sistema de representantes de Γ\Mn por la elección

de los δi (ejercicio). �

Corolario 3.10. Para cada k ≥ 1 existe una base ortonormal de S2k(Γ) de
autofunciones de todos los operadores de Hecke, Tn(F ) = λ(n)f con λ(n) ∈
R, ∀n ∈ N. Estas autofunciones son denominadas autoformas de Hecke.

Proposición 3.11. Sea f ∈ Mk(Γ) una autoforma de Hecke con Tn(f) =
λ(n)f para todo n ∈ N. Si k > 0 se tiene que a1(f) 6= 0 y si k = 0 y
a1(f) = 0 entonces f = c es constante. Si k > 0 y a1(f) = 1, entonces

(i) an(f)am(f) = anm(f) si (n,m) = 1.
(ii) ap(f)aps(f) = aps+1(f) + p2k−1aps−1(f) .

Demostración. Se tiene que Tn(f) = λ(n)
∑∞

m=0 am(f)qm =
∑∞

m=0 am(Tnf)qm

y a1(Tnf) = an(f) por un resultado anterior.
Esto implica que a1(Tnf) = an(f) = λ(n)a1(f). Entonces, si a1(f) = 0,

es an(f) = 0 para todo n ∈ N, luego f = a0(f) es constante y k = 0.
Además, si k > 0 es a1(f) 6= 0 y si se supone que f es una forma cuspidal

normalizada, a1(f) = 1, luego sigue que an(f) = λ(n) para todo n ∈ N.
Como TnTm = Tnm si (n,m) = 1, es también λ(nm) = λ(n)λ(m) si (n,m) =
1 y lo mismo para anm(f), lo cual implica (i).

Similarmente, como TpTps = Tps+1 + p2k−1Tps−1 la misma identidad vale
para λps = aps(f), luego se tiene (ii). �

Corolario 3.12. Dos autoformas cuspidales normalizadas, o bien son orto-
gonales o son iguales.

Demostración. Sean f , g, tales que Tnf = λ(n)f , Tng = µ(n)g para todo
n, se tiene λ(n)〈f, g〉 = 〈Tn(f), g〉 = 〈f, Tn(g)〉 = µ(n)〈f, g〉. Luego, o bien
〈f, g〉 = 0, o bien λ(n) = µ(n) para todo n, o sea an(f) = an(g) para todo
n, luego f = g. �

Los resultados anteriores sobre multiplicatividad de coe�cientes de Fourier
de las autoformas de Hecke normalizadas se traducen en propiedades de las
funciones L asociadas.
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Dada f una forma modular de peso 2k, Hecke de�nió la función Lf (s) =∑∞
n=0 an(f)n−s. Como vimos (ver (3.12)), los coe�cientes an(f) admiten la

cota an(f) = O(nk), luego la serie converge absolutamente y de�ne una
función holomorfa en el semiplano Re s > k + 1.

Una sucesión an que satisface anm = anam (resp. anm = anam si (n,m) =
1) se dice multiplicativa (resp. débilmente multiplicativa). Dejamos la veri�-
cación del siguiente hecho como ejercicio.

Proposición 3.13. Sea la serie de Dirichlet
∑∞

n=0 ann
−s donde an = O(nN ),

con N > 0. Entonces

(i)
∑∞

n=0 ann
−s =

∏
p∈P

(
1− ap

p−s

)−1
sii an es multiplicativa.

(ii)
∑∞

n=0 ann
−s =

∏
p∈P

(∑
j≥0 apjp

−js
)
sii an es débilmente multiplica-

tiva.
(iii) Si an es débilmente multiplicativa, entonces se tiene además

∞∑
n=0

ann
−s =

∏
p primo

(
1− app−s + p2k−1p−2s

)−1

sii se satisface

apapn = apn+1 + p2k−1apn−1

para todo p primo.

Como consecuencia de las proposiciones anteriores se obtiene la siguiente
caracterización debida a Hecke.

Teorema 3.14. Si f ∈ S2k es una forma cuspidal normalizada, entonces
son equivalentes

(i) f es una autoforma de Hecke .

(ii) Lf (s) =
∏
p primo

(
1− app−s + p2k−1p−2s

)−1
.

(iii) La sucesión de coe�cientes de Fourier de f es débilmente multiplicativa
y satisface ap(f)apn(f) = apn+1(f) +p2k−1apn−1(f) para cada p primo
.

(iv) la sucesión an(f) satisface para todo m,n

an(f)am(f) =
∑

d|(n,m)

d2k−1anm
d2
.

Demostración. Si Tn(f) = λ(n)f para todo n, entonces an(f) = λ(n) pa-
ra cada n y se satisfacen (ii) y (iii). Además es fácil ver que para formas
normalizadas (iii) equivale a (ii).

Para probar que (iii) implica (i) veamos primero que f es autofunción de
Tp para todo p primo. Es decir que∑

m≥0

am(Tpf)qm = λ(p)
∑
m≥0

am(f)qm,

o sea am(Tpf) = λ(p)am(f) para todo m (con λ(p) a determinar).
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Si m = 1, esto dice que ap(f) = λ(p)a1(f) = λ(p).

Ahora bien, si p - m am(Tpf) = apm(f) = ap(f)am(f) por (iii).
Si p - m, m = psm′ con (p,m′) = 1 se tiene que

am(Tpf) = amp(f) + p2k−1am/p(f) = aps+1m′(f) + p2k−1aps−1m′(f)

= (aps+1(f) + p2k−1aps−1(f))am′(f)

= ap(f)aps(f)am′(f) = ap(f)am(f).

Luego Tp(f) = ap(f)f para todo p primo. A�rmamos que de esto se deduce
que Tn(f) = an(f)f para todo n ∈ N.

En efecto, si n =
∏
p
ij
j , es Tn(f) = Tp1i1 . . . Tprir (f), luego, bastaría ver

que si p es primo es Tpn(f) = apn(f) para todo n ∈ N. Para esto procedemos
inductivamente, usando (iii)

Tpn+1(f) = TpTpn(f)− p2k−1Tpn−1(f)(3.13)

= ap(f)apn(f)− p2k−1apn−1(f) = apn+1(f).(3.14)

Finalmente, es claro que (iv) implica (iii). Dejamos la prueba de que (iii)
implica (iv) como ejercicio para el lector. �

Ejemplo 3.15. Observamos que si dimS2k = 1, cualquier f ∈ S2k es una
autoforma. Este es el caso para todo k tal que 6 ≤ k < 12; por ejemplo,
∆(z) ∈ S12 es autofunción de Tn para todo n.

Se tiene que

∆(z) =

∞∑
n=1

τ(n)qn, τ(1) = 1.

La función τ(n) fue estudiada por Ramanujan quien conjeturó que

τ(nm) = τ(n)τ(m) si (n,m) = 1(3.15)

τ(p)τ(pn) = τ(pn+1) + p11τ(pn−1),(3.16)

probado por Mordell en 1920.
Además Ramanujan conjeturó que |τ(p)| ≤ 2p11/2 y más generalmente

que τ(n) = Oε(n
(11/2)+ε) para todo ε > 0. Estos hechos fueron probados por

Deligne como consecuencia de las conjeturas de Weil (1969 y 1973). Deligne
probó que para f ∈ Sk normalizada se tiene

(3.17) |ap(f)| ≤ 2pk−1/2, |an(f)| ≤ σ0(n)nk−1/2.

Como ya se vio, la acotación an(f) = O(nk) no es difícil de probar, sin
embargo (3.17) sí es muy difícil.

Notamos que por los hechos anteriores se tiene

L∆(s) =
∑
n≥1

τ(n)n−s =
∏
p

(1− τ(p)p−s + p11p−2s)−1 .
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Sea f una autoforma normalizada para un subgrupo de congruencia. Fac-
torizando 1−ap(f)x+p2k−1x2 = (1−αpx)(1−α′px), se tiene αp+α′p = ap(f)

y αpα′p = p2k−1.
La llamada conjetura de Ramanujan-Petersson a�rma que para todo p se

cumple que α′p = αp, o sea |αp| = |α′p| = p(2k−1)/2.

Ejemplo 3.16. A continuación probaremos que las series de Eisenstein
G2k(z) son también autofunciones de todos los operadores de Hecke. La
autofunción normalizada y la función L asociada son respectivamente

G′2k(z) =
(−1)kBk

4k
+

∞∑
1

σ2k−1(m)qm,

LG′2k(s) =
∏
p

(
1− (1 + p2k−1)p−s + p2k−1p−2s

)−1
.

Veremos que en este caso es λ(n) = σ2k−1(n) para todo n y λ(p) = 1+p2k−1.
En primer lugar

a0(Tn(G′2k)) = (
∑
d|n

d2k−1)a0(f) = σ2k−1(n)a0(f).

Resta veri�car que λ(p) = 1 + p2k−1 o equivalentemente que

ap(Tm(G′2k)) = σ2k−1(p)σ2k−1(m) ∀ p,m.
Supondremos primero que p - m. Entonces

ap(Tm(G′2k) = σ2k−1(pm) =
∑
d|pm

d2k−1 =
∑
d|m

d2k−1 +
∑
d|m

p2k−1d2k−1

= (1 + p2k−1)σ2k−1(m) = σ2k−1(p)σ2k−1(m).

Dejamos la veri�cación del caso p | m como ejercicio.

Los ejemplos anteriores y la descripción del álgebraM en el caso de Γ =
SL2(Z), que es generada como álgebra por las series de Eisenstein, dice en
particular que para cada k,M2k posee una base de formas modulares cuyos
coe�cientes de Fourier son números enteros. Las autoformas de Hecke son
formas distinguidas en cada dimensión, por ejemplo ∆2(z) es una forma
modular de peso 24 que no es una autoforma de Hecke. Se tiene el siguiente
hecho.

Proposición 3.17. Si Γ = SL2(Z), los coe�cientes de Fourier de una au-
toforma de Hecke normalizada son enteros algebraicos totalmente reales.

Demostración. Sea f ∈ S2k(Γ). Como ya se observó,M2k admite una base
de formas con coe�cientes de Fourier en Z (pues ∆(z) y las series de Eisens-
tein Gm(z) tienen esta propiedad). Claramente, Tn preserva el retículo L de
formas con coe�cientes enteros y en una Z-base de L está representado por
una matriz a coe�cientes enteros. Sus autovalores λ(n) son números reales
que son raíces del polinomio característico de esta matriz, que es mónico
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con coe�cientes enteros, luego cada λ(n) es un entero algebraico totalmente
real. �

3.1. Subgrupos de nivel N . La teoría de formas modulares se simpli�ca
en el caso en que Γ = SL2(Z). Para subgrupos de congruencia es bastante
más complicada y hay aun importantes preguntas sin respuesta. En esta
subsección describiremos los cambios necesarios en la teoría en el caso de los
subgrupos de congruencia de Hecke Γ0(N), enunciando resultados debidos a
Atkin-Lehner ([AL70]).

En primer lugar se de�ne el operador Tn para f ∈ Sk(Γ0(N)) por

Tn(f)(z) = nk−1
∑
ad=n

∑
0≤b<d

dk−1f(
az + b

d
).

Interesan especialmente los Tn con (n,N) = 1. Bajo esta hipótesis, la
Proposición 3.2 es válida con igual prueba, lo que implica que Tn(f) es holo-
morfa (y cuspidal si f lo es) en i∞. Se sigue que Tn preservaMk(Γ0(N)) y
Sk(Γ0(N)), previa justi�cación del comportamiento de Tn(f) en las cúspides
de Γ distintas de i∞. Similarmente, para todo n,m con (nm,N) = 1, con
igual prueba que para N = 1 se obtiene que TnTm = TmTn = Tnm, así como
la expresión (3.6) para todo primo p - N . En consecuencia, los operadores
Tn con (n,N) = 1 generan un álgebra conmutativa HN .

El producto de Petersson se de�ne igualmente por (3.11) para f, g en
Sk(Γ0(N)) (basta que una de ellas, f o g sea cuspidal) y los operadores
Tn con (n,N) = 1 son autoadjuntos, luego existe una base ortonormal de
Sk(Γ0(N)) de autofunciones de todos los operadores Tn con (n,N) = 1.

Los operadores de Hecke en el caso en que p - N tienen distintas propieda-
des que los Tp en que p | N . Estos p suelen llamarse los primos rami�cados.
Para estos primos Tp no es autoadjunto (ver [Sh71]).

Para una autoforma f autofunción de Tn para todo (n,N) = 1 se tiene
como anteriormente, que λ(n)a1(f) = an(f) y f puede ser normalizada di-
vidiendo por a1(f). Sin embargo, no se puede concluir en este caso que si
a1(f) = 0 entonces f = 0, ya que esto implica an(f) = 0 sólo para los n tal
que (n,N) = 1.

La situación fue clari�cada por Atkin-Lehner ([AL70]). Sea, para f ∈
Sk(Γ0(N)), la forma f |d(z) = f(dz). Es fácil ver que f |d ∈ Sk(Γ0(dN)) y
si (n,Nd) = 1, como Tn conmuta con el operador f → f |d, se sigue que
f |d es una autoforma de Hecke de nivel Nd. Ahora bien, como f |d(z) =∑

m≥1 am(f)e2πidmz el coe�ciente a1(f |d) = 0 si d > 1.
La construcción anterior dice que es conveniente distinguir el espacio de

las autoformas que provienen de un nivel inferior (old forms o formas viejas)
de las que no (new forms o formas nuevas). Esto es, sea Sk(Γ0(N))old el
subespacio de Sk(Γ0(N)) generado por las formas f |d donde d|N :

Sk(Γ0(N))o = ⊕n|N ⊕d|N
d
Sk(Γ0(N))|d
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y sea Sk(Γ0(N))n = Sk(Γ0(N))o
⊥, el espacio de formas nuevas. Claramen-

te, si (n,N) = 1, Tn preserva Sk(Γ0(N))o y por ser autoadjunto, también
preserva Sk(Γ0(N))n. Podemos ahora hacer una síntesis de algunos de los
resultados principales en [AL70].

Teorema 3.18. Si f, g ∈ Sk(Γ0(N))new son autofunciones de Tn con auto-
valor λ(n) para todo (n,N) = 1 entonces f = cg c ∈ C.

El teorema dice en particular que si f ∈ Sk(Γ0(N))n es autofunción de los
Tn para todo (n,N) = 1, también es autofunción de los restantes operadores
Tn pues el álgebra de Hecke es conmutativa. Por lo tanto, en el espacio de
autoformas nuevas se recuperan resultados válidos en el caso N = 1.

Corolario 3.19. Sea f ∈ Sk(Γ0(N))n autofunción de Tn para todo (n,N) =
1. Entonces f es una autoforma, vale an(f) = λ(n)a1(f) para todo n y si
f 6= 0 entonces a1(f) 6= 0.

Además, dos autoformas nuevas normalizadas son perpendiculares o son
iguales y el espacio Sk(Γ0(N))n tiene una base de autoformas de Hecke nor-
malizadas que es única, salvo permutaciones.
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