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1. GRUPOS CUATERNIONICOS COMO GRUPOS FUCHSIANOS

1.1. Grupos discretos de cuaterniones y plano superior de
Poincaré. Sea D un algebra de cuaterniones sobre un cuerpo total-
mente real F'. Sea ¥ el conjunto de primos arquimedianos de F'. Sea GG
el grupo multiplicativo de D. Para cada primo v de F' (arquimediano
0 no) tenemos la completaciéon D, sobre el cuerpo topoldgico F,, y
ponemos G, = D). El algebra de adeles de D es el producto restringi-
do D(A) =[], D, sobre todos los primos de F, definido exactamente
como en el caso de un cuerpo de nimeros. Es decir, en cada primo
no arquimediano v, D, contiene una subdlgebra compacta maximal
Op, C Dy; si D, —M (2, F,) entonces Op, = M(2,0,). El algebra
D(A) es el subconjunto de (z,) € [[, D, donde z, € Op, salvo en
un numero finito de primos. Ademés hay un homomorfismo inyectivo
Fa := Ar — D(A) y la imagen es igual al centro de D(A).

Del mismo modo, definimos el grupo de ideles de D como el pro-
ducto restringido D*(A) = [[, DX = [[, G,. Escribimos D*(A) =
DX x D*(Ay), donde DX = [[,ex D v D*(Ay) = IT D}. La

v finito
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norma reducida v : D — F es un mapeo multiplicativo y asi define
homomorfismos locales y globales:

vy: Gy = F, v:G— F* vpa: D*(A) = Fy.

La norma local v, es suryectiva si v es un primo finito o si D, =~
M(2,R); si D, ~ H, el dlgebra de cuaterniones de Hamilton, la imagen
de la norma local v, es el grupo de nimeros reales positivos.

Escribimos D} para los elementos globales, es decir el grupo multi-
plicativo del dlgebra D de dimension 4 sobre F'. Podemos considerar
Dy como subgrupo de D*(A). El grupo de congruencia de nivel K
'k C Dj es la interseccién en D*(A) de Dy con un subgrupo com-
pacto abierto K C D*(Ay).

Sea Xp C X (resp. ¥}, C X) el subconjunto de los v no ramificados
(resp. ramificados), para los cuales D, ~ M(2,R) (resp. D, ~ H). Sea
$H* = C\ R, la unién de los semiplanos superior e inferior. Hay una
accién del grupo DX =[x Dy sobre 5550 =[] o5 Hy:siv € ¥p
el factor DX —GL(2,R) actta sobre el factor HF y los factores D
con v € ¥/, actian trivialmente. Sea I'x C DJ el grupo de congruencia
de nivel K. Via la inclusion 'y — DZ tenemos una accién de I'x sobre
f):i:,Z D

Fijamos un punto h € H*>p y definimos K., = K), C DX [con
virgulilla] como el estabilizador de h:

(1.1) Koo ={g € DX | g(h) = h}.

El grupo K, contiene el centro Z,, = [Les £ de DX, y el cociente
K. /Z~ es compacto. Sea K., = K}, el subgrupo compacto maximal
de Ko (hay solo uno), que ademds es compacto maximal conexo en
DX . La definicién de formas modulares sobre D*(A) (ver més abajo)
depende de la eleccién de un subgrupo compacto maximal K., € DX,
pero distintos K, dan teorias equivalentes (espacios isomorfos) de for-
mas modulares.

Proposicién 1.2. La accion de I'x sobre 5550 es propiamente dis-
continua. Si D es un dlgebra de division, entonces el cociente T ¢\ >0
es compacto.

La propia discontinuidad se muestra como en el caso del semiplano
superior.

Ejercicio 1.1. Demostrar la propia discontinuidad.

Para mostrar la compacidad, utilizamos el teorema siguiente del libro
Basic Number Theory de Weil (Theorem 1V.3.4) :
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Teorema 1.3. Sea D un dlgebra de division de dimension finita sobre
F'. Para cada numero real i1 > 1, sea

Dy ={d € D*(A) | [ld||a < p 1|7} = p~"}

Entonces D,, es un conjunto cerrado en D*(A) y la imagen de D,, en
D*\D*(A) es compacta.

Si D = F, el enunciado sigue del argumento de la geometria de
niumeros utilizado para demostrar la finitud del nimero de clases y el
teorema de Dirichlet. El caso de un 4lgebra no conmutativa es exac-
tamente lo mismo. En particular, si D; = ker|| o || : D*(A) — R*, el
teorema de Weil implica que D*\D;/K - K, es compacto.

El cociente I'\$HEZP es un ejemplo de una variedad de Shimura
coneza de dimension |Xp|. Cuando |Xp| = 1, es una curva de Shimura
coneza. (Es un abuso escribir eso; esa curva no es necesariamente co-
nexa, porque $* tiene 2 componentes conexas. Pero es més sencillo no
separar las componentes conexas de $*.) Resulta de la proposicién que
el subgrupo de ' que estabiliza una componente conexa $§* de H* es
un grupo Fuchsiano, de modo que I'x\$HF*P es isomorfa a la unién de
uno o dos cocientes de T por un grupo Fuchsiano. Todavia no es ese
el objeto que nos interesa. Cuando el grupo de clases hp es de orden
> 1 no se pueden definir operadores de Hecke de modo natural sobre
esas variedades conexas. Para eso tenemos que trabajar con las varie-
dades de Shimura adélicas. Ademds, para las aplicaciones aritméticas,
hay que construir modelos de las variedades de Shimura sobre cuerpos
de ntimeros.

En el resto del curso, siempre vamos a suponer que |Xp| = 1; entonces
la variedad es una curva de Shimura. Para evitar dificultades técnicas
es mejor en este curso trabajar con el grupo PD = D*/F* y con
los grupos locales PD, = DX /FX y adélicos PD(A) = D*(A)/Fy,
PD(Ay) = D*(Ay)/F*(Ay). Eso tiene sentido porque el centro FJ}
de DX actiia trivialmente sobre H%> = §*. Una curva de Shimura
adélica de nivel K C PD(Ay) = D*(Ay)/F*(Ay) es el cociente

xS(D) = PD\[H™*? x PD(A;)/K].
Exactamente como en el caso de la variedad modular de Hilbert, hay
un conjunto finito U = {u;,7 € I} y una descomposicion
PD(A) = D*(A)/F; = | [ PDw|PD x K].
icl
Pero esa descomposicién es més sencilla que en el caso de GL(2, F)
cuando D es un algebra de divisién; como Weil muestra en su libro
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Basic Number Theory, la demostracion de la finitud del ntimero de

clases se aplica sin cambio a un tal cociente. Entonces, si escribimos

(1.4)

kS(D) = PD\[H™"? x (PD(A;)/K)] = PD\[H H 2 x PDu; K/ K|
iel

se puede escribir

[[[PD nuKu \s*=20] = T[T \o*>

el el
donde hemos escrito

Iy = PDNwKu; ' =T, ;1

en nuestra notaciéon anterior.
En efecto, si z, 2’ € H™>P | entonces las imdgenes de zu; y 2'u; en el
cociente

PD\[[[9*% x PDu; x K]/K
el

coinciden si, y solamente si, u; = u; y hay d € PD, k € K, con
druik = 2'u; < 2’ = drfuku; ).

Pero como @',z € H550 y w;ku; ' € D*(A;)/F*(Ay), eso quiere decir
que dfu;ku;'] = 1 € D*(A;)/F*(Ay); de modo que d € T;. Asi la
imagen de ru; en HTP es bien determinada en I';\$HT*.

Ya hemos demostrado esa proposicion:

Proposicién 1.5. El cociente adélico
xS(D) = (D*/FX\HT5P x (D*(As)/F*(Ay))/K]
es una union finita de curvas de Shimura conezas.

1.2. Curvas de Shimura: teoria analitica de formas modula-
res. Todas las consideraciones en esta seccion son validas para cual-
quier algebra cuaterniénica de division D. Pero como ya hemos dicho,
siempre vamos a suponer que |Xp| = 1, y escribiremos $* en vez de
ﬁ:ﬁ;ZD'

Sea v el Unico primo arquimediano en ¥p, y sea K, = K., N DY.
Entonces D, ~ M(2,R), y tenemos un isomorfismo DX/K, = §*:
entonces K, es el estabilizador de h v el mapeo

Dh Dvx/f(v —>f)i:dr—>d(h)
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es un isomorfismo C>. El estabilizador K. de h es entonces igual a
Ky X [y Dep» ¥ tenemos también un isomorfismo C'*

(1.6) Proo : [ [ D/ (I x ] Di) 6%
w WY
El grupo K, estabiliza el punto h y por esta razon actia sobre el
espacio tangente complexificado Tyt pc = Tyt @ C de HT en h. Sa-
bemos ademas que la accién de D) sobre $HT conserva la estructura
analitica del espacio. Asi la accion f(v sobre T+ 5 ¢ conserva la des-
composicién en subespacios holomorfa y anti-holomorfa, cada uno de

dimension uno:

~ rphol . ol
Tyt pe —TR" @ Ty,

El diferencial del mapeo p;, es un mapeo suryectivo

dph : Tfo,l,(C — Ty):i:’h’(c.

Ponemos g, el dlgebra de Lie del grupo de Lie DX —GL(2,R), e
identificamos g, con M(2,R). Como Tpx ; = gy, el diferencial es un
mapeo suryectivo

M(2, C) — Tﬁi7h7@
que ademés es un homomorfismo de representaciones del grupo K,.
Aqui la accién de K, sobre M(2,C) es dada por conjugacién (repre-
sentaciéon adjunta):

ad(k)(X) = kXk™ ke K,, X € M(2,C).

De aqui en adelante, h designa el punto i € $HT. Con esta convencion,
el estabilizador K, en GL(2,R) es nada més que el subgrupo de matri-

ces (—ab 2) cona,b € Ry a?+b*# 0. (Y el mapeo a+bi — (—ab 2)

define un isomorfismo C* %f(v); Es facil descomponer M (2, C) en es-
pacios propios para la accion de K, : si

%U:Lie(f(v)@)(::{(_ab Z), a,bEC},

entonces
M(2,C)=¢t, @p @p”

con
pt=CXt,p  =CX X' = C _i1>,X‘: (1. :i)

Resulta de un calculo facil que
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Lema 1.7. El diferencial dpy, identifica p* —=Trol, p= T} Una
funcion ¢ : §* — C es holomorfa si y solamente si la funcién com-
puesta ® = popy : DS — C es una solucion de la ecuacion diferencial

X" ®=0.
Ejercicio 1.2. Demostrar el Lema 1.7.
Mas generalmente, ponemos € = Lie(Ky) = €, ® Gy Lie(DX).

1.2.1.  Formas modulares y funciones adélicas. Una forma modular
cldsica sobre la curva (no conexa) S(D) es una funcién holomorfa
sobre HE*P x (D*(Af)/K) que satisface una ecuacién funcional que
corresponde a sus pesos, que en nuestra situacién son enteros pares
(porque todas nuestras formas son supuestas invariantes por la accién
de F*(A)). Pero como la componente D}, con w # v, es compac-
ta médulo F, no podemos definir un factor como c,z, + d,, en la
coordenada w. En vez de eso, tenemos que utilizar las representaciones
irreducibles del grupo D, que generalmente son de dimensién supe-
rior a 1; es decir, tenemos que introducir formas modulares con valores
vectoriales.

Podemos tratar todos los primos arquimedianos de manera homogénea.
Sea p: Koo /([ )0 Fw) — GL(W) una representacion irreducible, con
W = W, un espacio vectorial complejo de dimensién finita. Una tal
representacion admite una factorizacion

P = Po@utvPuws Po . f(v/FvX — C*, py : f(w/F,j S H*/R* — GL(W,,)
donde todos los p,, son irreducibles. Definimos el factor de automorfia

Jo: DY x [[ Dis x $* = GL(W) = GL(®2,W):
w#v

08 g ((§0) s) =l + D) Sapulon)

Ejercicio 1.3. Demostrar que j, satisface la ecuaciéon funcional de
factores de automorfia:

jp(gvg;> (gw>(gqlv)> Z) = jﬂ(gm (gw), g;(z))jp(g;7 (gﬂiu)v Z)'

Vamos a escribir j,(g, 2) con g = (gv, (gw)) € DX.
Asi podemos definir una forma modular clasica de peso p por la
formula habitual:

Definicién 1.9. Sea K C D*(Aj) un subgrupo abierto compacto.
Una forma modular de peso p y de nivel K para D* es una funcién
holomorfa

f:9*x D¥(Ay)/K - W
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que satisface la ecuacion funcional
Fd(2),11(d) - g) = Gylisa(d) (), 2 € B, d € D*.
Aqui hemos designado por it (respectivamente ¢s) la inclusién
loo : D™ — D ( respectivamente ¢y : D™ — D*(Ay).

Vamos a designar por M,(D*, K) el espacio de formas modulares
clasicas de peso p y de nivel K. Si p, es el homomorfismo x + 22 y si
pw €s la representacion trivial para w # v, escribimos Mz, 2y(D*, K)
en vez de M,(D*, K). Como en el caso de formas modulares de Hilbert,
tenemos la descripcion siguiente de Mo, 2)(D*, K):

Proposiciéon 1.10. Hay un isomorfismo natural
Mps, 2(D", K) Q' (£S(D))

donde Q' (xS(D)) designa el espacio de diferenciales holomorfos sobre

kS(D).
2. FORMAS MODULARES CUATERNIONICAS Y CURVAS DE SHIMURA

Antes de presentar las definiciones formales, quisiera explicar que
una forma modular sobre el grupo G = D* admite una descomposi-
cién como combinacién lineal de autoformas para operadores de Hecke,
exactamente como las formas modulares de Hilbert, con algunas mo-
dificaciones naturales. El aspecto més importante de la teoria es que
una autoforma sobre el grupo multiplicativo de D contiene la misma
informacion que una autoforma modular de Hilbert. Hay una correspon-
dencia entre autoformas modulares sobre D* y autoformas modulares
de Hilbert. La correspondencia es inyectiva: todas las autoformas (més
precisamente, sistemas de autovalores) sobre D* tienen realizaciones
como autoformas modulares de Hilbert, pero no todas las autoformas
de Hilbert surgen de esta manera de D*. La correspondencia se llama
correspondencia de Jacquet-Langlands y es una motivacion principal
para el estudio de formas modulares sobre D*. La propiedad principal
de esta correspondencia es la preservacién de funciones L.

2.1. Definiciones. En esta secciéon, D es un algebra de cuaterniones
de division sobre el cuerpo totalmente real F. Escribimos D*(A) =
DX x D*(Ay) como en la seccién precedente.

Definicién 2.1. Una forma modular (forma automorfa) sobre D* es
una funcién f: D*(A) — C con las propiedades siguientes:

1. Para cualquier gf € D*(Af), goo — f(goo,gr) €s una funcién
C* sobre D .
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2. Para cualquier g € DX, g5 — f(9,gs) €s una funcién local-

mente constante sobre D*(Ay).

. Para cualquier vy € D* y g € D*(A), f(v-9) = f(g).

4. Existe un subgrupo Ky C D*(Ay), abierto y compacto, tal que
f(gk) = f(g) para cualquier g € D*(A) y k € K.

5. Sea C(D*(A)) el espacio de funciones continuas complejas sobre
D*(A). El subespacio de C'(D*(A)) generado por las funciones
g — f(gksz), con ko € Ko, y con z € F*(A) (el centro de
D*(A)) es de dimensioén finita.

6. Sea v € Xp un primo arquimediano de F' con D, ~ M(2,R).
Sea C, € U(Lie(D,)) el operador de Casimir (ver el curso de A.
Pacetti). Entonces el subespacio de C(D*(A)) generado por las
funciones [ | Ckof k,=0,1,2,3,..., es de dimensién finita.

w

vEX D

A diferencia de lo que pasa en el caso de formas modulares de Hil-
bert, el cociente (DX x D*(Ay))/F*(A) es compacto (como ya hemos
visto), y no es necesario imponer una condicién de crecimiento mo-
derado. Vamos a designar por A(D*) el espacio de formas modulares
sobre D*; esta notacién queda vélida cuando D = M (2, F) es el dlge-
bra de matrices. Si W es un espacio vectorial complejo de dimension
finita, podemos definir una forma modular sobre D* con valores en
W como una funcién f: D*(A) — W tal que, para toda forma lineal
AW — C, Ao f es una forma modular en el sentido de la Definicién
2.1.

Como en el caso de formas modular de Hilbert, las formas modulares
clasicas para D* se identifican con formas modulares adélicas. Si d =
(dw,df) € D*(A), f € M,(D*, Ky), definimos
(2.2)

D =(f): D\D*(A)/K; — W;®(doo, dy) = jp(doo, i) fduo(i), dy).

Proposicién 2.3. El mapeo f — ®(f) define un isomorfismo entre
M,(D*,Ky) y el espacio A" (D*,K;,p) de formas modulares ® :
D*\D*(A)/K; — W tales que

(1) dr(X—)® =0, donder : DX, — Aut(A(D*)) es la representacion
reqular de multiplicacion por la derecha y dr : Lie(DX) — End(A(D*))
es su diferencial.

(ii) Para todo k € Ky, y todo d = (du,dy) € D*(A), ®(duok, ds) =
p(k)~'®(d).

La demostracion es idéntica a la del caso de formas modulares de
Hilbert.

Para tratar todas las formas automorfas de manera uniforme, es
més natural reemplazar el espacio A" (D>, K, p) de formas modulares
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vectoriales por la imagen de A" (D>, K;, p) @ Hom(W,,C) en A(D>)
bajo el mapeo natural

AhOl(DX7 Kf7 p) ® H0m<WP> C) — A(DX<A)7 WP) ® HO?TL(WP, (C)
— A(D™),

donde A(D*,W,) designa el espacio de funciones de D* (A ) con valores
en W, que satisfacen las condiciones de la Definicién 2.1, y la tltima
flecha es inducida por contraccion del producto tensorial

W, ® Hom(W,,C) — C.

Asi vamos a trabajar unicamente con formas modulares adélicas con
valores complejos.
Si f e AD*)ysige D*(A) definimos r(g)(f) € A(D*) por la

formula

r(9)(f)(d) = f(dg)

(traslacion por la derecha). La accién g — r(g) € Aut(A(D*)) define
una representacién de D*(A) en el espacio A(D*).

Definicién 2.4. Una representaciéon automorfa de D*(A) es una su-
brepresentacién irreducible de A(D*).

Esta definicién queda valida cuando D = M(2, F'). En este caso,
A(GL(2, F)) contiene el subespacio A°(GL(2, F')) de formas cuspida-
les como subrepresentacién. Una representacion automorfa cuspidal de
GL(2, Fp) es una subrepresentacién irreducible de A°(D>).

Comentario 2.5. Si trabajamos con el grupo PD = D* /F* y consi-
deramos el subespacio

A(PD) = A(D*) N C(D*(A)/F*(A))

entonces A(PD) es también una representacién de D*(A) que ademds
es isomorfa a una suma numerable de representaciones irreducibles, si
D es un élgebra de divisién. (En el caso contrario, hay que considerar
también los espacios de series de Eisenstein.)

2.2. Funciones L. Sea f una autoforma modular sobre D*. No es
un grupo conmutativo, pero el método de la tesis de Tate se aplica casi
sin cambio en esta situacién para permitir la definicién de una funcién
L de f. Seguimos la versién de este método en el libro Zeta Functions
of Simple Algebras de Godement y Jacquet [5].

Mas precisamente, el grupo adélico multiplicativo D*(A) esté conte-
nido en el grupo D(A). Sea ¢ : D*(A) — C una forma modular y sea
® : D(A) — C una funcién con soporte compacto. (Suponemos que ¢
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es invariante bajo F5 para simplificar las férmulas.) Podemos definir
una integral zeta:

26) 2,05 = [ olg)2lg)vlo) g
D*(A)

que es absolutamente convergente para Re(s) >> 0. Suponemos que ®
tiene una factorizacion ® = ®! @, donde ¢, = lo,, en casi todo primo
no arquimediano v. Suponemos también que ¢ tiene una factorizacién
andloga ¢ = ®! p,. Para interpretar esa condicién es necesario utilizar
la teoria de representaciones; tenemos que suponer que F' es un vector
en una subrepresentacién irreducible II de Ly(Fx D*\D*(A)). Enton-
ces hay una factorizacién I — &’ I1,,, donde II, es una representacion
irreducible de D). Entonces para Re(s) >> 0 la integral zeta tiene un
producto de Euler convergente:

Z((,O, (I), S) = H Zv(gow vaa 3)

Ademas, podemos definir la transformada de Fourier ® de ®. Sea Y=
@1y + F\Fa — C* un caracter aditivo no trivial, con v, : F, — C*.
Ponemos

A

B(x) = /D L W Tr(ay: b(x) = / B, (y)Trp(xy)dy

donde Trp : D — F' es la traza reducida y dy es una medida de Haar
autodual. Si ponemos ¢V(g) = p(g71), pY(g.,) = ©(g, '), entonces

Teorema 2.7. Para cada primo v se pueden definir factores locales
L,(I1,,s) y e(Il,, ¢y, s) como en la tesis de Tate con las propiedades
stquientes:

1. Para toda ®, y toda f, € 11, el cociente
Zy(pv, Py, 5 + 3)
L,(11,, s)

E(py, Py, ) :=

es una funcion entera de s.

2. Siv es un primo no arquimediano, ¢ = Nv, o sea L,(Il,, s) = 1,
o sea L,(I1,, s) es producto de uno o dos factores de Euler de la
tesis de Tate, y la funcion =(py,, Py, s) es un polinomio en ¢° y
q -’

3. Siv es un primo arquimediano entonces L,(I1,, s) es un producto
de potencias de m y de factores .

4. El factor e(Il,, 1y, s) es una funcion entera de s, y hay una ecua-
cion funcional local:

E(py, By 1 = 8) = (=1)e(ILy, Yy, 8) Zo (0, Po, 5)
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donde e, =0 si D, = M(2,F,) ye, =1 si D, es un dlgebra de
division.
Exactamente como en la tesis de Tate, hay también una ecuacion

funcional global:

Teorema 2.8. Sea ¢ y O, y Z(F,®,s) como en (2.6). Entonces
Z(p,®,5) = Z(¢¥, 0,2 —s).

Finalmente, definimos la funcién L de II como el producto de Euler
(2.9) L(Ls) =[] Lo(IL, s).

El producto es convergente para Re(s) >> 1 (de hecho, para Re(s) > 1
con nuestras hipétesis). Definimos el factor epsilon del mismo modo:

(2.10) e(I1, 5) = [ [ eo(TLy, ¥, 5).

El producto es independiente del caracter ¢ escogido. Como en la tesis
de Tate, deducimos formalmente la ecuacién funcional de la funcién L:

Corolario 2.11.
L(11, s) = e(II, s) L(ITV, 1 — s)

2.3. Operadores de Hecke. Fijamos un grupo de nivel abierto
compacto K C D*(Ay). El élgebra de Hecke H(K) (respectivamen-
te H(K)z) de nivel K es el algebra C.(D*(Ayf)//K) (respectivamente
C.(D*(Ay)//K,Z)) de funciones continuas sobre D*(Ay) con sopor-
te compacto con valores en C (respectivamente en Z), invariante bajo
multiplicacion por ambos lados por elementos de K. Es un algebra para
la convolucién

orxtnlo) = [ oumonlan e
f

donde tomamos la medida de Haar dh normalizada de tal forma que
tenemos f x @h = 1. Entonces la funcion caracteristica 1x de K es el
elemento neutro del algebra H(K). Suponemos que K = [[, K, con
K, abierto compacto en D}. El dlgebra local H(K,) (respectivamente
H(K,)z) es el dlgebra C.(D)//K,) (respectivamente C.(D}//K,,Z)),

definida de la misma manera.
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2.8.1. Algebm de Hecke no ramificada (esférica). Siv es un primo no
ramificado para D y si K, = GL(2,0,), entonces H(K,) es el dlgebra
de Hecke clasica. Tomamos la medida de Haar dh, con f K, dh, = 1. El
algebra H(K,) tiene como generadores R, = K, - (%ﬂ £ ) K,, I}

yT,=K,- (%” (1)> K,, con w, un uniformizador de F,.

2.3.2.  Accion de operadores de Hecke sobre formas modulares. Sea
f e M,(D*, Ky) una forma modular clasica de peso p y de nivel K.
Suponemos que v es un primo no ramificado para Kg: Ky O K, =
GL(2,0,). Entonces el algebra de Hecke esférica H(K,) actua sobre
el espacio A" (D* Ky, p). Si T € H(K,), definimos T*(f) por la
formula

(2.12) (T (f)) = T(2(f))

En particular, si la forma automorfa ®(f) € A" (D*, K}, p) es un
vector propio para el dlgebra H (K, ), entonces f es también un vector
propio para los operadores de H(K,). Los operadores 7% coinciden
con los operadores de Hecke clasicos, salvo multiplicacién por factores
escalares de normalizacién.

2.4. Teoria local de representaciones, caso no arquimediano.
En este parrafo k es un cuerpo p-adico, con anillo de enteros O y valor
absoluto | e |,. Los dos lemas siguientes son bésicos.

Lema 2.13 (Lema de Schur). Sea m una representacion lisa e irre-
ducible de GL(2,k). Sea Z = k* C GL(2,k) el centro de GL(2,k).
Entonces existe un homomorfismo &, : Z — C*, el cardcter central de
7, tal que, para todo v € m y todo z € Z,

m(2)v = & (2)v.
En el Lema de Schur, la hipdtesis que 7 sea lisa es esencial.

Ejercicio 2.1. Demostrar el Lema de Schur: Sea U C GL(2,k) un
subgrupo abierto tal que el subespacio

V={ven|nuv=vVucU}

es de dimension positiva. Sea z € Z. Mostrar que el grupo Z estabiliza
el subespacio 7V y que existe un vector v € 7V, v # 0, que es vector
propio para todos los elementos de Z. Entonces utilizar la irreducibili-
dad de 7w para terminar la demostracion.
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Lema 2.14. Sea m una representacion lisa e irreducible de dimension
finita de GL(2,k). Entonces dimm = 1 y existe un cardctercontinuo
(localmente constante) x : k* — C* tal que m = x odet (el cardcter se
factoriza por medio del determinante).

Ejercicio 2.2. (a) Demostrar que, si 7 es lisa y de dimensién finita,
entonces hay un subgrupo abierto U C GL(2,k) tal que 7V = 7. En
particular, existe € > 0 tal que, si a € O, |a|x < €, entonces, para todo

() ()

(b) Demostrar el Lema 2.14.
Ahora pasamos a las tres clases de representaciones lisas de dimen-
sién infinita.!

2.4.1.  Serie principal. Sea (X1, x2) un par ordenado de caracteres de
k*.Sea G = GL(2,k), B C G el subgrupo de Borel triangular superior,
B=A-N, con

I () e (O

1 _1
I(x1,x2) ={f : G = C| flang) = x1(a1)|a1[2 x2(az)[as| "% - f(g)}
(todas las funciones son supuestas continuas y localmente constan-

tes). Eso es una representacién inducida normalizada, y G actia sobre
I(x1, x2) por traslacién por la derecha:

r(9)f(h) = f(hg).
Las potencias % de la norma garantizan que casi siempre tenemos un
isomorfismo

I(x1,x2) — I(x2,x1)
Mas precisamente, tenemos una proposicion:

Proposicién 2.15. (a) I(x1, x2) es irreducible a menos que x1/x2 =
o 51,

(b) Six1/x2 # | @ |F' entonces
[(Xla X2) ;> I(X27 Xl)
como representaciones irreducibles admissibles de GL(2, F).

(c) Six1/x2 # | @ entonces I(x1,x2)" —I(xi" X3 ")

Las diapositivas de un seminario de Pilar Bayer, http://www.icmat.es/
seminarios/langlands/14.01.10/bayer.pdf, contienen una buena introduccién
a este material.



15

Las representaciones I(x1, x2) se llaman representaciones de la serie
principal.

Sea K = GL(2,0) C G, donde O es el anillo de enteros de k. Sea w €
O un uniformizador, ¢ = |O/wO)|. Suponemos 1 y x2 no ramificados.
Entonces I(x1, x2) contiene un vector K-invariante canénico fy definido
por

folk)=1VkeK.

La descomposicion de Iwasawa G = B- K implica que todos los valores
de fy son determinados por este propiedad. Se puede definir un algebra
local de Hecke Hz(G, K), la subdlgebra del édlgebra compleja H(K)
definida antes, de funciones con valores en 7Z; entonces por cualquier
anillo A definimos H4 (G, K) = Hz(G, K)®zA. Ho(G, K) es un algebra
conmutativa, y tiene como en el caso complejo dos generadores

w 0 w 0
T:K-(O 1)-K,R:K-<O w)-K,

Hy(G,K)=A[T,R,R™].
El dlgebra de convolucién H(G) de todas la funciones localmente cons-
tantes y con soporte compacto opera sobre cualquier representacion lisa
de G, y la funcién fy es un autovector por su subdlgebra H¢(G, K),
con

(2.16) Tfo= C]%(Xl(?ﬂ) + x2(@)) fo, Bfo = x1(@)xa2(@)fo.
Una representacién irreducible con un vector vy fijo por K es determi-
nada, salvo isomorfismo, por sus autovalores ¢y y ro con T'(vg) = tovo,
R(vg) = rovp. Una tal representacion se llama esférica.

Sik = Q, entonces T es el operador clasico T'(p),y R = T'(p, p) (salvo
normalizacién). La teorfa clasica de los operadores de Hecke queda
completamente sustituida por la teoria de representaciones esféricas.

2.4.2. Representaciones de Steinberg. Sea x : k* — C* un caracter
liso. Sea
1 1
Xi=x-|el 2 xa=x"|e]2
En ese caso es facil ver que la funcién f,(g) = x(det(g)) pertenece a
I(x1, x2). Hay una sucesién exacta corta de representaciones admisibles

0— Cfy = I(x1,x2) = St(x) = 0

donde G actia por x o det sobre Cf, y St(x) es irreducible; las St(x)
son las representaciones de Steinberg. Cuando x es el cardcter trivial,
llamamos St(1) la representacién de Steinberg.

La representacion I (2, x1) es tambien reducible y tiene a St(x) como
subrepresentacién, y a y o det como cociente.
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2.4.3. Representaciones supercuspidales.

Definicién 2.17. Sea 7 una representacién irreducible de GL(2, k).
Decimos que 7 es supercuspidal si Homgro,p)(m,I(x1,x2)) = 0 para
cualquier par (1, x2) de caracteres.

No hay una construccion elemental de representaciones supercus-
pidales. La clasificacién de estas representaciones mas importante es
la correspondencia de Langlands. Para explicar eso, necesitamos algu-
nas definiciones suplementarias. Sea F = O/wO el cuerpo residual de
k,y Frob: F — F el automorfismo de Frobenius: Frob(r) = x9. Sea
Wy el grupo de Weil de F'; lo podemos definir como el subgrupo de
v € Gal(k/k) que actian sobre F como potencias enteras de Frob.

Teorema 2.18 (Tunnell, Kutzko). Hay una biyeccion entre las (cla-
ses de equivalencia de) representaciones supercuspidales de GL(2,k) y
(clases de equivalencia de) representaciones irreducibles de dimension

2 de Wk

La correspondencia de Langlands vale también para las represen-
taciones supercuspidales de GL(n, k) (Teorema de MH-Taylor y Hen-
niart), pero la clasificacién de representaciones no supercuspidales es
técnicamente mas complicada.

2.4.4. Representaciones discretas y temperadas.

Definicién 2.19. Sea 7 una representacién irreducible de GL(2, k).
Decimos que 7 es discreta si w es isomorfa, sea a una representacion
de Steinberg, sea a una representacion supercuspidal. Decimos que 7
es esencialmente temperada si 7 es isomorfa, sea a una representacion
discreta, sea a una representacion I(xi, x2) de la seria principal con
Ix1(z)| = |x2(2)| para = € k*. Decimos que 7 es temperada si m es
esencialmente temperada y con caracter central unitario.

Comentario 2.20. Las representaciones temperadas son las que con-
tribuyen a la formula de Plancherel en anélisis arménico sobre el grupo
(descomposicién del espacio L*(GL(2,k)) como integral directa de re-
presentaciones irreducibles). Las representaciones discretas con caracter
central unitario son las que contribuyen discretamente a la formula de
Plancherel (con medida puntual positiva).

2.4.5. Representaciones del grupo multiplicativo de un dlgebra de di-
wision. Ahora G = D* con D un &algebra cuaterniénica de division
sobre k. Sea m una representacién lisa irreducible de G. Exactamente
como en el caso de GL(2,k), el centro Zg ~ k* actiia sobre 7 por un
cardcter &,. Como el cociente G/Zg es un grupo compacto, eso implica
que 7 es necesariamente de dimensién finita.
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2.5. Teoria local de representaciones, caso arquimediano. En
este parrafo vamos a estudiar algunas representaciones irreducibles de
los grupos GL(2,R) y H*. Comenzamos por el grupo H*. El Lema de
Schur es todavia vélido, y como el cociente H* /R* es compacto y se
identifica con el grupo SO(3) de rotaciones de R3, toda representacion
irreducible y continua de H* es de dimension finita.

Proposiciéon 2.21. Por todo entero impar t = 1,3,5,..., existe una
tinica clase de equivalencia de representaciones irreducibles wi- de H* /R
de dimension t.

Demostracion. Sea G el grupo recubridor universal de H* /R* ~ SO(3);
entonces G es isomorfo al grupo SU(2).

Las representaciones irreducibles de un grupo de Lie compacto G
simplemente conexo son clasificadas por las representaciones irreduci-
bles de su algebra de Lie (complexificada) g. Cuando G = SU(2), el
algebra de Lie g es isomorfa al algebra de Lie

sl(2) = {X € M(2,C) | Tr(X) = 0}.

Un teorema basico de la teoria de algebras de Lie es que las repre-
sentaciones irreducibles de s[(2) son clasificadas por enteros positivos
1,2,3,...; larepresentacién trivial es la inica de dimension 1, la repre-
sentacién natural s[(2) — End(C?) es la tinica de dimension 2, y para
cualquier entero ¢ > 2, la representacién sl(2) — End(Sym!~'(C?)) es
de dimension ¢ (es la representacién natural sobre los polinomios de
grado t — 1 en dos variables).

Si ponemos C = Sym°(C?), con la representacién trivial, enton-
ces el grupo SU(2) actia también sobre Sym!'~!'(C?) por cualquier

t > 0. El centro C' de SU(2) es el grupo + ((1) (1)), la accién de C

sobre Sym!~!(C?) es trivial si y solamente si ¢ es impar. En consecuen-
cia, las representaciones irreducibles de H*/R* = SU(2)/C son las
Sym!~1(C?) con t impar. O

La teoria de representaciones de G = GL(2,R) es més complica-
da. En realidad, en la teoria de formas automorfas, es mas natural
hablar de representaciones del dlgebra de Lie (complexificada) g =
M (2,C) que tienen una estructura de (g, K)-mddulo en el sentido de
Harish-Chandra. Sea K C G un grupo compacto maximal; cuando
G = GL(2,R), ponemos K = O(2), el grupo ortogonal del producto
escalar euclidiano.



18

Definicién 2.22. Un (g, K)-médulo es un espacio vectorial V' (sobre
C) que admite una accién lineal 7 de g y una accién continua p de K
que son compatibles:

1. La acciéon de g sobre V', restringida al dlgebra de Lie de K, coin-
cide con el diferencial de p;
2. Sike K, X €g, entonces p(k)m(X)p(k)™! = m(ad(k)X).

De un (g, K)-médulo obtenemos automaticamente una representa-
cién del dalgebra universal encapsulante de g. Sin embargo, si

7: G — Aut(V)

es una representacion continua sobre un espacio vectorial topoldgico
razonable, se puede definir el subespacio V°>° C V de vectores diferen-
ciables; entonces V> es denso en V' (teorema de Garding) y admite una
estructura canénica de (g, K)-médulo. Eso se aplica, por ejemplo, a las
representaciones de la serie principal de GL(2,R), que son construidas
exactamente como en el caso no arquimediano.

Para las aplicaciones a las formas modulares holomorfas, necesita-
mos solo la clase de representaciones holomorfas de GL(2,R), o més
bien los (g, K)-médulos holomorfos. Nos interesan solo las represen-
taciones con caracter central trivial (es decir, las representaciones de
PGL(2,R) = GL(2,R)/R*). Como en el caso de H*/R*, la clasifi-
cacién de (g, K)-médulos con cardcter central trivial se reduce a la
clasificacién de médulos sobre s[(2). Como grupo compacto maximal
de SL(2,R) tomamos el grupo SO(2) = O(2) N SL(2,R).

Ejercicio 2.3. Determinar el normalizador de SO(2) en SL(2,R).

Proposicién 2.23. Seat > 0 un entero. Existe un unico (s1(2), SO(2))-
modulo 7 irreducible generado por un vector vy caracterizado por las
dos propriedades siguientes:

(1)) X v, =0, con X~ = _12 :i ;
(i1) v es un vector propio de SO(2) con cardcter

b .
( CLb CL) Vg = Oét+1<a + Zb)’Ut,

donde oy (e?) = e*?.

Ejercicio 2.4. Sea v; € m, el vector de la proposicién. Sea X+ =
1 2
1 —1

(X )% es un vector propio de SO(2), y calcular su valor propio.

€ sl(2). Demostrar que, para todo entero a > 0, el vector
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Definicién 2.24. Una representacién irreducible 7 de GL(2,R) (es
decir, un (gl(2),0(2))-médulo)) es de la serie discreta si contiene el
(s1(2), SO(2))-m6dulo 7 con ¢t > 0. La representacion irreducible 7 es
un limite de la serie discreta si contiene el (s((2), SO(2))-mdédulo .

La proposicién siguiente es una aplicacion facil de la teoria de repre-
sentaciones inducidas:

Proposicién 2.25. Sea 7 y 7o dos representaciones irreducibles de
GL(2,R) que contienen la misma representacion m, de SL(2,R). En-
tonces T1 Y To son equivalentes.

Asi tenemos el derecho de hablar de la representacién irreducible 7;
de GL(2,R) que contiene .

Comentario 2.26. Sea F' = Q y sea f una forma modular clasica
de peso k > 0 para un subgrupo de SL(2,7Z) de indice finito. Sea 7
la representacién automorfa de GL(2, A) que corresponde a f. Enton-
ces la componente m,, de 7 al primo arquimediano es isomorfa a la
representacion m_1.

Mas generalmente, si f es una forma modular de Hilbert de pe-
so (2,2,...,2), con representacién automorfa asociada 7, entonces la
componente 7, en cualquier primo arquimediano es isomorfa a la re-
presentacion .

2.6. Correspondencia de Shimizu y de Jacquet-Langlands.
Para describir la correspondencia de Jacquet-Langlands entre formas
modulares (automorfas) de Hilbert y formas modulares (automorfas)
sobre D*(A), lo mas sencillo es de comenzar con la correspondencia
local de Jacquet-Langlands JL entre representaciones de los grupos lo-
cales D y de GL(2, F,). Con las definiciones ya introducidas eso se
hace bastante rapidamente y muy conceptualmente. Sin embargo, las
demostraciones de la correspondencia local son basadas sobre la corres-
pondencia global.

2.6.1. Correspondencias locales. Sea v un primo de F'. Ponemos G =
GL(2,F,), J = H), donde H, es un dlgebra cuaterniénica de divisién
de dimensién 4 sobre F),. Las representaciones irreducibles de J son
todas de dimension finita. Designamos por Rep(.J) (respectivamente
Rep(G)) el conjunto de (clases de equivalencia de) representaciones
irreducibles de J (respectivamente G).

Teorema 2.27 (Correspondencia (local) de Jacquet-Langlands). Ezis-
te una biyeccion canonica

JL : Rep(J) =~ Repgise(G) C Rep(G)
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entre el conjunto Rep(J) de representaciones irreducibles de J vy el
conjunto Repgisc(G) de representaciones (irreducibles) discretas de G.
Esa biyeccion conserva los factores locales de la ecuacion funcional: si
IT € Rep(J), yo : F, — C es un cardcter aditivo no trivial, entonces

L(I1,s) = L(JL(IT), s)e(I1, 4, s) = e(JL(IT), %, s)

donde L(I1, s) y e(I1, 4, s) son los factores locales de Godement-Jacquet
introducidos en el Teorema 2.7.

Las representaciones no discretas de GL(n, F,), en particular las
representaciones de la serie principal, no tienen correspondentes en
Rep(J).

Le demostracién depende de la formula de trazas y necesita la intro-
duccion de la teoria de caracteres de representaciones de grupos reducti-
vos sobre cuerpos locales. El caracter de una representacion irreducible
7 de J es nada més que la traza habitual, que tiene un sentido porque 7
es de dimension finita. En cambio, el cardcterde una representacion de
dimensién infinita es una distribucion y su existencia y propiedades ha-
cen parte de la teoria de Harish-Chandra. Con las buenas definiciones,
se puede caracterizar la correspondencia JL por un relacion explici-
ta de caracteres. Sin embargo, la conservacién de factores locales es
suficiente para caracterizar la correspondencia.

En general, la determinacion explicita de la correspondencia local de
Jacquet-Langlands es dificil, porque no hay una descripcién elemen-
tal de las representaciones supercuspidales. En ciertos casos hay una
descripcion directa de la correspondencia. Nos limitamos a las repre-
sentaciones con caracter central trivial.

Proposicién 2.28. Sea v un primo arquimediano. Entonces para todo
t>0, JL(rf') = 7.

Por supuesto, no se puede separar la demostracién de esta proposi-
cién de la demostracion de la correspondencia en general.

Proposiciéon 2.29. Sea v un primo no archimediano, y sea x : F, — C*
un cardcter liso. Sea w(x) = xov :J — C* una representacion de di-
mension 1 de J. Entonces JL(m(x)) = St(x).

2.6.2. La correspondencia global. Ahora sea D un algebra de division
global sobre F. Sea S7, el conjunto de primos de F' (arquimedianos
o no) de ramificacién para D: D, es un algebra de divisién sobre F,
si y solamente si v € S},. Entonces ¥/, es el subconjunto de primos
arquimedianos en S7,. La cardinalidad |S},)| de S}, es un nimero par;
como hemos supuesto que D es un algebra de divisién, |S| > 2.
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La correspondencia global de Jacquet-Langlands es una biyeccion del
conjunto Aut(D*) de representaciones automorfas de D* y un subcon-

junto del conjunto Aut(GL(2, F')) de representaciones automorfas de
GL(2,Fa).

Teorema 2.30. Sea m una representacion automorfa de D*(A)/Fx.
Sea Il = JL(7) la representacion admisible de GL(2, Fa) definida como
producto tensorial restringido ®,11,, donde

1. Siv ¢ Sy, DX ~GL(2,F,) y 11, es equivalente de m,;
2. Sive Sy, I, es equivalente de JL(m,).

Entonces 11 es una representacion automorfa de GL(2, Fa); ademds,
IT esta contenida en el espacio de formas cuspidales.

El mapeo m — JL(m) define una biyeccion entre Aut(D*) y el sub-
conjunto de Aut(GL(2, F)) de representaciones automorfas Il de GL(2, Fa)
que satisfacen la condicion que 11, esta en la serie discreta para todo
veSh.

La demostracion de este teorema por Jacquet y Langlands es basada
sobre la férmula de trazas. Se puede leer un bosquejo de la demostracién
en la seccién 2.2 de [6]. Ese bosquejo presupone la existencia de la
correspondencia local, pero en la practica, las correspondencias local y
global son demostradas simultaneamente.

2.7. Formas modulares de Hilbert de peso (2,2,...,2). El Teo-
rema 2.30 tiene una interpretacién mas elemental en terminos de for-
mas modulares holomorfas. Sea S(D) la curva de Shimura asociada
al dlgebra de divisién D con Xp = {v}. Sea (p, W,) una representacién
irreducible de K, trivial en el centro de DX . Siw # v, designamos por
t, la dimensién de W, , donde p,, : D5 /F.} = H*/R* — GL(W,,) es
la componente local de p en w. Sea p, el cardcter a~* de SO(2) C K,
Si u es un primo no arquimediano, u ¢ S}, entonces D ——GL(2, F,).
Asi podemos identificar las algebras de Hecke esféricas de D) y de
GL(2, F,), relativamente a sus subgrupos compactos maximales res-
pectivos.

Corolario 2.31. Sea S un conjunto finito de primos no arquimedia-
nos que contiene todos los primos no arquimedianos en Sp,. Sea Ky C
D*(Ay) un subgrupo compacto abierto que contiene GL(2,O,,) para to-
do primo no arquimediano u ¢ S. Sea f : H=x D*(A;)/K; — W una
forma modular cldsica que es autoforma para los operadores de Hecke
en los primos fuera de S. Entonces existe una forma modular de Hilbert
fHI de peso t, en v y de peso ty,+1 en el primo arquimediano w # v,
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que es autoforma para los operadores de Hecke en los primos fuera de
S con los mismos valores propios que f.

Para aplicaciones a las curvas elipticas, nos bastara enfocar nuestra
atencién en las formas modulares sobre curvas de Shimura que corres-
ponden a las formas modulares de Hilbert de peso (2,2,...,2), es decir,
con t, = 2y con t, = 0 para todo w # v.

2.7.1.  Formas nuevas. La teoria de formas nuevas, introducida por
Atkin y Lehner y generalizada por Miyake y otros, permite de definir
un espacio natural de dimensién uno en una representacion automorfa
de GL(2,Fa). Esta teoria se generaliza facilmente al caso de D*(A)
si nos limitamos a las representaciones automorfas associadas a formas
de peso (2,2,...,2) cuyas componentes locales en los primos en S}, son
de dimensién uno.
Introducimos los més importantes grupos de nivel.

(2.32) K(D)= [] GL(2.0,) x [] 05, c D*(Ay)

vgST, veST

(producto sobre primos no arquimedianos) es un grupo de nivel ma-
ximal. Sea n C Op un ideal relativamente primo al conjunto S, y
definimos
(2.33)

x

Ko(n,D) = {k = (k,) € K(D) | k, = (0 *) (méd n) Vo & S)};
(2.34)
Ki(n,D) = {k = (k,) € K(D) | k, = ((’; *1‘) (méd n) Vo ¢ S}

Teorema 2.35. Sea S un conjunto finito de primos no arquimedia-
nos que contiene todos los primos no arquimedianos en St,. Sea Ky C
D*(Ay) un subgrupo compacto abierto que contiene GL(2,0,) para
todo primo no arquimediano u ¢ S. Sea f : H* x D*(A;)/K; — W
una forma modular cldsica de peso (2,2,...,2) que es autoforma para
los operadores de Hecke en los primos fuera de S. Sea Il la representa-
cion automorfa de GL(2, Fa), associada a la forma modular cldsica f.
Suponemos que, en todo primo no arquimediano v € S, la componente
II, de Il es de dimension uno.

Entonces existe un ideal n C Op relativamente primo al conjunto
Sh, el conductor de I1 (fuera de S;,) tal que

1. dim [TxD) — 1.
2. Sin' #n es un ideal de Op, ' D n, entonces IT¥1(":D) = [0},
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Cuando II es una representaciéon automorfa de D*(A) como en el
Teorema 2.7.1 con conductor n (fuera de S7)), llamemos los elementos
de T (D) yectores nuevos. Las formas modulares cldsicas que corres-
ponden a los vectores nuevos en II se llaman formas nuevas (de nivel
Ki(n, D)). Una forma nueva de nivel K;(n, D) que es invariante para la
accién del grupo conmutativo Ky(n, D)/K;(n, D) se llama una forma
nueva de nivel Ko(n, D). Sea

M,(D*, Ki(n, D))" C M,(D*, Ki(n, D))
(respectivamente
AL(DX K\ (n, D), p)™iee  AMY(DX K, (n, D), p))
los subespacios de formas nuevas (respectivamente de vectores nuevos),
y definimos M,(D*, Ko(n, D))" y A"(D>*, Ky(n, D), p)" de la

misma manera. La principal propiedad del espacio de formas nuevas es
expresado por el siguiente teorema (teorema de multiplicidad uno).

Teorema 2.36. Sea K = Ky(n,D) o Ki(n, D). El espacio de formas
nuevas de nivel K es un modulo semisimple sobre las dlgebras de Hecke

T(K) C End(M,(D*, K)), T*(K) C End(M,(D*, K)"*)

generada por los operadores T4 con T € H(K,), v relativamente
primo al conjunto ST, y al ideal n.

Ademdas, si A : T(K) — C es un cardcter entonces el subespacio
M,(D*, K)™e°[)\] de vectores propios de T(K) para el cardcter \ es
de dimension < 1. St dim M,(D*, K)"°[X] = 1 entonces el cardcter A
aparece con multiplicidad 1 en M,(D*, K) (es decir, la multiplicidad en
el subespacio ortogonal al subespacio de formas nuevas, para el producto
escalar de Petersson, es igual a 0).

El subespacio de M,(D*, K') ortogonal al subespacio M,(D*, K )™
se llama el subespacio de formas viejas:

(237) Mp(DX’ K) - MP(DX,K)nuevo ® Mp(DX’K)vie‘jo.

En el caso de formas de peso (2,2,...,2), identificamos M5, 2)(D*, K) =
Q' (xS(D)); entonces (2.37) se escribe

(2.38) Q' (xS(D)) = Q' (xS(D))"™° & Q. S(D))"*,

Definimos T(K )y C T(K) como la Q-subdlgebra de T(K) generada
sobre Q por los operadores T con T € H(K,)z.

Proposicién 2.39. La descomposicion (2.38) esta definida sobre Q.
Mads precisamente,
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1. Los caracteres de T(K) son todos definidos sobre la clausura al-
gebraica Q de Q, y si A : T(K)g — Q es un cardcter no trivial.
entonces, para T € Gal(Q/Q), T o X es también un cardcter de

M,(D*, K)[\ # 0 = M,(D*,K)[r o \] #0, V7 € Gal(Q/Q).

2. Si dim M,(D*, K)"™°[\] = 1 entonces,

V1 € Gal(Q/Q), M,(D*, K)"°[r o \] = 0.

Demostracion. La primera parte de la proposicion es un caso particular
de un teorema de Shimura sobre la racionalidad de formas modulares.
Ahora, si X es un cardcter de T(K) tal que M,(D*, K)"°[X] # 0,
entonces hay un ideal n’ 2 n con M,(D*, K;(v', D))[X] # 0. La se-
gunda parte se obtiene aplicando la primera parte a los subespacios
M,(D*,K;(w, D)) de M,(D*, K;(n,D)) con v’ 2 n. O

Ejercicio 2.5. Sea p un ideal primo de Op. Suponemos que
Dy ——GL(2, F,).
Sea a > 1 un entero y sea n = p*. Sea w € O, un uniformizador en F}

b
y sea vy, = <w0 (1)) ,b=1,..., a. Sea m un ideal de O relativamente

primo a p. Demostrar que la traslacién por 7, € DY —GL(2, F}):

U(f)(9) = flgn ")

define un mapeo inyectivo
Uy : M,(D*, Ko(m - p* ", D)) — M,(D*, Ko(m - p, D)).
El espacio de formas viejas es la suma de las iméagenes de los U,,.

Ejercicio 2.6. Sea p un ideal primo de Op. Suponemos que
DpX ——GL(2, F,).
0

Sea w, = . Sea m como en el Ejercicio 2.5. Demostrar que la

1
1
traslacién por wy, (definida como en el Ejercicio 2.5) define una involu-
cién de M, (D>, Ko(m - p, D)).

3. FORMAS MODULARES CUATERNIONICAS Y CURVAS ELIPTICAS

3.1. Curvas elipticas sobre un cuerpo totalmente real. Una
curva eliptica E sobre un cuerpo F' es una curva no singular proyectiva
de género 1 definida por ecuaciones con coefficientes en F', con un
punto racional oo sobre F'. Toda curva eliptica E es isomorfa a una
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curva plana definida por una ecuacion ctbica en tres variables, o en
forma inhomogénea de Weierstrass

y2+a1xy—|—a3y:x3+a2x2+a4x+a6, a; € F.i=1,2,3,4,6.

Decir que una curva eliptica esta definida sobre F' es equivalente de
decir que su invariante j pertenece a F'.

Como E es de género 1, su jacobiano J(FE) es de dimensién 1, y la
aplicacion

E — J(E),z— (xr —o0)

es un isomorfismo. En particular, los puntos de F sobre cualquier cuer-
po forman un grupo conmutativo, y designamos por 0 su elemento
neutro. El teorema siguiente? es fundamental:

Teorema 3.1. Sea F una clausura algebraica de F. Sin € N es copri-

mo con la caracteristica de F, el grupo E[N|] = {z € X(F),nx = 0}
es isomorfo a (Z/NZ)?.

El grupo de Galois Gal(F'/F) actiia sobre E[N] y si fijamos una base
obtenemos una representacion

Gal(F/F) — GL(2,Z/NZ).
Sea p un numero primo invertible en F', y definimos el modulo de Tate

T,(E) = lim E[p")

donde el mapeo E[p"] — E[p" '] es multiplicacién por p. Entonces
T,(E) —Z2, y la accién de Gal(F/F) sobre T,(E) es una representa-
cién continua

pep: Gal(F/F) — GL(2,Z,).

Ahora suponemos que F' es un cuerpo de numeros totalmente real.
Entonces es un teorema de Serre (en el caso F' = Q) y otros que la
representacion pg, es absolutamente irreducible. Sea v un primo de
F no arquimediano de caracteristica residual distinta de p. Existe un
conjunto finito S = S(E) de primos de F' tal que la curva E tiene buena
reduccion en el cuerpo residual k(v) de v parav ¢ S. Seav ¢ S, ¢, =
|k(v)]. Entonces E (méd v) es una curva eliptica sobre el cuerpo finito
k(v), y el grupo E(k(v)) es un grupo finito. Sea N,(E) = |E(k(v))|, y
escribimos

Ny(E)=1+q, —a,(E).
Entonces el nimero a,(E) € Z determina la restriccién p, de la re-
presentacién pg, a un grupo de descomposicién T, C Gal(F/F). De

2Ver, por ejemplo, J. Silverman, The Arithmetic of Elliptic Curves, Corollary
6.4.
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hecho, esa restriccién es no ramificado, porque E tiene buena reduccién,
y po es determinado por la traza del Frobenius pg ,(Frob,); y

Tr(pep(Frob,)) = a,(E).

Como el teorema de densidad de Chebotarev implica que la unién de
las clases de conjugacion de los pg,(Frob,), con v ¢ S, es densa en la
imagen de pg,, y como pg, es absolutamente irreducible, su clase de
isomorfismo esta completamente determinada por los nimeros N,(E)
conv ¢ S.

Si E'y E' son dos curvas elipticas iségenas sobre F', entonces S(E) =
S(E") y N,(E) = N,(E') para todo v ¢ S. En consecuencia, tenemos
la primera parte del teorema siguiente:

Teorema 3.2. (a) Si E y E' son dos curvas elipticas iségenas sobre
F, entonces pgp y perp son equivalentes para todo p.

(b) [Faltings] Si E y E' son dos curvas elipticas sobre F, y si pg,
Y pErp SON equivalentes como representaciones de Gal(F/F) para un
numero primo p, entonces &y E' son isdgenas.

Comentario 3.3. En particular, el teorema de Faltings implica que,
si ppp ¥ pErp son equivalentes como representaciones de Gal(F/F)
para un nuimero primo p, entonces pg, ¥ pr’,q Son equivalentes para
todo primo ¢. Pero este es un resultado mucho mas elemental que el
teorema de Faltings. Lo mencionamos aqui porque es importante en la
demostracion de la automorfia de curvas elipticas sobre cuerpos reales
cuadraticos.

3.1.1. La funcion L de una curva eliptica.

3.2. El jacobiano de una curva de Shimura. Si X = [[X;
es una curva proyectiva lisa con componentes conexas X;, definimos
Jac(X) = []; Jac(X;). Sea K = Ky C D*(Ay) y X la curva de Shi-
mura gS(D), considerada como superficie de Riemann. El jacobiano se
construye del siguiente modo. La cohomologia H!(xS(D),C) admite
una descomposicion de Hodge

(3.4) H'(xS(D),C) = Q'(xS(D)) ® Q' (kS(D))
en suma directa de espacios de diferenciales holomorfas y anti-holomorfas.
Por otro lado, como hay el isomorfismo de Proposition 1.10, podemos
identificar
(3.5) H'(xS(D),C) =Mz, 2 (D", K) & My(D*, K)

Por dualidad, la descomposicién (3.4) corresponde a una descompo-
sicion de la homologia:

(3.6) Hy(xS(D),C) = Q' (xS(D))*" & Q' (xS(D))*
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El teorema siguiente es valido para toda curva lisa proyectiva compleja:

Teorema 3.7. Hay isomorfismos naturales (funtoriales) de grupos

~

H,(xS(D),Z)\Homc(Q' (¢ S(D),C)) —
H(xS(D), Z)\H(xkS(D),C)/Q" (xS(D))" —Jac(kS(D)).

Comentario 3.8. Si X es una curva proyectiva y lisa compleja, la
inclusiéon H,(X,R) — H,(X,C) define un isomorfismo

H (X,R) =H,(X,C)/Q"X)*
de espacios vectoriales reales. Asi podemos escribir
Jac(X) “5H (X, Z)\H,(X,C)/Q"(X)* = H(X,R)/H,(X,Z)).

3.3. El algebra de Hecke como algebra de endomorfismos del
jacobiano. Sean X y Y dos curvas proyectivas lisas conexas sobre el
cuerpo k. Una correspondencia entre X y Y es una subvariedad cerrada
C' C X xY (no necesariamente conexa) tal que las dos proyecciones
p1: C— X ypy: C — Y son morfismos finitos. Sean n; y ns los
grados de los morfisms finitos p; y ps. Una correspondencia define un
homomorfismo

[C]: Jae(X) — Jac(Y)

del siguiente modo. Si z € X, la fibra C, = p; ' (z) = 3. a;c;(z) es un
divisor efectivo en C' de grado ny = > a;; aqui a; € Ny ¢;(x) € C,.
Entonces [C](x) = > aipa(ci(x)) € Jac(Y). Si C' es una curva lisa (eso
serd el caso en nuestros ejemplos), la definicién es mas sencilla. Por
funtorialidad del jacobiano tenemos morfismos p; , : Jac(C) — Jac(X)
y P2t Jac(C) — Jac(Y'). Por dualidad (autodualidad del jacobiano),
tenemos también un morfismo

—_—

Py Jac(X) = Jace(X) — Jac(C) = Jac(C)

Y [C] = D2,x op){
Si K C C es un subcuerpo de C, y si C' es una curva lisa, tenemos
también morfismos de homologia

pT : Hl(X, Z) — Hl(C’, Z),pz,* : Hl(C, Z) — Hl(Y’, Z)
y los morfismos andlogos para homologia con coefficientes reales. El
primero homomorfismo es definido por dualidad de Poincaré. El homo-
morfismo [C] se define explicitamente por
pasopy:Jac(X) = Hi(X,R)/H,(X,Z) —
H,(C,R)/H\(C,Z) — H,(Y,R)/H(Y,Z) = Jac(Y).
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La definicién de una correspondencia queda valida con modificacio-
nes naturales cuando X y Y son curvas lisas y proyectivas pero no
necesariamente conexas. Ahora sea K = [[, K, C D*(Ay) y consi-
deremos el caso cuando X = Y es la curva de Shimura xS(D) (no
necesariamente conexa) de nivel K. Esta curva es proyectiva y lisa si
K es un subgrupo bastante pequeno, lo que vamos a suponer. Sea v un
primo no ramificado para D y con K, = GL(2,0,) (decimos que v es
relativamente primo al nivel de K). Sea

Iv:{k:(i Z) €K, |c€ w0,

con w, un uniformizador de F,. Sea Ky(v) = Hw#v K, x I, (hemos
reemplazado K, por I,). La inclusién ¢, : Ky(v) < K, define un mor-
fismo natural p; : k,()S(D) — xS(D). Pero hay una segunda inclusién
v Ko(v) — K,, definida por
-1
v (k) = nykn,*, con n, = <(1) wo ) € D}

La inclusién ¢ define un segundo morfismo ps : g0)S(D) = xS(D).
La imagen del morfismo

(P1,P2) * Ko(w)S (D) = kS(D) x xS(D)
es una correspondencia T'(v).
Escribimos Jack (D) = Jac(xS(D)). El homomorfismo [T'(v)] =

Do oD} Jack (D) — Jack(D) es una correspondencia de Hecke. Por
otro lado, hemos visto que Jack (D) es isomorfo al grupo

H\(xS(D),Z)\Homc(Q' (xS(D),C)

que es cociente de Home(M 22, 2)(D*, K),C). La proposicién siguien-
te se demostra por un calculo explicito elemental.

Proposiciéon 3.9. Sea v un primo no arquimediano que es relativa-
mente primo al nivel de K. La correspondencia de Hecke [T(v)] €
End(Jack(D)) es inducida por el operador de Hecke T, actuando en
M. 2)(D*, K) via la suryeccion
HOmc(M(Q’Q 2)<DX,K),C) — JCLCK(D).

Ademds, hay una correspondencia R(v) C S(D) X gS(D) tal que
[R(v)] € End(Jack (D)) es inducida por la accion del operador de Hec-
ke R, sobre Mo  2y(D*, K).

Corolario 3.10. La subalgebra T C End(Jack (D)) @ Q generada
por las correspondencias [T'(v)] y [R(v)], para todos los primos v que
son primos al nivel de K, es conmutativa.

.....
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3.3.1.  El médulo de Tate y la cohomologia étale de S(D). Recorda-
mos un teorema fundamental de Shimura:

Teorema 3.11 (Shimura). Sea o : F' — R el dnico primo (real) en Xp.
El conjunto de curvas de Shimura xS(D), con K C D*(Ay) abierto
compacto, tiene un modelo canonico S(D), sobre el cuerpo o(F'). Mds
precisamente, para todo K hay un isomorfismo candnico

KS(D) ;KS(D)U XFo C

y una accion del grupo D*(Ay) sobre el conjunto de xS(D), que con-
serva estes isomorfismos.

En consecuencia, el sistema de jacobianos Jack (D) tiene también
un modelo candnico sobre op (que identificamos con F'), y podemos
definir el médulo de Tate p-adico T,(Jack(D)) = Hm Jack(D)[p"]
como representaciéon del grupo de Galois Gal(F/F). Por otra lado,
hay isomorfismos canénicos entre cohomologia p-adica étale y espacios
duales de médulos de Tate:

(3.12) H'(xS(D),Q,) —sHom(T,(Jack(D)),Q,)

como representaciones de Gal(F/F). Ademés, los isomorfismos (3.12)
son isomorfismos de médulos sobre el algebra de Hecke Tk .
Para simplificar la notacién, fijamos ¥p = {o} y escribimos

X(D) = k)S(D)o; Xo(n, D) = kou.0)S(D)o; Xi(n, D) = kym,0)S (D)o

y definimos los jacobianos Jac(D) = Jac(X (D)), Jacy(n, D),y Jaci(n, D)
y las édlgebras de Hecke T (D), Ty(n, D), y T1(n, D) del modo evidente.

Comentario 3.13. En general, si una de las curvas X (D), Xy(n, D),
y X1(n, D) es singular, la reemplazamos por su modelo liso para definir
su jacobiano. Eso no cambia nada de esencial.

Ya hemos visto en la secciéon 2.7.1 que la teoria de formas nuevas es
valida para curvas de Shimura X;(n, D) y Xy(n, D). Como por un lado
tenemos

Hl(Xi(na D)J@p) L>H1<Xl(n7D)a@) ® Qpai = 07 17

H'(X;(n,D),C) —H'(X;(n,D),Q)®C,i=0,1
y como por otro lado tenemos la descomposicion de cada uno de los
dos factores del miembro derecho de (3.4) en formas nuevas y formas
viejos, siguiendo (2.38), eso implica que el miembro izquierdo de (3.12)
admite una descomposicién andloga al (2.38):
(3.14)
H (Xi<n7 D)? Qp) = H' (XZ (t‘l, D)’ @’p)nuevo@Hl(Xi (11, D)v Qp)viejo 1 =0,1.
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Por dualidad, (3.14) y (3.12) implican una descomposicién del médulo
de Tate de Jac;(n, D):

(3.15)
T,(Jac;(n, D)) ® Q,
=[T,(Jac;(n, D)) ® Q,]"*° & [T,,(Jac;(n, D)) ® Q,]"“°, i =0, 1.

Es una consecuencia de la Proposicion 2.39 que la descomposicion
(3.15) proviene de una descomposicién de la homologia

Hl(JClCi(ﬂ, D), Q) = Hl(Xi(ﬂ, D), @)
:Hl(Jaci(n, D), Q)nuevo ) Hl(Jaci(n, D), @)viejo'
Definimos el cociente nuevo Jac;(n, D)™ de Jac;(n, D), i = 0,1,
como la variedad abeliana cociente maximal p : Jac;(n, D) — A, con la
propiedad que el niicleo del mapeo p, : Hy(Jac;(n, D), Q) — H ( , Q)
sea igual a H(Jac;(n, D), Q)v*eie.

Proposicién 3.17. 1. La inclusién T;(n, D) < End(Jac;(n, D))®
Q induce un homomorfismo

T;(n, D) — End(Jac;(n, D)"*"’) @ Q, i =0, 1.

2. La homologia Hy(Jac;(n, D)™ Q) es un T;(n, D)-mddulo se-
misimple.
3. Sean A y B dos variedades abelianas de dimension > 1, y sean
p: Jac;(n, D)™ — A;q : Jac;(n, D)™ — B

homomorfismos de variedades abelianas. Suponemos que los nicleos
de p y q son conexos. Si A y B son isomorfas, entonces kerp =
kerq.

(3.16)

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Proposicion 2.39.

U

3.4. Curvas elipticas como cocientes de una curva de Shi-
mura. Sea E una curva eliptica sobre el cuerpo totalmente real F. Es
un celebrado teorema de Breuil, Conrad, Diamond, y Taylor [1], basa-
do sobre los métodos introducidos por Andrew Wiles, que si F' = Q,
E es isomorfa a un cociente del jacobiano de la curva modular clasica
Xo(N) donde N es igual al conductor de E. (El caso de curvas elipticas
semi-estables habia sido demostrado un poco antes por Wiles y Taylor-
Wiles, y habia permitido a Wiles de demostrar el Ultima Teorema de
Fermat.)

Un teorema andlogo, vélido para cualquier cuerpo real cuadatico F'
— [F : Q] = 2 — ha sido demostrado muy recientemente por Freitas,
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Le Hung, y Siksek [4]. Pero el enunciado del teorema es un poco dife-
rente en el caso general. En el siguiente teorema consideramos F' como
subcuerpo del cuerpo R C C por uno de las inyecciones o : F' — R.

Teorema 3.18 (Freitas, Le Hung, y Siksek). Sea E una curva eliptica
sobre el cuerpo real cuaddtico F'. Entonces E es modular: existe una
forma modular de Hilbert f de peso (2,2), que es vector propio para los
operadores de Hecke de nivel relativamente primo al nivel K, tal que
hay una identidad de funciones L:

L(s, f) = L(s, E).

Si ademds existe un primo no arquimediano v donde E tiene una
reduccion multiplicativa o supercuspidal [ver mds abajo/, entonces E es
tsomorfa a un cociente del jacobiano de una curva de Shimura de la
forma Xo(n, D), donde D es un dlgebra de cuaterniones sobre F con
Xp|=1.

En particular, la condiciéon “FE es modular”no implica necesariamente
que E es isomorfa a un cociente del jacobiano de una curva de Shimu-
ra si d = [F : Q] es par. Existen ejemplos de curvas elipticas sobre
cuerpos reales cuadraticos con buena reduccion en todos los primos no
arquimedianos; una tal curva no puede ser cociente del jacobiano de
una curva de Shimura.

Tenemos que explicar el significado de “reducciéon multiplicativa o
supercuspidal.” Esas nociones tienen significados puramente geométri-
cos, pero para nosotros es mas facil explicarlas en terminos del sistema
de representaciones {ppg,} de Gal(Q/F). Sea v un primo no arquime-
diano de F, y sea I, C Gal(Q/F) un grupo de descomposicién del
primo v — es el estabilizador de una extensiéon v de la valuacién sobre
F asociada al primo v a la extensién Q. Fijamos un primo racional p y
sea pp i, la restriccién de pg, al subgrupo I', de Gal(Q/F). La clase
de isomorfismo de p, g, no depende de la eleccién de la extensién v de
v. Para un v fijo podemos siempre suponer que v no divide p. Si p, g,
es una representacion irreducible, entonces el Teorema 2.18 implica la
existencia de una representacién supercuspidal 7,(E) = 7(pp ), irre-
ducible y lisa, de GL(2, F,). En este caso decimos que FE tiene una
reduccion supercuspidal.

Mas generalmente, el Teorema 2.18 es la parte dificil de la corres-
pondencia local de Langlands para GL(2) (sobre un cuerpo no arqui-
mediano). Sea L un cuerpo p-adico, con v relativamente primo a p, y
sea p: 'y = GL(2, L) una representacién continua. La corresponden-
cia local de Langlands da una representacién 7(p), irreducible y lisa,
de GL(2, F,). Si p es irreducible, es la representacién del Teorema 2.18.
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Si p es reducible, tenemos que distinguir entre dos casos. Sea I, C T,
el subgrupo de inercia.

1. Si p es reducible y la imagen de la restriccion de p al subgrupo
I, es infinita, entonces m(p) es una representaciéon de Steinberg.

2. Si p es reducible y la imagen de la restriccion de p al subgrupo 1,
es finita, entonces reemplazamos p por su semisimplificado p*°.
Es una suma de dos caracteres de I',: p* = 01 & 09,

o;: Ty, — L*, i=1,2.

con valores en L. Sea x; : Fi) — L* el cardcter de F asociado
a o; por la teoria de cuerpo de clases para F,. Entonces 7(p) =
I(x1, x2) cuando esta representacién inducida esta irreducible (lo
que el dnico caso que nos interese).

3. En particular, m(p) es una representacion esférica si y solamente
si p es una representacion no ramificada.

Comentario 3.19. La definicién de 7(p) parace depender de la iden-
ficacion de los caracteres y; : F,0 — L* con caracteres con valores
complejos. Cuando p = p, g, 0 mas generalmente cuando p provie-
ne de una representacion sobre la cohomologia p-adica de una curva de
Shimura, es un teorema que los caracteres y; tienen valores algebraicos,
y existe un método para reemplazar los y; p-adicos con x; complejos.

Decimos que E tiene reduccion multiplicativa si w(pp g.,) €s una re-
presentacion de Steinberg.

Hemos definido para todo primo v no arquimediano una represen-
tacién lisa e irreducible m,(E) = 7m(p, g) asociada a la curva eliptica
E, o mas bien a su modulo de Tate. El siguiente teorema implica que
my(E) es no ramificada para todos los primos salvo un nidmero finito:

Teorema 3.20. La curva eliptica E tiene buena reduccion en el primo
v st y solamente si, para todo primo racional p relativamente primo a
U, pp.Ew €S una representacion no ramificada (es decir, si y solamente
si m(p) es una representacion esférica).

Siguiendo el Comentario 2.26, para un primo ¢ arquimediano defi-
nimos m,(E) = m, la representaciéon de GL(2,R)/R* que corresponde
a las formas modulares de peso 2. Asi podemos definir la representa-
cién irreducible 7(E) = @/ m,(E) de GL(2, Fa), teniendo en cuenta el
hecho (Teorema 3.20) que casi todas las m,(F) son no ramificadas. El
Teorema 3.18 admite la siguiente reformulacion:

Teorema 3.21 (Freitas, Le Hung, y Siksek). Sea E una curva eliptica
sobre el cuerpo real cuaddtico F. Entonces la representacion n(E) de
GL(2,Fa) es isomorfa a una representacion automorfa cuspidal.
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Si ademds existe un primo no arquimediano v donde E tiene una
reduccion multiplicativa o supercuspidal , entonces w(FE) es de la forma
7(E) = JL(7P(E)), donde 7P (E) es una representacién automorfa de
D*(A) con D un dlgebra cuaternionica de division sobre F', ramificada
en todos los primos arquimedianos de F salvo uno.

Mas generalmente, tenemos la siguiente conjetura.

Conjetura 3.22. Sea FE una curva eliptica sobre el cuerpo totalmente
real F. Entonces la representacion w(E) de GL(2, Fa) es isomorfa a
una representacion automorfa cuspidal.

Si ademds el grado d = [F : Q] es impar, o si existe un primo no
arquimediano v donde E tiene una reduccion multiplicativa o super-
cuspidal, entonces w(E) es de la forma n(E) = JL(xP(F)), donde
7P(E) es una representacion automorfa de D*(A) con D un dlgebra
cuaternionica de division sobre F', ramificada en todos los primos ar-
quimedianos de F' salvo uno.

3.5. Algunas ideas de la demostracién de Freitas et al.

3.5.1.  La parte automorfa. Como d = 1 es un nimero impar, Con-
jetura 3.22 se aplica al caso d = 1, es decir, al caso F' = Q. Cuando
F = Q, Conjetura 3.22 es el teorema de [1]. La demostracion en el caso
de un cuerpo real cuadratico tiene la misma estructura que la demos-
tracién de [1], que generaliza la demostracién del caso ya tratado por
Wiles en [9]. Wiles trabajaba no con curvas de Shimura construidas
a partir de algebras de divisién sino con las curvas modulares Xo(NV)
asociadas al grupo GL(2) = M (2)* sobre Q:

Xo(N) = [GL(2,Q)\H* x GL(2, Ag)/Ko(N) - Ag]"

donde el sobreindice * designa la compactificacién. Aqui hemos reem-
plazado el ideal n por el entero N > 1. Como D = M (2,Q), escribimos
Ty en vez de Ty(N, D) para el algebra de Hecke correspondente.

Sea F una curva eliptica sobre Q. Para demostrar que E es isomorfa
a un cociente de Jo(N) = Jac(Xo(N)), es suficiente (Teorema 3.2)
demostrar que la representacion pp, de Gal(Q/Q) sobre el médulo de
Tate de E es isomorfa a una subrepresentacion del moédulo de Tate
de Jac(Xo(N)). Una consecuencia de [1] es el siguiente teorema mas
preciso:

Teorema 3.23. De hecho, pg, es isomorfa a la representacion de

Gal(Q/Q) sobre un Ty-submddulo de
Ty(Jac(Xo(N))™ = lim Jac(Xo(N )™ [p"]
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de Zy,-rango 2.

Como T, (Jac(Xo(N))weve) == Hy (Jac(Xo(N )™, Z)RZ,, un T y-
submédulo M C Hy(Jac(Xo(N))™ v Z) define un T y-submdédulo de
T,(Jac(Xo(N))™ ). Por otra parte, el isomorfismo de Hodge (3.4)
identifica M ® C con un T submédulo de

Hom(2'(Xo(N)),C) @ Hom(Q'(X,(N)), C).

Como el algebra de Hecke T es autoadjunto para el producto escalar
de Petersson, se puedo demostrar que

Proposicién 3.24. (a) Los T y-mddulos Q' (Xo(N)),C) y Q1 (Xy(N)),C)
son isomorfos.
(b) Sea h C H'(Jac(Xo(N))™ e C) un vector propio de Ty :

T(h) = MNT)h VT € Ty.
Entonces hay una forma modular nueva
w € DH(X(N)), €) 5 My(To(N))

que es vector propio de Ty con cardacter \.

(c) Sea M C Hi(Jac(Xo(N))™ v Z) un Ty-submodulo de Z-rango
2. Entonces la accion de Ty sobre M se factoriza por un cardcter
Ty — Z.

Sea M C Hi(Jac(Xo(N))™ e Z) un Ty-submédulo de Z-rango
2. La Proposicién 3.24 implica que existe una forma modular nueva
w € M5(I'y(N)) con las mismas valores propias que M para el dlgebra
de Hecke Tpy. Ya hemos visto que w corresponde a una representa-
cién automorfa II de GL(2,Ag). (Y es facil demostrar que II es una
representacion cuspidal.)

Por otra parte, si II es una representacion automorfa cuspidal de
GL(2,Ag) tal que dim [T¥0(") = 1, y si el cardcter de Ty sobre IT50(")
tiene valores en Z, entonces existe un cociente E de Jac(Xo(N))™" "
de dimension 1, invariante por las correspondencias de Hecke, y la
accién de Ty sobre T,(E) C Ty(Jac(Xo(N))™ ) (o sobre el cociente
T,(Jac(Xo(N))™eve) — T,(E)) es idéntica a la accién sobre ITHo(V).

La misma construccién es valida si reemplazamos Q por un cuer-
po totalmente real F''y Xo(N) por la curva de Shimura Xy(n, D). El
siguiente teorema de Carayol es una generalizacién de un resultado
celebrado de Eichler y Shimura.

Teorema 3.25 (Carayol). Sea E una curva eliptica sobre el cuer-
po totalmente real F. Suponemos que E es isomorfa al cociente de
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Jac(Xo(n, D))" asociado a la la representacion automorfa TP de
D*(A). Entonces n(E) —JL(IIP). En particular, tenemos

L(s,E) = L(s,117).

La demostracion del teorema de Carayol (y del teorema de Eichler-
Shimura) esta basada sobre una comparacién de las correspondencias
T(q) (para un nimero primo ¢) con la correspondencia de Frobenius,
actuando sobre un modelo de la curva de Shimura en caracteristica
q. Esta comparacion se llama la Formula de congruencia de FEichler-
Shimura.

3.5.2.  La parte aritmética. Hasta ahora hemos explicado (muy rapi-
damente!) como obtenir una curva eliptica sobre F' a partir de una
representacién automorfa con ciertas propiedades. Pero el teorema de
Freitas et al va en la direccién opuesta. ;Como obtener una represen-
tacion automorfa 7 cuando tenemos solamente la curva eliptica E, o
mas bien su representacién p-adica pgp?

Designamos por pg[p] la representacion de Gal(Q/F) sobre E[p], que
es un espacio vectorial de dimension 2 sobre F,,. El idea de Wiles es de
comenzar por suponer que p = 3. ;jPor qué 37 Porque un teorema de
Langlands y un teorema de Tunnell implican el siguiente teorema.

Teorema 3.26. Sea F' un cuerpo totalmente real. Sea
p:Gal(Q/F) — GL(2,F3)

una representacion continua. Entonces hay un ideal n C Op y una
forma modular nueva de Hilbert f de peso (2,2,...,2) para Ko(n) tal
que pr3 = p (méd 3).

No hemos definido las representaciones p;, : Gal(Q/F) — GL(2,Q,)
asociadas a las formas nuevas de Hilbert. Si f es de peso (2,2,...,2) y
de nivel Ko(n), y si d = [F': Q] es un ntimero impar, entonces py,, es la
representacion sobre un submoédulo del médulo de Tate del jacobiano
de una curva de Shimura, y la reduccién médulo p de py, es la acciéon
sobre un subgrupo del grupo de elementos de p-torsiéon del jacobiano.
Mas generalmente la primera construccién de estas representaciones
fue encontrada por Taylor en su tésis.

Como consecuencia del Teorema 3.26, sabemos que pg[3] es isomorfa
a una representacion de la forma py3 (méd 3) por una forma modular
nueva de Hilbert f de peso (2,2, ...,2). El siguiente teorema del articu-
lo [4] es basado sobre el método de Wiles y Taylor-Wiles, y més direc-
tamente es una consecuencia de un resultado de Breuil y Diamond (y
de resultados anteriores de Kisin, Gee, y Barnet-Lamb-Gee-Geraghty):
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Teorema 3.27. Sea E una curva eliptica sobre un cuerpo totalmente
real F'. Sea p un niumero primo impar. Suponemos que

1. pglp| es isomorfa a una representacion de la forma py, (méd p)
donde f es una forma modular nueva de Hilbert para F de peso
(2,2,...,2);

2. La restriccion de pglp] al grupo de Galois Gal(Q/F((,)) es ab-
solutamente irreducible.

Entonces E es modular.

Ya sabemos que pg[3] satisface la primera condicién. Pero qué hacer
si la restriccién de pg[3] a Gal(Q/F((3)) es reducible? Cuando F = Q,
Wiles utilice una propiedad geométrica de la curva Xy(15) — es una
curva de género uno, con un numero finito de puntos racionales sobre
Q - para mostrar que, si la imagen de pg[3] es demasiado pequena,
entonces (i) se puede mostrar que pg[5] es isomorfa a una representacion
de la forma pss (méd 5) y (ii) las imédgenes de pg[3] y pg[5] no pueden
estar simultaneamente pequenas. Asi el Teorema 3.27 implica que F es
modular. (Ver el articulo [3] de K. Buzzard para una explicaciéon mas
detallada de la demostracién de Wiles.)

Cuando F' es un cuerpo real cuadrético, la curva Xo(15) puede tener
un nuimero infinito de puntos racionales sobre F', y el argumento de
Wiles no funciona. Los autores de [4] son obligados a generalizar este
argumento. En vez de la curva X,(15) y las solas representaciones pg|3]
y pg[5] utilicen una familia de 27 curvas modulares y las tres represen-
taciones pg[3|, pe([b] v pr[7]. El andlisis de puntos racionales de estas
27 curvas, sobre cuerpos reales, es muy sutil, y es poco probable que
permitira demostrar la Conjetura 3.22 en toda su generalidad.
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