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Abstract. We give a simple combinatorial description of the elliptic endoscopic data
of a twisted space under a group G, assuming that G is semi-simple and simply connected.
Assuming the same hypothesis and that the base field is a number field, we prove that, if
two elliptic endoscopic data are equivalent almost everywhere, then they are equivalent.

Introduction

Considérons un corps de nombres k et un groupe réductif connexe G défini sur k.
Notons A I'anneau des adeles de k et considérons de plus un caractere continu x de G(A)
trivial sur G(k). On sait définir la notion de donnée endoscopique pour (G, x). Pour toute
place v de k, des objets précédents se déduisent des objets définis sur le complété k,.
Considérons deux données endoscopiques sur k et supposons que, pour presque toute
place v, les données sur v qui s’en déduisent sont équivalentes. B. Lemaire et I’auteur ont
prouvé en [?], proposition 1, que les deux données étaient alors globalement équivalentes.

On considere ici le cas de ’endoscopie tordue, c’est-a-dire que 'on se donne de plus
un espace tordu G sous G, défini sur k (cf. [?] 1.1.1 pour une définition précise). Il y a
encore une notion de donnée endoscopique. Le résultat de [?] ne s’étend pas a ce cas.
Nous donnerons un contre-exemple dans le paragraphe ?7. Nous prouverons toutefois
qu’il reste valide si ’on impose les hypotheses suivantes :

- les données endoscopiques sont ” s-unitaires”, cf. paragraphe 77 ;

- le groupe G est semi-simple et simplement connexe (cf. paragraphes ?? et 7?) ou
semi-simple et absolument presque simple (cf. paragraphe 77?).

Les données elliptiques sont s-unitaires. Le résultat est certainement vrai sans cette
hypothese d’unitarité mais il nous a paru inutile de la lever.

En fait, on trouve dans la littérature deux définitions d’équivalence de données en-
doscopiques, cf. paragraphe 2. L’une des définitions est plus restrictive que 'autre.
C’est celle-la que nous appellerons désormais équivalence en utilisant la terminologie
d’équivalence faible pour I'autre. L’équivalence est la notion la plus utile dans le cadre de
la formule des traces stable tandis que 1’équivalence faible est sans doute mieux adaptée
pour la formulation des conjectures de Langlands. Nos résultats sont valables pour les
deux notions d’équivalence. Le cas de I’équivalence faible est techniquement plus com-
pliqué mais nous avons décidé de I'inclure pour ne pas laisser ce cas en suspens.

L’intérét du résultat ci-dessus est médiocre. Sa démonstration nous semble plus
intéressante (acces d’optimisme 7). Considérons le cas ou G est semi-simple et simplement
connexe. Dans la proposition 2 de [?], ot nous considérions le cas non tordu et ou 'on
supposait de plus G absolument presque simple, nous avons donné une description facile



des classes d’équivalence des données endoscopiques elliptiques. Elle reposait sur une
construction assez magique de Langlands, cf. [?] pages 708-709, et celui-ci ne considere
que le cas non tordu. Nous étendons ici cette description au cas tordu. Expliquons-la. En
fait, tout notre article se passe dans le groupe dual G. Le corps k n’intervient que par une
action continue du groupe de Galois absolu I'y, sur G par automorphismes algébriques.
On a supposé ci-dessus que k était un corps de nombres mais la description qui suit vaut
aussi si k est un corps local de caractéristique nulle. Puisque G est simplement connexe,
G est adjoint. De l’espace tordu G se déduit un automorphisme 6 de G, qui commute
a I'action galoisienne. Notons e 'ordre de 6 et © le groupe d’automorphismes engendré
par 6. Notons [ (G) I’ensemble des composantes simples de G. Le groupe O x I'y, agit sur
I(G), notons (G, 0 x T}) le nombre d’orbites.

Introduisons deux corps locaux F' et E de caractéristique nulle, de caractéristique
résiduelle p > e, tels que E soit une extension galoisienne cyclique totalement ramifiée
de F' de degré e. Introduisons un groupe réductif connexe G défini et quasi-déployé sur
F' vérifiant les hypotheses suivantes :

G a mémes données de racines que G (en oubliant les actions galoisiennes); cela
entraine que 6 se transfere en un automorphisme algébrique encore noté 6 de G ;

G est déployé sur E et il existe un générateur du groupe de Galois I'g/r dont I'action
sur G induise une action sur les données de racines coincidant avec 6.

L’action de T sur G se transfere en une action de I', sur G par automorphismes
algébriques. On note o — o¢ cette action. Introduisons les immeubles de Bruhat-Tits
Immg(G) et Immp(G) de G sur E et F. Des actions de 0 et I'y, sur G se déduisent
des actions sur 'immeuble Immpg(G). Parce que lextension E/F est modérément ra-
mifiée, 'immeuble Immy(G) s’identifie au sous-ensemble de points fixes Immp(G)?, cf.
[?7] 2.6.1. On peut fixer un appartement Appr C Immpg(G) et une alcove C' C Appp qui
soient conservés par @ et par I'action de I'y. L’ensemble A = Appf. est un appartement
de Immp(G) et 'ensemble C? est contenu dans une unique alcove O de cet apparte-
ment. On sait bien (cf. [?] 1.8) qu’il y a un ensemble fini de "racines” A,  et, pour toute
B € A, F, une racine affine 4%/ sur Ar de sorte que

Cr soit Pensemble des x € Ap tels que 5%/ (z) > 0 pour toute 8 € Ay r;

pour tout 3 € A, r, Phyperplan annulateur de 3%/ soit un mur de I'adhérence Cr
de CF

Bruhat et Tits définissent le groupe de Weyl affine étendu W%f | agit sur Ap. On
note Q2 le sous-groupe des éléments de W%f 7 dont Paction conserve Cp. Cest un groupe
abélien fini. L’action o — o5 de I'y conserve Cr. Notons Endo 1’ensemble des couples
(wy, x) tels que

wy : Ty, = Qp est une application continue et 'application o +— o, := w,(0) 0 o est
un homomorphisme (a valeurs dans le groupe d’automorphismes de Ar);

z est un élément de Cp fixé par o, pour tout o € I';.

Pour (w,,z) € Endo, notons S(z) 'ensemble des 8 € A, tels que 3%/ (z) = 0.
C’est un sous-ensemble propre de A, r. De 'action o — oy, qui conserve Cp, se déduit
une action sur A, g, notée de la méme fagon. Cette action conserve S(z), donc aussi
Aq p—S(z). On vérifie facilement que le nombre d’orbites de I'action de I'y sur A, p—S(x)
est minoré par z(é, 0 x I'y). Disons que (wy, x) est elliptique si ce nombre d’orbites est
égal & i(G,0 x Ty).

Deux éléments (wy 1, 1) et (wy 2, z2) de Endo sont dits équivalents si et seulement s'il
existe w € Qp tel que w(z1) = x5 et wo, W™ = 0,5 pour tout o € I'y. On note Endo
I’ensemble des classes d’équivalence et Endo.y le sous-ensemble des classes elliptiques.



Notre résultat est qu’il y a une bijection "naturelle” entre l’ensemble des classes
d’équivalence de données endoscopiques s-unitaires et ’ensemble Endo et que cette bi-
jection se restreint en une bijection entre ’ensemble des classes d’équivalence de données
endoscopiques elliptiques et 1’ensemble Endo.;. C’est le théoreme du paragraphe ?77.
Cela fournit une description combinatoire simple des données endoscopiques s-unitaires
ou elliptiques.

Remarque. Comme on I’a dit plus haut, le corps k£ n’intervient que par ’action de I'y,
sur G. L’hypothese que k est de caractéristique nulle n’est pas vraiment utile. Toutefois,
la motivation du probleme concerne un espace tordu sur k et les textes standard de
Kottwitz et Shelstad ou Labesse concernant de tels espaces supposent cette hypothese.
C’est pourquoi 'auteur préfere la conserver pour plus de streté.

Je remercie le rapporteur pour sa lecture soignée et ses critiques constructives.

1 Notations

On note N5y ’ensemble des entiers strictement positifs. Pour n € Ny, on note p,(C)
I'ensemble des nombres complexes z tels que 2™ = 1. On note p(C) la réunion des p, (C)
quand n décrit N-g. On note U' le groupe des nombres complexes de module 1.

Soit X un ensemble sur lequel agit un groupe G. On note X I'ensemble des points
fixes pour cette action. Si G est engendré par un unique élément 6, on note aussi X? =
X% Pour z € X, on note Zg(z) le fixateur de z dans G. Pour tout sous-ensemble Y C X,
on note Normg(Y) le sous-groupe des éléments de G qui conservent Y.

Pour tout groupe algébrique GG défini sur un corps k de caractéristique nulle, on
note G° sa composante neutre et Z(G) son centre. Pour un tore T défini sur k, on
note X*(7T'), resp. X,.(T) le groupe des caracteres, resp. cocaracteres, de T' définis sur
une cloture algébrique de k. Si & = C, on note T, le sous-groupe X,(T) ®z U' de
T=T(C) = X.(T) @z C*.

Soit k un corps qui est soit un corps local de caractéristique nulle, soit un corps de
nombres. On en fixe une cloture algébrique k, on note I'y le groupe de Galois de k/k et
W, le groupe de Weil de k. Si &’ est une extension galoisienne de k, que I'on suppose
toujours contenue dans k, on note I'y /i le groupe de Galois de &'/k. Si k est un corps
de nombres, on note V, son ensemble de places. Pour toute place v € Vi, on note k, le
complété de k en v et on identifie ['y, & un sous-groupe de décomposition de I'y. On a
un homomorphisme naturel Wy, — W.

On fixe pour tout I'article un corps k qui est soit un corps local de caractéristique
nulle, soit un corps de nombres.

2 Données endoscopiques

On rappelle ici la notion de donnée endoscopique dans le cas tordu, cf. [?] I.1.5 pour
plus de détails. Soit G un groupe réductif connexe défini sur k et G un espace tordu
sous @, lui aussi défini sur k. On note G le dual de Langlands de G. Soit a un élément
de H'(Wy, Z(G)) si k est local, de H (W, Z(G))/ker' (Wi, Z(G)) si k est un corps de
nombres, ot ker! (Wy, Z(G)) est le noyau de I’homomorphisme

H'(Wy, 2(G)) = [ ] H' (Wi, 2(G)).

veV),
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L’espace tordu G détermine un automorphisme 6, de Z (G) et on suppose que celui-ci est
d’ordre fini. Ces données étant fixées, on sait définir la notion de donnée endoscopique
du triplet (G, é,a). Le groupe G est muni d’une action de I'x, que 'on note o +— o¢,
et il existe par définition une paire de Borel épinglée & = (B T, (Ea)aeA) de G qui est
conservée par cette action. On fixe une telle paire de Borel épinglée €. La donnée de G
détermine un automorphisme 6 de G qui conserve € et commute & l'action galoisienne.
Cet automorphisme est d’ordre fini puisque 07 l'est. L'ensemble GO est un espace tordu
sous G. Introduisons le L- groupe ‘G = G x Wy. Alors Uensemble “G6 est aussi un espace
tordu sous “G.

Considérons un élément semi-simple § € G. Posons G’ = Z4(3)°. Considérons un

sous-groupe G’ C LG. On suppose ¢’ NG = G. On a donc une suite
(1) 115G -G =W — 1.

On suppose que cette suite est exacte et scindée, c’est-a-dire que la projection G — W,
admet une section qui soit un homomorphisme continu. Ces hypotheses impliquent que G’
est un sous-groupe fermé de “G. On suppose qu’il existe un cocycle a : W, — Z (@) dont
la classe soit a dans HY (W, Z(G)) si k est local ou dans H (Wy, Z(G))/ker' (Wi, Z(G))

si k est un corps de nombres, de sorte que, pour tout (g, w) € G', on ait I’égalité

(g, w) = (a(w)g,w)s

dans G6. De la suite (1) se déduit une L-action de T’y dans G’ que I'on note o +— .
Soit G’ un groupe réductif connexe défini et quasi-déployé sur k de sorte que G’ muni de
cette action galoisienne soit un groupe dual de G'. A ces conditions, le triplet (G', G', 3)
est appelé donnée endoscopique de (G, G, a). La donnée est dite elliptique si Z (G’ Vel =
Z(G)G Fk,O
Nous dirons que deux données endoscoplques (G1,G1, 31) et (Gy, Gy, 52) sont équivalentes

8'il existe un élément z € G tel que 25,271 € 5,Z(G) et 2Gjz~" = G}. Cette définition est
celle utilisée dans [?], [?] et [?]. D’autres auteurs, a commencer par Langlands et Shelstad,
utilisent une autre définition, que nous appellerons équivalence faible : deux données en-
doscopiques (G gl, 51) et (GQ, Gy, 52) sont faiblement équivalentes sil existe un élément
z € Gtel que 25127 € 5,Z(G)Z(G)™0 et 2G 2z = G}. Ces deux définitions coincident
bien str si I'une ou 'autre des données est elliptique.

3 Transformation de la définition

Considérons un groupe réductif connexe G défini sur C, muni d’une action continue
de I'y par automorphismes algébriques (continue signifiant qu’elle se quotiente par une
action d'un groupe fini I'y /). De cette action se déduit une action du groupe de Weil W),
notée w — we. On suppose qu'il existe une paire de Borel épinglée € = (B T, (Ea)aen)
de G qui est conservée par cette action. On fixe une telle paire de Borel épinglée £. On
pose encore LG = G xWy. Considérons un automorphisme algébrique 6 de G qui conserve
&, est d’ordre fini et commute & Paction galoisienne. On a de nouveau des espaces tordus
GO sous G et "GO sous LG Soit 5 un élément semi-simple de Gf. Posons G’ = Z4(3)°.
Considérons un sous-groupe G’ C “G. On suppose G’ N G = G'. On a donc une suite

1) 1G>G —>W—1.



On suppose que cette suite est exacte et scindée, au méme sens que dans le paragraphe
précédent. On suppose que

(2) pour tout (g, w) € G', il existe z € Z(G) de sorte que 5(g,w) = (zg,w)s.
Remarquons que 1’élément z ne dépend que de 'élément w du couple (g, w).

A ces conditions, appelons le couple (G’, 5) une pré-donnée endoscopique de (G, ).
Les notions d’ellipticité d'une pré-donnée et d’équivalence ou d’équivalence faible de deux
pré-données se définissent comme dans le paragraphe précédent.

Dans la situation de ce paragraphe précédent, une donnée endoscopique de (G, G, a)
définit une pré-donnée de (LG, 0). Inversement, soit (G', §) une pré-donnée de (*G,0). A
isomorphisme pres, il existe un unique groupe réductif connexe G’ défini et quasi-déployé
sur k de sorte que G’ en soit le groupe dual. Il existe alors une unique classe a de sorte
que le triplet (G',G’,3) soit une donnée endoscopique de (G, G, a). Ces correspondances
conservent la notion d’équivalence. Autrement dit, I’ensemble des pré-données endosco-
piques de (YG,0) s’identifie & la réunion sur les classes a des ensembles de données
endoscopiques de (G, G, a).

Remarquons que la notion de pré-donnée endoscopique ne concerne que des objets
définis sur C. Le corps k n’y intervient que via une action continue de I'y.

4 Rappels concernant les pré-données endoscopiques

On se place dans la situation du paragraphe précédent. On note > l'ensemble des
racines de 7' dans G. Pour a € >, on note ., la restriction de a a 790, On pose
Yes = {apes; € X}, Clest un systéme de racines en général non réduit. On note
Yresind 1€ sous-ensemble des racines indivisibles, qui est encore un systeme de racines.
L’automorphisme 6 agit sur ¥ et X,., est en bijection avec ’ensemble des orbites pour
cette action. Notons A,cs = {@es; @ € A}. Cet ensemble est une base de X,.¢5 ing. Pour
a € X, on note e(a) le plus petit n € Nyg tel que 0"(a) = a. Pour g € ¥,.5 et pour une
racine « € ¥ telle que 8 = a5, 'entier e(a) ne dépend que de 3, on le note aussi e(3).

Notons W le groupe de Weyl de G relativement & 7. L’automorphisme 6 agit sur W.
Le groupe W est le groupe de Weyl du systéme de racines ¥, ina- Plus précisément
W s’identifie au groupe de Weyl du groupe G0 relativement au sous-tore maximal 7.
Le systeme de racines de GO0 est B, ind» cf. [?7] 1.3.

Soit (G’,5) une pré-donnée endoscopique de (G, #). A équivalence pres, on peut
supposer § = s, avec s € 700, Supposons cette condition vérifiée. On a noté G =
Z4(5)°. Le tore T%° en est un sous-tore maximal. Notons W& le groupe de Weyl de G’

relatif & ce tore. Alors W& C W?. Notons >(G") I'ensemble de racines de T%° dans G
D’aprés [?] 1.3, £(G") est le sous-ensemble des racines 3 € ¥,, vérifiant 'égalité

B(5)*® =1 si B est indivisible ;

B(s)*®) = —1 si B est divisible.

Le couple (B NG , TQ’O) est une paire de Borel de G Complétons-la en une paire
de Borel épinglée &'. Le groupe G’ normalise (. Pour tout w € Wk, on peut donc
fixer (g(w),w) € G' tel que la restriction & G de I'automorphisme adg(wy © We conserve
E. On note w we Daction de Wy, sur G’ w e W, agissant par la restriction de
I'automorphisme précédent. Puisque adg.) © wg conserve E et que wg conserve 700 , la
conjugaison par g(w) conserve 7%°, donc aussi son commutant 7. Donc g(w) appartlent
a N ormé(T). Notons u(w) son 1mage dans W. Son action sur T conserve T%0 et cela
implique que u(w) appartient & W?. D’apres ce que I'on a dit ci-dessus, on peut fixer un



élément n(w) € Normge.o (T%9) dont Pimage dans W? soit u(w). Il existe alors t(w) € T
tel que g(w) = t(w)n(w). On a l'égalité G = {ht(w)n(w),w);w € Wi, h € G'}. La
condition ?7?(2) équivaut a

(1) pour tout w € Wy, il existe z € Z(G) de sorte que wer(s) = zs(t(w))t(w) .

L’existence d’'une section continue de la projection G’ — W), entraine que les appli-
cations w +— n(w),we peuvent étre choisies telles qu’elles se quotientent par un quo-
tient fini de Wy, puis s’étendent en des applications définies sur I'y. On notera celles-ci
o n(o),oq.

Introduisons quelques notations. On note 1 — ¢ 'homomorphisme ¢ to(t)~! de T
dans lui-méme. On note Gap le groupe adjoint de G. Pour un élément g € G, resp.
un sous-groupe H de G on note g,q, resp. Had, son image dans Gap. Signalons que les
groupes T° ad €6 G Ap sont connexes.

5 Les pré-données endoscopiques elliptiques sont d’ordre
fini

Nous dirons qu’une pré-donnée endoscopique est s-unitaire si elle est équivalente a
une pré-donnée (G, 3) telle que § = s6, ou s est un élément de 799 tel que B(s) € U' pour
tout 8 € X, (rappelons que U? est le groupe des nombres complexes de module 1). On
dit qu’une pré-donnée endoscopique est d’ordre fini si elle équivalente a une pré-donnée
(G',3) telle que § = s6, ot s est un élément de 7%0 dont 'image dans 790 /Z(G)%0 est
d’ordre fini. Une pré-donnée d’ordre fini est s-unitaire.

Remarque. On vérifie aisément qu'une pré-donnée endoscopique est s-unitaire, resp.
d’ordre fini, si et seulement si, pour toute pré-donnée (G’, §) qui lui est équivalente, telle
que s = sf, avec s € T”’O, s vérifie la condition requise ci-dessus : 5(s) € U! pour toute
B € Byes, resp. I'image de s dans 7%0/Z(G)?0 est d’ordre fini.

Lemme. Toute pré-donnée endoscopique elliptique est d’ordre fini, a fortiori s-unitaire.

Preuve. Nous adaptons au cas tordu la preuve de Langlands, cf. [?] p. 705. On
considere une pré-donnée endoscopique (G, 5) avec § = s, ou s € 790, Supposons que
I'image de s dans 700 /Z (G)G’O n’est pas d’ordre fini. On va prouver que la pré-donnée
n’est pas elliptique. On utilise les définitions et notations du paragraphe ??. Notons ®
I'ensemble des 5 € 3,.c5.ina tels que 5(s) € p(C). D’apres la description donnée au para-
graphe 77 de ’ensemble E(é/ ), tout élément de cet ensemble est multiple d'un élément
de ®. L’hypothese que I'image de s dans TO’O/Z(G)Q’O n’est pas d’ordre fini signifie que
® n’est pas égal a X, inq tout entier. Notons 7 : Xyesina — C*/p(C) lapplication qui,
a b € Yyesina associe I'image de f(s) dans C*/u(C). Notons A le groupe engendré par
I'image de 7. Alors A est un sous-groupe de type fini de C* /u(C), non réduit a 1’élément
neutre. Puisque C*/u(C) est sans torsion, A est un groupe abélien libre et on peut en
fixer une base {ay,...,a,}. On a n > 1. Notons AM le sous-groupe de A engendré par
{ai,...;an_1} et AP 1e sous-ensemble de A formé des éléments dont la n-ieme coordonnée
dans la base {ay, ..., a,} est positive ou nulle. Notons X _. = resp. Ems ind» 1 €nsemble
des B € Y,esina telles que m(B8) € AM| resp. 7(B) € AP T’ensemble %.F ;4 est un

Tes ’LTL
sous-ensemble parabolique propre de Y,csing €t X, ; en est le sous- ensemble de Levi.

resina- Notons ZM C X, (T%9) Tannulateur de $M
c’est-a-dire Pensemble des z, € X, (T%9) tels que B(z,) = 0 pour tout § € XM

L’ensemble ® est inclus dans M res,ind?

res,ind*



Puisque tout élément de Z(é’ ) est multiple d’un élément de @, lequel est contenu dans
yM o ZM est contenu dans X, (Z(G")?).

res,ind’
L’action galoisienne o — o de I'y, sur 7% conserve Yres.ind- Montrons que
(1) cette action conserve XM . et BF
Soit o € T'y. 1l suffit de prouver que 7 o o' = m. Posons s’ = 0@ (s). Pour 8 €
Yresind, o a 05 (B)(s) = B(s'). En vertu de la définition de , il suffit de prouver que
ﬁ( ") € n(C)B(s) pour tout § € Yreying- La relation ??(1) entraine que sy, appartient
4 (1 — 0)(Thq)Sqq. Puisque sqq et s, appartiennent tous deux & 7%, on a méme s, €

res,in res,ind*

Sad <(1 — 0)(T,q) NTY, ) Mais ce groupe (1 —60)(T,q) NTY, est fini. Il en résulte que, pour

tout 8 € Xesind, le quotient 8(s')3(s)™! est une racine de I'unité. C’est la propriété
voulue qui démontre (1).
A toute racine 8 € X,c5ina €St associée une coracine § € X*(T‘)’O). Notons ¢ la

somme des coracines associées aux éléments 3 € X7 —xM C’est un élément de

res,ind res,ind*

ZM qui n’appartient pas & X*(Z(G) ). La propriété (1) entraine que § est fixé par ’action
0 — og. Puisque ZM C X,(Z(G')°), on obtient que § est un élément de X, (Z(G') +0)
qui n’appartient pas a X*(Z(G)H’Fk’o). Donc la pré-donnée (G',S) n’est pas elliptique.
Cela acheve la preuve. [

6 Constructions immobiliéres

~

Pour ce paragraphe et les suivants jusqu’au paragraphe 77, on suppose que G est
adjoint.

Notons e I'ordre de 6. Fixons un nombre premier p > e et une puissance q de p telle que
q = 1 mod eZ. Fixons un corps local F' non-archimédien de caractéristique nulle dont le
corps résiduel est F,. On peut fixer une extension galoisienne totalement ramifiée E/F de
sorte que I'g/p ~ Z/eZ. On fixe un générateur v € I'g,p. Il existe a isomorphisme pres un
unique groupe réductif connexe G défini et quasi-déployé sur F' de sorte que les conditions
suivantes soient vérifiées. Fixons une paire de Borel épinglée € = (B, T, (Ey)aca) de G
conservée par l'action galoisienne. Alors il existe des isomorphismes en dualité X, (T =
X, (T) et X*(T') ~ X*(T) qui font se correspondre les coracines, resp. racines, de T’ dans
G et de T dans G, ainsi que les coracines, resp. racines, simples relativement a 1:3, resp.
B (c’est pourquoi nous avons noté par anticipation A ’ensemble commun de racines
simples). Le groupe G est déployé sur E et, par les isomorphismes précédents, 'action
de 0 sur A correspond a ’action de v € I'g/p. On notera encore ¢ I'action algébrique sur
T déduite de I'action de v, ou encore transportée par les isomorphismes précédents de
Paction de 6 sur 7. Le groupe G est adjoint et de méme type que G. On note encore Y.
Pensemble commun de racines de T dans G ou de 7' dans G. De I’action du groupe [’
sur G se déduit une action sur ¥ qui préserve A. Elle se transporte donc en une action
de I'y sur G par automorphismes algébriques qui conservent € et commutent a ’action
de 7. On note o — o cette action.

Introduisons les immeubles de Bruhat-Tits Immg(G) et Immp(G) de G sur E et
F. Au tore T est associé un appartement Appgr(T) dans Immpg(G). Notons valp la
valuation usuelle de F et prolongeons-la en une valuation de F' & valeurs dans Q U {oo}.
On a valp(E*) = %Z. De la valuation valr se déduit un homomorphisme

valy : T(F) = X.(T) ®z F* — X,(T) ®2 Q.



L’appartement Appg(T) s’identifie & X, (T)®zR de telle sorte que l'action d’un élément
t € T(E) sur Appr(T) s’identifie a la translation par —valr(t) dans X, (T) ®z R. A la
paire de Borel épinglée € est associée une alcove C' C Appg(T).

Supposons un instant que G soit simple sur F (cela équivaut a ce que G soit simple
sur C). Notons «ag I'opposée de la racine de plus grande longueur de ¥ (relativement a la
base A) et posons A, = AU{ag}. Notons C I'adhérence de C. Cet ensemble C' s’identifie
a l'ensemble des éléments € X,(T) ®z R vérifiant les conditions a(z) > 0 pour tout
a € Aet —ao(x)—i—% > 0. L’ensemble A, s’identifie a I’ensemble des sommets du simplexe
C. On note a — s, cette bijection. Le sommet s,, n’est autre que 0 € X,(T) ®z R.
Revenons au cas général ou G n’est pas supposé simple. Notons

G=]] G

i€l(G)

la décomposition de G en composantes simples. Les objets introduits ci-dessus qui ne
dépendent que de la structure de G sur F ont des analogues pour chaque G; et on affecte
ces analogues d’un indice 7. On a

Appe(T) = ] Appe(T H X.(T;) @2 R~ X,(T) @z R,

i€l(G) i€I(G

et C = HieI(G) C;. On pose A, = Ujer(q)Aa,i-

Notons T le plus grand sous-tore de T qui est déployé sur F'. C’est un sous-tore de
G, maximal parmi les sous-tores déployés sur F' (parce que G est quasi-déployé sur F’
et que T fait partie d'un épinglage conservé par I'action galoisienne). On a X, (Tr) =
X, (T)'e/r = X,(T). Le groupe I'g/p agit sur Immp(G) et Immp(G) s’identifie a
'ensemble des points fixes de cette action (parce que I'extension E/F est modérément
ramifiée). En particulier, 'appartement Appg(Tr) s’identifie a I’'ensemble des points fixes
de I'action naturelle de 6 dans Appg(T), ou encore a X, (Tr) ®z R. Posons

Ap = Appp(Tr) = X.(Tr) @z R.

L’ensemble C? des points fixes par § dans C est contenu dans une unique alcove Cp
de Ap. Toute racine 8 € ¥,., définit une forme linéaire sur Ar. Pour A € R, notons
B[A] la fonction affine z — B(x) + A sur Ap. Bruhat et Tits définissent I’ensemble des
racines affines de cet appartement. Pour tout 8 € ¥,., il existe un sous-ensemble discret
A(B) C Q de sorte que 'ensemble des racines affines soit égal & {5[\]; 8 € T,es, A € A(B)}.
Rappelons la description de cet ensemble, cf. [?] 2.2.7. On a les égalités

A(p) = (1 Z, si [ est indivisible;

AB) = 6(5)( +7Z), si [ est divisible.

Notons O le groupe d’automorphismes de G engendré par 6. Ce groupe © agit na-
turellement sur I(G). On note I(G)/O I'ensemble d’orbites. Supposons un instant qu’il
n’y a quune orbite. Pour € A, on a 0 € A(B) et on pose 34/ = B[0]. 1l existe une
unique racine fy € 3.5 et un unique élément \g € A(fy) tels qu’en posant Bgf F = Bol o]
et Ay = Aves U{Bo}, Cr soit le sous-ensemble des # € Ay tels que 3%/ (z) > 0 pour
tout 3 € A, p. De plus, il existe d'uniques coefficients réels (ds)sea, , de sorte que I'on

ait I’égalité
M Y ) -
BeAa,F‘



pour tout x € A . Ces coefficients sont en fait des entiers strictement positifs. L’adhérence
C est un simplexe dont les sommets sont en bijection avec A, , on note 3 — sz cette
bijection. Revenons au cas général ou 'on ne suppose plus que I(G)/© est réduit a un
unique élément. Pour j € I(G)/0O, posons Gj = [[;; Gi. Ce groupe est défini sur F
(et quasi-simple sur F') et les objets introduits ci-dessus conservent un sens pour lui.
On les affecte d’indices j. On a Ap = Hje[(G)/@ Ap;, Cp = Hje](G)/@ Cr; et on pose
Aap = Uicr(a)/eDa,Fj-

Fixons j € I(G)/© et i € j. La composante simple G; de G correspond a une
composante simple G; de G. Notons n le nombre d’éléments de j. L’automorphisme
algébrique 6" conserve (;. Notons @ sa restriction & G; et ¢’ son ordre. Evidemment,
ne’ divise e. Notons F’ et E’ les corps tels que FF C F' C E' C E et [F' : F] = n,
[E': F'] = €. L'élément 7" appartient a I'p. Notons 7' son image dans I'g//pr. C'est un
générateur de ce groupe. Le groupe G; est un groupe réductif défini sur F” et déployé sur
E’. En reprenant notre construction en remplacant les données G ,0, F, E et v par G, 0,
F', E" et o/, il est clair que I'on obtient ce groupe G; (on a Gj = Resp//r(G;)). Notons
T’ I'analogue de T et A', celui de Ap. Il est clair que T ~ Tp; et Al ~ Ap;. On doit
toutefois prendre garde aux identifications Ay ~ X, (T%) @z R et Ap; ~ X (Tr;) @z R.
Leurs définitions utilisent les homomorphismes valt et valt dans les définitions desquels
interviennent les valuations valp et valg. Puisque F”/F est totalement ramifiée de degré
n, valp est égal a n fois la restriction de valy & T'(F). On obtient que le diagramme
suivant est commutatif :

AF,J' ~ AIF
y 1
X.(Tp) @z R "2 X, (T%) @z R

Le groupe W agit linéairement sur Appg(T) et W agit linéairement sur A . Bruhat
et Tits définissent un groupe de Weyl affine WaFf ! qui agit par transformations affines sur
A et qui est produit semi-direct de W? et d’un groupe de translations que nous notons
R. Ce groupe de translations est un sous-groupe de Ap. Il contient le groupe X, (TF)
comme sous-groupe d’indice fini. On note pyo : W’};f I W la projection naturelle.

En fait, on peut définir différents groupes de Weyl affines et celui que nous considérons
est le plus gros possible. Il contient comme sous-groupe d’indice fini un sous-groupe
WaFf 8’1 qui est engendré par les symétries associées aux racines affines mais, en général,

il ne lui est pas égal. On note 2z le sous-groupe des éléments de W‘}f f qui conservent
I’alcove C'r. C’est un groupe abélien fini. On a la décomposition en produit semi-direct
WaFf U WaFf sfc X Qp, cf. [?] lemme 14. Introduisons les diagrammes de Dynkin Dp
et D, r associés aux ensembles de racines A,.s et A, p. Notons Aut(Dp) et Aut(D, r)
leurs groupes finis d’automorphismes. Le groupe Aut(Dr) est égal au sous-groupe des
éléments de Aut(D, r) qui permutent les points du diagramme associés aux racines (o
pour j € I(G)/O. Le groupe Qp s’identifie a un sous-groupe de Aut(D, r). Il s’avere que
Aut(D&F) = QF X AUt(DF)

Notons Out(G) I'ensemble des automorphismes algébriques de G qui conservent £.
Notons Out(G)? le sous-ensemble de ceux qui commutent & 6. Le groupe Out(G) agit sur
Appg(T) en conservant C. Il s’en déduit une action sur le diagramme de Dynkin D associé
a I'ensemble de racines simples A. En fait, Out(G) s’identifie au groupe des automor-
phismes de D. Le groupe Out(G)? permute les groupes Gj pour j € I(G)/0. 1l agit sur
Ap en conservant Cr et A,.s. On en déduit un homomorphisme Out(G)? — Aut(Dr).



Cette application est bijective si # = 1. En tout cas, on obtient un homomorphisme
I'y = Aut(Dr) C Aut(Dp,), que I'on note encore o +— og.

Soit x € Ap. Bruhat et Tits ont associé a x un groupe réductif connexe G, défini
sur F,. Du tore Tp est issu un sous-tore maximal T, de G, qui est défini sur F, et
maximalement déployé. En fait, nos hypotheses impliquent que G, est déployé : I’action
galoisienne de I'g/p sur G se fait par 6 et devient triviale sur Tp. En particulier, T,
est déployé. Notons X%/ (z) I'ensemble des racines affines 5[\ telles que B[\](z) = 0.
Notons py, .. application qui, a une racine affine 5[\], associe la racine g € 3,.5. Cette
application est injective sur ¥4/ (x) : pour B[\] € X%/ (z), X est uniquement déterminé
par 3 et par I'égalité B(x) + A = 0. Notons X(z) 'image de X%/ (x) par py,... Clest
'ensemble des racines € %, telles que S(x) € A(S). Notons W .(x) le sous-groupe
de W;ff sfc engendré par les symétries associées aux éléments de Y%7 (z). L’action de
Wise(x) sur Ap fixe z. La projection pyo : W%ff — WY est injective sur Wg . (z).
En effet, si v,0" € Wp.(z) vérifient pyoe(v) = pyoe(v'), il existe r € R tel que v' = ro.
Or v et v’ fixent x et la seule translation qui fixe un point de Ar est 0. Donc r = 0 et
v = v'. D’apres Bruhat et Tits, 'ensemble X(x) est égal a celui des racines de T, dans
G,. L’image de Wr,.(x) par pye est le sous-groupe de W? engendré par les symétries
relatives aux éléments de Y (z). Il en résulte qu'il s’identifie au groupe de Weyl de G,
relatif & T,.

On sait que ’ensemble des sous-groupes de Borel de G, contenant T, est en bijection
avec I'ensemble C(z) des alcoves Cry de Ap dont I'adhérence contient . Cette bijection
se caractérise de la fagon suivante. Soit B, un sous-groupe de Borel de G, contenant T,.
Il lui correspond un sous-ensemble de racines positives ¥ (z)* C 3(x). Notons X4/ (z)*
son image réciproque dans X/ (z). Alors 'alcove associée a B, est I'unique alcove Cri €
C(x) dont I'adhérence contient z et telle que, pour tout y € Cry et tout B[\ € X4/ (x)*,
on ait S[A](y) > 0.

Fixons Cg; € C(z). Montrons que

(2) I'application v +— v(Cp+) est une bijection de W g () sur 'ensemble C(x).

En effet, le groupe de Weyl de G, agit simplement et transitivement sur I’ensemble
des sous-groupes de Borel de G, contenant T,.

Montrons que
(3) Wr(x) est le fixateur de x dans W%fsfc

Soit w € W;,fsfc tel que w(z) = x. Pour Cp+ comme ci-dessus, on a w(Cpy) € C(z),
donc il existe w' € Wy (z) tel que w(Cri) = w'(Cpy). L’élément wtw' de WaFfs{:
conserve alors Cr et on sait bien que cela entraine w™w’ = 1. Donc w = w' € W ().

Supposons z € Cp. Notons S(x) 'ensemble des 3 € A, r telles que 4/ (z) = 0
et SV (z) = {B4/;3 € S(x)}. D’apres Bruhat et Tits, ensemble S(z) est 'ensemble
de racines simples de G, associé au sous-groupe de Borel de ce groupe correspondant a
I’alcove C'r. Montrons que

(4) ¥4/ (x) est Pensemble des racines affines qui sont combinaisons linéaires & coef-
ficients dans Z d’éléments de S/ (x).

Preuve. 1l est clair que toute telle combinaison linéaire annule x. Inversement, soit
v[A] € X4/ (z). Alors 7y est une racine de G, et s’écrit v = > _ses(z) el avec des coef-
ficients ng € Z. 1l existe A" € R tel que Y 54, ngB4Y = ~[N]. Puisque v[\] et y[N]
s’annulent toutes deux en x, on a A = X'. Cela prouve (4).
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7 Un lemme préliminaire

Puisque G est adjoint, T est connexe et égal a X, (T ) ®z C*. Rappelons que 'on
note T? le sous-groupe des éléments unitaires de T°, c’est-d-dire 79 = X,(T)? ®@ U".
L’homomorphisme z — e*™* identifie R/Z & U'. On en déduit des isomorphismes

T} = (X.(T)’ @z R)/X.(T)" = (X.(Tp) @2 R)/X.(TF) = Ap/X.(Tr).

u

L’intersection (1 — 0)(T) NT* est finie, contenue dans 7¢. On a introduit au paragraphe
?? un sous-groupe R de Ap, qui contient X,(Tr).

Lemme. L’isomorphisme ci-dessus T° ~ Ap/X,(Tp) envoie (1—0)(T)NT? sur R/ X,(Tr).

Preuve. Pour o € A, notons E, le sous-corps de F formé des points fixes par (). On

a By : F)|= oy €t val F(EX) = ﬁZ. L’homomorphisme valt introduit au paragraphe
77 est equlvarlant pour les actions de ', donc I'image de T(F) = T(F)'F est contenue
dans Ap. D’apres Bruhat et Tits, R est égal a cette image, cf. [?] 1.2. Introduisons la
base (t0a)aca de X, (T) duale de A. L’automorphisme 6 agit encore sur cette base. Pour
@ € A, 00 POSE Wa,ey = Doy o(a) Don(a)- Alors (D) gea, .. est la base de X, (Tr) duale
de A,cs. Puisque T est déployé sur F, on a T(E) X (T)®zE*. Soit t = [[,en @alta) €
T(E), avec des coefficients ¢, € E*. On a t € T(F) si et seulement si (ta) = tg) pour
tout a € A. Cela entraine t, € EX. Inversement, la condition peut étre réalisée pour
tout ¢, € EZ, en supposant que tgnq) = 7" (ta) pour n = 1, ...,e(a) — 1. Il s’en déduit

que l'image valp(T(F)), c'est-a-dire R, est égale a gen,., e(ﬁ)Zw5 Soit maintenant

2 = [loen @a(2a) un élément de T, avec des z, € C*. Il appartient & (1 — 6)(T) si et
seulement s'il existe 2’ = [[,.x Ta(24) tel que z = (1 — 0)(2') = [[oca Tal2hz, }( )-
Cela équivaut a ce que, pour tout a € A, on ait Hn:(),...,e(oc)—l Zgn(a) = 1. D’autre part, z
appartient a T° si et seulement si Zgn(a) = Zo POUr tout & € A et tout n =1,...,e(a) — 1.
Donc z € (1 —0)(T)NT? si et seulement si, outre cette dernitre condition, on a de plus
Za € He(a)(C). Autrement dit, t = [J5.5, . @s(25) avec des 25 € pe(s)(C). En comparant
avec le calcul de R, on obtient le lemme. [

Il se déduit du lemme un isomorphisme

LT )(1—0)(T)NTY) — Ap/R.

Les groupes W? et T, agissent naturellement sur ces deux groupes et ¢ entrelace ces

actions. Notons pa, : Ar — Ap/R la projection naturelle. Le groupe WaFff agit sur Ap

et W7 agit sur Ap/R. On a la relation pa . (v(z )) (pWe( ))(pa(x)) pour tous x € Ap

et v e WH7. On note pge : T9 — T9/((1 = 6)(T) N T?) la projection naturelle.
Résumons ces constructions par le diagramme commutatif

Do { 1 { PAR
T/((1-0)(T)NT’) ~  Ap/R = Ap/R

8 Identification de deux sous-groupes de W*

Soient s € T¢ et x € Ap. Supposons que ¢ o ppe(s) = pa,(x). Posons § = s et
G' = Z4(8)°. On définit comme au paragraphe ?? lensemble de racines X(G’) et le
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groupe de Weyl W& C W On a défini le sous-groupe W Fsc(x) C W%/ au paragraphe
?? ainsi que I'ensemble de racines ().

Lemme. On a ['égalité X(z) = S(G'). Le groupe W' est égal a Uimage de W se()
par pyye.

Preuve. Remarquons que, pour §§ € X,¢5, 'homomorphisme @6(5) :AT Y — U se des-
cend en un homomorphisme encore noté 3°%) sur T7/((1 = 60)(T)NT%). En effet, soit
a € ¥ tel que aes = 3. Alors B coincide sur 79 avec [lmi, c(o) 0"(c). 1L est clair

K a)
que cet homomorphisme est trivial sur (1 — 6)(7"). Cela prouve I'assertion. Via 'isomor-
phisme 7% ~ A/ X,(TF), B correspond & "homomorphisme B,,,q4z qui fait commuter le
diagramme

AF — R
\ \
Ap/X.(Tp) "m%* R/Z~U!

Via la remarque précédente, 'application e(/3)Bmoqz se descend en un homomorphisme
e(B8)Bmodaz : Ar/R — R/Z. En vertu de 'hypothese ¢ o pio(s) = pa,(z), on a alors les
équivalences

85I =1 = e(BB(r) € 2, B = ~1 = e(F)B(x) € 5 +Z.

Il suffit alors de comparer la description de Z(G” ) donnée au paragraphe 7?7 et celle de
I'ensemble A(f) donnée au paragraphe ?? pour constater que 5 € E(é’ ) si et seulement
si f(x) appartient a A(f3), autrement dit 5 € X(z). Cela prouve la premiere assertion de
I’énoncé.

Le groupe Wp.(x) est engendré par les symétries associées aux racines affines ap-
partenant & %4//(z), cf. paragraphe ??. L’image de W () par pye est le sous-groupe
de W? engendré par les symétries associées aux éléments de ¥(z). D’autre part, W& est
le sous-groupe de W? engendré par les symétries associées aux éléments de E(G’ ). La
seconde assertion de I’énoncé résulte donc de la premiere. [

9 L’ensemble Endo

Rappelons que 1'on a défini le groupe 2 au paragraphe 6 et que I'y agit sur Ag par
un homomorphisme o — 0. Considérons 'ensemble Endo des couples (w,, x) tels que

w, est une application continue de I'y dans Qr telle que 'application ¢ +— o, =
wy(0)og soit un homomorphisme (& valeurs dans le groupe d’automorphismes de Ap);

z est un élément de Cp :

on a o,(x) = x pour tout o € I'y.

Deux éléments (wy 1,21) et (wy2,22) de Endo sont dits équivalents s'il existe w € Qp
de sorte que w(x1) = 3 et 0,2 = wo, jw™ ! pour tout o € I'y. On note Endo I'ensemble
des classes d’équivalence.

Le groupe © x I'y agit naturellement sur I(G) et 'y agit sur I(G)/©. Notons
I(G)/(© x T'y) I'ensemble commun d’orbites et i(G, 8 x I'y) son nombre d’éléments.
Soit (wy, z) € Endo. De l'action o +— o, de I'y sur Ag se déduit une action algébrique de
'y sur Tp (on remplace w, (o) par pye(w,(0))). On note cette action o +— o, 4. Cette
action conserve A, p et S(z). Montrons que
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(1) le nombre d’orbites de cette action dans A, p — S(z) a au moins (G, 0 x ')
éléments.

Notons & : A, r — I(G)/O© l'application qui, a § € A, p, associe 'élément j €
I(G)/O tel que f € A, pj. Munissons A, p de laction 0 — o, 4, de I'y et I(G)/O
de laction o — og. Alors & est équivariante pour ces actions. Décomposons x en x =
[Ticr(q)o 7 ot 75 € Crj. Pour tout j, I'ensemble A, pj — S(x;) n'est pas vide. Donc la
restriction de £ a A, p — S(x) est surjective. L'assertion (1) en résulte.

On dit que (wy, ) est elliptique si le nombre d’orbites de I'action o — o, 4, dans
A, — S(x) est égal a i(G,0 x I'y). On note Endo,; 'ensemble des couples elliptiques
et Endog; 'ensemble de leurs classes d’équivalence.

10 Construction de pré-données endoscopiques

Soit (w,, ) € Endo. Fixons s € T tel que topze(s) = pa,(z) et posons § = sf. Pour
o € I'y, posons u(o) = pye(ws(o)). Relevons 'application o — u(o) en une application
continue n : I'y — NOTmGQ(T0>. Pour o € T, l'égalité o,(r) = = et les propriétés
d’entrelacement de 'isomorphisme ¢ et de nos différentes projections impliquent ’égalité
u(o)oog(s) € s(1—6)(T). Donc n(o)og(s)n(o)~" € s(1—6)(T). Fixons une application
continue ¢ : Ty — T de sorte que n(o)og(s)n(o)™r = st(o)'0(t(c)) pour tout o € T.
Posons § = s6 et g(o) = t(o)n(o) pour tout o € I'y. Des applications o +— n(o), g(o)
etc... se déduisent de mémes applications continues définies sur le groupe de Weil W
(par composition avec I’homomorphisme Wy — T'). Parce que n(w) € GO, 1égalité
n(w)wg(s)n(w)™! = st(w)~10(t(w)) équivaut a

(1) 8(g(w),w) = (g(w),w)s pour tout w € Wi.

Posons G = Z4(3)° et définissons G’ = {(hg(w), w);w € Wy, h € G'}. Cet ensemble
ne dépend pas des choix de n(w) et t(w). En effet n(w) est uniquement déterminé modulo
T? c G’ et t(w) est aussi car Pélément (1 — 0)(t(w)) est uniquement déterminé.

Lemme. Le couple (G',3) est une pré-donnée endoscopique s-unitaire de (G, 0).

Preuve. On voit que les éléments n(1) et ¢(1) appartiennent & T?, donc a G’. Dot
aussi g(1) € (. Cela entraine ¢’ N G = G'. D’apres (1), on a la relation clé

(2) 8(g9,w) = (g, w)5 pour tout (g,w) € G'.

Il reste a prouver que G’ est un groupe et que la projection G’ — W) admet une
section qui soit un homomorphisme continu. Le fait que 'application ¢ + o, est un
homomorphisme implique que, pour 7,0’ € Ty, on a n(o)o(n(c’)) € T%n(sc’). 1l en
résulte que, pour w,w’ € Wi, on a la relation g(w)w(g(w')) € Tg(ww'). Ecrivons
g(w)w(gw')) = ty(w,w)g(ww'), avec to(w,w') € T. Parce que (g(w),w), (g(w'),w’)
et (g(ww'), ww') vérifient tous les trois la relation (2), on a to(w,w’) € T?. Alors
(g(w),w)(g(w),w) = (to(w,w)g(ww'), ww) appartient & G’. Un argument analogue
prouve que (g(w),w)"! appartient & G’. D’autre part, la relation (2) implique que tout
élément de G’ normalise . De ces propriétés résulte que G’ est un groupe. L’application
w +— (g(w), w) est une section continue de la projection G" — Wj. Ce n’est pas forcément
un homomorphisme. Définissons une action de I'y, sur T par 0 — og = u(0) o 0. Elle
conserve T%. Lapplication (w,w’) — to(w,w’) définie ci-dessus est par construction un
2-cocycle pour cette action, qui provient d’un 2-cocycle continu défini sur I'y. On a vu
qu’elle prenait ses valeurs dans T°. Parce que ce groupe est un tore, ce cocycle est trivial,
cf. [?] lemme 4. On peut donc choisir une application continue w +— t'(w) de W}, dans T°
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dont le cobord soit to. L’application w + (' (w) 'g(w),w) est alors un homomorphisme
continu qui scinde la projection G — W,.. Cela acheve la démonstration. .

La pré-donnée que I'on a construite dépend du choix de s. La proposition 77 montrera
que sa classe d’équivalence n’en dépend pas.

11 Equivalences

Soient (G, 31) et (Gh,52) deux pré-données endoscopiques de (G, 60). Introduisons
Pensemble Isom(3y;5,) des g € G tels que gs1g~" = 3. Notons Isom(G,, 51;Gh, 52)
I'ensemble des g € Isom(3y;3s) tels que gGjg~t = G). Dans le cas ol les deux pré-
données sont égales, notons-les simplement (G, 5). Alors Isom(5;5) = Z4(3) et on note
Aut(G',5) = Isom(G', 5;G',5). On a l'inclusion G C Aut(G’, 5). Revenons au cas général
ou les pré-données ne sont pas supposées égales. Si Isom(81; 33), resp Isom(G,, 51; G, 39),
est non vide, c’est un torseur a gauche sous le groupe Z4(5), resp. Aut(Gj, 52).

Soient (wy1,21) €t (wy 2, 2) deux éléments de Endo. Notons Qg (x1; x9) I'ensemble des
w € Qp tels que w(xy) = x9. Notons 1som(ws 1, T1; wy 2, T2) 'ensemble des w € Qp(xy; 22)
tels que wo, jw™ = 0,9 pour tout o € T'y. Si (wy1,21) = (Ws2, T2), on note simplement
(ws, ) cet élément et on pose Qp(z) = Qp(r;x) et Aut(wy,z) = Isom(wy, T;wy, T).
Revenons au cas général ou les deux éléments ne sont pas supposés égaux. Si Qp(z1;x9),
resp. Isom(wy 1, T1;wy 2, T2), N'est pas vide, c’est un torseur a gauche sous le groupe
Qp(z2), resp Aut(wy 2, T2).

Proposition. (i) Soient (w,1,x1) et (we2,z2) deux éléments de Endo et soient (Gy, 51)
et (Gh,32) deux pré-données endoscopiques de (*G,0). Supposons que, pour i = 1,2,
(Gl, 8;) soit construite a partir de (wy;, x;) comme dans le paragraphe 7?. Alors il existe
une bijection entre les ensembles GH\Isom(51;5;) et Qp(x1;22), qui se restreint en une
bijection entre les ensembles Gh\Isom(G, 51; Gb, 55) et Tsom (w1, 13w, 2, T2).

(ii) Soient (w,, ) € Endo et (G', 3) une pré-donnée endoscopique de (*G, 0) construite
a partir de (wy,x) comme dans le paragraphe ?7?. Alors il existe un isomorphisme de
groupes de G'\Zg(3) sur Qp(x), qui se restreint en un isomorphisme de G'\ Aut(G', )
sur Aut(wy, T).

Preuve. On se place dans la situation de (i). Pour simplifier la notation, on pose
G. = (G}, 3) et E; = (w,;, x;) pour i = 1,2. On reprend les notations du paragraphe 77 en
y ajoutant des indices i. Notons W (3;; 3) I'ensemble des u € W tels que u(s;) € so((1—
9)(T) N T?). Notons W(G,: G,) Pensemble des u € W (3y; 55) tels que uuy (0)og(u)™ €
W%usy(o) pour tout o € I'y. Montrons que

(1) le groupe W% agit & gauche sur W(3,;35,) en conservant W(G'; G,): cette ac-
tions est libre si W(51;82) n'est pas vide; il existe une bijection entre les ensembles
WééA\W(él; 55) et GL\Isom(3,;52), qui se restreint en une bijection de W%\W (G': G)
sur G4\ Isom(G}; G5).

Posons N = N ormé(T %). Puisque T est un sous-tore maximal de é; pour ¢ = 1,2,
on a légalité Isom(31;55) = G4(N N Isom(31; 32)). Il en résulte une bijection

GO\ Isom(31; 55) ~ Normég(j’g)\(]\f N Isom(81;32)).

Deux éléments de N N Isom(81; 82), resp. Norme, (T?), ont méme image dans W si et

seulement s’ils different par multiplication a gauche par un élément de 7°. En notant
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W (51; 52) Vimage de N N Isom(51;5,) dans W’ on en déduit que W agit & gauche
sur W (81;32), que cette action est libre si cet ensemble n’est pas vide et que I'on a une
bijection A

G’Q\Isom(él; gg) ~ WG’Q\E(S:I’ gg)
De méme, notons W (G; G5) 'image dans W? de N N Isom(G}; G5). On a une bijection

G\Isom(G), 51; Gy, 55) ~ WEAW(GY, G).

Alors (1) résulte des deux assertions suivantes

(2) on a l’égahté W(gl, 52) W(gl, 52)

(3) on a I'égalité W(G1;G,) = W(G1; GY).

Soit u € W7, relevons u en un element n € Normég(T(’). On a alors nsn~! =
u(s1)f. L’élément u appartient & W (5;;3,) si et seulement s'il existe t € T tel que
tn € [som(§1;§2) Cette derniere relation équivaut & tnsn~'t~! = 5,, ou encore a
u(s1)t0(t)~t = s9. Donc u appartient & W(sl, 32) si et seulement si u(s1) € s2(1 — )(T)
Puisque sy et u(s1) appartiennent & 77, cela équivaut & u(s1) € so((1 — 0)(T) N T?),
c’est-a-dire u € W (3, §2). Cela prouve (2)

Grace a (2), les deux ensembles W (G}; G5) et W(G'; G,) sont en tout cas contenus
dans W (51; §2). Pour prouver (3), on peut supposer que W(3y;§;) n’est pas vide. Soit
u € W(31;82). Relevons u en un élément n € N N Isom(3;;82). Alors u appartient a
W(G"; G,) si et seulement s'il existe ¢ € T' tel que, d’une part tn € Isom(3;; 32), d’autre
part tngi(o)og(tn)™' € Glyga(o) pour tout o € T'. Puisque n lui-méme appartient
a Isom(8y,382), la premiere condition équivaut a t € 7% et la deuxieme condition est
insensible a la multiplication par un tel élément. Celle-ci est donc : pour tout o € I'y,
il existe h(o) € G} tel que ngi(c)og(n)™t = h(o)gs(o). Puisque tous ces éléments,
excepté peut-étre h(o), normalisent 7, il en est de méme de h(o). En projetant dans
W, on obtient Iégalité wuy (0)oq(u)™! € Wuy(o). Donc u € W(G); G,). Inversement,
supposons u € W(G1;G5). Alors, pour tout o € I'y, il existe «/(0) € Normg, (T?) et
t(0) € T de sorte que ng (0)og(n) ™" = t(c)u/(c)gy(0). La conjugaison par le membre de
gauche envoie o¢(s9)0 sur 3, et il en est de méme de la conjugaison par u'(0)ge(o). Donc
la conjugaison par (o) fixe 5y, donc t(0) € T% C GY. Alors ng,(0)og(n)™" € Ghga(o)
ce qui entraine, comme on 1’a dit plus haut, que u appartient a W(G'; G3). Cela prouve
(3), d’ou (1).

Notons W4/ (1; x,) I'ensemble des v € W/ tels que v(z1) = 25 et WY/ (Ey; Ey)
le sous-ensemble des v € W4 off (x1;22) tels que, pour tout o € 'y, on ait la relation
vwy1(0)og(v)™! € WF,SC(.TQ)W*’Q( ). La projection pye est injective sur W%/ (z1;2,)
car le seul élément de R qui fixe un point de Ap est 0. D’apres le lemme 7?7 on a
I'égalité pryo(Wpe(22)) = W2, Montrons que

(4) pwo(WH (215 25)) = W (515 55), pwo (W (B Eo)) = W(GY; G5).

Puisque ¢ 0 pe(s;) = pap(z;) pour i = 1,2, un élément u appartient a W(s;; s2)
si et seulement si u(xy) € zy + R. Cela équivaut a ce que u soit la projection dans
W d’un élément de W%/ (z1;25). Dot la premiere égalité de (4). Soit u € W (51;39),
relevons u en son unique antécédent v € W (xl;azg). Siv € W“Fff(El;Eg), on a
v,y 1(0)oq(v) ™ € W (29)ws2(0) pour tout o € T'y.. En projetant dans W9, on obtient
uuy (0)og(u) ™t € Wuy (o), donc u appartient & W (G} ; G5). Réciproquement, supposons
que u € W(G1;G3). En relevant dans W%f ’ la relation précédente, on voit qu’il existe
r(o) € R et vy(0) € Wg(z2) de sorte que vw,1(0)og(v)™ = r(o)v.(0)w,a(o). Le
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membre de gauche envoie og(x2) sur z; et il en est de méme de v,(0)w, 2(0). Donc r(o)
fixe 5, d’ott (o) = 0. Alors v appartient & W%/ (Ey; E;), ce qui démontre (4).

Le groupe W g .. (25) agit & gauche sur W%/ (z1; 5). Cette action préserve W4/ (E; Ey) :
l'action o, 5 préservant x,, elle conserve W .(x2). Prouvons que

(5) Wige(22) \WH7 (21; 25) ~ Qp(21; 22) et W oo(22) \WH (By; Ey) ~ Isom(Ey, Ey).

D’apres 77(2), on a QpNW g (z2) = {1}. On voit que Qp(xq; x2) = QFﬂW%ff(:cl; To)
et Isom(E;Ep) = Qp N W’}ff(El;EQ). I1 suffit alors de prouver que W%ff(xl;xg) C
W se(22)2p. Soit v € W;f ! (x1;22). Alors v envoie Cp sur une alcove dont 1'adhérence
contient xy. D’apres ?77(2), il existe donc v, € W g (z3) tel que v,v conserve Cp, c¢’est-
a~dire v,v € Qp. Cela prouve (5).

Le (i) de I’énoncé résulte de (1), (4) et (5).

Le (ii) est le cas particulier de (i) ol (wy1,21) = (wWy2,x2) €t (G, 51) = (G, 52). On
affirme en plus que les bijections sont des homomorphismes de groupes. Mais c’est clair
sur leurs constructions. [

12 La classification des pré-données endoscopiques

A

s-unitaires pour G adjoint

Notons Endo, 'ensemble des classes d’équivalence de pré-données endoscopiques s-
unitaires et notons Endo; 'ensemble des classes de pré-données endoscopiques ellip-
tiques. On a Endo; C Endo, d’apres le lemme ?77. Dans le paragraphe 77, on a as-
socié une pré-donnée endoscopique s-unitaire a tout élément de Endo. Il résulte du
(i) de la proposition ?? que cette construction se descend en une application injective
0 : Endo — &Endo,. Par abus de notations, on notera aussi d ’application composée

Endo — Endo Endo,.

Théoréme. (i) L’application 6 : Endo — Endo, est bijective.
(ii) L’image de Endoey par § est égale a Endogy,.

Preuve. Prouvons la surjectivité de 6. Considérons une pré-donnée endoscopique s-
unitaire (G', ). On suppose § = sf, avec s € T? et on utilise les constructions et notations
du paragraphe ?7?. Fixons y € A tel que pa,(y) = ¢ o pje(s). Le sous-groupe de Borel
BN G de G’ détermine un ensemble de racines positives dans E(é’ ), lequel s’identifie
d’apres le lemme 7?7 & un ensemble de racines positives dans ¥ (y). Comme on I’a expliqué
en 77, cet ensemble détermine une alcove Cr, de Apr dont I'adhérence contient y. Soit
v 'unique élément de W;fi tel que v(Cp,) = Cp, posons = v(y). On a x € Cp.
Soit o € I'. La relation 7?(2) entraine que u(o)og(y) € y + R. 1l existe donc un unique
élément (o) € R tel que r(o)u(c)oa(y) = y. Rappelons que 'automorphisme adg . owe
conserve BN G pour tout w € Wj. En reprenant la construction de Cf,, on voit que
cela entraine que r(o)u(o)og conserve Cp,. Posons w,(c) = vr(o)u(o)og(v)~t. Alors
wi(0)og(x) = x et wy(o)og conserve Cp. Puisque o conserve aussi cette alcove, w, (o)
la conserve aussi, donc w, (o) € Q. Montrons que

(1) le couple (wy,x) appartient a Endo.

Puisque 'application ¢ +— (o) est continue, I'application o +— r(c) déterminée par
I'égalité r(o)u(o)og(y) = y lest aussi. Donc Papplication o — w, (o) lest également.
Il reste a prouver que l'application ¢ — o, est un homomorphisme. Soient o,o¢’ €
['x. Par construction, on a wu(o)ogu(c’)oy = u(oo’)(00’)g. 1l en résulte qu’il existe
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r1(o,0’) € R de sorte que r(o)u(o)ogr(c’)u(o’ oy = (o, 0" )r(co’)u(oo’)(o0’)c. Mais
r(o)u(o)ogr(c")u(c")oy et r(oo')u(oo’)(oo’)q fixent y et le seul élément de R qui fixe
un point de Pappartement est 0. Donc ri(o,0') = 0 et r(o)u(o)ogr(c’)u(o’)o =
r(oo")u(oo’)(00’)g. En conjuguant par v, on obtient que I'application o — o, est un
homomorphisme. Cela prouve (1).

Montrons que

(2) la classe d’équivalence de (G', §) est égale a 0(w,, ).

Construisons une pré-donnée endoscopique associée a (wy,x). Puisque la notation
(G',3) est déja utilisée, on note cette pré-donnée (G., 5,) et on affecte d’un indice * les
objets utilisés dans sa construction.

Reprenons les notations de la construction ci-dessus de (wy, ) et posons u = pye(v).
Par définition, s, est un élément de T? tel que ¢ o pso(s,) = pa,(z). On voit que I'on
peut choisir s, = u(s). Soit o € I'y. Par définition, u,(o) est I'image de w,(o) par
pwe. On voit que u,(0) = uu(o)og(u)~". Relevons u en un élément n € Normge(1°).
Par définition, n,(o) est un élément de ce groupe qui releve wu,(c). On peut choisir
n.(c) = nn(o)og(n)~'. Comme on I'a dit au paragraphe ??, des applications o — n, (o),
o — t.(0) etc... se déduisent des applications similaires définies sur Wy. Soit w € Wj.
Posons h,(w) = nt(w)n ", (w)™'. On a h,(w) € T. L'égalité n,(w) = nn(w)we(n)™
équivaut a

(3)  hu(w)ge(w) = ng(w)we(n) ™.

Remarquons que, puisque n € G?, 'égalité s, = u(s) équivaut a 5, = nsn~'. Les actions
adg(w) © W, Tesp. adg, ) © wg, fixent 5, resp. 5,. Il résulte de (3) que ady, ) fixe 3,.
Puisque h,(w) € T, cela implique que hy(w) € T°. A fortiori he(w) € G’; L’égalité (3),
vraie pour tout w, entraine que G. = nG'n~!. Donc n définit une équivalence entre les
pré-données (G', 5) et (G, 5,). Cela prouve (2).

L’assertion (2) entraine la surjectivité de 0. Cela acheve la preuve du (i) de ’énoncé.

Soit (w4, x) € Endo, construisons une pré-donnée (G', 5) qui lui est associée. On utilise
les notations du paragrephe ??. On identifie X,(T?) & X, (Tx). On dispose de I’action
linéaire o — 0, 4y de I'y sur X, (Tr), cf. paragraphe ??. On dispose d’autre part de
Paction o — o¢ de W, sur X, (T%) = X, (Tr). Comparons-les. Il faut prendre garde au
fait que les termes g(o0), n(o) etc... du paragraphe 7?7 ne sont pas ceux ainsi notés associés
a (G',5) au paragraphe ?7. En effet, 'action de ady o 0¢ préserve G’ et T? mais pas
forcément BNG'. Mais, pour tout o € T, on peut choisir un élément h(c) € Normg, (1)
tel que ady(y)g(0) © 0¢ préserve ce groupe de Borel. En notant u(o) la projection de
h(o) dans WC', il résulte alors des définitions que I'on a I'égalité og = U (0) 0 alg-
Cela entraine que les deux actions ¢ — g et o — 0, 4, coincident sur X,(Z(G")°).
Munissons X, (Tr) de la deuxieme action. Que (G, 5) soit elliptique équivaut a ’égalité
X.(Z(G")°)Tk = 0, ou encore & X*(Z(G')°)'* = 0. Le groupe X, (Z(G")°) est 'annulateur
de ©(G’) dans X, (Tx). En vertu de ??(1) et de ??(4), cest aussi Iannulateur de S(z).
Pour tout Z-module Y, notons Yy = Y ®z Q. Pour tout ensemble fini A, notons Q[A]
le Q-espace vectoriel de base A. Si A est un sous-ensemble linéairement indépendant
de Y, on a Q[4] C Yg. Le groupe X@(Z(@’)O) sidentifie a X (Tr)/Q[S(z)]. Pour tout
j € I(G)/O, on a une surjection naturelle

QA rj] = Xo(Try).

Son noyau est la droite portée par I'élément lj = 5 v d(B)s, cf. 2?7(1). En sommant
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les applications ci-dessus, on obtient la suite exacte
0— @je[(g)/@(@[lj] — Q[AG,F] — X@(TF) — 0.

L’action o +— 0, 4, permute les éléments de A, r donc définit une action sur Q[A, r|.
Les homomorphismes de la suite ci-dessus sont équivariants pour les actions galoisiennes.
On déduit de la suite ci-dessus une suite

0 = Bier@)/eQll] = Q[Aqr]/QS(2)] = Xo(Tr)/Q[S(x)] = 0.

Cette suite reste exacte. En effet, le seul point a vérifier est que le premier homomor-
phisme est injectif. Décomposons = en © = [[icy /0 %- On a S(z) = Uera)/oS()
et il suffit de vérifier que, pour tout j, /; n’appartient pas a Q[S(z;)]. C’est clair car
Aqr; — S(z;) n'est pas vide. De la suite précédente se déduit la suite encore exacte

0 = (BrercyeQl)™ = (QUA.r/QS@))™ — (X5(Tr)/QS@)"™ — 0.

Que (G', §) soit elliptique équivaut a 'égalité (X (Tr)/Q[S(x)])"™* = 0. Cela équivaut

A Dégalité
dim((@ier(e)/0Qlh])"*) = dim((Q[Aq,r]/QIS(x)])").

L’action de I';, permute les éléments [; donc la premiere dimension vaut i(G, 8 x I'y). On
a l'égalité Q[A, r]/Q[S(z)] = Q[A, r—S(z)] et Paction galoisienne permute les éléments
de A, — S(x). En notant i(x) le nombre d’orbites de cette action dans A, p — S(z),
on a donc dim((Q[A, r]/Q[S(x)])'*) = i(x). Donc (G', 5) est elliptique si et seulement si
i(G,0 xT'y) =i(x), autrement dit si et seulement si (w,, x) est elliptique. Cela prouve le
(ii) de I’énoncé. 0.

13 Equivalence presque partout

On suppose que k est un corps de nombres. Une pré-donnée endoscopique (G’, $)
définie sur k se localise pour toute place v € V; en une pré-donnée endoscopique
(G,,5) définie sur k,. Notons plus précisément Endo, et Endo; les ensembles notés
précédemment Endo relatifs au corps k, resp. k,. Alors un élément (w,,z) € Endo, se
localise en un élément (w, ,,r) de Endoy, .

Rappelons que 'on suppose que G est adjoint.

Théoreme. Soit (G1,51) et (G5, S2) deux pré-données endoscopiques s-unitaires définies
sur k. Supposons que, pour presque tout v € Vj, les pré-données (G ,,51) et (Gy,,52)
sotent équivalentes. Alors (Gy,51) et (Gy, S2) sont équivalentes.

Preuve. Grace au (i) du théoreme ??, I’énoncé équivaut a l'assertion suivante :

(1) soient (wy 1, 1) et (wy 2, x2) deux éléments de Endo,, ; supposons que, pour presque
tout v € Vi, (W10, 21) €t (Wi 2.0, T2) soient équivalents; alors (wy 1, 1) et (w2, T2) sont
équivalents.

On va d’abord procéder a trois réductions. On a introduit I’ensemble 1(G)/(© x I'y)
des orbites de l'action de I'y dans I(G)/O. Pour J € I(G)/(© x I'y), posons G; =
[Iic; Gj, c’est-a-dire que j parcourt les éléments de I(G)/© dans l'orbite J. Ce groupe
est défini sur F' et est stable par l'action de ['y. On a G = HJGI(G)/(@ka) G et tous
nos objets se décomposent conformément. Précisons nos notations en notant Endo, (G)
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ensemble noté jusqu'ici Endo,. On a alors Endo,(G) = [];crq)/oxr,) Endoy(Gy) et
on voit qu'il suffit de démontrer I’assertion analogue a (1) pour chaque groupe G . Cela
nous ramene au cas ou l'action de I'y dans I(G)/O n’a qu’une seule orbite, ce que 'on
suppose désormais.

Fixons un élément j, € I(G)/O et introduisons l'extension ko de k telle que I'g,
soit le fixateur de j, dans I'y. L’action de I'y, conserve Gj, et on peut définir les en-
sembles Endo, (Gj,) et Endoy,(Gj,). On a les égalités Cp = [iinrc)/e Crj et Qp =
[Tici(q)/e S2rj- Soit (wi, ) € Endo,(G). Posons © = [[icyq)/e % b, pour tout o € T,
wi(0) = [lier(@)/o wxi(0). Notons w,j,k, la restriction de w,j, a I'y,. Alors le couple
(Wajokos Tjo) appartient & Endo, (Gj,). On a ainsi défini une application Endo,(G) —
Endo,, (Gj,). Montrons que

(2) cette application se quotiente en une bijection Endox(G) — Endoy, (G;,).

Il s’agit d'un cas d’isomorphisme de Shapiro. Nous nous contenterons de donner la
construction de l'application en sens opposé Endo, (Gj,) — Endo,(G), en laissant le
lecteur prouver que les deux applications se descendent en des isomorphismes réciproques
entre Endoy,(G) et Endoy, (Gj, ). Soit (Wy o k- Tjo) € £ndoy, (G,). Puisque I(G)/© forme
une unique orbite sous 'action de I'y, on peut fixer pour tout j € I(G)/© un élément
oy € 'y tel que 03(jo) = j. Alors 05 ¢ transporte G, et tous les objets qui lui sont associés
sur Gj et tous les mémes objets qui lui sont associés. L’ensemble {oy;j € I(G)/O} est

un ensemble de représentants du quotient I'y/T'y,. Pour tout j, posons z; = oja(z;,).
Posons © = [[icyq)je @ Solent o € I'y et j € I(G)/O. 1l existe d'uniques j’ € I(G)/O
et o' € I'y, tels que ooy = gy0’. Posons w,;(0) = 05.¢(Wkjo ke (0)). Cest un élément

de Qp;. Posons w,(0) = [[icyq)/e wri(o). On vérifie que le couple (w,, x) appartient a
Endo,(G). Cela définit 'application cherchée Endo,, (G;j,) — Endo,(G). Comme on I'a
dit, on laisse le lecteur achever la preuve de (2).

Soit vy € Vi, et notons v la restriction de vy a k. On a encore une application
Endoy, (G) = Endoy,  (Gj,) qui s’inscrit dans le diagramme commutatif

Endo,(G) — Endo,, (Gy,)

4 \
Endo, (G) — MkO,UO(Gio)

L’application Endo, (G) — Endoy,  (Gj,
car 1(G)/O n’est pas forcément une unique orbite sous I'y,. Il est toutefois clair que
cette application se quotiente en une application Endoy,(G) — Endoy, , (Gj,). Dans la
situation de (1), ces considérations impliquent que les images de (w1, 21) et (wy 2, T2)
par I'application Endo,(G) — Endo, (Gj,) sont encore localement équivalentes presque
partout. Si nous supposons démontrée I'assertion (1) pour I'ensemble Endo, (G;,), ces
images sont équivalentes et 'assertion (2) nous dit que les données initiales (w,1,21) et
(W2, T2) le sont aussi. On est ramené a démontrer (1) dans le cas ou I(G)/O est réduit
a un unique élément, ce que nous supposons désormais.

Fixons ig € I(G). Soit n le plus petit entier strictement positif tel que 0" (ip) = io.
C’est un diviseur de I'ordre e de 6. Posons ey = £. L’automorphisme 6" conserve Gy,
et on note 6;, sa restriction a ce groupe. L’automorphisme 6;, est d’ordre e;. Notons
Fy le sous-corps de E fixé par 4". L’action de I'p, conserve G;, et 4" agit sur X,(T;,)
comme 6;,. L’appartement Ap s’identifie a ’appartement similaire relatif au groupe
G;, muni de son action de I'g,. Puisque I(G)/O est réduit a un unique élément, on a
I(G) ={0™(ip);m =0, ...,n—1}. Puisque l'action de I'y commute a 0, il existe un homo-

) ne vérifie pas forcément 1'analogue de (2)
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morphisme a : Ty — Z/nZ tel que o (o) = 69 (i) pour tout ¢ € I'y. L’automorphisme
060~ conserve G,,. On note oG, sa restriction a G;,. Alors 'application o > oG, Mu-
nit G;, d’une action de I'y, qui commute a 6;,. Les ensembles Endo, (G;,) et Endo(G;,)
sont bien définis et il est immédiat qu’ils sont égaux a Endo,(G) et Endog(G). Re-
marquons qu’ici, contrairement a la deuxieme réduction ci-dessus, ces égalités persistent
quand on remplace k par un localisé k, puisque c’est le corps F' qui a changé, pas le
corps k. Il nous suffit donc de démontrer I'assertion (1) pour le groupe G;,. Cela nous
ramene au cas ou G est absolument simple, ce que 'on suppose désormais.

Dans le cas ou 0 = 1, Iassertion (1) résulte de [?] propositions 1.6 et 2.2. Nous ne
traitons ici que le cas 8 # 1. Le groupe I'; agit sur G par des automorphismes qui
préservent £ et commutent a . Parce que € # 1 un tel automorphisme est une puissance
de 6. En conséquence, 'action de I'y est triviale sur tout objet fixé par #, en particulier
l'action o +— o¢ est triviale sur Ag. Il en résulte que U'ensemble Isom(wy 1, 21; Wy 2, T2)
défini au paragraphe 77 est celui des w € Qp(z1;x9) tels que ww, 1(0)w™" = w, o(c) pour
tout o € I'y. Mais Qp est commutatif (il a au plus deux éléments sous notre hypothese
0 # 1). L’équivalence de (w, 1,%1) et (wy2,22) équivaut donc a la réunion des conditions
suivantes

(3) Qr (21, 22) # 0;

(4) wy1(0) = wy2(o) pour tout o € I'.

De méme, pour v € Vj, 'équivalence de (wy 1,4, 21) et (wy 2.4, 22) équivaut a la réunion
de (3) et de

(4)(v) Wye1,0(0) = wy24(0) pour tout o € I'y, .

Puisque 0 — w,;(0) est un homomorphisme continu pour i = 1,2, le théoréme de
Cebotarev implique que (4) est vérifié si et seulement si (4)(v) I'est pour presque tout v.
Cela prouve (1) et le théoreme. [

14 Equivalence faible

Le corps k est de nouveau un corps local de caractéristique nulle ou un corps de
nombres. On a défini au paragraphe ?? la notion d’équivalence faible entre prédonnées
endoscopiques. On note Endo,, , I'ensemble des classes d’équivalence faible de pré-données
endoscopiques s-unitaires. C’est un quotient de Endo,,.

Pour z € Ap, on a défini U'ensemble X%/ (z) au paragraphe ??. Soient (w,1,z;) et
(Wy2,2) deux éléments de Endo. On dit qu'ils sont faiblement équivalents s’il existe
v e Wi tel que

(1) 0(Z007 (25)) = S0 (1)

(2) vw,a(0)oa(v)™ = w, 1 (o) pour tout o € .

Remarque. La relation d’équivalence faible est moins fine que la relation d’équivalence.
En effet, si (w,1,21) et (wy2,22) sont équivalents, il existe w € Qp tel que w(z2) = 21
et wo,ow™! = 0,1 pour tout o € T'y. Ces deux relations impliquent respectivement les
relations (1) et (2) pour v = w.

On note Endo, I'ensemble des classes d’équivalence faible dans dans Endo. C’est un
quotient de Endo.

Théoreme. La bijection ¢ : Endo — Endo, du théoréme 7?7 se quotiente en une bijection
0, : Endo, — Endoy,.

Preuve. Soient (w, 1,21) et (w2, x2) deux éléments faiblement équivalents de Endo.
On effectue comme au paragraphe 7?7 la construction d’une pré-donnée endoscopique
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(G1,51) associée a (wy1,21). On affecte les objets de la construction d'un indice 1. On
va construire une pre-donnée (G, 52) associée a (w2, z2), dont on affecte les objets d'un
indice 2. Rappelons que l'on a posé X(z1) = px,..(X%7(z1)). Notons Y, le sous-module
des éléments z, € X,(Tr) vérifiant les conditions :

B(z.) = 0 pour tout § € X(z1);

Oy 1.a19(T+) = 2, pour tout o € I'y.

Fixons v € W%/ vérifiant (1) et (2), notons u = pye(v) son image dans W et posons
y = v(xs). Notons z I'élément de I'espace vectoriel X,(Tr) ®z R tel que y = x1 + 2.
Pour SB[\ € X%/ (z), on a B[N (x1) = 0 et, d’apres (1), 3[A(y) = 0. Donc (z) = 0
pour tout § € X(x;). De méme, la propriété (2) entraine que 041 44(2) = 0 pour tout
o € I'y. Donc z appartient a Y, ®z R. On a expliqué dans la preuve du (ii) du théoreme
?? que Y, s’identifiait & X,(Z(G%)°)"*. De I'homomorphisme # — 2™ se déduit un ho-
momorphisme Y, @z R — Z(G))L#°. Notons ¢ Pimage de z. Alors 10 ps(C51) = pa,p(y)-
Posons sy = u™!((s1) et S = so6. Alors sy vérifie la propriété ¢ o pre(s2) = pa,(x2)

A

requise dans la construction de la donnée (Gj, 55). Fixons n € Normge(1?) relevant
u. Alors 85 = n~'(8n. Soit 0 € T, posons uy(c) = utuy(o)og(u). Dapres (2),
on a la propriété requise us(c) = pyo(wia(0)). Posons na(o) = n~'ni(c)og(n). Clest
un relevement de uy(o) dans Normge(T°). Par définition, on a n(0)oq(s)ni (o)™ =
s1t1(0) 1 0(t1(0)). Puisque ¢ € Z(G,)%° on a ny(c)oa(C)ny(e)™! = ¢ donc aussi
ni(o)og(Cs1)ni(o)™r = (siti(0)710(¢t1(0)). Posons ty(0) = n~'t1(o)n. Par un calcul
simple, on voit que ny(0)og(s2)na(c) ™t = sata(0) '0(t2(0)). On a ainsi défini toutes les
données de la construction de (G5, 55). On a ndn~' = (1. Donc nGhyn~' = Zx((5)°.
D’apres le lemme ??, lensemble de racines de Z4((51)° est X(y). Mais S(y) = X(21)
d’aprés (1). En utilisant encore une fois le lemme ??, on obtient égalité Z;((5)° = Gl
On a aussi ngs(c)og(n)™! = gi1(o) pour tout o € T'. Alors n définit une équivalence
faible entre les pré-données (G5, $2) et (Gj, 51).

Inversement, soient (G, 51) et (G5, §2) deux pré-données s-unitaires faiblement équiva-
lentes. On suppose §; = s;6 pour © = 1,2 avec s; € T?. Fixons z € G tel que x5 x71 €
52 Z(GL)R0 et xGla~! = G}. On pose Gy = G} et 33 = x5z L. Pour i = 1,2,3, il
correspond a la pré-donnée (G/, 5;) un couple (w,;, x;) € Endo. Les pré-données (G, 51)
et (G5, 83) sont équivalentes. Ainsi qu’on I’a déja prouvé, les couples (w, 1, 21) et (wy 3, T3)
sont équivalents. Il suffit donc de prouver que les couples (wy3,23) et (wy2,z2) sont
faiblement équivalents. Quitte a remplacer (G, 5;) par (Gj, 83), on est ramené au cas
ol G = Gl et §; € 5,Z(GH)+0 = 5,Z(G))"+0. On suppose ces conditions vérifiées. On
construit un couple (w, 1, 1) associé a (Gj,51) comme dans la preuve du théoreme 77.
On note y;, vy et r1(o) les objets utilisés dans cette construction. On va construire un
couple (wy 2, T2) associé a (G5, 52) et on notera par des indices 2 les objets utilisés dans
cette construction.

Soit ( € Z (é/l)rk,o tel que S, = (5;. Puisque nos deux données pré-endoscopiques sont
s-unitaires, ¢ lest aussi, ¢’est-a-dire ¢ € Z(G4)'0. Le groupe X,(Z(G})) s'identifie &
celui des z, € X,(Tp) tels que B(z,) = 0 pour tout 8 € 2(y;). Le groupe X, (Z(G) +0)
s’identifie au groupe Y, des z, € X,(Tp) vérifiant la condition précédente et de plus
ui(o)og(ry) = x. pour tout ¢ € I'y. Comme plus haut, il y a un homomorphisme
surjectif ¥, ®z R — Z(G})0. On fixe z € Y, ®z R dont Vimage par cet homomor-
phisme est ¢. On pose yo = y; + 2. On a bien pa,(y2) = ¢ 0 pjo(s2). Le lemme ?7 et
Pégalité G = G impliquent que X(y3) = X(y1). Pour 3 dans cet ensemble de racines et
A€ A(B), on a B[A\|(y1) = B[\|(y2) puisque z est annulé par 3. Donc X% () = S/ (yy).
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Soit vy € WaFfi tel que v2(Cry,) = Cp. On pose xg = va(y2). Soit ¢ € I'y. On sait
que 71 (0)ui(o)og(y1) = y1- On a uy(o) = us(o) puisque G = G5. Puisque z est fixé
par ui(o)og, on en déduit ri(o)us(o)oc(ya) = yo. Autrement dit, 'élément rq(o) de
la construction de (w9, z2) est égal & ri(o). On a w,o(0) = wvore(o)uz(c)og(ve) ™.
Cela acheve la construction du couple (w,2,72). Posons v = vivy'. 1l est clair que
vw,2(0)oa(v)™ = w,1(0). On a aussi V(T (29)) = v1(XY (1)) = v1(Z (1)) =
2/ (x1). Donc v définit une équivalence faible entre les couples (Wi1,21) €t (wy2, T2).
Cela acheve la démonstration. [

15 Equivalence faible presque partout

On suppose que k est un corps de nombres. Rappelons que G est supposé adjoint.

Théoréme. Soit (G}, 51) et (G, 32) deuz pré-données endoscopiques s-unitaires de (G, 9)
définies sur k. Supposons que, pour presque tout v € Vi, les pré-données (G, 581) et
(G0, 82) soient faiblement équivalentes. Alors les pré-données (G, 31) et (G, 32) sont
faiblement équivalentes.

Preuve. Grace au théoreme 77, I’énoncé équivaut a ’assertion suivante :

(1) soient (wy 1, 1) et (wy 2, x2) deux éléments de Endo,, ; supposons que, pour presque
tout v € Vi, (Wi10,71) €t (W20, 22) solent faiblement équivalents; alors (wy1,21) et
(Wy.2,T2) sont faiblement équivalents.

Une premiere partie de la preuve consiste a se ramener au cas ou le groupe G est
absolument simple. Elle est analogue a la réduction de la preuve du théoreme 7?7 et nous
laissons au lecteur le soin de vérifier que cette réduction vaut aussi pour I’'équivalence
faible. On suppose donc que G est absolument simple.

Le groupe I'y agit sur Tr. On note k' I'extension de k telle que I'ys soit le noyau de
cette action. Si 6 = 1, c’est le noyau de I'action de I', sur G. Mais, supposons 6 # 1.
Comme on l'a expliqué a la fin du paragraphe 77, ’action de I'y, sur Tx est triviale. On
a donc k' = k dans ce cas. Pour ¢ = 1,2, notons k; 'extension de k telle que I'y, soit le
noyau de l'action o — o, ;. On a

(2) k' C k.

C’est trivial si 6 # 1 puisqu’alors &' = k. Si 0 = 1, on a 0, ; = w,;(0)og. Mais o¢ est
un automorphisme qui préserve € tandis que w, ;(o) est 'action d'un élément du groupe
de Weyl. Le produit de deux tels isomorphismes n’est 'identité que si tous deux sont
l'identité. La condition o,,; = 1 implique donc o = 1, d’ou (2).

On a aussi

(3) k1 = ko.

En effet, si k1 # ko, on peut supposer, quitte a permuter les indices, que k; ¢ ks. On
peut alors trouver une place v de k dont le groupe de décomposition I'y, est inclus dans
'y, mais pas dans I';,. Alors I'action o, est triviale sur I';, mais 'action o, ; ne l'est
pas. Les éléments (wy1,,%1) €t (Wi 20, T2) ne peuvent pas étre faiblement équivalents,
contrairement a notre hypothese.

On pose simplement K = k; = k. On considere désormais que les actions de I'y, sont
définies sur I'g,. Pour une place v de k, on note I', son groupe de décomposition dans
Ik i Montrons que

(4) on a I'égalité w, 1(0) = w,2(0) pour tout o € I'g/pr.

Soit 0 € T'k/p. On peut fixer une place v tel que I', soit le sous-groupe de I'g /s
engendré par o. Puisque (wy1.4,21) €t (Wy2.4,T2) sont faiblement équivalents, il existe
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w e WaFff tel que ww,2(0)w™ = w,1(0). On projette cette égalité dans Qp selon la
décomposition W/ = W;fs}; X Qp. En se rappelant que Qp est commutatif , on obtient
I'égalité (4).

On pose simplement w, (o) = w,1(0) = wy2(0) pour o € Ik

Montrons que

(5) si 'extension galoisienne K /k est cyclique, (1) est vérifiée.

Si K /k est cyclique, on peut fixer une place v telle que I', = I'g ;.. Il suffit d’appliquer
la définition de I’équivalence faible pour voir que (w,1,%1) et (wy2,22) sont faiblement
équivalents si et seulement si (wy1.4,21) €t (Wi 2.0, 22) le sont. Do (5).

Pour i = 1,2, I'application ¢ — w,;(0)o¢ est un homomorphisme injectif de 'k
dans le groupe des automorphismes de A g qui préservent Cr, c’est-a-dire dans le groupe
Aut(D, r) des automorphismes du diagramme D, g, cf. 77. Quand ce groupe est cyclique,
I'extension K /k lest aussi. Si 6 # 1, Aut(D, r) est cyclique : il a au plus deux éléments.
Supposons 0 = 1. Les seuls cas ol Aut(D, r) n'est pas cyclique sont les suivants :

G est de type A,,_1 avec n > 3 (on préfere le choix de I'indice n — 1 car il simplifiera
les notations du paragraphe ?7);

G est de type D,, avec n > 4;

G est de type Es.

On suppose l'une de ces hypotheses vérifiée. Sauf dans le cas ou G est de type Dy,
on a [k : k] < 2. Montrons que

(6) si [k : k] <2, on peut supposer que 0,1 = 0,2 pour tout o € I'g/y.

Cela résulte de (4) si k' = k. Supposons k' # k, donc k'/k quadratique. Fixons un
élément o’ € '/, —I'k 1 et une place v de k telle que I, contienne o’. Puisque (wy,1,, 1)

et (Wy 2.0, T2) sont faiblement équivalents, il existe w € W‘}f T tel que waizw_1

Ecrivons w = w'w, avec w' € W%/ et w € Qp. L’action ol est un automorphisme

_ /
= 041

de G conservant 1’épinglage €. Il conserve Wif SJZ et Qp. Alors wcrigw*l est de la forme

W, 5(0")og, avec W, »(0”) € Qp et wol ,w ™! est de la forme w”w, ,(0”)oy; avec w” € W;fs};

Légalité wol ,w™! = o/ | équivaut a w"'w, ,(0")og; = w,1(0”)og et cette derniere implique
w” =1 et w, ,(0') = wy1(0"). Mais I'énoncé du théoréme est insensible au remplacement
du couple (wy 2, z2) par un couple équivalent. On peut donc remplacer ce couple par son
conjugué par w. Les égalités précédentes montrent qu’alors, o , = oy ;. Puisque o’ et
I'k/w engendrent 'k, I'assertion (4) entraine que 0,1 = 0,2 pour tout o € I'k ;. Cela
prouve (6).

Sous I'hypothese de (6), on supposera vérifiée la conclusion de cette assertion et
on supprimera les indices 7« = 1,2 dans les notations w,; et o,;. Dans les paragraphes
suivants, on traitera séparément les trois cas possibles pour G (quatre en fait, car on
traitera séparément le cas ou G est de type Dy et [k : k] > 3).

16 Cas ou G est de type A,

Pour tout ensemble J, pour tout y = (y;);es € R’ et tout r € R, on pose r +y =
(r + yj)jes. Cela définit une action ”diagonale” de R sur R’. Posons € = 0 si n est
pair et € = % si n est impair. Posons Z. = € + Z. Notons A Uensemble des éléments
7 = (y;)jez. € R% tels que y;4, = y; — 1 pour tout j € Z.. L’appartement A s’identifie
au quotient Ap /R de Ap par l'action diagonale de R. Les racines affines s’identifient
aux applications § = (y;)jez. — Bjx(9) = y; — yx, pour les couples (j,k) € Z. tels que

k & j+nZ. Evidemment, B4 k+on = Bjr +b—a pour a,b € Z. Notons W%ff le groupe
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des permutations w de Z, telles que w(j + n) = w(j) + n pour tout ¢ € Z.. 1l agit sur
Ap par (w, (y;)jez.) — (Y})jez. OU Y; = Yu-1(;)- Notons @ I'élément de W47/ défini par
w(j) = 7+ 1 pour tout i € Z. L’ action de @™ sur Ay n’est autre que 'action diagonale
de I’élément 1 € R. Le groupe &"% engendré par &" est donc un sous-groupe distingué de
Waf ! isomorphe & Z. Le groupe W“f ! g'identifie au quotient Waf ! JonZ . Notons Cp le
sous-ensemble des (y;),ecz. € Ap tels que y; > y;41 pour tout j € Z Alors CF s’identifie
A image de Cr dans Ap. Notons w l'image de @ dans W o Le groupe ()p s’identifie
au groupe cyclique d’ordre n engendré par w. Notons 7 lautomorphlsme de Ay défini
par 7((yj)jez.) = (¥})jez. avec y; = —y_; pour tout i € Z.. Cet automorphisme 7 se
quotiente en un automorphisme 7 de Ap. On a Out(G) = {1, 7} c’est-a-dire que I'unique
élément non trivial de Out(G) agit sur Ar par 7. On a P'égalité 7w = w™'7. On peut
supposer k' # k d’apres ?77(5), donc k' est une extension quadratique de k. On a alors
og=1pour o € gy et og =7 pour 0 € Iy, — Tyr. Si K =K', K/k est cyclique et
le théoreme est démontré. On suppose que K # k. Alors o — w, (o) identifie I/ & un
sous-groupe cyclique non trivial de Q2z. On note m Ientier strictement positif divisant n
tel que I'image de I'x /. soit engendrée par w™. On a m < n et on pose d = n/m. On fixe
un élément o’ € Ik, — Ik et on note o” I'élément de I'k /i tel que w,(0”) = w™. Les
éléments o’ et 0" engendrent ' /. On fixe des places v’ et v” de sorte que I',s contienne
o’ et que I'y» contienne o” (quitte a conjuguer ces groupes de décomposition).

Montrons que

(1) on peut supposer que w,(c”) = w™ et que, pour i = 1,2, w,(0’) = w®, ot e = 0 si
n est impair, e € {0, 1} si n est pair.

On a en tout cas w(o’) = w® pour un entier e. L’énoncé du théoréme est insen-
sible au remplacement des couples (wy;,z;), pour ¢ = 1,2, par des couples équivalents.
Conjuguons ces deux couples par w®, avec a € Z. Cela ne change pas w,(¢”) puisque
wiwmw™® = w™. Cela remplace ¢, par w?c w™® = w?*w°oy,, autrement dit cela remplace
e par 2a + e. En choisissant convenablement a, on peut supposer la conclusion de (1)
vérifiée.

On suppose désormais vérifiées les conditions de (1), on pose 7/ = @°T et 7/ = wer.
On a donc o, = 7'. B

Pour i = 1,2, relevons z; en un élément ¥; = (2;;)jez. € Cr. L’élément x; est fixé
par w, (o ) = w™. Donc il existe r € R tel que @™ (%;) = r + ;. Puisque @™(Z;) = 1 + &,
onar= d, c’est- a—dlre

(2) Zijom = Tij — a pour tout j € Z..

L’élément x; est aussi fixé par 7. Donc il existe r € R tel que 7/(Z;) = r + Z;, ou
encore

(3) &je—j = —T;; +r pour tout j € Z..

Disons que deux éléments j, k € Z, sont i-équivalents si Z;; = ;. Parce que ;
appartient & Cp, ¢’est-a-dire Z;; > Tjj+1 pour tout j € Z, les classes de i-équivalence
sont des intervalles, c’est-a-dire de la forme {j, j+1, ..., j+a}. D’apres (2), ces intervalles
sont de longueur inférieure ou égale & m. L’ensemble X%/ (x;) est celui des racines (3
pour deux éléments i-équivalents distincts j et k. On note Z; 'ensemble des classes de
i-équivalence.

Soit w € W?,f ' notons w son image dans W'}f 7 D’apres ce que l'on vient de dire,
on a

(4) w(X7 (z5)) = B/ (x1) si et seulement si, pour tout sous-ensemble A de Z, on
a A € 7, si et seulement si w(A) € 7.

24



S’ll en est ainsi, on note encore w : Zo — Z; la bijection déduite de w.

Des calculs simples prouvent que

(5) on a Pégalité ww,(a”)o" (w)™! = w,(c”) si et seulement si w(j +m) = w(j) +m
pour tout j € Z;

(6) on a I'égalité wolw™" = o’ si et seulement s’il existe a € Z tel que w(e — j) =
e — w(j) + an pour tout j € Z.

L’hypothese que nos couples sont faiblement équivalents en v”, resp. v, signifie qu’il
existe w vérifiant (4) et (5), resp. (4) et (6). Le théoreme ?? sera prouvé si 'on montre
qu’il existe w vérifiant les trois conditions.

Soit h € {1,...,m}. Un intervalle A de Z. de longueur h s’écrit {j,j+1,..,7+h—1}
pour un j € Z.. Appelons centre de A et notons ¢(A) le nombre j+ % C’est un élément
de 3Z. On a c(a + A) = a + ¢(A) pour tout a € Z et ¢(7'(A)) = e — ¢(A). On a les
équivalences

1

a—e

(7) 7(A)=a+A < c(7(A) =cla+A) < c¢(A) = 5

On utilisera plusieurs fois ’assertion évidente

(8) 7(a+ A) = —a+ 7'(A) pour tout a € Z.

Soit i € {1,2}. Pour ¢ € %Z, il y a au plus un élément de Z; de centre c. Pour
h € {1,...,m}, notons Z;[h] 'ensemble des A € Z; de longueur h. Dans la suite, on
définira divers sous-ensembles ou ensembles de sous-ensembles de Z;. On ajoutera [h]
dans la notation pour désigner leurs variantes ou 1'on remplace Z; par Z;[h] dans les
définitions. Notons K; 'ensemble des A € Z; tels que 7/(A) € nZ + A. Cet ensemble est
stable par I'application A — n+ A d’apres (8). Notons K; ’ensemble des sous-ensembles
de Z; de la forme A® = {na + A;a € Z} ot A € K;. L'ensemble K; a au plus deux
éléments : si A € K, il existe A’ € nZ + A tel que 7/(A’) = A’ ou 7(A') = n+ A’ et,
d’apres (7), chacune de ces égalités n’est vérifiée que pour au plus un élément de Z;. Un
élément w vérifiant les conditions (4) et (6) détermine une bijection de Ky sur K; qui
se descend en une bijection de Iy sur K; qui préserve les longueurs. On veut dire par la
que pour tout h € {1,...,m}, elle se restreint en une bijection de KCy[h| sur Kq[h].

D’apres (2), 'ensemble Z; est stable par I'application A — m + A. Notons J; l'en-
semble des sous-ensembles de Z; de la forme A = {ma + A;a € Z} ou A € Z;. C’est un
ensemble fini. Un élément w vérifiant les conditions (4) et (5) détermine une bijection
de J, sur J; qui préserve les longueurs au méme sens que ci-dessus.

D’apres (3), l'ensemble Z; est stable par l'application 7. De cette application se
déduit d’apres (8) une permutation de J; encore notée 7', qui préserve les longueurs.
Notons J; le sous-ensemble des A € J; qui contiennent un élément A € K;. Il y a
une application naturelle de K; dans J; qui, a AE = {na + A;a € Z} € K;, associe
I'ensemble A = {ma + A;a € Z} € J;p. Cette application est surjective par définition
et préserve les longueurs. Montrons que

(9) cette application est bijective si d est impair ;

(10) si d est pair, on a ou bien C; = 2 et §J;0 = 1, ou bien §K; = §J;0 = 0; si
tJi0 = 1, I'unique élément de J; o contient un élément A € Z; tel que 7/(A) = A.

Supposons que d est impair. L’assertion (9) est claire si §&; < 1. Supposons £K; = 2.
Les deux éléments de KC; contiennent 'un un élément A tel que 7/(A) = A, l'autre
un élément A’ tel que 7/(A’) = n + A’. 1l s’agit de prouver que A" € mZ + A. Si
A" = ma+ A avec a € Z, on a 7 (A') = —ma + A = —2ma + A’. Mais n # —2ma
puisque d est impair. Cela prouve (9). Supposons d pair. Le méme argument montre que
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I'existence d’un élément A tel que 7/(A) = A équivaut a celle d'un élément A’ tel que
7(A") = n+ A’ et que, quand ces deux éléments existent, on a A’ € mZ + A. Cela
prouve (10).

D’apres (9) et (10), I'existence d’une bijection de Ky sur K; qui préserve les longueurs
entraine celle d’une bijection de J2 sur Ji o qui préserve les longueurs. Notons

Ji1 le sous-ensemble des A € J; tels que 7(A) = A mais A & Jip;

Ji2 le sous-ensemble des A € J; tels que 7/(A) # A.

Prouvons que

(11) J;1 = 0 si d est impair;

(12) 8J:1 < 1sid est pair; si ;1 = 1, Punique élément de J; ; contient un intervalle
A tel que 7(A) =m + A;

(13) pour k = 1,2, il existe une bijection de Jay, sur Ji, qui préserve les longueurs.

Grace a (8), un élément A € J; tel que 7/(A) = A contient un intervalle A tel que
7(A) = A ou 7(A) = m~+A. Dans le premier cas, A € J; . Cela suffit a impliquer (12).
Si d est impair et si 7/(A) =m + A, Dintervalle A’ = =%m + A vérifie 7/(A') = n + A/
donc encore A € J;. Cela prouve (11). Soit h € {1,...,m}. L’existence d’une bijection
de J, sur J; qui préserve les longueurs implique 1’égalité

(14) 8J20[h] + 8T21[h] + 8T22[h] = §T10[R] + £T11[h] + 8T12[N].

On a déja prouvé que §J20[h] = £J10[h]. Pour i = 1,2, le nombre d’éléments de J; 2[h]
est pair puisque les éléments de J; 2[h] se regroupent en sous-ensembles a deux éléments
{A,7(A)}. Puisque Jo1[h] et Jy1]h] ont au plus un élément, 'assertion (13) résulte de
I'égalité (14).

Pour ¢ = 1,2, notons 2! le nombre d’éléments de J;» (ce nombre ne dépendant pas
de 7). Fixons une famille d’intervalles (A; 2 s)s=1..; de sorte que les chaines d’intervalles
{mZ + ANiag;s = 1,1} et {mZ + 7(A;25);s = 1,...,1} soient toutes distinctes et
qu’elles soient exactement les éléments de J; 2. D’apres (13), on peut supposer que, pour
tout s =1,...,1, Agos et Ay, ont méme longueur.

Pour ¢+ = 1,2, a un élément A € J;, associons le sous-ensemble A de Z, réunion
des intervalles contenus dans A. Pour £ = 0,1,2, on note J;; la réunion des A pour
A € J; 1. Nous allons maintenant définir un élément @ € W%/ vérifiant (4), (5) et (6).

Supposons d’abord d impair. Fixons un élément w, € W%/ vérifiant (4) et (6)
et notons a l'entier intervenant dans (6). Fixons une famille d'intervalles (Agg¢)i=1,. k
appartenant a K, de sorte que Ky soit la réunion disjointe des {nb + Ay b € Z}
quand ¢ décrit {1,....,k} (on a k € {0,1,2}). Pour t =1, ..., k, posons Aj o; = Wo(Aao¢)-
Alors Ky est la réunion disjointe des {nb+ Ay b € Z} quand ¢ décrit {1, ..., k}. Pour
i=1,2,onaJg=U1_ Uz {bm+j;j € Nio+}, ces sous-ensembles étant disjoints.
Pour j € Jyp, écrivons j = bm + j', avec b € Z et j' € Agp, pour un t = 1,..., k.
Posons w(j) = bm + wy(j'). Pour s = 1,...,1, on fixe arbitrairement une bijection w
de Agy s sur Ajs,. Pour j € Jyo, ou bien j s’écrit bm + j' pour d’uniques éléments
beZ,j € Us, 1Dsas, ou bien j s'écrit 7/(bm + j') pour d’uniques tels éléments b
et 7. Dans le premier cas, on pose w(j) = bm + w(j’). Dans le second cas, on pose
w(j) = 7w(bm + j') + an. On vérifie aisément que W vérifie (4), (5) et (6).

Supposons maintenant d pair. Si Ja et Ji o ont tous deux un élément, on note, pour
i =1,2, A;p I'unique élément de Z; tel que 7/(A; ) = A, . Les intervalles Ay et Ay
ont meéme longueur et méme centre donc sont égaux. On définit @ : Ay g — A; ¢ comme
l'identité. Pour j € Jyq, j s’écrit de fagon unique j = bm + j" avec b € Z et j' € Ay
et on pose w(j) = j = bm + w(j'). Si Jo1 et J11 ont tous deux un élément, on note,
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pour i = 1,2, A, I'unique élément de Z; tel que 7/(A;;) = m + A; ;. Comme ci-dessus,
les intervalles Ay et Ay sont égaux. Ils sont stables par 'application j — e —m — j.
On définit w : Agy — Ay ; comme l'identité. Pour j € Jy;, j s’écrit de fagon unique
j=bm+j avec b€ Zet j € Ay; et on pose w(j) = j = bm + w(j’). Pour s =1,...,1,
on fixe arbitrairement une bijection w de Agy s sur Ay 5. Pour j € Jo9, ou bien j s’écrit
bm + j’ pour d’uniques éléments b 6 Z,j € Usz,. 1Daso s, ou bien j sécrit 7/(bm + j)
pour d’uniques tels éléments b et j'. Dans le premier cas, on pose w(j) = bm + w(j').
Dans le second cas, on pose w(j) = 7'w(bm + j'). On vérifie aisément que @ vérifie (4),
(5) et (6), avec a = 0 dans la relation (6).

Comme on I'a dit, I'existence d’un tel @w prouve le théoreme ?? dans le cas ou G est
de type A, _1.

17 Cas ou G est de type D, avec n >4 et [k : k] <2

On peut identifier :

I'appartement A a R™; pour y € R", on note y; ses coordonnées pour j = 1,...,n;

'ensemble de racines ¥ aux formes linéaires y — €;y; + ey, o j, k € {1,...,n}, j # k
et €;, e, € {£1};

I'ensemble A des racines simples a {f;;7 = 1,...,n}, ou S;(y) = y; — yj41 pour
j = 17 sy TV Let ﬁn(?J) = Yn—1+Yn}

I'ensemble des racines affines aux applications G[A], ou f € ¥ et A € Z;

I’ensemble A, & {B?ff;j =0,...,n} olt B;ff = f; pour j =1,....,n, By € X est définie
par Bo(y) = —y1 — yo et G577 = Bo[1];

I’alcove C'r au sous-ensemble des y € A tels que B;ff(y) > 0 pour tout 5 =0,....,n

Notons &, le groupe des permutations de {1,...,n}, E le groupe des (€;)j=1..n €
{£1}" tels que [];_; = 1, et R le groupe des (rj)j=1,... € (3Z)™ tels que r; —
re € Z pour tousy,k Pouru € 6, (€)iz1,.m € Eet (r )J 1..n € R, on définit une
transformation w de Ap par

(1) w(y); = e]yu 1(j) +7j pour tout j = 1,.

Le groupe W“ est formé des transformatlons ainsi obtenues.

Notons w l’element de Waff défini par w(y); = y; pour j = 2,...,n — 1, w(y) =
—y1+1, w(y)n = —y». Notons wy Pautomorphisme de A p défini par wo(y); = —Yn+1-j+3
pour j = 1,...,n. Si n est pair, c’est un élément de WaFff et on pose w = wp. Si n est
impair, on note w’ I'élément de W%/ défini par o’ (y); = ~Ynt1—j+3pour j =1,...,n—1,
W' (Y)n =41 — %'

Posons w” = w'w. On a l'égalité Qp = {1,w,w’ ,w"}. Ce groupe est isomorphe a
(Z/2Z) si n est pair, & Z/47 si n est impair (dans ce dernier cas, w = w'* et W’ = W' =
w' ™). L’élément w permute les racines affines 5377 et 5947, 52{ et Bo1 et fixe ﬁjf /

pour j = 2,...,n — 2. Si n est pair, ’édlément w’ permute les racines affines B‘-lff et ﬁafé

pour tout j = 0,...,n. Si n est impair, on a Baff( "(y)) = Baff (y) pour j = 0,. -2,
Bl (W' (y)) = Sff( ) et Bl (w'(y)) = fff(y)‘

Notons 7 l'automorphisme de Ap défini par 7(y); = y; pour j = 1,....n — 1 et
T(Y)n = —yn. Cest 'action d'un élément de Out(G) (I'unique élément non trivial si
n # 4). Si [k : k] = 2, on peut supposer qu'un élément o € I'y — 'y agit par g = 7.
L’automorphisme 7 commute a w tandis que w'7 = Tw”. Sous notre hypothese [k : k] < 2,
on peut supposer que 'homomorphisme ¢ — o, prend ses valeurs dans le sous-groupe
Qp x {1,7} de Aut(D, r) (c’est le groupe Aut(D, ) tout entier si n # 4). Notons I',
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son image. On peut supposer que I', n’est pas cyclique, cf. ??(5). Alors I'y est I'un des
groupes suivants :

Qp x {1, 7} tout entier;

{lw, 7, wr};

QO sin est pair;

{1,w,w'T, "7} si n est impair.

Remarquons que w appartient toujours a I'y. Soit ¢ = 1,2. L’élément x; appartient a
Cp. Puisque w € T, on a w(z;) = x;, done 87 (x;) = B2 (2;) et 20 (x;) = B ().
Remarquons que cela entraine que 7(x;) = x;. Appelons i-intervalle un intervalle {7, j +
1,..,k} € {1,...,n} de longueur k — j +1 > 2, tel que z;; = ;41 = ... = T;y et
maximal pour ces propriétés. Remarquons que I'ensemble {1,...,n} tout entier n’est pas
un ¢-intervalle. En effet, si c¢’en était un, z;; serait indépendant de j. On aurait en
particulier 87 (z;) = ) (x;) = 0. Donc aussi 837/ (z;) = B (x;) = 0, ce qui implique
Tin+Tio =1let ;1 +x;, = 0. Mais cela contredit la constance des coefficients z; ;. S’il
existe un i-intervalle contenant 1, resp. n, on le note J; , resp. J; . D’apres la remarque
précédente, si ces deux intervalles existent, on a J; # J;". On note Z; 'ensemble des
i-intervalles ne contenant ni 1, ni n et on note ces intervalles dans l'ordre croissant
I, ..., 1; 4,. L'ensemble yaff (x;) des racines affines s’annulant en x; est formé des racines
affines suivantes :

les racines y — y; — Y, pour j, k deux éléments distincts d'un méme ¢-intervalle 1; 5 ;

si J; existe, les racines affines y — €;(y; — 1) + €, (yr — 1) pour deux éléments distincts
Jok de J, ol €, € {1}

si J;" existe, les racines affines y — €;y; + €y, pour deux éléments distincts j, k de
J", ou €, €, € {£1}.

Soit w € W%/ que I'on écrit sous la forme (1). On vérifie que

(2) w(X/ (24)) = X4/ (x,) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifies :

dy; = ds ; u induit une bijection encore notée u de Zy sur Z; ; pour I € Z;, les fonctions
J + €; et j = r; sont constantes sur [ ;

u induit une bijection encore notée u de {J, , J5 } sur {J;,J;"};siu(Jy;) = J;,ona
r; = 52 pour tout j € Jy ssiu(Jy) = Ji, onar; =0 pourtout j € Jit;siu(Jy) = Jf,
onarj:—%ej pourtoutjEJfr;siu(J;):Jl_,onarj:%pourtoutjGJl_.

Remarque. Comme on 'a dit, les intervalles J; etc... peuvent ne pas exister. Les
ensembles notés ci-dessus {J,, J5 } etc... ont pour éléments ceux de ces intervalles qui
existent, ils ont au plus deux éléments mais peuvent en avoir moins.

Supposons d’abord que I', # {1,w,7,w7}. Alors I'y contient un élément § de l’en-
semble {w', w”, W', w"7}. Un tel élément est le produit d'un élément de {1, w, 7,wT} et de
"'automorphisme wy. On choisit un élément o € I'k ;. tel que o, = §. Pour ¢ = 1,2, on a
o.(x;) = z;. Puisque x; est aussi fixé par w et 7, il est fixé par wy. On voit que cela entraine
que l'ensemble des i-intervalles est conservé par la permutation j — n+1—jde {1,...,n}.
Donc J; existe si et seulement si J; existe et, si c’est le cas, ces deux intervalles ont méme
nombre d’éléments. Soit v une place de k telle que I', contienne o. Puisque les couples
(Wit 1) €t (Wi 20, T2) sont faiblement équivalents, on peut fixer w' € W;}f T tel que
w' (Y (25)) = B4/ (21) et w' commute & §. Ecrivons w’ sous la forme (1), en ajoutant des
"aux différents termes. Supposons d’abord que J; existe. D’apres (2) et ce que l'on vient
de dire, J, J; et J; existent aussi et tous ces intervalles ont méme nombres d’éléments.
Notons [ ce nombre commun. On a Jy, U Jy ={1,....[}U{n—-1+1,...,n} = J  UJ .
D’apres (2), v’ conserve {1,...,i} U{n — 1+ 1,...,n} donc aussi {{ +1,...,n — [}. No-
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tons u 'élément de &,, qui coincide avec v’ sur {l + 1,...,n — [} et avec 'identité sur
{1, ..., 1}U{n—I+1,...,n}. Notons w I'élément de W%ff associé par (1) a u et aux données
¢; =1etr; =0 pour tout j = 1,...,n. D’apres (2), on a encore w(X%/(z4)) = X4/ (z,).
On voit que, parce que w’' commute a §, w commute aussi & §. Parce que u fixe 1 et n,
I’élément w commute a w et 7. Donc il commute & Qp x {1, 7} tout entier, a fortiori a I',.
Alors w définit une équivalence faible entre les couples (w, 2, T3) et (wy1, z1). Supposons
maintenant que J, n’existe pas. Les intervalles J,7, J; et J;" n’existent pas non plus.
Donc 1 et n n’appartiennent a aucun i-intervalle, pour ¢ = 1,2. On voit que, puisque
w' commute a 0, on a l'égalité v'(n +1 —j) = n+ 1 —u/(j) pour tout j € {1,...,n}.
Supposons d’abord que u’' conserve 1’ensemble {1,n}. On construit w comme dans le cas
précédent, en posant [ = 1. La méme conclusion s’ensuit. Supposons que u' ne conserve
pas l'ensemble {1,n}. Posons u/(1) = j11, w'(n) = jin, ' (1) = jo1, @' (n) = jon
Pour i = 1,2, les éléments j;; et j;, sont distincts et vérifient j;,, = n + 1 — j;1. La
permutation ' envoie {1,...,,n} —{1,j21, jon,n} sur {1,...,,n} — {1, j1.1, j1.n, n}. Soit u
la permutation de {1,...,n} qui coincide avec v’ sur {1,...,,n} — {1, ja1, joan,n} et telle
que u(1) = 1, u(ja1) = J1.1, u(Jon) = Jin, w(n) = n. On associe & v un élément w comme
précédemment et on voit que la méme conclusion s’ensuit.

Supposons maintenant que I', = {1,w, 7,w7}. On fixe ¢’ € T'k/;, tel que o) = 7. Soit
v une place de k telle que I', contienne o’. Puisque les couples (wy1.4,21) €t (w20, 22)
sont faiblement équivalents, on peut fixer w’ € W%/ tel que w' (247 (x5)) = 47 () et
w’ commute a 7. Ecrivons w’ sous la forme (1), en ajoutant des ' aux différents termes.
Parce que w’ commute & 7 on a u/(n) = n. Cela entraine que la bijection de {.J, , J5 }
sur {J;,Ji"} envoie Jy sur J; et JJ sur Ji, si tant est que ces intervalles existent.
Supposons que J, existe, notons [ son nombre d’éléments. Alors J, = J; = {1,...,1}.
La permutation u’ conserve {1, ...,l} donc aussi {l + 1,...,n}. Notons u I’élément de &,,
qui coincide avec u’ sur {{+1,...,n} et avec I'identité sur {1, ...,[}. Notons w ’élément de
W’}ff associé par (1) a u et aux données ¢; = 1 et r; = 0 pour tout j = 1,...,n. D’apres
(2), on a encore w(X%¥/(x,)) = B4/ (x,). Parce que u(1) = 1 et u(n) = v'(n) = n,
w commute a w et 7. Donc il commute a I',. Alors w définit une équivalence faible
entre les couples (w2, 72) et (we1,21). Comme dans le cas ou I'y # {1,w, T,w7}, cette
construction s’adapte au cas ou J, n’existe pas. Cela démontre le théoreme 77 dans le
cas ou G est de type D,, et [k : k] < 2.

18 Cas ou G est de type Dy et [k k] >3

L’appartement A, les ensembles de racines et de racines affines, les groupes WaFf et
Qp se décrivent comme dans le paragraphe précédent. Le groupe Out(G) des automor-
phismes de G préservant 1’épinglage € est maintenant isomorphe a &3. En identifiant ce
groupe a un groupe d’automorphismes de A, il est engendré par ’élément 7 défini au
paragraphe 77 et par un élément 75. Ce dernier est défini par les égalités

B3 (ra(y)) = B (), B (ms(w) = 857 (), B (ma(y)) = B (),

2 () = 857 (), B (ma(y) = 55" (y)

pour tout y € Ap. Cet élément 73 engendre un groupe cyclique d’ordre 3 et on a 773 =
737. On a aussi
(1) T3W = (JJH7'3, 7'30)’ = WTs, Tgw// = w/Tg.
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L'hypothese [k : k] > 3 implique soit que I'y/;, est isomorphe a &3 et que I'action
o — o¢ identifie I'y//, au groupe Out(G), soit que I'y ), est isomorphe a Z/37Z et que
'action o + o identifie 'y ), au sous-groupe de Out(G) engendré par 73. En tout cas,
on note k" le corps tel que k C k" C k' tel que I'y /v s’identifie au sous-groupe de Out(G)
engendré par 3. On a [k” : k] < 2. Montrons que

(2) on peut supposer que 0,1 = 0, pour tout o € Ik, et qu’il existe o € Cgejpr —
L tel que of ) = 0}y = 135 si K = k' et K" # k, on peut supposer qu’il existe un
élément o’ € L'y, — D tel que o), ) = 0, 5, = 7.

La méme preuve qu’'en ?7(6) montre que l'on peut supposer que 0,1 = 0,2 pour
tout o € I'g/pr. Fixons 0" € T — T tel que o, = 73. Posons w, (0”) = w,1(0”) =

wi2(0”). On a les égalités o | = 0, = w.(0")73. D’apres (1), il existe wy € Qp tel

que wowy(0”)T3wyt = 73. En conjuguant les deux couples (w,;, ;) pour i = 1,2 par
wp, les nouveaux couples vérifient ¢, = 73. Cela prouve la deuxieme assertion de (2).

Supposons k" # k et fixons un élément o’ € '/, — 'k pr tel que o; = 7. On a A =

1 -1 . .
Lg /i, done w,1(0'0"0"™") = wyp(0'0”0’™"). Puisque o ; = 73 pour i = 1,2, on calcule

w,i(0'0"0" ") = wei(0") 75w, i(0") 73 Ce terme ne dépend pas de i. Mais I'application
wo — WoTy 'wy 73 est injective sur Q. 11 en résulte que w, 1(0’) = w,o(0”). Cela acheve
la preuve de la premiere assertion de (2). Supposons K = k' et k” # k. On reprend le

L . N -1 -1 —1
calcul précédent. Les hypotheses entrainent que o’c” o’ "7 donc w1 (0'd"0’7) =

=0
w,2(0’c"c’"") = 1. La méme injectivité entraine alors w, (o) = w.a(0’) = 1. Cela
prouve la derniere assertion de (2).

On suppose vérifiées les propriétés de (2) et on supprime les indices i = 1,2 dans o, ;
et w,;. On note I'y I'image de '’homomorphisme o — o,.

Supposons d’abord que K # k. Alors I'image de '/ par 'homomorphisme o — o,
est un sous-groupe non trivial de Qp. Pour i = 1,2, x; est fixé par cet élément et par

T3 = o... Cela entraine les égalités
6 () = B (i) = 857 (i) = B3 ().
Il n’y a donc que trois possibilités pour 'ensemble S/ (x;), & savoir

0, {570 =0,1,3,4}, {pal'}.

L’ensemble X%/ (z;) s’identifie & un systéme de racines dont S%/(z;) est un ensemble de
racines simples, cf. 7?7 (3). Le fait qu’en au moins une place v, les couples (wy1.4,21) €t
(wy2.0, T2) sont faiblement équivalents entraine que les ensembles X%/ (z,) et ¢/ ()
sont isomorphes. Cela implique que les ensembles S/ (1) et S¢//(x5) ont méme nombre
d’éléments. Ces ensembles étant 1'un des trois ci-dessus, on a S/ (z;) = S%/(x5). D’on
aussi X9/ (z1) = B4/ (x5). Alors w = 1 définit une équivalence faible entre les couples
(Wi1,21) €t (wa 2, T2).

Supposons maintenant K = k’. Si k" = k, Ty cyclique et on conclut grace a 77 (5).
Supposons k” # k. Fixons une place v de k telle que I',, contienne ¢”. Puisque les couples
(Wi 1,0, %1) €t (Wy20,22) sont faiblement équivalents, on peut fixer w € W?,f T tel que
w(X¥ (25)) = X/ (21) et w commute & 73. On va montrer que

(3) tout élément de W%/ qui commute & 73 commute aussi & 7.

En utilisant cette propriété et (2), 'élément w précédent vérifie wo, sw™" = 0,1 pour
tout o € I'k/x, donc définit une équivalence faible entre les couples (wy,1, 1) et (wy 2, 72).

Il reste a prouver (3). On se rappelle la décomposition en produit semi-direct W%f F =
R x W. Elle est conservée par Out(G), on a donc W;f I — R W les exposants
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73 indiquant comme c’est 1'usage les sous-ensembles d’invariants par 73. Le groupe W™
s’identifie au groupe de Weyl de G™° qui est de type Gs. Il est engendré par les symétries
associées aux deux racines simples suivantes, qui sont des caracteres de T™ : la racine [,
et la restriction commune de (31, B3, B4. Ces racines sont fixées par 7. Il en résulte que 7
agit trivialement sur W™. On a R™® = A7 N R. En introduisant 1’ensemble de coracines
simples {3;);7 = 1,...,4} associé & A, AP est engendré par £y et 3, + B + B4. Alors 7
agit trivialement sur A} et aussi sur R™. Donc 7 agit trivialement sur W?,f f T ce qui
démontre (3) et le théoreme ?? dans le cas ot G est de type Dy et ou [k : k] > 3.

19 Le cas ou G est de type Fgs et ou [k : k| =2

L’appartement A est un espace vectoriel sur R de dimension 6. On numérote A =
{Bj;7 = 1,...,6} comme dans [?]. On note f; l'opposée de la plus grande racine de X.
OnaA,r= {B?ff;j =0,...,6} ot BT = By[1] et ﬁfff = f; pour j = 1,...,6. Le groupe
Qr est cyclique d’ordre 3. Il est engendré par I’élément w tel que, pour tout y € Ap,

T w(y) = B3 (y), B (w(y) = B (y), 857 (wly)) = BT (v),

3 (w) = 8 (), 857 () = 857 (), B3 (w(y) = 557 (w),
P (wy) =81 ().
Le groupe Out(G) a deux éléments. L’élément non trivial agit sur Ay par l'automor-
phisme 7 qui échange 577 et B3/7 | B3/T et B2 et fixe B3, B3I et B39, On a Tw = w?r
et Aut(D, r) = Qp X {1, 7}. En supposant 'k, non Cychque, I’homomorphisme o — o,
identifie I'g /. & Aut(Dqy ).
Pour i = 1,2, ; est fixé par w. Donc B3 (x;) = B (2;) = Be(a;) et B3I (x;) =
af f (x;) = 55(351). Il n’y a donc que six possibilités pour 'ensemble S/ (x;), & savoir

0, {837y, {8577, 8000 6Ty, {BsTT, B3t T B Ty, {830, 6yt T, BT By,
{ﬁaff aff gff’ ff} {ﬁ aff 5aff 5aff aff gff7ﬁ§ff}_

Comme dans le paragraphe précédent, les ensembles ¥4/ (z,) et X/ (xy) sont iso-
morphes. Cela entraine que, non seulement, leurs sous-ensembles de "racines simples”
Sell(x1) et S4J(x;) ont méme nombre d’éléments, mais aussi que les diagrammes de
Dynkin associés a ces ensembles sont les mémes (c’est-a-dire que les produits scalaires
entre les racines sont les mémes). En examinant les possibilités ci-dessus, on voit que, ou
bien S/ (z,) = S%/(x5), ou bien, quitte & permuter les indices 1 et 2, on a

(1) S ) = {8 87, 557, S () = {857, 057, 85T

Si S (x1) =S¥ (), on a aussi X/ (z,) = B9 (z,) et w = 1 définit une équivalence
faible entre les couples (wy 1, 1) et (w2, 2). Supposons maintenant (1) vérifiée. Considérons
le point z € Ap défini par 37 (z) = 0 pour i € {0, ...,6} — {4}. Son groupe G. (intro-
duit en ??) a pour groupe adjoint PGL(3)3, les racines simples des trois composantes
s’identifiant respectivement & {Boff ﬁgff} {B“ff,ﬂgff} {Baff,ﬁgff}. Dans un groupe
PGL(3) de racines simples ay, ag, il y a un élément du groupe de Weyl qui envoie ay

31



sur amp et ap sur —ay — an. Le sous-groupe des éléments de WaFf Sfc qui conservent z s’en-
voie bijectivement sur le groupe de Weyl de G,. On en déduit qu’il existe un élément
w e V\/'aFfsfC tel que, pour tout y € Ap, on ait

o/ (w(y) = 857 (y), (857 + 857 (w(y)) = Boly).
Hwy) = 857 (9). =817 + 857 (w(y) = Buly).
57 (w(y) = 55" (y), (86" + B3 (w(y)) = Bs(y)-

Ces égalités déterminent entierement w puisque les applications ﬁjf ! pour j € {0,...,6}—
{4} séparent les éléments de Ap. Il est immédiat que w commute & w et a 7. D’apres (1),
on a aussi w(S¥/ (zy)) = S (z,) donc aussi w(X/ (z)) = L4 (). Alors w définit
une équivalence faible entre les couples (wy2,%2) et w,1,x1). Cela acheve la preuve du
théoreme 77.

20 Généralisation

Revenons au cas général ou le corps k est soit un corps de nombres, soit un corps
local de caractéristique nulle. Depuis le paragraphe ??, on a supposé que G était adjoint.
Levons cette hypothese. L’automorphisme 6 et 'action de 'y sur G se descendent en
un automorphisme de Gap et une action de Ty sur ce groupe, que l’'on note encore 6
et 0 — og. On pose “Gup = @AD X Wy (on est conscient que cette notation préte a
confusion mais le groupe G a disparu depuis longtemps).

Soit (G, 3) une pré-donnée endoscopique pour (YG,6). En écrivant § = s, on pose
Sad = Sadl €t Gy = {(gaa, w); (g, w) € G'}. Alors (G, 544) est une pré-donnée endosco-
pique pour (G 4p, 0). Il est clair que deux pré-données pour (LG, 0) qui sont équivalentes,
resp. faiblement équivalentes, se descendent ainsi en des pré-données pour (!G4p,0) qui
sont équivalentes, resp. faiblement équivalentes.

Remarque. Si § = 1, toute pré-donnée endoscopique pour (“G4p, ) provient par
ce procédé d’une pré-donnée endoscopique pour (LG, ). Ce n’est pas vrai si 6 # 1. On
donnera un contre-exemple au paragraphe ?77.

Rappelons que G est dit presque simple si G est semi- simple et que Gap est simple.
Remarquons que, si G est semi- simple, on ne perd rien & remplacer le L-groupe G = G x
W}, par sa version galoisienne GxI. En effet, pour toute pré-donnée endoscopique (G, ),
la fonction w — g(w) associée, définie au paragraphe ??, peut étre choisie localement
constante et il s’en déduit une fonction définie sur I',.

Théoreme. Supposons que k soit un corps de nombres. Les théoremes 77 et 77 sont
veérifiés sous l'une ou l'autre des hypothéses suivantes :

(i)6=1;

(ii) G est presque simple.
Remarque. Quand 6 = 1, le théoreme ?7? est le résultat principal de [?].

Preuve. On va donner la preuve des assertions du théoreme ??. Pour le théoreme 77,
la preuve est analogue et nous laissons au lecteur le soin de ’adapter.

Soient (G1,31) et (Gh,5,) deux pré-données endoscopiques s-unitaires pour (“G,6)
définies sur k. On suppose que (G ,,81) et (Gy,, 32) sont faiblement équivalentes pour
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presque toute place v € Vi. Alors les pré-données (G 4., 51,ad) €t (G5 44,4 52,aa) SONE
aussi faiblement équivalentes pour presque tout v. En appliquant le théoreme 7?7, les
pré—données (G1.0a 81,ad) €t (G a45 52,00) sONt  faiblement équivalentes. Fixons g € G et
(e Z( 2ad)rk’0, tels que Yad conjugue (G .4, 52,0a¢) €n (G} 445 51,a4). L’homomorphisme
naturel Z(G5)'0 — Z( 2ad)F’“ est surjectif. Fixons ¢ € Z(G5)™0 tel que (uq = ¢.
Le couple (G5, 52¢) est une pré-donnée endoscopique qui est faiblement équivalente a
(G, 39). Son conjugué par g l'est aussi. En remplagant (G5, $2) par ce conjugué, on est
ramené au cas ou la condition suivante est vérifiée :

(1) (gé,acb 52,&(1) (gi ,ad’ 51 a,d)

Supposons 6 = 1. Alors pour toute pré-donnée endoscopique (G',5') de (t@,0),
G’ contient un sous-tore maximal de G, a fortiori contient Z(G). Donc G’ est Pimage
réciproque de G/ ; dans “G. 1l résulte immédiatement de (1) que les pré-données (g1, 51)
et (G5, S2) sont équivalentes.

On suppose désormais que 8 # 1 et que G est presque simple. L’hypothese (1)
implique I'égalité G G ces deux groupes étant la composante neutre de I'image
réciproque dans G de G/, ad = G, aa- On consideére que "G = G x T'. On suppose que

51 = $10, avec s; € T%°. Pour toute pré-donnée (G',3) de (*G,0) et tout o € T'y, on note
G'|o] la fibre de G" au-dessus de o.

Remarque. (2) Cette fibre détermine G’ : ce groupe est la composante neutre du
sous-groupe des g € G tels que ¢G'[o] = G'[0].

Notons ko ’extension galoisienne de k telle que I'y, soit le noyau de l'action de I'y,
sur G. On a déja dit que I'hypothese 6 # 1 implique que 'action de I'; sur G Ap se fait
par des puissances de 6. Puisque G est semi- simple, cette propriété se releve a G. 1l en
résulte que kg est une extension cyclique de k d’ordre divisant celui de 6. Introduisons
des objets comme au paragraphe ?? pour la donnée pré-endoscopique (Gj, 51), que 'on
affecte d’indices 1 : g1(o) etc... On a dit que I’hypothese 6 # 1 implique que Qp est
d’ordre au plus 2. Fixons un élément (w,,z) € Endo tel que la classe de (G} 4, 51,ad)
soit 8(w,, ). Fixons un sous-ensemble = de G de sorte que {£,4;€ € Z} soit un en-
semble de représentants du quotient GA”Lad\Aut(g{,ad, 51,4d). Puisque l'action de I'y sur
T paq est triviale, on a I'égalité Aut(w,,z) = Qp(z). La proposition ?? entraine I’égalité
ZGAD(gLad) = Aut(G] 445 S1,aa)- Alors {€.4;§ € Z} est aussi un ensemble de représentants
du quotient é&,ad\ZéAD(gl,ad) et cet ensemble est en bijection avec Qp(x) qui a au plus
deux éléments. Puisque 51 49 € deﬁ, 51,4a est fixé par 'action o — o¢ de I'y,. Pour tout
0 € Tk, 5144 est aussi fixé par ad(g1(0)aa)oc. 1l en résulte que g1 44(0) € Za,p (51,ad)-
L’application qui, a un élément o € I'y, associe I'image de ¢1 44(0) dans éll,ad\ZéAD (51,d),
est un homomorphisme. On note k' I'extension galoisienne de k telle que I'y soit son
noyau. On a [k : k] < #Qr(z) < 2. Remarquons que o¢; = 1 pour o € I'y. Pour o € T'y,
ona gi(o) € Z(Q)G,. Si k' # k, pour 0 € T, — Ty, g1(0) € Z(G)GLE, on € est Punique
élément non trivial de Z. On note K l'extension de k composée de kg et de k’.

Montrons que

(3) Golo] = Gilo] pour o € T'k.

On a Gi[o] = g1(0)GY 0. On peut choisir une place v de k telle que les données (G ,, 51)
et (Qéw, S9) soient faiblement équivalentes et que o appartienne a I'y, . Il existe donc g € G
tel que gG[o]g~! = Gh[o]. D’aprés (2), g normalise G. Puisque ¢,(0) € Z(G)GY et que
oc = 1 pour o € I'g, g normalise G|[o] = g1(0)G 0. Cela implique Gy[o] = G![o], d’oi

(3).
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Prouvons que

(4) si K/k est cyclique, (G5, §5) est faiblement équivalent a (Gy, §1).

Fixons o € I'y dont l'image dans 'k, engendre ce groupe. On peut choisir une
place v de k telle que les données (G ,, 51) et (G, 52) soient faiblement équivalentes et
que o appartienne a Iy, . Il existe donc g € G tel que gG[o]lg™" = Gi[o] et giag™
Z(G)Z(G") %5, Comme dans la preuve de (3), la premiére relation entraine que g
normalise G} et cela entraine que g normalise G}[0'] = G4lo’] pour tout o’ € T'x. Mais,
pour i = 1,2, G est engendré par Gi[o] et ces fibres Gj[o'] pour o’ € I'rr. Donc 9Ghg~! =
G;. D’apres le choix de o, on a Z (G’ ko0 = Z(G)Te0. Alors g définit une équivalence
faible entre les pré-données (G}, 55) et (Gy, $1). D’ou (4).

On suppose désormais que K/k n’est pas cyclique. Cela entraine que les deux exten-
sions k" et ko de k sont non triviales et distinctes. Alors k&’ est une extension quadratique
de k et Qp(x) = QF a deux éléments. Cela ne se produit que dans les deux cas suivants :
G ap est de type A, _1 avec n pair ou de type D,, avec n > 4 et # est d’ordre 2. L’extension
ko est alors aussi une extension quadratique de k. On se place dans I'un de ces deux cas.
On note I'k, = {1,0%,0",0"} de sorte que I'k/pr = {1,0*}, Typ, = {1,0'}. On peut
supposer 1 € = et on note £ le deuxieme élément de =.

Le méme raisonnement que dans la preuve de (4) montre qu’il nous suffit de prouver
Pexistence de ¢ € G vérifiant les trois conditions

(5) 995 [0’]9‘ Gilo ]

(6) 9G3l0"lg™ = Gilo"];

(7) 95207 € Z(G) (G051,

Ces conditions sont insensibles a la multiplication de g par un élément de CA}'I On
peut donc ajouter la condition : g normalise 790, Un tel g s’écrit

(8) g=tn, avec t € T et n € Normgeo(T%0).

L’action o +— O'G/ = og, se factorisant par ')y, on a les égalités Z(G’)F’“’

Z(G") “ay? = Z2(&)°¢ 4 Comme dans la preuve de (4), 'hypothese que les données
(G105 51) et (Gy,, 52) sont faiblement équivalentes pour presque toute place v € Vj, im-
plique qu’il existe g vérifiant (5), (7) et (8) et qu’il existe g vérifiant (6), (7) et (8).
Montrons que

(9) si g vérifie (5), (7) et (8), resp. (6), (7) et (8), la pré-donnée (gGhg™", 51) est une
pré-donnée faiblement équivalente a (G5, $2) qui vérifie encore la relation (1)

C’est par définition une pré-donnée faiblement équivalente a (G, 85). Il faut prou-
ver que 9G35 .49 " = G 44, autrement dit que g normalise Gi ;. Supposons par exemple
que g vérifie (5), (7) et (8). Alors g normalise Gj ,;[0']. Comme on I'a déja dit plu-
sieurs fois, cela entraine que g normalise G; ,4[0] pour tout o € I'k. Puisque G ,, est
engendré par Gy ,4[0], G ,4l0”] et les G 4[0] pour tout o € 'k, il suffit de prouver que

9aa normalise Gi ,4[0”]. On a G 4l0] = éll,adéado-/ et Gy ad[ "= Alladéado-” Puisque
o}, = 1, la condition (5) implique I'égalité g,G’, ad€ad9ng = G ga€aa- Puisque o, = 6, on
a gadgivad[a”]g;dl = gad@'mdfadﬁ(gad) Lo, Pour demontrer que g,q normalise Gy ,4[0"],
il suffit de démontrer que gadéll,adgade(gad) b= G’Ladgad. On a gadGLadﬁad@(gad) e
9aa G adfadg;dlgadﬁ(gad)‘l = G yiadad?(gaa) . T suffit donc de démontrer que goaf(gad) "
appartient a G1 aq- En éerivant g = tn comme dans (8), on a I'égalité gad§27adggd1 =
tadl(taa)” 1nadslﬁadnad9. Les éléments s; 44 €t nadslyadngdl appartiennent a de et I'image
dans Gap de Z(G)Z(GY) est aussi contenue dans T%,. La condition (7) implique donc
taal(tag) ™ € TY,, 00t gaqb(gea) ' € de c & .- Cela prouve (9).
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On fixe g vérifiant (5), (7) et (8). On remplace la donnée (G}, S2) par (gGhg™", 51).
Cela nous ramene au cas ou la donnée (G5, $2) vérifie la condition Gj[o’] = G{[o’]. On a

G1lo') = Gilo'] = #\Ciéa’, Gilo") = # ko, Golo") = 221Gt

ol 2}, 2!,z appartiennent & Z(G). On peut multiplier z par un élément de Z(G) N T?%°
donc seule importe Vimage de z dans le quotient Z(G)/(Z(G) N T%°). Un élément g €
Z (@) vérifie les conditions (5) et (7). On a gGh[o"]g~! = g#(g)'2G}[¢”]. Ainsi, conjuguer
(G, 35) par un élément de Z(G) multiplie z par un élément de (1 — 6)(Z(G)). Donc
seule nous importe I'image de z dans 3 = Z(G)/(Z(G) N T%)(1 — 6)(Z(@G)). On vérifie
que, dans les deux cas qui nous intéressent (6 d’ordre 2, G de type A,_1 avec n pair
ou D, avec n > 4), le quotient 3 a au plus deux éléments. Si I'image de z dans 3
vaut 1, on a terminé. Supposons que cette image n’est pas égale a 1, donc que 3 a deux
éléments. Considérons I’élément g = £. Puisque &,4 est un automorphisme de (ggyad, 51.ad)
la conjugaison par £ remplace (G5, $3) par une pré-donnée qui vérifie encore la relation
(1). Puisque G4[0’] = 2, G €0" et que o), = 1, € normalise G}[0”] et la conjugaison par & ne
modifie pas la condition G}[0’] = G{[¢’] que l'on a imposée. Par le méme calcul que dans
la preuve de (9), cette conjugaison remplace Gjlo”] par z2/GL£€0(€) 10", Nous allons
prouver

(10) en choisissant convenablement les éléments s; et &, on peut supposer £0(€)~1 €
CT?0 on ¢ € Z(G) est d'image non triviale dans 3.

En. admettant cette propriété, on a terminé : en remplagant (G}, 52) par son conjugué
par &, on remplace z par z( dont I'image dans 3 est triviale. Il reste a prouver (10). Notons
w l'unique élément non trivial de Qr et w son image dans W Il existe une racine
By € Ay, Be # By de sorte que w permute les racines 3, et 5y et w conserve I'ensemble
Ao r—{Po, B} On a Bgff = 60[%] et 397 = B pour tout B € A, r—{B}. On a supposé
que Qp(z) avait deux éléments donc w € Qp(z), c’est-a-dire w(z) = z. On en déduit que
w(z) =z —r, ot 7 est I'unique élément de R tel que —fFo(r) = B.(r) = 1 et B(r) =0
pour tout S € A,p — {fo, 5} On se rappelle I'isomorphisme deﬂ ~ Ap/X.(Traa)
du paragraphe ??7. On ne perd rien a supposer que S o4 est l'unique élément de T fd’u
dont I'image dans Ap/X,(Tr.q) est égale a 'image naturelle de x. Notons 7 I'unique
élément de TAfd# tel que B.(7) = —1 et B(7) = 1 pour tout 5 € A, r — {So, Bi }. L'égalité
w(x) = x —r se releve en 'égalité w(sy 4q) = S1.447. Il résulte des calculs du paragraphe
?? que 'on peut choisir ¢ de la forme tn comme en (8), de sorte que I'image de n dans W
soit égale a w. La conjugaison par &4 fixe §;. Or fad§1§;d1 = tadnadsl,adn;(ﬁ(tad)_lé =
tadw(sl,ad)(g(tad)_le = tade(tad>_17'51’ad(9. D’ou l’égahté

(11) tadH(tad)_l =T.

Notons 7 : ésc — G la projection naturelle et relevons ¢ en un élément t,. € TSC.

Supposons que G soit de type A,_; avec n pair. On peut supposer n > 4 car 3 = {1}
pour n = 2. On identifie T}, avec le sous-ensemble des (ty,....t,) € (C*)" tels que
[liey. . ti=1etonéerit to = (t1, ..., t,). On a O(ts) = (1.t 1), donc tef(tse) ™! =
(Y15 s YUn/2: Ynj2, ---» Y1), avec Hi:l,“.,n/2 y; = 1. La racine (3, est la restriction commune
4 T% (qui est connexe) de oy et a,_1, avec les numérotations usuelles. La condition (1)
et la définition de 7 signifient donc que y; = —y» tandis que y = ... = y,/2. En notant
u la valeur commune des y; pour i > 2, on a u? = —1. Notons (. 1’élément central de
Gsc de termes diagonaux p. La condition u™? = —1 entraine que I'image de (. dans
Z(Gse)/(1 — 0)(Z(Gse)) ~ Z/2Z est non triviale. De 7 se déduit un homomorphisme
surjectif Z(Gge)/(1 — 0)(Z(Gse)) — 3. Sous notre hypothése que 3 a deux éléments,
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il en résulte que 7((,.) est 'élément non trivial de 3. D’autre part, t..0(ts) *¢," est
Pélément (—1,1,...,1,—1) qui appartient & 7% Puisque £0(¢)! = m(ty0(ts.)™"), on a
€0()" € m(Co)m(T) et la propriété (10) s’ensuit.

Supposons maintenant que G soit de type D,, avec n > 4. Lautomorphisme # échange
les racines a,_1 et a,, on a donc une égalité t..0(t,.)"' = &, 1(y)d,(y)~! pour un
y € C*. La racine f, est la restriction commune & 7% de a,_; et a,. La condition (1)
et la définition de 7 signifient donc que y?> = —1, autrement dit y = 4 pour une racine

carrée i de —1. Posons

(o= { [T, . a((=1)7), si nest pair,
2

1’ .
An—1(8) G (—0) [Tj2y 0 @((=1)7),  si nest impair;

= dn—l(_i)dn(_i) Hj:l,...,n—Q é‘j((_l)j), si n est pair,
szl,...,nfz a;((—=1)7), si n est impair.

On a teB(ts) ™ = Cootly, t, € T, (oo € Z(Gse) et on vérifie que 7(Cy.) est Pélément
non trivial de 3 (sous notre hypothese que ce groupe est non trivial). Puisque £6(§ )=
T(tseB(tse) ™), on a €0(E)™F € m(Coe)m(TY) et la propriété (10) s’ensuit. Cela acheve la

preuve du théoreme. []

21 Exemples

Exemple 1.

Considérons le corps k = Q, pour un nombre premier p > 3 tel que —1 ne soit
pas un carré dans k. Soit G = SL(4,C), muni de l'action triviale de I'y. On définit
I’automorphisme habituel 6 de G par 6(g) = thflJ —1 ou J est la matrice antidiagonale
de coefficients alternés 1 et —1 (les coefficients J,,, sont nuls pour m + n # 5 et valent
(—1)™ pour m +n = 5). Soit s I’élément diagonal dont les coefficients s, ,,, valent i (la
racine carrée de —1 dans C) pour m = 1,2 et —i pour m = 3,4. Notons u,g l'image
dans Gap = PGL(4,C) de la symétrie élémentaire u € GL(4,C) qui échange les deux
vecteurs de base standard centraux : u,, = 1sim = n = 1,4 ou (m,n) = (2,3)
ou (m,n) = (3,2), les autres coefficients sont nuls. Soit k&’ une extension quadratique
ramifiée de k. Posons G’ = Z;(s0)° et notons G/, I'ensemble des (gaq, w) € “Gap tels
que goq € C;’fld siw € Wy et gog € G’;duad siw € Wy, — Wy. Le couple (G, Sqqf) est une
donnée pré-endoscopique pour (!G4p,6). Montrons que

(1) cette pré-donnée ne se releve pas en une pré-donnée pour (XG, ).

Le groupe T? est connexe. On a Z(G) ~ us(C) et 7% N Z(G) ~ uy(C). Posons
D = Z(G) /(T N Z(G)). On a Y = us(C)/p2(C) ~ {£1}. Fixons une racine primitive
8-ieme de 'unité dans C que 1'on note p. Notons u le produit de u et de la matrice
diagonale de coefficients p. Alors u est un relevement de u,; dans G. Supposons que
(G! 4, Saaf) se releve en une pré-donnée (G', s6) de (“G,6). Alors il existe une application

~

continue z : Wi, — Z(G) telle que
G = {(z(w)h,w);w € Wi, h € G'} U {(z(w)hu;w € Wy — Wy, h € G'}.

Notons ¢ Papplication composée W), = Z (é) — 9 = {£1}. L’application ( est bien
déterminée. Puisque G’ est un groupe et que u? est la matrice diagonale de coefficients
p?, laquelle s’envoie sur —1 € 3 on doit avoir

(2) C(ww') = ((w'w) = {(w"){(w) pour tous w € Wy, et w' € Wy ;
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(3) ¢(w?) = —((w)* = —1 pour tout w € Wy, — Wy.

En particulier, la restriction de ¢ a Wj est un caractere et la fonction ¢ tout entiere
se factorise par le noyau de celui-ci. Donc ( se factorise par le groupe de Weyl relatif
Wi /i, Notons Ny, k'™ — k* la norme. Fixons un élément a € k> — Nk//k(k:'x). On
sait qu’il y a une suite exacte

1— k?lx — Wk’/k — Fk’/k —1

et que l'on peut relever I'élément non trivial de I'y/, en un élément wy € Wy tel
que w3 = a. La relation (2) implique non seulement que la restriction de ¢ a k™ est
un caractere, mais aussi que celui-ci est invariant par l'action galoisienne de 'y /. Il
se factorise donc par la norme, c’est-a-dire qu’il existe un caractere quadratique y du
groupe Nk//k(krlx) tel que ((w) = x o Nip(w) pour w € k'*. La relation (3) appliquée &
wo dit que ¢(a) = —1, donc x(a®) = x © Ny i(a) = —1. Mais nos hypotheses impliquent
que —1 & Ny (k™). On peut donc choisir a = —1 et on obtient x(1) = —1, ce qui est
impossible. Cela prouve (1).

Exemple 2.
Considérons maintenant le corps k& = Q. D’apres [?] exemple 5.6 page 35, on peut
trouver un tore 7' défini sur k tel que le noyau ker!(I'y,T) de I'homomorphisme

H'(Ty,T) = [ #' T, T)
veVy

ait deux éléments. Notons A 'anneau des adeles de k. On a la suite exacte
T(A) = H'(A/k,T) = ker' (T, T) — {1},

avec les notations de [?] appendice D.1. Donc H°(A/k, T)/im(T(A)) a aussi deux éléments.
Il en est de méme du noyau de I’lhomomorphisme

Homeons(H*(A/k, T),C*) = Homeon (T(A), C*).
D’apres [?] lemme D.2.A, cela entraine que le noyau ’homomorphisme

H' (W, T) = [[ B (W, T)

veVy

a aussi deux éléments. Notons ¢y et ¢ des cocycles représentant les deux éléments du
noyau. Munissons 7' de I'automorphisme 6 défini par O(t) = t~'. Posons § = 0 et
définissons les deux sous-groupes G/ = {(t;(w),w);w € Wi} de “T pour i = 1,2. On
montre aisément que les couples (G}, 5) et (G}, 5) sont deux pré-données endoscopiques
elliptiques pour (T, ) qui sont localement équivalentes en toute place de k mais ne sont
pas équivalentes, ni faiblement équivalentes.
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