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Introduction

Soient F' un corps local non archimédien, G un groupe algébrique défini sur F' réductif
et connexe, (H, 7, s) un triplet endoscopique de G, cf. [K1] paragraphe 7.4. On suppose la
caractéristique résiduelle p de F' grande relativement au rang de G. Notons g ’algebre de
Lie de G, g = g(F) et C2°(g) l'espace des fonctions de g dans C, localement constantes et
a support compact. On utilise des notations similaires pour tout autre groupe défini sur F'.
Si f € C°(g) et X est un élément semi-simple régulier de g, on définit 'intégrale orbitale
JY(X, f). Si Y est une classe de conjugaison stable dans b, assez réguliere, on définit
I'intégrale orbitale endoscopique J% (Y, f), qui est une combinaison linéaire d’intégrales
JY(X, f). Si fu € C(h), on définit de méme l'intégrale orbitale stable J25(Y, fy). On
dit que fy est un transfert de f si J@H(Y, f) = JE5U(Y, fy) pour tout Y. Supposons
de plus G et H non ramifiés, c¢’est-a-dire quasi-déployés et déployés sur 'extension non
ramifiée maximale F™" de F'. Il existe dans g des réseaux ”hyperspéciaux”. Notons fy €
C(g) la fonction caractéristique de I'un d’eux. Définissons de mémefy o € C°(h). Le
"lemme fondamental pour les algebres de Lie” affirme que fr o est un transfert de cfo,
pour une constante ¢ > 0 dépendant des mesures choisies. Des progres ont été faits
récemment a propos de ce lemme fondamental, par Goresky, Mac-Pherson et Kottwitz
d’une part, par Laumon d’autre part. Les méthodes géométriques utilisées par ces auteurs
supposent (du moins, a I'instant présent) que F' est de caractéristique positive. Cela pose
la question (vague) suivante : en admettant le lemme fondamental (pour les algebres de
Lie) prouvé sur un corps de base de caractéristique positive, peut-on en déduire le méme
lemme sur un corps de base de caractéristique nulle ? Le but de cet article est de préciser
cette question et d’y répondre positivement. Signalons que d’autres auteurs ont abordé
ces derniers temps des questions de méme nature, tels Denef, Loeser et Hales.

La question s’insere dans un cadre plus général. Commencons par le présenter. L’hy-
pothese sera que G et H sont modérément ramifiés, c’est-a-dire quasi-déployés et déployés
sur I'extension modérément ramifiée maximale F™°? de F'. On pose G4 = G(F™?). A
tout élément d € H(Gal(F™?/F),G™), on associe une forme intérieure G4 de G sur
F. Remarquons que ce groupe H'(Gal(F™°?/F), G™?) n’est pas celui qui classifie les
formes intérieures de G : ce dernier est H'(Gal(F™?/F),G™4), olt Guq est le groupe
adjoint. En général, la famille (Gg)ac i1 (Gai(rmod) Fy,gmody D€ contient pas toutes les formes
intérieures de G, et inversement peut contenir plusieurs fois la méme. On considere la
variété non connexe :

9p = Uden (Gal(Fmod ) Gmod) @
Il n’est pas difficile de définir la notion d’intégrale orbitale ou d’intégrale orbitale en-
doscopique d’un élément de C>(gp) (on utilisera les notations J92 et J9»:). Ni de
définir la notion de transfert entre éléments de C°(gp) et éléments de I'epace analogue
C>®(bp, ). Soit d € HY(Gal(F™4/F), G™?). Fixons un appartement V¢ dans I'immeuble
de G4 sur F. Pour (v,7) € V¢ x R, Moy et Prasad ont défini deux réseaux :

gd,v,r+ g gd,v,r g 9a-

Le quotient g, ,/8d.vr+ €st un espace vectoriel de dimension finie sur le corps résiduel F,
de F. Toute fonction sur ce quotient s’identifie a une fonction sur g4 : on la remonte en
une fonction sur g4, et on I’étend par 0 hors de ce réseau. On peut ensuite I'identifier a

1



une fonction sur gp, nulle sur gy pour d # d. Nous allons étudier les intégrales orbitales
de telles fonctions. Nous montrerons que leur calcul ne fait intervenir le corps F' que via
son corps résiduel F,.

Pour cela, on doit transcrire toutes nos données en termes indépendants de F'. On fixe
désormais le corps fini F, de caractéristique p et on note C'L, ’ensemble des corps locaux
de corps résiduel F, (en admettant qu'un tel ensemble existe...). On remarque d’abord
que, pour F € CL,, le groupe Gal(F™4/F) admet une description indépendante de F'.
(’est bien connu pour les groupes Gal(F™4/F™) et Gal(F™ /F), que I'on identifie re-
spectivement a des groupes [ et © indépendants de F'. Modulo des choix d'uniformisantes,
Gal(F™4/F) s’identifie & un produit semi-direct I' = © x I. Au lieu de se donner G sur
F, on fixe la donnée de racines correspondante D = (X*, %, A, X,, 3, A) (cf. 1.4; ¥ est
un systeme de racines, A en est une base). Elle est munie d’une action de I". On sait bien,
qu’inversement, cette donnée étant fixée, on pourra lui associer pour tout F' € C'L, un
unique groupe G quasi-déployé sur F. Grace aux travaux de Kottwitz, on peut attacher
a D un groupe fini D de sorte que, pour F' € CL, et G comme ci-dessus, il y ait une
bijection canonique D ~ HY(Gal(F™?/F),G™). Les réseaux de Moy-Prasad, ou plus
exactement leurs quotients, admettent eux-aussi une description indépendante de F'. En
effet, pour d € D, on définit un espace affine V¢ C X, ®; R. Introduisons ’anneau Ly
localisé de Z en p, c’est-a-dire 'anneau des rationnels %, o n € Z et e est un entier > 1
et premier a p. Posons V(Z) = V4N (X, ®z Z)). Cet ensemble est dense dans V. Pour
(v,1) € V(‘f)) X Zpy, on définit un espace vectoriel gq,, . Ces objets vérifient les propriétés
suivantes. Pour tout F' € CL,, V¥ s’identifie canoniquement & un appartement de 1'im-
meuble de G4 sur F. Et g4, s'identifie canoniquement au quotient g4,/ gd.r+. Notons
S(84,,r) Vespace de dimension finie des fonctions de g4, dans C. Posons :

S = @aep EB(U,T)GV(Z)XZ(M S(@a.o.r)-

D’apres ce qui précede, pour tout F' € C'L,, on peut identifier tout élément de S a une
fonction sur gp. Autrement dit, on dispose d’une application linéaire :

reap : S — C*(gp).

En fait, 'espace S est inutilement gros car beaucoup de réseaux g, , sont égaux. Dans
Iarticle, on considere un espace S plus petit, mais peu importe dans cette introduction.

Pour traduire la notion d’intégrale orbitale en termes indépendants de F', on doit
d’abord effectuer la méme traduction pour les classes de conjugaison. C’est impossible,
mais on peut tout de méme introduire des objets qui les remplacent. Posons t = X, ®;[F,,
ot I, est la cloture algébrique de F,. Le groupe I agit sur t. Pour r € Zpy, on définit un
I'-module t(r), qui n’est autre que t, muni d’une certaine action tordue de I'. On note Z
'ensemble des familles (71, ...Zy; 71, ..., 1) telles que :

(i) k e N;

(i) 71,0k € Zgyy €t 71 < 7o < oo < T

(iii) pour tout i = 1,.... k, Z; € t(r;) et Z; # 0.
Pour i = 1,...,k, notons %; I'ensemble des a € % tels que a(Z;) = 0 pour tout j €
{1,...,7}. Notons X, ; l'intersection de X, et du sous-espace vectoriel sur Q engendré
par les & pour a € %;. Posons ; = X,; ®7 F, C t, que l'on identifie & un sous-espace
t;(r;) € t(r;). On impose encore :

(iv) pour i = 1,....k — 1, Ziy1 € t(ry);

V) t2t 2.2 = {0}
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Le groupe I agit sur Z et le groupe de Weyl W de D aussi. On pose :
Z=(Z/W)",

Iexposant ' ayant la signification usuelle : il s’agit de ’ensemble des éléments invariants
par I'. Cet ensemble Z va remplacer celui des classes de conjugaison stable. Précisément,
soit F' € CL,, posons t™ = X, ®7 F™? notons t:,’;‘;d le sous-ensemble des éléments
réguliers et Zp = (29°/W)". On peut identifier Zp & I'ensemble des classes de conju-
gaison stable d’éléments semi-simples réguliers dans gp. Il y a alors une application :

(:2Zr — 2.
Elle se déduit d’une application ¢ : tﬁé‘;d — Z, que nous allons définir. Notons val la
valuation usuelle de F' que I'on prolonge a F™¢, Pour identifier Gal(F™?/F) AT, on a di
fixer une famille d’éléments (cw1) de F™¢, indexée par les entiers e > 1 premiers a p, telle

que val(w1) = % pour tout e . Soit X € 7%, Posons r; = inf{val(z*(X));z* € X*}.

reg
Ecrivons r; = 2, avec n € Z et e > 1 premier a p, puis X = (wé)”Y. Alors Y se réduit
naturellement en un élément X; de t, que l'on identifie & un élément de ¢(r;) pour que
I’application que I'on construit soit équivariante pour les actions de I". Associons comme
ci-dessus & X; un sous-ensemble ¥; de ¥. De méme que 'on a construit ¢; C €, on
construit t7°¢ C tm°?. Ce sous-espace admet un supplémentaire naturel, 'annulateur de
¥1. On peut donc projeter X sur un élément X; de t7°¢. On recommence le processus en
remplagant X par X : on pose ry = inf{val(z*(X1));2* € X*}, on définit un élément
X, € t2(r2), puis X5 € t;”‘)d et ainsi de suite. Le procédé s’arréte et on a obtenu :

X)) = (X1, oy Xpi 71, oy Th).

Une classe de conjugaison ordinaire peut se décrire comme une classe de conjugaison
stable plus une donnée cohomologique. On associera a tout élément z € Z un groupe fini
D, vérifiant la condition suivante. Soient F' € C'L,, zr € (~'(z), notons C(zr) la classe
de conjugaison stable dans gp paramétrée par zp. Il y a alors une application surjective
d : C(zr) — D, dont les fibres sont les classes de conjugaison ordinaire contenues dans
C (Z F) .

On peut maintenant énoncer le théoreme principal, cf.7.2.

Théoréme : Soient z € Z et & € D,. Il existe une forme linéaire JP(z,4,.) sur S
vérifiant la condition suivante. Soient F' € CL,, zp € Zr, X € C(zr) et p € S.
Supposons ((zr) = z et 6(X) = 8. Alors on a I'égalité :

JOP (X, reap(p)) = JP(2,68,¢).

Passons aux intégrales orbitales endoscopiques. La notion de triplet endoscopique est
remplacée par celle de donnée endoscopique (Dy, 7, s). Fixons une telle donnée. Le terme
Dy est une donnée de racines similaire a D. On peut lui associer divers objets comme on
en a associés a D. On les affecte d'un indice H. On dispose en particulier de I’ensemble
Zp. Soit I € CL,. De notre donnée endoscopique se déduit un triplet endoscopique
(H,7,s) de G. On construit l'ensemble Zy p paramétrant les classes de conjugaison



stable d’éléments semi-simples réguliers dans hp,,. On définit de fagon usuelle le sous-
ensemble Zp ¢_rcq r paramétrant les classes G-régulieres. On dispose d'une application :

Nz,

ZH,Gfreg,F Z_>F ZF;
la correspondance usuelle entre classes de conjugaison stable. Il n’y a pas d’application de
Zy dans Z qui traduise 'application précédente. On doit introduire un autre ensemble
Y que nous ne décrirons pas dans cette introduction, et deux applications :

y

€/ N\ 7y
2y Z

Pour F' € C'L,, ces applications se completent en un diagramme commutatif :

ZH,G—reg,F niF ZF
N T
Cul Yy 1<
€/ Ny
Zy Z

La proposition suivante résulte aisément du théoreme, cf. 9.1.

Proposition : Soit y € Y. Il existe une forme linéaire JPPH(y,.) sur S vérifiant la
condition suivante. Soient F' € C'Ly, 2y p € ZH,G—regr €t @ € S. Supposons T(zp r) = y.
Alors on a I'égalité :

JOM (2 pyreap(p)) = JPPH(y, o).

(le membre de gauche de cette égalité est I'intégrale orbitale endoscopique associée a la
classe de conjugaison stable paramétrée par zy r). On en déduit (cf. 9.2) :

Corollaire : Soient p € S, vy € Sy, F et F' deux éléments de C'L,. Supposons que
reap p(pm) soit un transtert de reap(p). Alors reay p(@p) est un transfert de reap ().

En effet, dire que reap r(pn) est un transfert de reap () signifie que I'on a des égalités
entre intégrales orbitales stables de reay p(¢m) et intégrales orbitales endoscopiques de
reap(p). Or la proposition (que I'on peut aussi appliquer au cas D = Dy ) dit que tous
ces termes se calculent par des formules indépendantes de F'. Le résultat s’ensuit.

Dans le cas ou D et Dy sont non ramifiés, c’est-a-dire que le groupe d’inertie I y agit
trivialement, on construit aisément des éléments ¢y € S et pp o € Sy tels que, pour tout
F € CL,, le lemme fondamental relatif a G et (H, 7, s) soit 'assertion : reay p(¢mo) est
un transfert de reap(po). Le corollaire précédent a pour cas particulier le résultat que
'on avait en vue, a savoir que pour deux éléments F' et I’ de CL,, le lemme fondamental
sur le corps de base F est équivalent au méme lemme sur le corps de base F”.

Le théoreme a aussi une conséquence ne concernant pas ’endoscopie, qui précise les
propriétés de constance locale des intégrales orbitales de fonctions rear(¢) pour ¢ € S
(cf.7.3).

Corollaire : Soient F € CL, et X, X' deux éléments semi-simples réguliers de gp.
Notons zp, resp. 25, I'élément de Zp paramétrant la classe de conjugaison stable de X,
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resp. X'. Supposons ((zr) = ((z}), notons z cet élément de Z. Supposons aussi que les
éléments §(X) et §(X') de D, sont égaux. Alors, pour tout ¢ € S, on a I’égalité :

TP (X reap(p)) = JOP (X' rear(p)).

Indiquons tres brievement les grandes lignes de la preuve du théoreme. Sous ses
hypotheses, on veut montrer que l'intégrale orbitale JP (X, rear(p)) ne dépend que de
z, 8 et . On peut fixer d € D et (v,1) € V(;f) X Ly et supposer ¢ € S(gqv,r). On peut
supposer X € gq4, ce qui se traduit par une relation simple reliant § et d. A z est associé
un élément r(2) € Zg. Cest le terme tel que tout relevement Z de z dans Z soit de la
forme :

2= (21,0, Zi;7(2), 72y oy Tk).

Concretement, notons Tx le centralisateur de X dans G4 et X*(Tx) le groupe des
caracteres de T x. Alors :

r(z) = inf{val(z*(X));z* € X*(Tx)}.

Si r(z) < r, on voit qu’aucun conjugué de X n’appartient au support de rear(y).
Donc J9? (X, rear(p)) = 0 et on n’a pas besoin de souligner que 0 est indépendant de
la température.

On peut donc supposer r(z) > r. Ces termes appartiennent a Z, mais en fait a un
ensemble beaucoup plus petit, de la forme %Z. Il est 1égitime de raisonner par récurrence
sur r(z) —r.

Si r(z) > r, on utilise des résultats de DeBacker. On peut remplacer ¢ par ¢’ appar-
tenant & une somme finie d’espaces S(gg.r ), ot ¥’ > r, de sorte que JP (X, rear(p)) =
J9r (X, rear(¢’)). La construction de 'application ¢ — ¢’ ne dépend pas des données
X, F, etc... Puisqu’on fait ainsi monter le terme r, on fait baisser r(z) — r et on conclut
en appliquant I’hypothese de récurrence.

Le cas crucial est 7(z) = r. Notons Xx C X*(Tyx) 'ensemble des racines de Tx
dans g,;. On peut introduire le ”r-centralisateur” de X. C’est le sous-groupe connexe
G’ C Gy engendré par Tx et les sous-groupes radiciels associés aux racines a € Yy
telles que val(a(X)) > r. Les résultats de Kim et Murnaghan permettent de construire
une fonction f’ sur g’ telle que J(X,reap(p)) = J¥ (X, f'). Cette construction se
traduit de facon abstraite, c’est-a-dire indépendante de F' . Plus précisément, on peut
construire une donnée D’ (traduisant G’), des éléments 2’ € Z' et §' € D, (on affecte
évidemment d’un ’ les objets relatifs & D’), une fonction ¢' € &’ et, le corps F' et la classe
zp étant donnés, une classe 2 € Z' telle que ('(z5) = 2/, de sorte que, pour X’ € C(z})
tel que ¢'(X’) = &', on ait I'égalité :

TP (X, reap(p)) = J9 (X', redp(¢')).

En premiere approximation, on est ainsi ramené a une donnée D’ dont le rang semi-
simple est plus petit que celui de D et on conclut en raisonnant par récurrence sur ce
rang semi-simple. En fait, les éléments centraux jouent ici un role perturbateur et on
doit raisonner d’une facon un peu plus subtile que I'on ne détaillera pas ici.

Les chapitres 1 et 2 sont consacrés a la construction des avatars ”abstraits” des
groupes, appartements d’'immeubles, réseaux de Moy-Prasad etc... Le chapitre 3 démontre
I’analogue du résultat de DeBacker évoqué ci-dessus. Le chapitre 4 construit et étudie les



données D’ traduisant les r-centralisateurs. Le chapitre 5 démontre I’analogue du résultat
de Kim-Murnaghan dont on a besoin. Au chapitre 6, on construit les objets abstraits
traduisant les classes de conjugaison et de conjugaison stable. Le théoreme est démontré
au chapitre 7. Le chapitre 8 adapte a notre cadre la théorie de ’endoscopie. Les résultats
concernant le transfert sont démontrés au chapitre 9.

1 Groupes et données de racines

1.1

Nous fixerons dans le paragraphe suivant un nombre premier p. Nous imposerons a
partir de 1.5 qu’il est "grand”. Commencons tout de suite par préciser ce que 1’on entend
par la.

Considérons un systeme de racines > dans un espace vectoriel réel V' qu’il engendre.
Introduisons Pensemble de coracines Y dans lespace dual de V., notons X le réseau
qu’elles engendrent. Pour un nombre premier p, on définit les deux conditions :

(P%) pour tout sous-ensemble linéairement indépendant A C ¥, l'indice du réseau
Z[A] dans Q[A] N Homyz(X,7) est premier & p;

(P{) pour tout sous-ensemble linéairement indépendant A C ¥ et toute famille
(Ca)aca de nombres rationnels telle que Y  _,coa € X, le rationnel 1 — > _, ¢, est
nul ou de valuation p-adique nulle.

Puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de possibilités pour A et (cq)aca, ces conditions
seront vérifiées pour p assez grand.

On sait définir le nombre de Coxeter h(X) d'un systeme de racines ¥ réduit et
irréductible. Si ¥ est seulement réduit, on note h(X) le plus grand des h(X’) quand
Y parcourt les composantes irréductibles de X. On définit la condition :

(Ps) p>3(h(X) —1).

Soit maintenant NV € N. Il n’y a qu'un nombre fini de systéemes de racines de rang
< N, le rang étant la dimension de V' avec les notations ci-dessus. On dira que (Py) est
vérifiée si :

(i)p>N+2;

(i) pour tout systeme de racines . de rang < N, (P%) et (PX) sont vérifiées;

(ili) pour tout systeme de racines ¥ réduit, de rang < N, (Px) est vérifiée.

a€cA acA

1.2

On fixe un nombre premier p et une puissance ¢ de p. On note P l’ensemble des
entiers e > 1 et premiers a p. On note [, le corps fini a ¢ éléments, on en fixe une cloture
algébrique F,. On pose © = Z., on note 6, le générateur topologique canonique de ©
(6, = 1). Le groupe O s’identifie au groupe de Galois Gal(F,/F,), 6, s’identifiant au
Frobenius. Pour tout corps k et tout entier n > 1, on note (,(k) le groupe des racines

n-iemes de I'unité dans k. On pose :

I =lim C.(F,),

ecP

les applications de transition étant :

Ceer (Fq) — Ce (E‘q)

z — z .



On munit / de 'action de © telle que I'action de ¢, soit o +— ¢?. On pose I' = O x I.
Pour tout e € P, on note I(e) I'unique sous-groupe de I d’indice e.
On note Z, le localisé en p de I'anneau Z. On définit une forme bilinéaire :

de la facon suivante. Pour (0,7) € I X Z,), écrivons r = 2, avec n € Z, e € P, notons

0. Vimage de o dans (.(F,). Alors (o) = (o.)™". On pose Grmyred = Lp) X F;, que 'on
munit de I'action de I' ainsi définie : pour (r,z) € Zy,) x F), § € ©, 0 € I, on pose

O(r,z) = (r,0(2)), o(r,z) = (r,zr(c)7}).

1.3

Soit F' un corps local non archimédien dont le corps résiduel a ¢ éléments. Fixons
une cloture séparable F*? de F', notons F™, resp. F¢, la plus grande sous-extension
de F*°P non ramifiée, resp. modérément ramifiée, sur F'. Notons ™" le corps résiduel de
F, fixons un isomorphisme i : f* — F,. Pour tout entier e € P, la composée de i et de
la réduction identifie .(F™") & (.(FF,). et on identifie ainsi ces deux groupes. On fixe une
uniformisante w; de F puis, pour tout e € P, on fixe w1 € F™d de sorte que 'égalité

(@)

ee

/ . 7 . 7’ ’ L7
¢ = w1 soit vérifiée. On a 'égalité :
€

Fmod _ U Fnr(wé)

ecP

On identifie I' au groupe de Galois de F™¢/F de la fagon suivante :

- le groupe O agit de facon usuelle sur F™" et fixe w1 pour tout e € P;

- soit o € I; alors o fixe tout élément de F™" et, p01e1r e € P, U(w%) = 0wy, ou o,
est I'image de o dans (. (F,).

On note val la valuation de F', telle que val(zw;) = 1. On la prolonge en une valuation
de F™d 3 valeurs dans Z, U {oo}. On définit un homomorphisme :

. mod, X
red : F — Gured

de la facon suivante :

- pour tout e € P, red(w1) = (;,1);

-pour tout x € F™°4* tel que val(xr) = 0, notons T son image dans f™; alors
red(z) = (0,i(z)).

L’homomorphisme red est équivariant pour les actions de I'. On définit une section
de cet homomorphisme au-dessus de Z,) : a I'élément 2 € Z,), avec n € Z et ¢ € P, on
associe (ww1)".

On a aajoint a I des données F*P, i, (w1).cp, Obtenant ainsi un quadruplet £ =
(F, F* i, (w1)ecp). On fixe un ensemble CLZ formé de tels quadruplets de sorte que,
pour tout tel equadruplet F, il existe un unique F' € CL, tel que F soit isomorphe &
F’ en un sens évident. Pour alléger les notations, on considérera tout élément de C'L,
comme un corps local, que I’on notera simplement F', mais on se rappellera qu’il est muni
de données supplémentaires occultes.



1.4

On considérera des données de racines munies d’'une action de I'. Un tel objet est un
sextuplet :

D= (X" A X, 2 A

qui est une donnée de racines au sens usuel. C’est-a-dire que X* et X, sont des Z-modules
libres de rang fini, en dualité, > est un systeme de racines réduit dans X*, A est une base
de racines simples, X, resp. A, est Pensemble de coracines dans X, associé a X, resp. A.
On suppose de plus que I' agit sur X* et X, par des actions duales I'une de l'autre, qui
conservent 3, A, 3, A.

La base A détermine un sous-ensemble de racines positives dans . On note W le
groupe de Weyl du systeme de racines . On appelle rang de D le rang commun des
Z-modules X* et X,.

Notons X, s C X, le réseau engendré par A et X ¥ C X" ®z Q celui engendré
par les poids fondamentaux. Posons aussi X, 4o = Xu N (Xige ®z Q), X, = X2 N
Homy (X, der, Z). De D se déduisent les deux autres données de racines munies d'une
action de I' :

Dee = (X2, 5, A, Xu s, 5, A)) Doy = (X0 20 A, X der, 2, A).

On fixe pour presque tout I'article une donnée de racines D munie d’une action de T'.
On suppose :
p vérifie la condition (Prang(p))-

1.5

Soit k£ un corps commutatif de caractéristique 0 ou p. Fixons-en une cloture séparable
k*°P et supposons donné un homomorphisme du groupe de Galois Gal(k**/k) dans T
Ce groupe de Galois agit donc sur D. Il existe un groupe réductif connexe G, muni d’un
sous-groupe de Borel B et d’un sous-tore maximal T de B, tous trois définis sur k et
vérifiant la condition suivante. Notons X*(T), resp. X.(T), le groupe des caracteres,
resp. sous-groupes a un parametre, de T et g l'algebre de Lie de G. Alors il existe un
couple d’isomorphismes en dualité X* — X*(T), X, — X,(T), notons-les tous les deux
4, qui identifient ¥ & Pensemble des racines de T dans g, ¥ & 'ensemble de coracines
associé, A au sous-ensemble de racines simples déterminé par B, et qui sont équivariants
pour les actions de Gal(k**/k). Le quadruplet (G, B, T, j) est unique a isomorphisme
pres.

Pour simplifier, on note encore G le groupe des points définis sur k£°?, c’est-a-dire
"G = G(k*P)”. On pose G = G(k). On utilise des notations analogues pour les autres
groupes et algebres de Lie. On note par une lettre gothique minuscule 1'algebre de Lie
d’un groupe noté par la lettre latine majuscule correspondante.

Pour tout @ € X, notons u, le sous-espace radiciel de g associé¢ a a. On fixe un
épinglage (F,)aca de g, défini sur k. C’est-a-dire que pour tout @ € A, F, est un
élément non nul de u, et, pour tout v € Gal(k*?/k), on a I'égalité v(E.) = Eya).
Rappelons que le quintuplet (G,B,T,j, (E,)aca) est unique & unique isomorphisme
pres. L’algebre de Lie t s’identifie a X, ®7z k%P, Y g’identifie donc & un sous-ensemble de
t. Pour o € A, on note E_, 'unique élément de u_, tel que [E,, E_,] = &. Notons N
le normalisateur de T dans G. Le quotient N/T s’identifie & W. On définit une section
ensembliste n : W — N caractérisée par les propriétés (cf. [Sp] 11.2.9)
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- pour a € A, n(sy) = exp(Ey)exp(—FE_,)exp(E,), ou s, est la symétrie associée a
a (I'hypothese (Pg) nous permet de définir I'exponentielle d'un élément nilpotent de g) ;

- pour wy, we € W tels que la longueur de wywsy soit la somme de celles de w; et wo,
n(wiws) = n(wy)n(ws).

Plus généralement, pour tous wy,wy € W, on a I'égalité :

(1) n(wi)n(wy) = v(wy, wy)n(wiws),

ou :
v(wy, wy) = 1T a(—1),
a>0,wi (@) <0wy twi  (@)>0
cf. [LS] lemme 2.1.A.

On sait que 'on peut prolonger la famille (E,)ac+a en une famille (E,)qex vérifiant
les conditions suivantes :

- pour tout a € ¥, E, est un élément non nul de u, ;

- pour tous a € X, v € Gal(k*?/k), il existe € € {£1} tel que v(F£,) = €ya);

- pour tous a € X, w € W, il existe € € {£1} tel que Ad(n(w))(Es) = €Ey(q)-

Cf [Sp] théoreme 11.3.6. La famille est unique aux signes pres, c¢’est-a-dire que I'on
peut remplacer une partie des F, par leurs opposés.

On note Gy, le revetement simplement connexe du groupe dérivé de G. Clest le
groupe associé a la donnée de racines Dy.. On note ¢ : G,. — G I'homomorphisme
naturel ou, plus généralement, tout homomorphisme qui s’en déduit fonctoriellement,
par exemple ¢ : g,. — g. Ce dernier identifie g,, a l’algebre dérivée de g.

Suivant le mauvais usage, on note B, T, etc... les images réciproques de B, T etc...
dans Gg.. On définit comme précédemment une section ng. : W — Ng.. On a 1'égalité
N =10 Nge.

1.6

Appliquons la construction du paragraphe précédent a k = F, et & '’homomorphisme
Gal(F,/F,) = © — I'. On obtient un groupe sur F, que 'on note G. On affecte d’'une
“tous les objets associés : B, T etc... On fixe un épinglage sur F,, que 'on prolonge en
une famille (E,)aex. Jusque-1a, nous n’avons utilisé que 'action de © sur D. Puisque I
agit lui-aussi, on en déduit une action de I sur G. Précisément, soit o € I. Cet élément
agit sur X,, donc sur T = X, ®z fF;. L’action se prolonge & G de sorte que, pour tout
a € A, 0(Ey) = Ey). Plus généralement, pour o € ¥, il existe € € {1} tel que
o(E,) = eEo(a). Parce que I ne commute pas a O, Iaction de I sur G n’est pas en
général définie sur F,, mais les deux actions de I et © se combinent en une action de I'
sur G.

Posons Ty, = X, ®z Zp), Trea = Xi @7 Gy req. Le groupe N agit dans X, via sa
projection sur W, donc aussi dans T. On pose :

Nred = Tw X N
et on note Ty : Nyeg — N la projection de noyau T.,. On a les égalités utiles :
Tred - TwT7 Nred = TwN - TredN = Tredn(W)~

Des actions de I' sur X, et sur Gy, ,.q se déduit une action sur 7,.q. L’action de T’
sur G se restreint en une action sur IN. Les deux actions coincident sur T = T,..4 N N.



On en déduit une action de I' sur N,.;. Remarquons que T, n’est pas stable par cette
action et que 7 n’est pas équivariant.

Posons V = X, @z R, V() = X, ®z Z,) € V. Remarquons que I'on a déja introduit
ce dernier ensemble sous le nom de T,,. De fait cet ensemble intervient de deux fagons
différentes. L’égalité T, = V|;,) permet toutefois de poser la définition ci-dessous d’une
action de N,y dans V. On la note (n,v) — ng(v) et elle est caractérisée ainsi :

-pourt € T, etv eV, tg(v) =v—t;

- le groupe N agit via I’action de son quotient W sur X,.

De I'action de I' sur X, se déduit une action sur V' qui conserve V(,. L’action de N,¢q
dans V' est compatible aux actions de I'.

On peut effectuer les mémes constructions pour le groupe Gy, et définir Nyed sc et Vie.
On a une décomposition :

V= ‘/cent ) ‘/scu

ot Veene = {v € V;Va € ¥;a(v) = 0}. On identifie tout automorphisme affine de V.
a 'automorphisme de V' somme de cet automorphisme de V. et de l'identité de V..
Ainsi, pour n € N,eqs, I'automorphisme affine ng de V. s’identifie a I'automorphisme
affine ((n)g de V.

Soit e € P. On a défini en 1.2 le groupe I(e). On note %¢ I'ensemble des orbites de I(e)
dans ¥ et V() Nfe(;) etc... les sous-ensembles de points fixes par I(e) dans V', N,..4 etc...
L’action de Nf e(fl) conserve V1(©) . On note W€ le groupe d’automorphisme affines de V(¢
image de cette action. On définit W¢, de fagon similaire. Comme ci-dessus, un élément
de ce groupe est a priori un automorphisme de Vslc(e), mais s’étend en un automorphisme
de V1) Pour toute fonction affine sur V(¢ de la forme a + 7 ot o« € ¢ et r € R,

posons :
Huyr = {v € VI a(v) +r = 0}.

On note X, le sous-ensemble de ces fonctions a + r telles qu’il existe un élément de
Wy, dont I'ensemble des points fixes soit H,. Les hyperplans Ho,, pour a+r € 3¢,
définissent une décomposition de V(¢ en facettes. On note C*¢ la chambre qui contient
ep pour € > ( assez petit, ou g est la demi-somme des coracines > 0. Cette chambre est
conservée par I'. L’action de W€ sur V1) conserve %¢ 77 et la décomposition en facettes.

e

On note N¢ le sous-groupe de W¢ qui conserve C*¢ et NE
Nl(e)

red * ~
Dans le cas e = 1, on remplace les exposants e par nr : W™ C" etc...

4 son image réciproque dans

1.7

Soit F' € C'L,. Appliquons la construction de 1.5 & k = F' et a I'homomorphisme
Gal(F**?/F) — Gal(F™¢/F) — T défini en 1.3. On construit un groupe G défini sur
F, muni de sous-groupes B et T. On fixe un épinglage défini sur F', que 'on prolonge
en une famille (E,)q.es.

Pour le groupe G, ainsi que pour les autres groupes définis sur F', on utilise les
notations suivantes. On a déja dit que l'on identifiait G & G(F*%). On pose G™*¢ =
G(F™d), G" = G(F™), G = G(F).

Pour toute extension K, avec FF C K C F™? posons :

T(K), = {t € T(K);¥a" € X", val(z"(t) — 1) > 0}.
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Lemme 1.7 : Soit IV un sous-groupe fermé de I'. Pour tout entier i > 0, on a I'égalité
H(I", T{?) = {0}

Ce lemme est facile. On va le démontrer en détail car on utilisera beaucoup de lemmes
similaires sans en donner de démonstration.

Preuve. Soit i > 0. Le groupe H*(I',T™%) est défini comme limite inductive des
HiT' /T, 1" Od’F”), ou I'" parcourt les sous-groupes distingués ouverts de ['V. L’ensemble
des intersections I'y NIV, ou [’y est un sous-groupe distingué ouvert de I', est un sous-
ensemble cofinal de I’ensemble des I'” précédents. On peut fixer un tel sous-groupe I'y, as-
sez petit pour agir trivialement sur D. On doit montrer que H*(I"/(ToNT"), T1" Od’romr/)
{0}. Notons Fy, resp. F}, le sous-corps des points fixes de ['y, resp. [oNT”, dans F™4. Le

groupe ;" od Lo oot limite inductive des T(K); quand K parcourt les extensions finies
de F, stables par I" et telles que Fy C K C FJ. On peut fixer une telle extension K et
remplacer 77" odTonl” par T(K);. Notons L le sous-corps des points fixes de IV dans K.
Alors K est une extension galoisienne finie de L et I /(I'y N I") s’identifie au groupe de
Galois de cette extension. Cela nous rameéne a prouver que H'(Gal(K/L); T(K);) = {0}.

Notons e I'indice de ramification de K/ F'. Le groupe T(K); est filtré par les sous-groupes :

}

pour n entier > 1. Il est complet pour cette filtration. Il suffit de fixer n et de prouver que
Hi(Gal(K/L); A,) = {0}, ot A,, = T(K),,/T(K),41. Notons J le sous-groupe d’inertie
de Gal(K/L), E = Gal(K/L)/J et k le corps résiduel de K. D’apres [Se|] proposition
5 p.126, il suffit de prouver que H(J, A,) = H (=, A7) = {0}. Or A, est un espace
vectoriel sur k, donc d’ordre une puissance de p. L’ordre de J est premier a p, donc
Hi(J,A,) = {0}. Le groupe A; est encore un espace vectoriel sur k. L’action de = est
telle que pour a € AJ, 2 € ket £ € Z, on ait £(za) = £(2)€(a). Un tel espace est
nécessairement de la forme (A7)= @, k, o £ = k=. La nullité de H(Z, A7) résulte alors
de celle de H*(Z, k), qui est bien connue. [J

De I'homomorphisme red : Fmed* — Gyrea s déduit un homomorphisme :

T(K), = {t € T(K);Va* € X*,val(z*(t) — 1) > g

mod mod, X _
T = X, X7, F — lyred = X, Xz Gm,red-

La formule (1) de 1.5 permet de le prolonger en un homomorphisme N™¢ — N,
qui, pour tout w € W, envoie n(w) sur n(w). On note encore red ces différents ho-
momorphismes. Ils sont équivariants pour les actions de I'. Leur noyau commun est
Tmod, Le lemme entraine que, pour tout sous-groupe fermé IV de I', ’homomorphisme
NmedI" — NI est surjectif.

Remarquons que de la section de red au-dessus de Z,) définie en 1.3 se déduit une
section T, — 1™,

Soit e € P. On note F* le sous-corps des points fixes par I(e) dans F™. On sait
construire l'immeuble de G vu comme groupe défini sur F°. On le note Imm(G, F*).
Le groupe G(F*€) agit sur cet immeuble. Notons O° I'anneau des entiers de F°. Pour
tout v € Imm(G, F°), il existe un unique schéma en groupes G¢ sur O¢, lisse, de fibre
générique G, tel que G¢(QO°) soit le sous-groupe des éléments de G(F¢) qui fixent wv.
Pour simplifier les notations, on identifie G¢ a son groupe de points G¢(O¢). Notons
T¢ le plus grand sous-tore de T déployé sur F'¢. On a X,(T¢) = X1© . Cest un sous-
tore déployé maximal de G vu comme groupe sur F¢. Son centralisateur dans G est
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T, son normalisateur est IN. Il lui est associé un appartement dans I'mm(G, F), sur
lequel N(F*) agit. En comparant les définitions, on voit que 1'on peut identifier cet
appartement & V() de sorte que I'action de n € N(F*®) soit red(n)g. On peut alors
décrire Imm(G, F°) comme le quotient de G(F*) x V() par la relation d’équivalence
suivante : (g,v) est équivalent a (¢’,v’) si et seulement s'il existe n € N(F°) et k € G¢
tels que v' = red(n)r(v) et ¢’ = gkn='. Au tore T¢ sont associés un ensemble de racines
affines et un groupe de Weyl affine étendu. Ils ne sont autres que ¢, , et We. Dans le cas
ou G est semi-simple et simplement connexe, on sait que le groupe de Weyl affine étendu
n’est autre que le groupe associé au systeme de racines affines et qu’il agit de fagon
simplement transitive sur I'ensemble des chambres. Autrement dit, ch est le groupe de
Weyl associé a X7, et We est le produit semi-direct W, x N,

Soient e, e’ € P, e divisant ¢/. Alors Imm(G, F'¢') est muni d’une action de I(e), en
fait de I(e)/I(¢), qui se déduit de I'action de ce groupe sur G(F¢) x VI(¢), Parce que
F€¢ /F° est modérément ramifiée, 'ensemble I'mm(G, F¢) s’identifie & celui des points
fixes Imm(G, F¢)!(©). De méme, pour v € Imm(G, F¢), G¢ n’est autre que Gl

1.8

Conservons la situation précédente et rappelons quelques résultats connus, dus pour
la plupart a Kottwitz.

Soit e € P. Appliquant la construction ci-dessus au cas G = T, on dispose, pour
tout v € VI d'un schéma en groupes T¢ sur O°. Il est en fait indépendant de v. On
note T¢ sa composante neutre. Supposons que I(e) agisse trivialement sur D. Alors G
est déployé sur F°. On a l'égalité :

T = X, @z 0% C X, ®; F** = T(F°).

De la valuation val : F** — 17 se déduit un homomorphisme w§ : T(F®) — 1X,. La
suite suivante est exacte :
e 1
1— TS — T(F) 2 =X, — 0.
e
Considérons le cas e = 1, auquel cas on remplace les exposants e par nr. Pour e
comme ci-dessus, la norme T(F°¢) — T™ est surjective. L'image de T¢ est T%". Notons
X, le groupe des coinvariants de X, pour l'action de /. La suite exacte ci-dessus se
complete en un diagramme a carrés commutatifs et dont les deux suites horizontales
sont exactes :

e

1 — T — T(F) 31X, — 0
| ! |
wr

1l - T — T — X, — 0

Les deux premieres applications verticales sont les normes. La derniere est la composée
de la multiplication par e et de la surjection naturelle X, — X, ;.

On a évidemment T(F¢); C T¢, T C T et la norme se restreint en une surjection
T(F¢); — T7". Par 'homomorphisme red, les résultats se transposent de la fagon suiv-
ante. Notons T la composante neutre de T'. Le diagramme ci-dessous jouit des mémes
propriétés que le précédent :

1 - T — Tri,(;) w—iT éX* — 0
l l l
1 - T. - T, & X.; — 0
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e !, w e W En
envoyant un tel élément sur (wz(t),w), on définit un homomorphisme N’ , — X, ; x W/
et de la suite exacte ci-dessus se déduit la suivante :

Tout élément de NI, s’écrit de fagon unique tn(w), avec t € T

(1) 1—-T.— N/

red

— X, x W — 1.

Considérons la surjection X,; — (X./X.s)r. Elle est équivariante pour les actions
naturelles de W!. Mais W agit trivialement sur X/ X, s : pour tous w € W, z, € X,
on a w(xy) — xx € Xis La surjection se prolonge en un homomorphisme surjectif
X X wi— (X+/ X se)r, dont on déduit un homomorphisme surjectif :

(2) N, — (Xo/Xuse)r-

red

On a défini le sous-groupe N, C NI 11 contient T donc aussi T..

red = red*

Lemme 1.8.1 : La suite :
1— Tc — = (X*/X*,sc)f —0

red

est exacte.

Preuve. La suite exacte (1) se complete en un diagramme :

0
T
(X*/X*,sc)l
B T
1 - T, — N,{ed — X*JNWI — 1
T T 1
1 — Tc,sc - NrIed750 - X*,sc,INWI — 1

Ses carrés sont commutatifs. Les trois suites sont exactes. Considérons I’homomorphisme
(2). On dispose de trois informations :
- il est surjectif;

I . ’ . . .
- 1(N,eqc) est inclus dans son noyau (cela résulte du diagramme ci-dessus) ;

- on a P'égalité N/, = Nu(N/,,.) (cela résulte de I'égalité W = N,
Alors (2) restreint & N, reste surjectif.

Le diagramme montre que le noyau de (2) est T..(N.

red SC). Le noyau de la restriction

de (2) AN est done T (¢e(NLy ) NWN). Tl résulte des définitions que o(N/, )N, =
LNy sc)- Pour achever la preuve du lemme, il suffit de démontrer :
(3) 7"72:[,5(: = Tc,sc-

Soit n € N .. L’action ng appartient a W et fixe C™, c’est donc D'action triviale.
Notons (z,w) I'image de n dans X, ,.; X W/, et y 'image de x par 'homomorphisme
naturel :

(4) X*,sc,] - X»{,sc ®z Z(p) < ‘/(1{’)

On vérifie que, pour tout v € Vé), on a l'égalité ng(v) = w(v) — y. Puisque ng = 1,
cela entraine w = 1 et y = 0. Mais ’homomorphisme (4) est injectif : I permute les
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éléments de la base A de X sc, donc X, . est somme de [-modules induits et X, 4.1 est
sans torsion. Alors x = 0 et I'image de n dans X, 5. ; X W est nulle. Donc n € TC,SC, ce
qui démontre (3). O
On a I’égalité :
Hl(@7 (X*/X*,sc)l) = (X*/X*,sc)f‘,torsa

ou 'on note ainsi le sous-groupe de torsion de (X,./X, s)r. A un cocycle J, on associe
I'image de 6(6;) dans (X./X,s)r. De Papplication (2) restreinte a N7, se déduit une
application :

Hl(@7 nr) - (X*/X*,sc)f‘,tors~

red

Lemme 1.8.2 : Cette application est bijective.

Preuve. Soit § € (X./X, sc)rtors, que I'on remonte en un cocycle de © a valeurs dans
(X+/ X se)r1, puis en une application de © dans N,. Définissons une action tordue de ©
sur T, par (6,t) — Ad(5(6))0(t). Grace au lemme précédent, le calcul habituel montre
que P'obstruction & relever § en un élément de H'(©, N"™) vit dans le groupe H*(O, T.),
oll © agit par cette action tordue. Mais ce groupe de cohomologie est nul car T, est
de torsion ([Se] proposition 2, p.197). L’application de 1’énoncé est donc surjective. De
méme, son injectivité résulte de la nullité d’un groupe H'(0,T.). Celle-ci résulte du
théoreme de Lang : T, est connexe. []

On fixe un ensemble D de cocycles de © & valeurs dans N7, tel que 'application
naturelle D — H'(©, N} soit bijective. On les considérera aussi comme des cocycles
définis sur I', triviaux sur 1.

Revenons a la situation sur F. On note N l'image réciproque de N, par 1'ho-

momorphisme red. Celui-ci définit une application H*(©, N) — HY(©,N™), qui est

’ red
bijective : cela résulte de la nullité de groupes H*(©,T7"") ; ces nullités se prouvent comme

en 1.7. Plus précisément, tout cocycle de © dans N, se releve en un cocycle a valeurs

dans N, Pour tout d € D, on fixe un tel relevement que 'on note dp.

1.9

Considérons la situation de 1.7. Kottwitz a défini un homomorphisme surjectif :
Gnr w_G> (X*/X*,sc)f

qui possede les propriétés suivantes :
- wg coincide sur T™" avec la composée de wr et de ’homomorphisme naturel X, ; —

(X*/X*,sc>l ;

- 1(G?7) est inclus dans le noyau de wg.

Cf. [K3] paragraphe 7. Il en résulte que la restriction de wg a N™ est la composée
de red et de ’homomorphisme 1.8(2). D’autre part, on a les égalités :

HY(Gal(F**/F),G) = H'T',G™") = H'(6,G™),
et wg définit un isomorphisme :

Hl(@7 Gnr) = Hl(@7 (X*/X*,SC)I) = (X*/X*,SC)F,tOTS'
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Grace au lemme 1.8.2, de I'inclusion N™ C G™ se déduit une bijection :
Hl(@,/\/”r) = Hl(@,G"r).

Alors D s’identifie & un ensemble de cocycles représentant 1'ensemble H'(©, G™).

Tout élément d € D définit une nouvelle structure de G sur F. Précisément, on
définit G4 sur F muni d’'un isomorphisme &; : Gy — G défini sur ™" et vérifiant
€400 = Ad(dp(0))obo&, pour tout § € O©. On peut aussi dire que {0y = Ad(dp(y))oyo,
pour tout v € I'. On note T, I'image réciproque de T par &;. 1l est stable par I’action de
I'. Notons T4 r le plus grand sous-tore déployé sur F' de T4.

Lemme 1.9 : Le tore Ty est un sous-tore déployé maximal de Gg.

Preuve. On sait qu’il existe deux sous-tores T; C Ty de G, définis sur F, tels
que Ty soit déployé sur F', maximal et Ty soit déployé sur F™, maximal. Fixons-les.
Soit T3 le plus grand sous-tore de T déployé sur F™". Les tores {;(Ts) et T3 sont tous
deux des sous-tores de G déployés sur F™", maximaux. Il existe donc g € G™ tel que
Ad(g) 0 &4(Ty) = Ts. Fixons un tel g. Pour § € ©, posons d’»(0) = gdr(0)0(g)~*. Posons
v = Ad(g) 0 &q. On a &y 00 = Ad(d(0)) o 0 o . Puisque Ty et T3 sont définis
sur F'| cette relation entraine que d.(f) normalise T3. Le centralisateur de T3 est T.
Donc d’(#) normalise T, i.e. d’-(#) € N*". Notons X le Z-module des z, € X! tels que
d'(0)0(z.) = x, pour tout § € ©. Dans cette relation, d’-(0) agit par 'action naturelle de
N dans X,. On a X% = £4(X,(T;)). Pour n € N™ posons pour simplifier ng = red(n)g.
Notons V¢ le sous-ensemble des v € V! tels que d%(0)rf(v) = v pour tout # € O, ou
encore des v € V tels que d-(v)ry(v) = v pour tout v € I'. C’est un sous-espace affine de
V de partie vectorielle X% ®z R. Donc dimg(V?) = dimp(T;). On définit de méme V¢
et on a dimg(V?) = dimp(Tyr). On a défini une décomposition de V7 en facettes. Parmi
les facettes qui coupent V¢, choisissons-en une de dimension maximale. Notons-la ¢. On
peut choisir n’ € N™ tel que nf(¢) soit incluse dans 'adhérence C™ de la chambre C™".
Quitte & remplacer d. par 6 — n'd}(0)0(n’)~1 et £y par Ad(n') o £y, on est ramené au
cas ot ¢ C C™. Puisque ¢ NV # 0, d’(0;)rb; conserve la facette ¢. Les chambres C™
et dip(61)r01(C™) possedent toutes deux ¢ dans leur adhérence. Il est connu que cela
entraine l'existence de n € NI tel que ng(¢) = ¢ et ngd (61)r01(C™) = C™. Puisque
C™ est stable par 61, elle l'est aussi par ngdy(6;)r. Alors ¢(n)dy(0;) € N™. Rappelons
que 'on a le diagramme commutatif :

Nnr — (X*/X*,sc)l - (X*/X*,SC)F

\ /S we
Gnr

Puisque ¢«(G?Y) est contenu dans le noyau de w¢, 'image de «(n)d(6;) dans (X./X, s)r
est la méme que celle de dz(0;). C’est aussi celle de dp(6) puisque df et d} définissent
le méme élément de H'(O,G"). 1l existe donc m € N™ tel que les deux éléments
t(n)dp(61) et m~'dp(6;)0:(m) aient méme image dans (X,./X,)r. Grace au lemme
1.8.1, on a alors :

(]_) an}(Ql)R = mﬂgldp(el)RelmR.

Rappelons que ng(¢) = ¢. Puisque n € NI, cela entraine que ng fixe ¢ point par point.

Parce que ¢ est de dimension maximale parmi les facettes qui coupent V¢, I'intersection
pNV? est ouverte dans V¢ ([La], lemme 10.14). Alors ng fixe point par point un ouvert
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non vide de V¥, donc fixe tout point de V¥. Donc V¥ est fixé point par point par
nrd(01)r0;. De I'égalité (1) résulte que mg(V?) est fixé point par point par dp(6;)rf;.
Puisque #; engendre topologiquement ©, cela entraine I'inclusion mg(V¢) C V<. Alors
dimg (V) > dimR(Vd/), ou encore dimp(Tyr) > dimp(T;). Puisque Ty a été choisi
déployé maximal, Ty p I'est aussi. [

Notons V' (d) I'espace V' muni de l'action de I" : (7, v) — d(7)ry(v). Soit e € P tel que
I(e) agisse trivialement sur D. De méme que l'on a construit I'immeuble Imm(G, F¢)
comme quotient de G(F*°) x V, on construit 'immeuble Imm(Gg, F¢) comme quotient
de G4(F*) x V(d) (ces deux immeubles sont d’ailleurs isomorphes). L’action naturelle
de T" sur ce produit passe au quotient en une action sur 'immeuble. Grace au lemme
précédent, on peut identifier 'immeuble Imm/(Gg, F') de G4 sur F' au sous-ensemble des
points fixes de cette action de I' dans Imm(Gyg, F¢). L’appartement associé¢ a Ty p est
I’ensemble V¢ des points fixes de ' dans V(d).

Soit v € V4. 1l existe un schéma en groupes G, sur 'anneau des entiers O de F, de
fibre générique Gy, et un isomorphisme Gg,(O™) = G, défini sur O™, qui prolonge
I'isomorphisme &, des fibres génériques. On note encore &; cet isomorphisme.

1.10

Soit F' € C'L,. Revenons sur la définition de I'homomorphisme :
Gnr % (X*/X*,sc)l-

Kottwitz a introduit la notion de z-extension de G, cf. [K2]. Il s’agit d’une suite exacte :
1-Z5G2G -1

ou :

G est un groupe réductif défini sur F';

Z est un tore défini sur F';

a et b sont des homomorphismes de groupes définis sur F';

(1) le groupe dérivé de G est simplement connexe;

a(Z) est central dans G ;

(2) X«(Z) est un Gal(Fsep/F) module induit, c’est-a-dire de la forme ]ndGal(Fsep/F)(Y),
ou I'" est un sous-groupe ouvert de Gal(F*%*/F ) et Y est un Z-module libre de rang fini
muni de Paction triviale de I".

De telles z-extensions existent. Dans notre situation ou G est quasi-déployé et ou
Gal(Fse? | Fo?) agit trivialement sur D, le groupe G est lui-aussi quasi-déployé et on
peut imposer que Gal(F*?/F™?) agit trivialement sur la donnée de racines associée a
G, ainsi que sur X,(Z).

Fixons une z-extension vérifiant ces conditions. Les groupes b~'(B) et T = b~!(T)
sont respectivement un sous-groupe de Borel et un sous-tore maximal de G. Notons

D= (X" A X, A) la donnée de racines de G associée & ces sous-groupes. Alors b
définit un homomorphisme encore noté b : X, — X, qui se restreint en des bijections de
> sur X et de A sur A.

Remarquons qu’au niveau des revétements simplement connexes des groupes dérivés,
il n’y a pas de différence entre G et G. Autrement dit, on dispose d'un diagramme
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commutatif : .
G 2, G
NL e
GSC

Grace a (2), H'(I,Z) = {0} d’otut :

(3) 'homomorphisme G Ly G est surjectif.

Notons Gab le tore de groupe de cocaracteres X, / X, sc- De I'homomorphisme X, —
X, / X, sc se déduit un homomorphisme T — Gg. Grace a (1), il se prolonge en un ho-

momorphisme ¢ : G — Gyp. On dispose enfin de ’homomorphisme G’”" g (X./ )N(mc) I
. Alors :

(4) le diagramme suivant est commutatif :

G S G S (XK
1b Lb
Gnr % (X*/X*,sc)l-

Cf. [K3] paragraphe 7.

2 Groupes parahoriques, filtrations de Moy-Prasad

2.1

Soit e € P tel que (e) agisse trivialement sur D. Soit F' € C'L,. On a associé au point
v =0 € V! un schéma en groupes G§ sur O°. Notons G sa fibre spéciale, 7 : G — G§
la réduction naturelle et notons de méme la dérivée g§ — g;. On sait que ég est réductif
connexe sur Fq parce que le point 0 est hyperspécial, et les images par m de G§ N B(F*°),
resp. GEN'T(F°), sont les groupes de points sur IF, d'un sous-groupe de Borel, resp. d'un
sous-tore maximal ’i‘, de GS Soit x, € X,. Cet élément définit un homomorphisme de
Fe* dans T(F*). Par restriction, on obtient un homomorphisme de O%* dans G§N'T (F°),
qui se réduit en un homomorphisme z, de IF'X dans T. L’application z, — Z, identifie

X, a X, ( ). On sait que, par cet 1somorphlsme Y s'identifie au systéme de racines de T
dans gg. Introduisons le O°-module t(O°) = X, ®7 O° C X, ®z F°¢ = t(F°). Alors g est
somme directe de t(O°) et des O°-modules engendrés par les E,, pour o € 3. La famille
(7(Eq))aca est un épinglage de gg. On peut alors identifier le groupe G§ au groupe G
de 1.6 de sorte que :

- T s'identifie & T, I'identification étant compatible aux isomorphismes déja introduits
X (T)~ X, ~ X,(T);

- pour tout a € A, 7(E,) s’identifie & E,,.

On identifie désormais les deux groupes. Alors 7 devient un homomorphisme de G§
dans G. Il résulte des constructions que :

(1) N(F¢) N G§ est 'image réciproque de N par I'application red et 7 coincide avec
red sur cette intersection.

La famille (7(E,))acs prolonge I'épinglage (Ey)aca. On voit quielle vérifie les con-
ditions imposées en 1.5. Comme on I'a dit, ces conditions déterminent la famille a des
signes prés. Pour tout o € ¥, il existe donc e, € {£1} tel que 7(E,) = €,F,. On a
nécessairement €, = 1 pour o € £A. Quitte a modifier notre famille de départ (F,)aqes
en la multipliant par les mémes signes, on suppose désormais que 7(E,) = E, pour tout
a € X
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2.2

On a défini en 1.2 une forme bilinéaire I XZ,) — F(j et en 1.6 'ensemble V(3. Puisque
Vé)) = X! @2 Zy) et T, = X! ®y [y, de la forme bilinéaire ci-dessus s’en déduit une
autre : _

I x Vé)) — T,
(o,v) +— wv(o).
On peut aussi la définir de la facon suivante. Pour v € V{3, il existe un unique élément
t, € T tel que t,z(0) = v (quand on identifie T; = X, ®z Zgy = V), on a t, = —v).
On a défini une action de I' sur T,eq = T,,T. Pour (o,v) € I x Vé)), on a l'égalité
v(o) = o(t,)t; "t

Soit v € V(]I? )- Le groupe I agit sur G. Pour o € I, on note p,(c) I'automorphisme
Ad(v(c)) o o de G. L’application o +— p,(c) est un homomorphisme. On note G, le
sous-groupe des éléments de G fixes par p,(o) pour tout o € I. C’est un groupe réductif
sur IF,, en général non connexe.

Soient (v,r) € V() x Z(). On pose :

8., ={X egVoel p(o)(X)=r(e)X}.

Cet espace est stable par 1'action de G,. Dans le cas oi1 = 0, c’est I'algebre de Lie du
groupe G,.

Considérons deux couples (v, r), (v',7') € Vé)) X Zp). Choisissons un entier e € P tel
que ev, ev' € X, et er, er’ € Z. Posons z, = ev’ — ev. Il définit un homomorphisme de
F dans T. Pour tout i € Z, posons :

gli|={X eg;Vz e IF'qX, Ad(x,(2))(X) = 2' X},

8[> i = @8]
On vérifie que les espaces gler’ —er], g[> er’ —er| et g[> er’ — er + 1] ne dépendent pas
du choix de e. De plus, g, . est somme directe de ses intersections avec chacun des gli].
On pose :
rﬁv,r;v’,r’ = gv,r N g[erl - 67“],

Wy = By, (0 B[ er' —er + 1],
‘ﬁv,r;v’,r/ = gv,r N Q[Z erl - 67’]-

Dans le cas ou 7 = 1" = 0, p, .,/ o est une sous-algebre parabolique de @, 5, W, .70 €0
est une sous-algebre de Lévi et u, .,/ ¢ est son radical nilpotent.

2.3

Soient ' € CLg et v € Vé). Choisissons un entier e € P tel que ev € X, et I(e)
agisse trivialement sur D. On dispose des schémas en groupes G} sur O™ et G¢ sur O°.
Notons é;”“ et C‘:i les plus grands quotients réductifs de leurs fibres spéciales. On a déja
dit que G = G&. L’action de I sur G¢ se descend en une action sur G¢ et ’égalité
précédente se complete en un diagramme commutatif :

G = Gy
(1) A R
Gt = Ggf
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cf. [Le] paragraphe 3.5.

On a noté ¢, I'élément de T, tel que t,g(0) = v. On a défini en 1.7 une section
T — T™4 On note tp, 'image de ¢, par cette section. Sa définition et I'hypothese
sur e montrent que tp, appartient a T(F*). On a Gf = Ad(tp,)(G§). On définit un
homomorphisme :

T, G" — G
composé de 7o Ad(ty,) et de linclusion G}” C G¢.

Lemme 2.3.1 : L’homomorphisme 7, a pour image G, et se quotiente en un isomor-
phisme de G})" sur G.

Preuve. D’apres le diagramme (1) et les propriétés de 7, 7, se quotiente en un iso-
morphisme de GL”“ sur le sous-groupe des points fixes dans G pour une certaine action
o — p(0) de I. Cette action est obtenue par réduction via o Ad(ty},) de I'action naturelle
dans G¢. Autrement dit, pour 0 € I, on a :

plc)omo Ad(t}}v) =T7o Ad(t}}v) oo.
On calcule :
plo)or = WoAd(t;ﬁi})oaoAd(th) = WoAd(t;’%}U(th))oa = Ad(v(o))omoo = p,(0)om.

D’ou I'égalité p(o) = p,(o) puis le lemme.O]

Remarquons la propriété suivante :

(2) pour tout n € N™?¥ N G¢, on a les égalités 7 o Ad(t;}v)(n) =t 'red(n)t, =
o red(n).

La premiere égalité résulte de 2.1(1). En vertu de cette égalité, t. 1red(n)t, appartient
a N, donc est égal a sa projection par 7. Cette projection est égale & 7y ored(n) puisque
WN(tv) =1.

Soient e € P et (v,7) € VI x R. Moy et Prasad ont défini un O°-réseau g, de
g(F*°). Rappelons sa définition. On a noté 3¢ l'ensemble des orbites de 'action de I(e)
dans 3. Pour a € X%, on pose u, = Gpealts. Le réseau g; . est somme de ses intersections
avec t(F°) et avec les u,(F*°) pour a € ¥°. On a :

g, Nt(F°) ={X € t(F°);Va" € X", val(z"(X)) > r},
et, pour a € X¢,

g, Nu () ={X = Z:ngg € u,(F); VB € a, val(zg) > r — a(v)}.

BEa
L’application r +— gy . est décroissante. On pose :

e _ e
gv,rJr - U gv,s'

s>r

Pour (v,7) € V! X R, on a les égalités g}, = @57, g, = gi:L.
Supposons que I(e) agisse trivialement sur D. Pour (v,7) = (0,0), g5, est égal a
lalgebre de Lie de G déja introduite en 2.1. Pour v = 0 et r = Z, avec n € Z, on a

[ S n e
90, = W180,0-
e
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Soit maintenant (v,r) € Vé)) X Zp). Choisissons e € P tel que ev € X,, er € Z et
I(e) agisse trivialement sur D. On a I'égalité g5, = Ad(tr,)(wig6,). Notons encore

T : 850 — @ la dérivée de 'homomorphisme de 2.1. On définit une application linéaire :
Tor: Gyy — 8

comme la composée de la suite d’applications :

nr e,l e Ad(t;‘}”) er e XW%ET e T =
gv,r = gv:r - gv,r - w% g0,0 - g0,0 - g

Lemme 2.3.2 : L’application ,, a pour image @,, . et se quotiente en un isomorphisme
de gg;“/gg,rr+ sur gv,r'

Preuve. Oubliant I'inclusion de gy, dans g7 ,, la suite d’applications précédente définit
une application linéaire encore notée 7, , : g, — @. Elle se quotiente en un isomorphisme
95, /90, = g. Cet isomorphisme entrelace 1’action naturelle de I sur 9;,./9;,, avec
une certaine action o — p(o) de I dans g. On calcule cette action comme dans le lemme
précédent. Pour X € get 0 € I, on a p(0)(X) = r(o) ' p,(0)(X). Alors m,, se restreint
en un isomorphisme de (g; /g5, .)! sur g,,. Un lemme analogue au lemme 1.7 montre
que g; ., est cohomologiquement trivial. On en déduit les égalités :

e,l

(95,/80,) =a5l/gvm =g /g, . O
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Pour a € ¥, on pose 1, = @geatts. On étend X" en s = 57 J {0} et on pose
1y = t. Pour a € f]”r, on note R, l'ensemble des r € Z, tels qu’il existe un ¢élément
non nul X € u, vérifiant o(X) = r(¢)X pour tout o € I. L’ensemble R, est stable par
translations par Z et son image dans Z,/Z est finie. Dans Iespace VI x R, considérons
la collection des hyperplans {(v,7) € VI x R:r — a(v) = o}, pour v € 3" et 74 € Ry,
Cette collection définit une décomposition de V! x R en facettes. On note ® ’ensemble
de ces facettes. Chaque facette est stable par translations par V.. .. Pour tout ¢ € @, le
sous-ensemble ¢/V.L . de (VI/VL )xR est relativement compact. Sa projection sur R est
un intervalle borné dont on note r(¢) la borne supérieure. Remarquons que 'intervalle
peut étre ouvert ou fermé en chacune de ses extrémités et r(¢) ne lui appartient pas
toujours.

Lemme 2.4.1 : Soit ¢ € ®. Alors l'intersection ¢ N (Vé)) X L) est dense dans ¢. De
plus r(¢) € Z,).

Preuve. Par définition de la décomposition en facettes, il existe :
- une décomposition en union disjointe ™" = X" | 5]’;! ;
- pour tout a € iz, un élément r, € R, ;
- pour tout a € i’;!, deux éléments consécutifs r, < rl de R, ;
de sorte que ¢ soit I'ensemble des (v,7) € VI x R vérifiant les conditions :
(1) pour tout o € 7", r — au(v) = 7 ;
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(2) pour tout a € f];’“, ro <r—oav)<rl.

Fixons un sous-ensemble A C 3" N X" linéairement indépendant et maximal. L’hy-
pothese (P, ) nous permet de fixer un sous-ensemble B C Homgz (X!, Z), disjoint de A,
tel que A U B soit linéairement indépendant et tel que :

(3) Z)[AU B] = Homz(X{, Z)).

Pour tout 3 € X", écrivons = Y aca Coat avec des cgo € Q (si B =10, cga =0
pour tout a). L’égalité précédente impose que cgq € Zy). Je dis que la condition (1) est
équivalente a la réunion des deux conditions :

(4) pour tout € A, r — a(v) = rqy;

(5) pour tout 8 € 5™, on a I'égalité (1 — 3", 4 Coa) =75 — Dnca CoaTa-

En effet, soient (v,r) vérifiant (4) et 5 € . On a :

r—pw)=r— Zcﬁvaa(v) =r— Zc@a(r —Tqa)-

aEA a€cA

Que ce terme soit égal a rg est équivalent a I'égalité (5).

Considérons la condition :

(6) il existe 3 € ¥ tel que YoacaCha F 1
(elle est vérifiée si 0 € f]’f). Supposons-la vérifiée. Alors la projection de ¢ dans R est
réduite a un seul point, qui appartient a Z,). En effet, soient (v,r) € ¢ et § vérifiant
(6). La condition (5) pour ce 3 détermine r, qui appartient bien a Z, grace a (Pyn,).
Le réel 7(¢) est nécessairement égal a cet unique point et appartient donc a Z,. Soit de
nouveau (v,7) € ¢. Choisissons v € V! tel que a(v) = a(v') pour a € A, b(v') € Z,
pour b € B et b(v') — b(v) soit assez petit. La condition (2), étant ouverte, est encore
vérifiée pour (v',r). Les conditions (4) et (5) sont aussi vérifiées pour (v',r) puisqu’elles
le sont pour (v, 7). Donc (v',7) € ¢. On a imposé que b(v') € Zg, pour b € B. On a aussi
a(v') € Zg pour a € A puisque a(v') = r — 7. Grace a (3), on en déduit que v' € Vé).
Cela démontre que ¢ N (Vé)) X L) est dense dans ¢.

On suppose maintenant que (6) n’est pas vérifiée. La condition (5) devient indépendante
de (v,r). Puisque ¢ n’est pas vide, elle est toujours vérifiée et on peut l'oublier. Soit
(v,r) € ¢. Choisissons 1’ € Zg, tel que r’ — r soit assez petit et v’ € V! tel que
a(v') =r"—rq pour a € A, b(v') € Z,) pour b € B et b(v') — b(v) soit assez petit. On
montre comme ci-dessus que (v',7') € ¢pN (Vé,) X Zp))- On en déduit que cette intersection
est dense dans ¢.

Remarquons que 'on peut ci-dessus prendre ' > r ou ' < r. Cela montre que la
projection de ¢ dans R est un intervalle ouvert et r(¢) n’appartient pas a cet intervalle.

Par définition de r(¢), il existe v’ € V! tel que (v',7(¢)) appartienne a 'adhérence
de ¢. Fixons un tel v/, soit ¢’ la facette a laquelle appartient (v',r(¢)). En appliquant
a ¢ les résultats ci-dessus, il y a deux possibilités : ou bien la projection de ¢’ dans R
est réduite a un seul point, a savoir 7(¢), qui appartient a Z,), ou bien cette projection
est un intervalle ouvert. Pour prouver que r(¢) appartient a Zy,), on va exclure cette
deuxieme possibilité. Notons plus précisément X7 (), ro(¢) etc... les termes notés ci-
dessus ¥, r, etc... et introduisons les termes analogues Y7 (¢)), ro(¢') etc... relatifs &
¢'. Puisque ¢’ est contenue dans I'adhérence de ¢, on a les relations :

S (6) € S7(&) et ra(6) = ra(e) pour a € S ()

S (6/) € S (6) o, pour a € S (&), 12(8) = (), 5 (6) = 5 (¢):

pour a € X(¢) N XY (), ra(¢) = ri () oura(¢') =1y (¢).
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Supposons que la projection de ¢’ dans R soit un intervalle ouvert. On peut choisir
(v],r) € ¢ avec r < r(¢). Par définition, si r(¢) — r est assez petit, on peut aussi choisir
vy € VI tel que (vq,7) € ¢. Montrons que :

(7) pour € > 0 assez petit, (v' + e(vy —v}),7(¢)) € gb

Soit av € ¥(4). On a 7 — a(v)) = ro(¢) = ra(d) =
Alors 7(¢) — a(v" + €(vy — 1)) = () — a(v') = ra(¢)

Soit av € ¥ (¢'). Alors r (@) = 15 (¢') < r(¢) —a(v
petit, on a encore r, (¢) < ((b) (U + e(vy —v1)

Soit a € f]’;r(gb') Z’;Z( ) tel que ro(¢) =
r(¢) > r — a(vy). Donc a(v; —vy) > 0. On a r
e > 0, on a alors r(¢) — a(v + e(vy — v])) < r}
12(8) < () — av' + vy — 1)) T

Un raisonnement similaire vaut pour a € X27(¢') N XY (@) tel que ro(¢") = r;(9).
Cela vérifie (7).

Mais (7) entraine que r(¢) appartient a la projection de ¢ dans R. On a vu que ce
n’était pas le cas. Cette contradiction acheve la preuve. [

Notons le corollaire de la preuve ci-dessus :

( 1), donc a(v]) = a(vy).

')_< T+(¢’) =11 (¢). Pour € assez
( ).

/\ﬁ\_/

(
)) a(v) = Ta(cb’) = rq(¢). Pour

Si € est assez petit, on a aussi

A

Lemme 2.4.2 : [] existe e € P tel que er(¢) € Z pour tout ¢ € ®.

Preuve. On a vu que pour tout ¢ € @, il existait ¢’ € ¢ tel que r(¢) = r(¢’) et ¢’
vérifiait la condition (6). On peut donc se limiter aux ¢ qui vérifient cette condition.
Pour une telle ¢, r(¢) est déterminé par une égalité (5) pour laquelle 1 — ", cgo # 0.
Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de choix possibles pour la racine 3 et ’ensemble A, on
peut fixer ¢’ € P tel que, pour toute telle égalité (5), les termes

e'(1— Z ) tCha

a’€A

appartiennent a Z pour tout a € A. Les termes r, appartiennent a R, et on peut fixer
¢’ € P tels que €'r, € Z pour tout o € X", Mais alors e'e’r(¢) € Z. O

Pour ¢ € @, on note wy l'ensemble des ¢’ € ¢ dont I'adhérence contient ¢. Pour
(v,7) € ¢, on pose w,,, = U¢>’€w¢ ¢'. C’est un voisinage de (v,r) dans VI x R.

2.5
Soit F' € CL,.

Lemme 2.5.1 : Soient (v,r), (v/,r') € VI x R. Ces deux éléments appartiennent a
la meéme facette si et seulement si les deux égalités g, = @,/ et @, = @,/ sont
vérifiées.

Preuve. Notons R| le sous-ensemble des r € R tels qu'il existe X € t" vérifiant
inf{val(z*(X));z* € X*} = r. Pour a € X", notons R/, le sous-ensemble des r € R
tels qu'il existe X =}, w3Ep € uy vérifiant inf{val(zs); 8 € a} = r. On définit une
décomposition en facettes de V! x R comme en 2.4, en y remplacant les ensembles R, par
les R,,. La description des réseaux g, cf. 2.3, montre que les deux égalités de 1'énoncé
sont vérifiées si et seulement si (v,r) et (v',7’) appartiennent a la méme facette de cette
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nouvelle décomposition. Le lemme sera prouvé si nous montrons qu’en fait, les deux

décompositions coincident, autrement dit que l'on a les égalités R = Ry et R = R,

pour tout a € X™. On va prouver que R{ = Ry, les autres égalités se prouvant de la

méme facon. Pour X € ", on a certainement in f{val(z*(X));z* € X*} € Z,). Donc
n

Ry € Zyy. Soit 1 € Zy,), écrivons r = 2 avec n € Z, e € P, en choisissant e assez grand
pour que [(e) agisse trivialement sur D. En écrivant X = @Y, on voit que r € Ry si et

seulement s'il existe Y € t(F°) tel que :

- pour tout o € I, o(@whY) = whY;

-inf{val(z*(Y));z* € 3(*} ~0.

La premiere condition est équivalente a o(Y) = r(o)Y pour tout o € I. La seconde
est équivalente a Y € t(O°) et w(Y) # 0. Parce que e est premier a p, 'application
suivante est surjective :

{Y et(O°);Vo e I,a(Y)=1r(0)Y} S {Y etVoel,0(Y)=r(o)Y}.

Alors r € Ry si et seulement si ce dernier espace n’est pas nul. Mais cela équivaut a
r € Ry, par définition de Ry. [

Le lemme signifie que notre décomposition en facettes est la méme que celle définie
par DeBacker ([D] définition 3.2.2). Cela a plusieurs conséquences :

- de ®, on déduit une décomposition en facettes de V! en coupant les éléments de ®
par V7 identifi¢ & VI x {0} € VI x R; la décomposition obtenue est la méme que celle
définie en 1.6;

- pour (v,r) € VI x Ret (¢v/,7') € w,,, on a les inclusions :

nr nr nr nr
gv,r+ C gv’,r/Jr C gv’,r/ C gv,r'

Soient (v, 1), (V',7") € VI xZ,, supposons (v',7") € w,,. On a deux facons d’envoyer

()~ ~(p) : Y
g,/ dans g : la premiere est m, . ; la seconde est la composée de l'inclusion g7/, € g3,
et de 7, ,. Comparons-les.

Lemme 2.5.2 : Soient (v,r), (v/,1') € Vé)) X Zpy, supposons (v',1") € w,,. L’'image de
9, 0y TESD. @y iy, PAr Ty, est le sous-espace P, .. .1, T€SP. Wy oy v, de @, .. Les espaces
My s €6 @,y 0 SONt égaux et application m, v est égale a la composée de I'application
Ty, qui envoie @/, dans P, ... .. avec la projection naturelle de cet espace sur Wy ;. ;.

Preuve. Notons @, resp. ®'; la facette contenant (v,r), resp. (v',7’), introduisons les
objets X7 (¢), ro(¢) ete... de la preuve du lemme 2.4.1. De la description de g, donnée
en 2.3 et de la définition de m,, résulte que :

- pour a € X (), mo (g1, N us") = 8y, N tha

(1) pour a € 27 (¢), mo, (@, N1tz = {0}

(on a posé uy = t). Pour av € (), on a aussi :

-sir —a(v) <r—av), gy Nuy” =gyl Nuy’;

-sir = aV) >r—av), gy, Nuy =gy, Nuy

Alors 7, (@7 ,/) est la somme des g, . Nit,, sur les v € > tels que ' —a(v') < r—a(v).
Fixons e € P tel que ev, ev' € X* et er, er’ € Z. Introduisons la graduation de 2.2. Pour
o € ¥ on a linclusion 1, C glea(v’ — v)]. La condition ' — a(v') < 7 — a(v) est
équivalente a u, C g[> er’ — er]. D’apres la définition de p,, .,/ ., on en déduit 'égalité
T (@ 1) = Py - On démontre de méme que m, (@71 ) = Uy oo -
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On voit qu’envoyer g,/,, dans P, .,/ ,» puis projeter sur m, ., revient a projeter
d’abord g;/ ., sur la somme des g7, Nu,”, sur les a € > (¢) tels que 7' —a(v') = r—a(v),

puis a apphquer - Remarquons que cet ensemble de o n’est autre que iir(gb' ) d’apres
les descriptions données dans la preuve du lemme 2.4. (les roles de ¢ et ¢’ y étaient
inversés; ici ¢ est dans I'adhérence de ¢’). On doit montrer que I'opération ci-dessus
revient a appliquer m, ,». On peut fixer a € S et comparer leurs effets sur 9y Nug”

Siae i’;r(gb' ), les deux applications sont nulles : pour la premiere, la projection de
u?" est nulle; pour my ., c’est (1) appliqué a (v',1’) et ¢'.

Supposons « € i’f(qﬁ’ ). Les deux applications sont 7, et m, . Introduisons e comme
ci-dessus, supposons de plus que I(e) agit trivialement sur D. Rappelons que 7, est la
composée de Ad(t;}v), de la multiplication par @w; " et de la projection 7. Sur u,(F°),

la. composée de Ad(ty,) et de la multiplication par ;"

par @) Une description analogue vaut pour 7. Mais on a I'égalité a(v) — r =

est égale a la multiplication

a(v) ~ ¢ qui permet de conclure. O

D’apres les deux lemmes précédents, I'espace g,, . et la projection 7,/ ,» ne dépendent
que de la facette contenant (v',7"). On applique cela a (v, r) puis on applique de nouveau
les lemmes. Alors les espaces p,, .,/ etc... et la restriction de 7, a g,/ ne dépendent
que des facettes contenant (v,r) et (v',77).

2.6

Soit d € D. Tout élément de T, est fixe par . Il en résulte que 'application myod :
© — N est un cocycle. On peut définir un groupe G4 sur F,, muni d'un isomorphisme
€1 Gy — G, défini sur F, et tel que £;060 = (Ad oy od)(6) oo &, pour tout 6 € O.

Soit v € Vp . Pour 0 € © et 0 € I, les automorphismes (Ad o my o d)(6) o 0 et p,(0)

de G ne commutent pas. Mais on a ’égalité :
(Adomy od)(f)ofhopy(c)ofo(Adomy od)(0) ™ = p,(ob~).

Alors (Ad o 7ty o d)(6) o 6 conserve le sous-groupe G,. Le sous-groupe Gg, = £, (G,)
de G, est défini sur F,. On peut dire les choses d'une autre fagon. Parce que v € V%, on
a t;rd(y)y(t,) € N pour tout v € T'. L’application v +— t1d(v)v(t,) est un cocycle. On
munit G d’une action v — pg,(7) de T en posant pg,(y) = Ad(t; d(v)v(t,)) o v. On
munit G4 d’une action de T' de sorte que &g 07 = pg,(7) 0 &4 Cette action coincide sur
© avec l'action déja définie. Alors Gy, est le sous-groupe des points fixes par I dans Gy.

Soit de plus r € Z). Notons g, . le sous-espace des X € g, tels que o(X) = r(0)X
pour tout o € I. Ce sous-espace est défini sur F,, c’est-a-dire qu’il est stable par ’action
de ©. Tl est aussi stable par 'action adjointe de Gg,. On a D'égalité éd(gdv 2= By

2.7

Soient d € D, FF € CL;et v € V(;f). On a défini en 1.9 le schéma en groupes Gy, sur
0.

Lemme 2.7.1 : Le plus grand quotient réductif de la fibre spéciale de G, s’identifie a
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G, de sorte que le diagramme évident ci-dessous soit commutatif :

de((/)nr) g G:}LT
Td,w l B l Ty .

Gd,v ﬁ) GU

Preuve. On définit ’homomorphisme G4,(0™) — C_}dﬂ, de sorte que le diagramme
soit commutatif. On doit montrer qu’il commute aux actions de ©. Cela revient a dire
que, pour § € ©, on a I'égalité m, o Ad(dp(8)) 0 8 = pg.,(0) o m,. On laisse la vérification
au lecteur. [J

Notons X¢ le sous-groupe des z, € X! tels que d(0)0(z,) = x, pour tout § € O,

Lemme 2._7.2 : I]_ existe un sous-tore Td,’v de Gd,v, défini sur F, et déployé maximal,
tel que £4(Tq,) C T et X, (£4(Tay)) = X2

Preuve. En 1.9, on a défini le tore Ty r et montré qu’il était un sous-tore déployé
maximal de G,. Le point v appartient a ’appartement de Imm(Gy, F') associé a ce tore.
La théorie de Bruhat-Tits nous dit alors que I'image de T dr N Gy, (O") dans Gd,v est
le groupe des points sur F, d’un sous-tore T, défini sur F, et déployé maximal de ce
groupe. Il résulte des constructions que Ty, possede les propriétés requises. [J

Soit (v,7) € V4 x R. Notons g,,,, le O"-réseau de gij" tel que £4(g,,.,) = @, 1l est
muni d’une structure sur O, c¢’est-a-dire qu’il est stable par ’action de ©.

Lemme 2.7.3 : Soit (v,r) € V(;f) X L. 1l existe une projection ©-équivariante mq,,, :
avr — B4, qui rend commutatif le diagramme suivant :

&d
gd,v,r - gv,r

l 7Td,v,r l 7Tv,r

_ &4 _
gd,v,r - gv,r'

2.8

Soit d € D. Notons Ker, le sous-groupe des 6 € O tels que d(0)r6 soit 'action triviale
de V.On a:

(1) I'indice de Kery dans © est premier a p.

Soit # € ©. On doit montrer que 'automorphisme affine d(0)gf de V est d’ordre
premier a p. Par construction, c’est le produit d'une translation et d’un automorphisme
linéaire issu d’un automorphisme de X, que l'on note u(#). Posons N = rang(D) =
rang(X.). Identifions X, A Z". Alors u(f) devient un élément de G Ly(Z). Puisque d(0)g0
est d’ordre fini, u(f) l'est aussi. Ses valeurs propres forment un ensemble de racines de
I'unité stable par I'action du groupe de Galois de Q/Q. Notons Q(,) I'extension de Q
engendrée par les racines p-iemes de 'unité. Si 'une des valeurs propres de u(f) était
d’ordre divisible par p, on aurait N > [Q((,) : Q] = p — 1, ce qui contredit (Py). Donc
l'ordre de u(f) est premier a p. Notons e cet ordre. Alors (d(0)grf)¢ est une translation.
On sait qu’elle est d’ordre fini. Elle est donc triviale et cela démontre (1).

25



On a défini Pensemble de facettes ®. L’action 6 +— d(0)rf de © sur V! agit par
permutations sur ®. On note ®¢ le sous-ensemble des facettes fixées par cette action. Il
est clair par convexité que tout élément de ®¢ coupe V¢ x R. On a :

(2) pour tout ¢ € ®¢, 4N (V(;f) X L)) est dense dans ¢ N (V? x R).

En effet, grace a (1), la projection de VI x R sur V¢ x R :

(v,7) > ([0 Kerg ™" Y~ d(0)rb(v),7)

0cO/Kerq

envoie Vd) ) X Z(p) sur V(;l)) X Z(p). Alors lassertion résulte du lemme 2.4.1.
De méme : B
(3) pour tout ¢ € ®¢, I'adhérence ¢ de ¢ coupe V(f)) x {r(¢)}.

2.9

Soient d € D et v € V(;f). On considere l'algebre g,;. Dans ce paragraphe et les
suivants, "nilpotent” signifie nilpotent en tant qu’élément de cette algebre. Pour tout
r € Zgp), on a défini le sous-espace g,,, de g,. L’application qui a r € Z, associe le
caractere o +— r(o) de I se descend en un isomorphisme de Z,)/Z sur le groupe des
caracteres continus d’ordre fini de /. On en déduit que g,,, ne dépend que de I'image
de r dans Z,)/Z et que 'on a la décomposition :

(1) gd = EBTGZ(p)/Z gd,v,r

(ces sous-espaces étant presque tous nuls). Remarquons que :

(2) pour r, s € Zgy, X € 84, Y € Bgp0na [ X, Y] € Gy,

DeBacker a remarqué que la théorie usuelle des sly-triplets s’adaptait a cette situation,
cf. [D] appendice 2.

Lemme 2.9.1 : Soient r € Z,) et X € g4, Supposons X nilpotent. Alors il existe
un élément nilpotent Y € gq, _, et un élément semi-simple H € g4, tels que (X, H,Y)
soit un sly-triplet.

Preuve. Grace a (Ps), on peut appliquer la théorie usuelle a I'algebre de Lie g4 sur
F,. Il existe Hy, Y1 € gq tels que (X, Hy, Y1) soit un sly-triplet. Notons H, resp. Ys, la
projection de Hy sur gq.,0, resp. de Y] sur gq., ., conformément a la décomposition (1).
Grace a (2) et a 'hypothese X € @gg.., les relations [Hy, X| = 2X et [X,Y)] = Hy
entrainent [H, X] = 2X et [X,Ys] = H. Le raisonnement de [C] page 141 montre que
'on peut remplacer Y, par Y3 € g, de sorte que l'on ait encore [X,Y3] = H et de plus
[H,Y3] = —2Y5. En remplacant encore Y3 par sa projection Y sur gg, —,, on obtient le
lemme. [

Soient r € Z,) et (X, H,Y) un sly-triplet vérifiant les conditions du lemme. On
gradue 'espace g, de la fagon habituelle. Pour ¢ € Z, on pose :

84(1) ={Z € 94 [H, Z] = 1Z}.

Cette graduation est définie sur F, et induit des graduations analogues sur tout sous-
espace g, .- On pose g4(= 1) = ®;>i84(J)-

Lemme 2.9.2 : Soit Z € gq,,(> 3). Alors il existe x € Gy, tel que Ad(z)(X) = X +Z.
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Preuve. Le raisonnement habituel montre que, pour tout entier ¢ > 1, I'application
ad(X) se restreint en une surjection de gq(7) sur gq(i + 2). En projetant cette égalité
grace a la décomposition (1), on obtient que ad(X) définit une surjection de gg.,0(Z) sur
Gd,r (1 + 2). Le raisonnement habituel permet d’en déduire 'énoncé. On a besoin pour
cela d’utiliser des exponentielles d’éléments nilpotents, ce que I’hypothese (Ps) nous
autorise. [

2.10

Soient d € D et ¢ € ®?. Pour (v,r) € (V(;f) X L)) N ¢, on a défini I'espace g, .. 11
ne dépend pas de (v,r), cf. 2.5. On le note g, 4. On note S(¢) I'espace des fonctions sur
94,4, & valeurs complexes (c’est un espace de dimension finie puisque gq4 est un espace
de dimension finie sur IF,).

On a défini en 2.4 I’ensemble de facettes wy, C ®. On pose wg = wy N ®e. Soit ¢ € wg.
Choisissons (v, 1) € (V(Z) X Lpy) N, (V',1") € (V(;f) X Zpy)N¢'. On a défini les sous-espaces
Porvt rts Mot oty Wy o de @, .. Leurs images réciproques £ (B, .y ) €tc... dans g, ,
sont définies sur F,. Elles ne dépendent pas des choix de (v,r) et (v',r’), cf. 2.5. On les
note Py g o Wpg's Ma gy ON a My = Gg 4 grace au lemme 2.5.2. Cela permet de
définir une application linéaire injective :

S(¢') — 8(¢).

A une fonction ¢’ sur gg 4, on associe la fonction ¢ sur gg 4, a support dans pg 4.4, telle
que, pour X € My p et Y € gy, o(X +Y) = ¢'(X).

Pour r € R, notons wj(> r) 'ensemble des ¢’ € wj telles que r(¢') > r.
Comme en 2.8(2), on peut aussi bien remplacer les conditions r, r’ € R par r, v’ € Z,
et V¢ par V(‘;).

Lemme 2.10.1 : Soient r € Z, et ¢’ € wg(> r). Supposons que ¢ coupe V(Z) x {r}.
Alors, toute fonction dans I'image de I'injection S(¢') — S(¢) est a support nilpotent.

Preuve. Il s’agit de montrer que pg 4 o est formé d’éléments nilpotents. Fixons (v, r) €
(V(;f) X Zyy) Ng et (V,7") € (V(;f) X L)) N ¢ avec 7" > r. On choisit e € P tel que
ev, ev' € X, et er, er’ € Z. On pose x, = ev’ — ev et on gradue 'espace g comme en 2.2
en posant, pour ¢ € Z :

glil ={X eg;vz ¢ F;,Ad(m‘*(z))(}() =z X}.

L’espace g[> 1] est le radical nilpotent d’une sous-algebre parabolique de g. Il est donc
formé d’éléments nilpotents. Par définition :

ﬁd,¢,¢/ = fgl(ﬁ[er’ —er]).

Puisque 7/ > 7, cet espace est inclus dans &;'(g[> 1]) et est donc formé d’éléments
nilpotents. []

Remarquons que, quand la projection de ¢ dans R est ouverte, on a ¢ € wg(r) pour
tout r tel que ¢ coupe V(Z) x {r}. Alors tout élément de gg, est nilpotent.
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Des applications précédentes se déduit une application linéaire :

591 Bt S(@) = S(9).

Lemme 2.10.2 : Soit (v,r) € (V(Z) X Zgy) N ¢. 1l existe une application linéaire :
C: S(gb) - @¢/€wg(>r)8(¢,)

vérifiant la condition suivante. Soit J une forme linéaire sur § (¢) invariante par adjonc-
tion par G4, et a support nilpotent et soit ¢ € S(¢). Alors J o sy 0 l(p) = J(p).

Preuve. Pour X € g4 4, notons ¢x la fonction caractéristique de X. Ces fonctions for-
mant une base de S(¢), il suffit de montrer que, pour tout X, il existe ¢’ € @¢,6w$(>r)3(¢')

telle que J o s4(¢") = J(px) pour tout J vérifiant les hypotheses de I’énoncé. Si X n’est
pas nilpotent, ¢’ = 0 convient. Supposons X nilpotent. Complétons X en un sly-triplet
(X, H,Y) vérifiant les conditions du lemme 2.9.1. Ce sly-triplet se releve en un homo-
morphisme de SLy dans G, ot SLy est le groupe algébrique évident sur F,. Notons A le
tore diagonal de SLs et A son image dans G4. Cette image est un tore déployé, d’algebre
de Lie a engendrée par H. Puisque H € g,,, A est inclus dans Gg,. On a introduit au
lemme 2.7.2 un sous-tore déployé maximal Td,v de Gd,v. Tout sous-tore déployé de Gd,v
est conjugué a un sous-tore de Ty, par un élément de Gy, Quitte & effectuer une telle
conjugaison, & laquelle notre probléme est insensible, on peut supposer A C Ty,. Les
carrés du diagramme suivant sont commutatifs :

X.(A) = X.(A) — X.(Tay)
| N o ) | )
X*(A) X7 Fq =a — X*(A) X7z Fq =a — X*(wa) K7 Fq = td,v-

L’élément H est I'image dans 4, de 'unique coracine simple dans X, (A) par le chemin
sud-ouest de ce diagramme. Il ’est aussi par le chemin nord-est et provient d'un élément
de X,(T4,) auquel on l'identifie. Posons z, = £;(H). Ce terme appartient & X et v+ s,
appartient a V¢ pour tout réel s. Choisissons e € P tel que ev € X,, er € Z, posons
V=v4 T = % Supposons e assez grand pour que ce couple (v',7’) appartienne
a w,,,. Notons ¢’ la facette a laquelle appartient (v’,7”). Elle appartient a wf;(> r). En
2.9, on a associé au sly-triplet (X, H,Y) une graduation (g4(i))icz de g4 En 2.2, les
espaces P, ., etc... ont été définis a I'aide d'une graduation (g[i])icz de g. Il s’avere
que g,(i) = £, (g[i]) pour tout i. Puisque er’ —er =2, on a :

ﬁd,qb,qb’ = gajl(ﬁv,r;v’,r’) - gd_l(gv,r N g[z 2]) = gcl,v,r(Z 2)’

fld7¢7¢/ = gajl(ﬁvﬂ"ﬂ)lﬂ’/) - gd_l(gv,r N g[z 3]) = gcl,v,r(Z 3)

Notons ¢ la fonction caractéristique de X + g4.,(> 3), multipliée par |gq.(> 3)
D’apres le lemme 2.9.2, cette fonction est équivalente a ¢x, au sens ou J(¢) = J(¢x)
pour tout J comme dans ’énoncé. Les formules ci-dessus montrent que ¢ appartient a
I'image de l'injection S(¢') — S(¢). L'existence de la fonction ¢’ cherchée s’en déduit.

0

I
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3 Analyse harmonique ; une premiere réduction

3.1

On fixe pour tout le chapitre 3 un élément d € D. Dans les trois premiers paragraphes,
on fixe aussi un corps I’ € CL,.

Lemme 3.1.1 : Il existe une unique mesure de Haar sur G4 telle que, pour tout v € V(g),

la mesure de G, soit égale a ]@d,v\q_dim(édw)/Q.

(Conformément & la convention adoptée en 1.5, on note G, = Gao(0)).

Preuve. Pour v € V(g), notons Ky, le noyau de la projection G4, — Gg, du lemme
2.7.1. Comme en 1.7, on montre qu'il est cohomologiquement trivial. Du lemme 2.7.1 se
déduit I'égalité |Gy, = |Gaw/Kay|. La condition imposée dans I’énoncé équivaut donc
a:

(1) mes(Ky,) = ¢~ m(Gan)/2,

La chambre C™ appartient & % : pour 6 € O, d(0)gf conserve C™" parce que d(f) € N™.
Choisissons un élément v € V(‘;) NC™, considérons la mesure de Haar qui vérifie (1) pour
ce point v. Pour montrer qu’elle convient, on doit montrer que, pour tout v’ € V(Z), on a
I'égalité : ) )
(2) mes(Kqy)mes(Kqy) ! = gl Gapr)=dim(Ga))/2

Ce probléme est invariant par conjugaison par (G4, on peut supposer que v’ appartient a
I'adhérence de C™". On sait bien qu’alors K4, C K, et le quotient s’identifie au radical
unipotent d'un sous-groupe parabolique de Gom/ (la composante neutre de Gg,/) dont
le sous-groupe de Lévi est isomorphe a vav. La relation (2) s’ensuit. O

Le groupe G lui-méme est muni d'une action de ©, donc d’une structure sur F et
un lemme analogue munit G d’une mesure de Haar. L’isomorphisme &; est un torseur
intérieur de Gy vers sa forme quasi-déployée G. On sait qu’un tel torseur établit une
correspondance entre mesures de Haar sur G et Gg.

Lemme 3.1.2 : Les deux mesures de Haar définies sur G et G4 se correspondent.

Preuve. Choisissons un point v € V(‘Ii)) comme dans la preuve précédente. Kottwitz
définit dans [K4] paragraphe 1 une mesure de Haar v, sur G4 telle que la mesure de
Ky, soit ¢~%m(Ga) Or dim(Gy) = dim(G) et, pour le point v que I'on a choisi, G, est
un tore de dimension rang(D). Notre mesure est donc égale a q@m(G)=rang(P)/2y,, ~ Or
Kottwitz montre que v, correspond a la mesure v sur G. Le lemme s’ensuit. [

Remarque. Kottwitz suppose dans son article que la caractéristique de F' est nulle,
mais c’est inutile pour ce point.

3.2

Pour r € R, on pose :

gar = (J U Ad(9)(ga.)-

g€Gqvevd
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Pour toute extension K de F' contenue dans F™°¢, on pose :
t(K), ={X € t(K);Vz" € X", val(z*(X)) > r}.

On définit :
Jdr+ = U Ods, HEK) = U t(K)s.
s>r s>r

Pour tout élément semi-simple X € g4, on note r(X) le sup des r € R tels que X € g4,
(en particulier r(0) = c0).

Lemme 3.2 : (i) Il existe une extension galoisienne finie K de F contenue dans F™? telle
que, pour tout élément semi-simple X € gg4, il existe g € G(K) tel que Ad(g) o £4(X) €
t(K).
(ii) Soit X un élément semi-simple de g4, choisissons g € G(K') comme en (i), posons
X'= Ad(g) o &a(X). Alors, pour tout r € R, X € g4, si et seulement si X' € t(K),.
(iii) Il existe e € P tel que, pour tout élément semi-simple non nul X € g4, on ait
er(X) € Z.

Preuve. Choisissons une extension galoisienne finie K; de F' contenue dans F? telle
que le sous-groupe Gal(F™?/K,) C T agisse trivialement sur D et d soit trivial sur
ce sous-groupe. Il n’y a qu'un nombre fini d’extensions Ky de K; dans F*? de degré
(K5 : K] divisant |W/|. Grace a I'hypothese (Prangp)), |W| est premier a p et toute
telle extension K5 est contenue dans F™°¢. Soit K la composée de ces extensions. Alors
K répond a la question. En effet, soit X un élément semi-simple de g,. Choisissons un
tore maximal T; C Gy, défini sur F, tel que X € t;. Posons Ty = £;4(T1). Puisque d
est trivial sur Gal(F™4/K,), 4 est défini sur K; et Ty est un sous-tore maximal de G
défini sur K. Il existe un élément go € G tel que Ad(g2)(T2) = T. Le choix d’un tel
élément nous permet d’identifier Ty a T, laction de Gal(F*?/K;) sur Ty étant celle
sur T tordue par un cocycle a valeurs dans W. Etant donné le choix de K, I'action de
Gal(F*?/K,) sur Ty est donc simplement donnée par un homomorphisme de ce groupe
dans W. Par définition de K, cette action est forcément triviale sur Gal(F*??/K'). Donc
Ty est, comme T, déployé sur K. Deux tels tores sont conjugués par un élément de
G(K), d'ou (i).

Le (ii) résulte du lemme 2.2.1 de [KM] et de la compatibilité de la définition de g4,
avec une extension modérément ramifiée du corps de base ([KM] 2.1).

Choisissons K comme ci-dessus, notons e son indice e ramification sur F'. Il est clair
que, pour X € t(K), le sup de 'ensemble {r € R; X € t(K),} appartient a %Z. Alors
(iii) résulte de (ii). O

3.3

On pose :
Sd = @¢€¢d3((b).

On note C2°(gq) I'espace des fonctions sur gg4, a valeurs complexes, localement constantes
et a support compact.

Soit ¢ € ®4. Choisissons un point (v,7) € qﬁﬂ(VGﬁ) X Zp)). On dispose de I'application
Tdvr : Bdor — Bdwr = Ode- O @ € S(¢), on définit la fonction rear(p) sur gq : elle est
nulle hors de gg,,; pour X € gau,, rear(9)(X) = ¢ o g, (X). Grace a 2.5, cette
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construction ne dépend pas du point (v, r) choisi. On a reap(p) € C°(gq). Par linéarité,
cette construction définit une application linéaire :

reap : ST — C(gq).

Soient ¢ € ®? et ¢’ € wg. On a défini en 2.10 une injection S(¢') — S(¢). Grace au
lemme 2.5.2, on a :
(1) le triangle
S(¢) - S(9)
\, reap / reag
Ceo(ga)

est commutatif.
Pour r € R, on note :

St = Dpead r()>rS (@), Sf+ = Bpead r(p)>rS(@).

Les fonctions dans I'image de 8¢ par rear sont, par construction, & support dans gg,,..
Rappelons le lemme bien connu :

Lemme 3.3 : Soit (v,r) € Vé) X Zp)- Tout élément de g4, appartenant a I'image par
Tavr de gar+ N Gdp, st nilpotent.

Preuve. Soit X € g4 N gaur. Choisissons (v/,7') € V¢ x R et g € Gy tels que
" >r et Ad(g)(X) € gav . Grace a la décomposition de Bruhat-Tits, on peut écrire
g = hk, ou k € Gy, et I'action de h~! sur Imm(Gy, F') envoie v' sur un élément de Ve,
Quitte a changer v, on peut donc supposer g € G4, Puisque 74, ,(X) est nilpotent si et
seulement si 74, -0 Ad(g)(X) l'est, on peut aussi bien supposer g = 1 et X € g4, . Pour
tout élément (v”,r") du segment joignant (v,r) et (v',7’), on a X € gg7 . On choisit
(v, ") assez proche de (v,7) pour que la facette ¢” contenant (v”,7") appartienne & wy,
ol ¢ est la facette contenant (v,7). La facette ¢” appartient méme a wf(> 7). Alors le
lemme 2.10.1 entraine que mq,, (X) est nilpotent. [J

On note g,,., 'ensemble des éléments semi-simples réguliers de g,. Pour X € gg ey,
notons T x son centralisateur dans G,4. La preuve du lemme 3.2 montre que T x se déploie
sur F™°? On peut considérer T x comme le groupe associé a un certain diagramme Dx.
On a muni G4 d’'une mesure. Par la méme construction, Tx se retrouve muni d’une
mesure. On pose :

A(X) = |det(ad(X)|ga/tx)|",

ou il s’agit de la valeur absolue usuelle de F'. Pour f € C(G,), on définit 'intégrale
orbitale :

JOUX, ) = A(X) / F(Ad(g)(X)) dg.

Gq/Tx

3.4
Jusque-la, on a fixé le corps F'. Supprimons-le des données.

Proposition 3.4 : Soit r € Z,). Il existe une application linéaire {, : 8¢ — 8¢, telle
que, pour tout ¢ € 8%, tout F € CL, et tout X € ga,+ N Gdreq, 0N ait 'égalité :

JCUX, reap(p)) = JEUX, reap o £,(p)).

31



Preuve. On peut fixer ¢/ € ®¢ tel que 7(¢') > r et définir £,(¢) pour ¢ € S(¢').
Sir(¢) > r, on a S(¢) C S8, il suffit de poser .(¢) = ¢. Supposons r(¢’) = r.
D’apres 2.8(3), on peut fixer v € V(Z) tel que (v,r) appartienne a l'adhérence de ¢'.
Notons ¢ la facette contenant (v,r). On a ¢’ € wg et on dispose de l'injection S(¢') —
S(¢). Supposons défini £, sur S(¢). On définit £, sur S(¢') comme la composée de cette
application ¢, sur S(¢) et de I'injection précédente. Grace a 3.3(1), cette application
convient. On est ainsi ramené au cas de S(¢). On a défini au lemme 2.10.2 une application
l:S(p) — @¢/6wg(>r)3 (¢'). Ce dernier espace est inclus dans S%_ et on définit ¢, sur

S(¢) comme étant cette application /.

Soient I € CLy, X € gart N Gdreg €6 @ € S(¢). Posons f = reap(p), f' = reap o
(,(¢). Notons €2 I'ensemble des g € G4/Tx tels que Ad(g)(X) € gau,r- 1l est stable par
multiplication & gauche par Gg4,. Pour g € G4\ ©, on a f(Ad(g)(X)) = 0. On obtient :

(1) JOUX, f) = AX) / mes(Gan)™ [ F(Ad(kg)(X)) didg.
Q Gd,v

Pour g € Q, définissons une forme linéaire j, sur S(¢) par :

jg(SOO |de| Z %o © Ad 71-d,v,r(Ad(g) (X)))

kGGd v

pour tout ¢y € S(¢). Par définition de reap, le terme intérieur du membre de droite de
(1) n’est autre que j4(¢). On obtient :

I, 1) = ACX) [ Gife)do.
Q
Rappelons que I'on dispose de I’application linéaire :
S¢ . EBd)/ewiS((b/) — S(¢)

Posons ¢" = s400,(p) et f" =reapr(¢”). Le méme calcul conduit a I’égalité :
JYUX, ") = A(X) / Jg(") dg.
Q

Mais, pour g € €, j, est une forme linéaire sur S(¢) invariante par adjonction par G,
et, d’apres le lemme 3.3, elle est a support nilpotent. Le lemme 2.10.2 entraine que
Jo(p) = Jg(¢"). Dot Dégalité JC (X, f) = J%(X, f"). Grace a 3.3(1), f” = f’ et on
obtient 1’égalité cherchée. [

4 Centralisateurs d’éléments semi-simples.

4.1

Soit § : I' — N,eq un cocycle. On note V(9) l'espace V' muni de 'action de I' :
(7,v) = 6(7)ry(v). On note V? le sous-espace affine des points fixes par I' dans V(§).
On définit Vi, (0) et V(‘;) en remplacant V' par V() dans ces définitions.

Pour v € V{3, 'appartenance de v a V(‘;) équvaut a la relation :
t;'0(y)y(t,) €N
pour tout v € I'. Siv € V(‘;), Iapplication v + t;15(7)y(t,) est un cocycle de I' dans N.
On note alors ps,(y) Pautomorphisme Ad(t;'6(v)y(t,)) oy de G.
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4.2

Soit A un sous-espace affine de V' tel que A NV, soit dense dans A. Notons 3(A)
I'ensemble des racines @ € ¥ qui prennent une valeur constante sur A. On note a(A)
cette valeur. Puisque ANV/{, est dense dans A, a(A) appartient a Z,). L’ensemble ¥(A)
est aussi celui des racines o € ¥ qui annulent I'espace vectoriel sous-jacent a A. Un tel
ensemble est un sous-ensemble de Lévi de 3. Il lui correspond un sous-groupe connexe
H(A) C G dont I'algebre de Lie est engendrée par t et les E, pour a € X(A).

Lemme 4.2.1 : Soit_n € Nyeq. )

(i) On a I'égalité H(ng(A)) = Ad(mn(n))(H(A)).

(ii) Supposons que my(n) € H(A) et qu’il existe vy € ANV, tel que nr(vy) = .
Alors ng(v) = v pour tout v € A.

Preuve. Notons w I'image de n dans W. Pour tout a € X, il existe ¢, € Z,) tel que
a(ng(v)) = w(a)(v) + ¢, pour tout v € V. On en déduit que X(ng(A)) = w(L(A)).
Donc H(ng(A)) est le sous-groupe connexe de G dont 'algebre de Lie est engendrée par
tet les By, pour a € $(A). Ce groupe est évidemment égal & Ad(my(n))(H(A)), d'on
(i).

Démontrons (ii). Puisque A NV{;) est dense dans A, il suffit de prouver que ng fixe
tout élément de AN V{,). Soit v € AN V,. L'égalité ng(v) = v équivaut a t;'nt, € N.
Puisque ng(vo) = vo, on a t'nt,, € N. Posons 7 = t,t,!. Pour montrer que ng(v) = v,
il suffit de prouver que 7~'n7 = n, ou encore 7 = nrn~!. Ecrivons 7 = z, ® r, avec
T, € Xyetr € Zgy, r#0.On a ntn~!t = w(z,) ® r. Parce que v — vy appartient a la
partie vectorielle de A, on a < a, x, >= 0 pour tout o € %(A). Puisque 7y (n) € H(A),
w appartient au groupe engendré par les symétries relatives a ces racines a € X(A).
L’égalité précédente entraine que w fixe z,. Dot 7 = ntn~1. O

Soit ¢ : ' — N,.q un cocycle.

Lemme 4.2.2 : Supposons A givé. Alors, pour tous v € ANV, et v € I', I'auto-
morphisme ps,(y) de G conserve H(A) et sa restriction a ce groupe est indépendante de
.

Preuve. Soit v € T'. Notons w l'image de () dans W. Puisque A C V?°, on a
d(7)rv(A) = A. Comme dans la preuve précédente, cela entraine 1’égalité w oy (X(A)) =
3(A). Pour v € AN V), on remarque que 'image dans W de ¢, 16(7)y(t,) est w. Alors
ps.0(7) (H(A)) est le sous-groupe connexe de G associé a 1’ensemble de racines woy(3(A)).
Il est donc égal & H(A), ce qui prouve la premiere assertion de 1’énoncé.

Soient v, vg € AN Vip), posons 7 = tvtqjol et :

T =1, 0 (1) (o )Y (7)Y (Fug) 10 (7) ™y

On a 7" € T, et les égalités :

o (V) = 7T 0 (), paw(Y) = Ad(TT ) psue (7).

La premiere entraine que 7-'7' € N, donc 777’ € T. En vertu de la seconde, pour
prouver que ps.(7y) €t psu, () ont méme restriction a H(A), il suffit de prouver que
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a(r17’") = 1 pour tout a € B(A). Ecrivons 7 = 2, @ 1, avec x, € X, et r € Z,, r # 0.
On a I'égalité 7" = w o y(x.) ® y(r), ot y(r) est calculé dans Gy, eq. Alors :

-1,

a(r7 i) = prsem

)<a,w0'y(x*)>

(r

Comme dans la preuve précédente, on a < «,z, >= 0 pour a € X(A). On a aussi
< a,w o y(x,) >= 0 puisque w o 7 conserve X(A). Donc a(r717') = 1, ce qui achéve la

preuve. []

4.3

Soient F' € CL, et e € P. Pour v € Vége), on dispose du schéma en groupes G¢

sur O°. On définit un homomorphisme 7, : G¢ — G en généralisant la construction de
2.3. On fixe un multiple ¢’ de e dans P tel que €'v € X, et I(€') agisse trivialement
sur D. Alors 7, est le composé de 7 o Ad(t;}v) et de l'inclusion G¢ C G¢. Comme au
lemme 2.3.1, I'image m,(G¢) est le sous-groupe des points fixes dans G des opérateurs
po(0) = Ad(a(t,)t; ') o o pour o € I(e). On montre aussi :

(1) 7, se restreint en une surjection de N(F¢) NG sur NN, (G¢) et cette restriction
coincide avec my o red.

En effet, soit ¢/ comme ci-dessus. Grace a 2.1(1), 7 o Ad(t;’a) se restreint en une
surjection de N(F®) N G¢ sur N. Comme en 1.7, le noyau de cette surjection est co-
homologiquement trivial. En passant aux points fixes par I(e), on obtient la premiere
assertion. La seconde se démontre comme 2.3(2).

Soit §p : I' — N™°4 un cocycle, que I’on suppose trivial sur I(e). Posons § = redodp.
Soit v € Vé)()e) N V. Pour v € T, lopérateur Ad(6p(7)) o v de G conserve G(F*®).
Parce que v € V°, il conserve G¢. On vérifie que, pour tout g € G¢, on a 'égalité
0 Ad(dp (7)) 0 v(g9) = psv(7y) o m(g). A fortiori, ps,(7y) conserve 'image m,(G¢).

4.4

Soient F' € C'L, et A un sous-espace affine de V' tel que V() N A soit dense dans A.
Choisissons e € P tel que ea(A) € Z pour tout o € ¥(A) et I(e) agisse trivialement sur
D.

Introduisons la décomposition en facettes de V relative a 'entier e, cf. 1.6. Parmi les
facettes qui coupent A, fixons-en une de dimension maximale, que I'on note ¢.

Lemme 4.4.1 : Soit v € ANV, N ¢.

(i) La composante neutre de m,(G¢) est égale a H(A).

(ii)) Pour tout h € G, il existe n € N(F°) N G et k € G tels que h = nk et
m,(k) € H(A).

Preuve. On montre d’abord :

(1) X(A) est 'ensemble des «a € 3 tels que ea(v) € Z.

Soit a € 3. Alors ea(v) € Z si et seulement s'il existe r € %Z tel que v appartienne
a 'hyperplan H,,,, cf.1.6. Parce que I(e) agit trivialement sur D, la décomposition
en facettes est précisément définie par la collection d’hyperplans Hg,, pour 8 € X et
r e %Z. Puisque v € ¢, cela entraine que ea(v) € Z si et seulement s’il existe r € %Z
tel que ¢ C H,,. Si cette derniere condition est vérifiée, AN ¢ C H,y,.. Mais, d’apres
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le choix de ¢, AN ¢ est ouvert dans A ([Lal, lemme 10.14). Donc A C H,., et « est
constante sur A, i.e. o« € X(A). Inversement, si a € 3(A), on a A C H, 44, a fortiori
AN ¢ C Hy oay. D’apres Phypothese sur e, a(A) € 1Z. Donc 'hyperplan H,_o(a)
appartient a la collection d’hyperplans définissant la décomposition en facettes. Puisqu’il
coupe ¢, on a ¢ C H,_4(4). Cela prouve (1).

D’apres 4.3, 'algebre de Lie de m,(G¢) est 1'ensemble des points fixes dans g des
opérateurs p, (o) pour o € I(e). Pour prouver (i), il suffit de prouver que o € ¥(A) si et
seulement si p, (o) fixe E, pour tout o € I(e).

Fixons n € P tel que ent, € X,. Posons x, = ent,. Pour o € I(e), on a o(t,)t;! =
T4(Oen), OU 0y, est Vimage de o dans (., (F,). Soit a € ¥. On a I'égalité p,(0)(E,) =
a(o(t,)t, ) Ey = 050" Eq. Mais on a a(v) = == < a,z, >. Alors E, est fixe par les
opérateurs p, (o) pour tout o € I(e) si et seulement si z=¢"*) = 1 pour tout z € (., (F,)
tel que 2™ = 1. Cela équivaut a ea(v) € Z. En utilisant (1), cela démontre (i).

Tout élément de 7,(G¢) s’écrit sous la forme nk, ot n € NN7,(G¢) et k appartient &
la composante neutre de 7,(G¢), autrement dit & H(A). On remonte cette décomposition
a G¢ en utilisant 4.3(1). O

De méme que I'on a construit H(A) C G, on construit H(A) C G associé a I’ensemble
de racines 3(A).

Lemme 4.4.2 : Pour v € ANV, le groupe H(A; F°) N G}, est indépendant de v. Son
image par T, est H(A).

Preuve. Soient v, v" € A N V(. Choisissons un multiple ¢’ de e dans P tel que
v e X, et v € X,. Les groupes H(A; F°)NGE, resp. H(A; F°) N G¢,, sont les groupes
d’invariants par I(e) dans H(A; F¢) N G, resp. H(A4; F¢) N G¢,. Pour démontrer la
premiere assertion de I’énoncé, il suffit de prouver que ces groupes sont égaux. Quitte a
remplacer e par €', on peut donc supposer ev € X,, ev’ € X,. Les éléments tp, et t5,
appartiennent a T(F¢) et on a I'égalité G¢ = Ad(tp,vt;}v,)(Gz,). Comme dans la preuve
du lemme 4.2.1, tpwtl;’lv/ commute a H(A; F¢). De I'égalité précédente se déduit I’égalité
cherchée. Cela démontre la premiere assertion de 1’énoncé.

Soit v € AN V), choisissons un multiple e’ de e dans P tel que e'v € X,. Il est
clair que I'application 7 : H(A; F¢) N G§ — G a pour image H(A). Puisque Ad(ty,)
normalise H(A; F®), I'image de H(A; F¢)NG¢ par woAd(t}i) est aussi H(A). Le noyau
de cette application étant cohomologiquement trivial, on peut passer aux sous-groupes
des invariants par I(e) : 'image de H(A; F'¢) N G¢ par 7, est le sous-groupe des éléments
de H(A) fixes par les opérateurs p,(o) pour o € I(e). Mais ce groupe est H(A) tout
entier. Cela se prouve comme dans le lemme précédent. On n’a plus la relation (1) mais
toutefois l'inclusion : ¥(A) est inclus dans I'ensemble des o € ¥ tels que ea(v) € Z.
Cette inclusion suffit pour conclure. [J

4.5

Considérons les données suivantes :

(1) D' = (X, %/, A, X! 3 A') est une donnée de racines munie d'une action de T,
cf. 1.4. On introduit les objets relatifs a D’ que 'on a introduits dans les paragraphes
précédents pour la donnée D. On les affecte d'un ’, par exemple W', T’ etc...

(ii) 1) est un couple d’isomorphismes de Z-modules X * = X*, X! 5 X, en dualité.
Pour simplifier, on note encore 1 chacun de ces isomorphismes, ainsi que tout isomor-
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phisme qui s’en déduit par fonctorialité, par exemple entre les groupes d’automorphismes
de X'* et X*. On suppose que (A’) C A et h(A") C A et que (%), resp. (X)), est le
sous-systeme de racines de X, resp. ¥, engendré par ¢(A’), resp. 1(A’). Autrement dit,
via 1, D’ s’identifie & un sous-systeme de Lévi standard de D. On suppose aussi que,
pour tout v € I', il existe w € W tel que ¥ oy = w oy o). Cet élément est unique, on
le note wy () ;

(iii)r € Zg) ;

on note t(r) le F,-espace vectoriel £ = X, ®7 F, muni de I'action de I définie de la
fagon suivante : © agit par le produit de ses actions sur X, et F,; pour o € I, z, € X, et
z€F, 0(r.®2) = o(r,)@7(0)z, cf. 1.2. On définit de facon similaire ¥ (r). Remarquons
que de 1) se déduit un isomorphisme, encore noté 1, de ' (r) sur £(r), qui n’est pas en
général équivariant pour les actions de I'. On pose :

E/

cent

(ry={Z et (r);¥a €Y, a/(Z) = 0},

(iv) Z' € t,,,,(r)". On suppose :

(1) pour tout a € ¥\ (X'), ao(Z') # 0.

Ces données forment un quadruplet (D', v, r, Z'). On note £(D) 'ensemble des quadru-
plets vérifiant ces conditions.

Soient (D}, 1,71, Z}) et (Db, o, 79, Z) deux éléments de L£(D). Par définition, un
isomorphisme entre ces quadruplets n’existe que si r; = r5. Dans ce cas, un isomorphisme
est un couple (f,w) formé d’'un isomorphisme f : D} — D), dans un sens évident,

équivariant pour les actions de I', et d’un élément w € W tels que :

Yoo f=woth et f(Z]) = Zs.

Remarquons que :

(2) le groupe d’automorphismes d’un quadruplet (D', 1,7, Z') € L(D) est trivial.

En effet, soit (f,w) un tel automorphisme. On a w o ¢(Z') = ¥ (Z'). L’hypothese
(Px) permet de travailler comme en caractéristique nulle. Le centralisateur dans W d’un
élément de t(r) est le groupe de Lévi de W associé aux racines a € ¥ qui annulent cet
élément. Dans le cas de ¥ (Z'), grace a (1), cela entraine w € ¢ (W'). Soit w' € W' tel
que w = ¥Y(w’). Alors f est 'action de w’. Puisque cette action doit conserver les bases
A et A,onaw =1.

4.6

On fixe jusqu’a la fin du chapitre 4 un quadruplet (D', 1, r, Z') € L(D). On introduit
le groupe G’ associé a D’ et on définit un plongement :

Z¢ZG/—>G

caractérisé par les propriétés suivantes :

- iy se restreint en I'isomorphisme de T/ sur T déduit de ¢ : X, — X, ;

- en notant encore 4, la dérivée du plongement, iy(E’,) = Ey.) pour tout o € A,

Ce plongement 4, se restreint en un plongement N’ — N. Il est compatible aux
sections 77 : W/ — N/, n: W — N définies en 1.5, c’est-a-dire que iy 07/ (w') = o) (w')
pour tout w’ € W’'. D’autre part, de 1 se déduit un isomorphisme T = T,. Cet
isomorphisme et le plongement précédent se regroupent en un plongement :

. . [
Zred,w . Nred - red-
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On note Z,eqy le sous-groupe des t € T4 tels que at) = 1 pour tout o € ('), Ses
éléments commutent A iyeqy(N/.,). On pose Zy = Zyeqy N'T. Clest le centre de i4(G').
Remarquons la propriété :
(1) soient o € ¥ et v € I'. Supposons que « et wy () (a) soient de signes opposés.
Alors a & ¥(X).
En effet, soit o/ € ¥'. Les couples suivants sont formés de racines de méme signe :
1/1(0/) et o car Y(A') C A;
o et y7(a!) car y(A') = A’;
el el o el) e () € 2
vy Ha!) et 7*1 o wy ()t o(a) car ces deux termes sont égaux;
Lo ww( )lo(a) et wy(y) o () car y(A) = A,
Donc P(a) et w¢( )"t op(a’) sont de méme signe, ce qui entraine (1).
Posons Z = ¢(Z'). Pour v € T, on définit les éléments 2, 4(7) € T, Zy(7) € T,
2p(Y) € Treds nyp(Y) € Nyea, nyp(y) € N par :

Zop(7) = > al @

a€X,a>0,wy (7)1 (a)<0

2)  Z(y) = 1T doa(Z);

aeX,a>0,wy (7)1 a)<0

2p(7) = 2ew(7)Zp(7);
ny () = 26 (V)n(wy (7));
() = 7 (1 (7)) = Zp(v)n(wy (7).

Remarquons que la définition (2) est loisible : si o € ¥ est tel que a > 0 et wy (7)) <
0,on a a ¢ (X') d’apres (1), donc «(Z) # 0 d’apres 4.5(1).

Lemme 4.6 : (i) L’application v — ny () est un cocycle de I' dans Ny¢q.

(ii) Pour tout v € I', 254(7) et zy(y) appartiennent a Z,.q, et zZ,(7y) appartient a
Zy.

(iii) Pour tout ¢’ € G/, on a I'égalité iy o v(g') = Ad(ny (7)) oy oiy(g).

(iv) Pour tout n' € N/ ,, on a I'égalité i,cqy 0 Y(n') = ny(7)7 © treap(n)ny(y) L.

Preuve. Le (i) résulte de la preuve du lemme 2.2A de [LS].

Introduisons les objets relatifs a la donnée D,.. Soit v € I'. De méme que 1'on a
construit 2o y(7) € T, ny(Y) € Nyeq €tc..., on construit 2g pse(7) € Twse, Nypse(Y) €
Niredse ete... On a les égalités zm () = ¢ 0 2wy se(7), Myp(Y) = ¢ 0 Ny () ete... Pour
démontrer (ii), il suffit de démontrer les assertions analogues pour les objets 2y sc(7)
etc... On peut aussi bien abandonner les indices sc et supposer que D = D,.. On va
demontrer que zy(y) € Zw, les autres assertions se traitant de la méme facon. Parce qu’on
suppose G simplement connexe, un élément de T appartient a Zw si et seulement s’il
est fixe par l'action de (W’). Montrons que z,(7) vérifie cette condition. Soit w’ € W”,
posons w = Y(w'). On a :

(3) T'application @ +— w(«a) conserve l'ensemble des a € ¥ tels que a > 0 et
we(7) () < 0.

Soit o dans cet ensemble. D’apres (1), a € X\ ¢(X'). Par définition de wy(7y),
'automorphisme ! o wy(y)™' de X* conserve ¢(X'), donc aussi X\ ¢(¥') et »(W’).
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Donc, d'une part, v o wy(7) " Ha) € X\ (X'); d’autre part il existe wj € W’ tel
qu'en posant w; = Y(w}), on ait Y o wy(y) " ow = wy oy o wy(y)"!. L'ensemble
¥(X') est un sous-ensemble de Lévi standard de ¥ et w appartient au groupe de Weyl
associé a ce sous-ensemble. Les seules racines inversées par un tel élément appartiennent
a P(X'). Puisque a ¢ (X'), w(a) est de méme signe que «, i.e. w(a) > 0. De méme
wy 0y T owy(y) () est de méme signe que vt owy(y) " (). Alors les couples suivants
sont de méme signe :

wy(7)7H(@) ef 7 owy(y)~ (o) car 7(A) = A

vt owy(y)Ha) et wy o 'y* o wy () (), comme on vient de le voir;

w0y owy (7)) et v owy(y) 7t ow(a) car ces deux termes sont égaux;
- “tow(a) et wy(y) ™t ow(a) car y(A) = A,

1

ow(a) est de méme signe que wy () (), ie. wy(y)™ o w(a) < 0.
On a:

a€X,a>0,wy(y) " a)<0

On remplace w(c) par &. Grace a (3), on obtient :

w(zy(y)) = I1 aow (a)(2).

a€X,a>0,wy (7)1 (a)<0

Pour tout a, w™(a)(Z) = aow(Z) = aoow (Z"). Mais w'(Z') = Z' parce que
7' € t,,,(r). Donc wil(a)(Z) = a(Z). Cela entraine w(zy(7)) = z,(v) et le (ii) de
I’énoncé.

On a bien 1'égalité i, 0y = Ad(7iy (7)) 0y 04y sur T’ : cela résulte de la définition de
wy (7). Pour prouver (iii), il suffit de prouver que i, o y(E.,) = Ad(ny (7)) oy 0 iy(E.,)
pour tout o € A’. Fixons un tel o, posons 3 = v(a/), a = ¥(</), B = ¥(F). On a
Be A a, feAetwy(y)oy(a)= ﬂ On doit montrer que Ad(7iy(y))ov(E,) = Ej. De
nouveau, on peut supposer que G est simplement connexe. Des propriétés de la section

n résulte que : B B
(4)  Ad(n(wy(7))) 0 7(Ea) = €Ep,
avec € € {£1}. Cela entraine I’égalité dans N :

(5)  A(w(1))(sya) = Ble)lsp)(wy(7))-

D’apres 1.5(1), le membre de gauche vaut :

V(ww(V) Sw(a)> (wwm/)sv(a))-

Les seules racines inversées par s.(q) sont +y(a). Elles ne sont pas inversées par wy(7)
car wy(y) o y(a) = B. Donc v(wy(7), Sy(a)) = 1 et le membre de gauche de (5) est égal
& 1 (wy(7)Sy(a))- Pour une raison similaire, le membre de droite vaut B()A(wy(7)S+(a) )-
Cela entraine ﬁ(e) = 1. Puisqu'on a supposé G simplement connexe, il en résulte que
¢ = 1. On a déja montré que z,(7) appartenait & Z,. Ce terme centralise Eg. De (4), ot
e = 1, résulte Dégalité Ad(z,(y)n(wy(7))) o v(Es) = Eg, ce qui est 1'égalité cherchée.
Pour démontrer (iv), il suffit de prouver 'égalité en question pour n’ € T' et n’ € N'.
Sur 77, la conjugaison par n,(7) n’est autre que 'action naturelle de wy(y). L'égalité
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cherchée pour n' € T. résulte alors de la définition de wy(y). Pour n’ € N’, on a
irea(n) = 1yp(n) et on sait grace a (iii) que :

ired,z/} © 7(77’/) = ﬁw (7)7 © ired,z/z (n/)ﬁw (7)71'
Mais, grace a (ii), 2w (7) commute & iyeqq © Y(n'). On peut donc remplacer dans cette
égalité ny(y) par ze,u(7)ny () = ny(7y) et cela acheve la preuve. O

4.7

Soit F' € C'L,. On construit les groupes G’ et G sur F' associés aux données D’ et
D. Comme en 4.6, on construit un plongement i, : G’ — G, qui est défini sur F™°?.

Pour tout réel s et toute extension K de F contenue dans F™°¢ on a défini en 3.2
les réseaux t(K), et t(K)sy Si s &€ Zgy), t704 = t7°% Supposons s € Z,). On définit un
isomorphisme de I'-modules :

tsm"d/t;’fd — t(s).

Ecrivons s = % avec e € Petn € Z, soit ©, ® y € t;”"d, avec r, € X, et y € Fmod,
val(y) > s. L’isomorphisme envoie z, ® y sur z, ® z, ou z est la réduction naturelle dans
F, de I'entier w,"y.

e

On définit de méme t;"°?. On pose :

gl — (X e ™V e ¥, o/ (X) = 0}.

cent,s

4G A 'mod ; ; .
On définit de meéme t.7, et, pour s € Z,), on a encore un isomorphisme :

t’mod /t’mod _ i/ (8)

cent,s/ “cent,s+ cent

"mod et t’mod

Comme en 1.7, les I-modules t77 combs

entraine que 'application :

, sont cohomologiquement triviaux. Cela

- i,cent(s)r

est surjective. Appliquons cela a s = r. On peut alors fixer Zp € t,,,,; .
t,,, ()" soit 7',

A laide de Z}., on construit comme en 4.6 un cocycle ny r de T' dans N™¢. On a
I'égalité n,, = red o ny p. On montre comme au lemme 4.6 I'égalité :

t/

cent,s

dont I'image dans

(1) dyoy=Ad(nyr(y))ovyoiy

pour tout v € I".

4.8
On construit le groupe D" = (X /X] ;)1 tors- De ¢ se déduit une surjection X /X| , —

*,8C *,5C

X,/ X, sc. Elle est équivariante pour les actions de I' car l'action de W sur I'ensemble

d’arrivée est triviale. Il s’en déduit une surjection (X,/X; )r — (X./X. )r puis, en

passant aux sous-groupes de torsion, un homomorphisme D’ — D, qui n’a plus de raison
d’étre surjectif. On le note .

Soit d' € D'. Pour v € I, posons do(7y) = %redp © d'(7)ny (7). Grace au lemme 4.6(iv),

dy est un cocycle de I dans N,..4.
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Soit I € CL,. On définit de méme un cocycle dyr de I' dans N™? en posant
do,r(7) = iy © dp(y)ny,F(7)-

Lemme 4.8 : Posons d = p/(d’). Les deux cocycles dy p et dp définissent le méme
élément de H'(T', G™4).

Preuve. Introduisons une z-extension :
1) 1-Z2%G>c-1

vérifiant les conditions de 1.10. Le cocycle ny p se releve en un cocycle ny s p de I' dans
Gmod tel que nyp = L0 Nyeer. On définit un groupe réductif G’ sur F, muni d’un
isomorphisme :

%w G — b (i, (G'))
tel que, pour tout v € I, %w oy =Ad(lonygsr(y))oyo %w. La suite (1) se complete en
un diagramme commutatif :

LA G — 1

G~
1 id i iy
G’ LA G’ — 1

La suite exacte inférieure est une z-extension de G'.

Puisque G, est simplement connexe, H*(I', G™¢) = {0}. On peut fixer g € G™ tel
que :

2) g 'ngser(y)(g) =1
pour tout € I'. Définissons un cocycle d; ¢ de ' dans G™ par dy #(v) = t(g) " 'do (7)o
v(g). Il suffit de prouver que dy p et dr sont cohomologues. Mais d;  est trivial sur
I, comme dy p. 11 suffit donc de prouver que dy p(0;) et dp(6;) ont méme image par
I’application :
(3) G (Xe/Xese)r — (Xo/Xeso)r-

En appliquant 1.10(3) & G’, choisissons &’ € G tel que V(&) = d/x(,). Posons & =
Z(g)_lglﬂ(fc’)Zo Nyp.se,r(01)L061(g). On a :

(4) € G™ et b(F) =dyp(6).

La deuxieme assertion est immédiate. Soit o € I. On doit montrer que o(z) = .
Remarquons que, grace a (2), on a I'égalité & = Ad(i(g) ") (iy(Z')). Alors :
o(Z) = Ad(ioa(g) ") (o 0 iy(F)).
On a: i
00iy(7) = Ad(i o ny ser(0) 1) (iy 0 0(T)).
Mais 0(2') = &’ et on obtient :

0(2) = Ad(i(ny,se,r(0)a(g)) ™ (iy(2")).

Toujours grace & (2), cette expression est égale a Ad(i(g)™")(i,(F')), ou encore &, ce qui
démontre (4).
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En appliquant 1.10(4), I'image de dy p(61) par (3) est égale a celle de & par la suite
d’applications :

ém‘ i> GZZ; wglb (X*/X*,sc>l g (X*/X*,sc)l - (X*/X*,SC>F'

Remarquons que cette suite se complete en un diagramme a carrés commutatifs :
~ ~ ’U}éa ~ ~ b
G5 wo (XXt & (X Xesdr = (Xa/Xase)r
T b T T T

Gr S Gy (RYRLDe B (XX = (XX

ot on a utilisé des notations transparentes. L’homomorphisme ¢ est la restriction & G
d'un homomorphisme ¢ : G — Gg. Celui-ci annule Z(G,.). Donc ¢(Z) = c o iy(i) =
iy.ap 0 (F'). Le diagramme ci-dessus montre que I'image de i par la suite d’applications
du haut est I'image de Z’ par le parcours sud-est. En appliquant de nouveau 1.10(4),
'image de &’ dans (X /X . )r par la suite d’applications du bas est égale a I'image de
d'+(01) par 'analogue de I'application (3). Par définition de d, elle a méme image que
dp(01) dans (X./X. s)r. Cela acheve la preuve. [

4.9

Fixons un sous-groupe ouvert I'y de I' qui agisse trivialement sur D et D’. On montre
comme en 2.8(1) que l'on peut supposer indice de 'y dans I' premier a p. On peut
remplacer dans toutes nos constructions I' par I'/T'g. En particulier, la fonction z 4 est
invariante par I'g. On définit z5 € T, par :

zo=[:Tg] " Z Zmp(7)-

~v€r'/To

Soit d € D’. On construit comme dans le paragraphe précédent le cocycle dy. On note
Yy » V' — V Tisomorphisme déduit naturellement de 1. On peut aussi le considérer
comme un homomorphisme de V'(d’) dans V(dy), cf. 4.1.

Lemme 4.9 : L’application :

Vi) —  V(dy)
U/ — ZO,RO’l/}V/(,U,)

est équivariant pour les actions de T'.

Preuve. Pour tout v € I, posons :

21(7) = nyp () (20)np(7) 7 22(7) = Z02m (1)

Ce sont des éléments de T,.4. Montrons que : )
(1) 21(7) et z2(7y) appartiennent & Z,eq €t 21(7)22(7) "t € T.
Que 25(7y) appartienne & Z,.q résulte du lemme 4.6. Soit o € ¥(X'). On a I'égalité :
alz1(7)) = (v o wy(v) (@) (20)-
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L’automorphisme v~ ! o wy(y)~" conserve 1(X'). De plus zp € Z,cqp d’apres le lemme

4.6. L’expression ci-dessus vaut donc 1 et z;(y) appartient & Z,.q. Parce que ny est un
cocycle, on a I'égalité ny(v)y(ny (7)) = ny (') pour tout ' € I'. Ce que l'on écrit plus
explicitement :

1 (7)Y (26 (V)10 (N) ™ 20 (N1 (MY (1 (V) = 220(17 )20 (1Y).

On en déduit que :

2 (V) 2,0 (VY) " 1y ()Y (2o (V) ) (7) 7

appartient a la fois & T}.q et & N, donc a T. En multipliant ces termes pour 4" € T'/T,
on obtient que :

(22(7) 2 () e T,
ce qui entraine la deuxieme assertion de (1).
Pour démontrer le lemme, on doit prouver que, pour tout v € I'; on a 1’égalité :

zor 0y od (Y)r 0y = do(Y)r 0 © 20R © Yy
Or, par construction,
Yyrod (V)R = (iredy © d'(7))r © Yy,
Uy oy =wy(y) oy oty =Tny(Y)r oy oYy

Cela nous ramene a prouver 'égalité :

(zredss © d'(7)s (1)) = (do()7(20)).
C (treay 0 AN = (iredp © &' (Vg (7)1 (20)).

Grace au lemme 4.6, zp commute a 'image de 4,eq.4, dONC & peqy © d ce qui nous
9 0 7107 »1/’ ?
ramene a démontrer 1’égalité :

(20724 (7))r = (g (7)7(20) )R,

elle-méme équivalente a z5(v)r = 21(7)r. Cette égalité résulte de la derniere assertion de

(1). O

4.10

Soit d € D’'. On définit dy comme dans les paragraphes précédents et on pose d =
Yo (d').
Proposition 4.10 : Il existe n € N,.q et k € G vérifiant les conditions suivantes :

(i) np (V) C V4,

(i) posons A = ng(V®) ; alors k appartient a H(A) ;

(iii) soient v € T' et v € ANV, ; posons m(y) = ndy(y)y(n) 'd(y)~"; alors
mn (m(y)) = kpao(v) (K1)
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Remarque. On a utilisé les notations de 4.1 et 4.2. Il est clair que ANV, est dense
dans A, ainsi qu’on 'a imposé en 4.2. Cela se prouve comme en 2.8. De méme, les
sous-espaces affines que 'on introduira dans la preuve vérifient cette condition.

Preuve. On pose Ag = V% Fixons F' € CL,. On définit le cocycle dy r de I dans G™¢

comme en 4.8. D’apres le lemme 4.8, on peut fixer z € G™ tel que zdy p(7)y(x) ™t =

dp(7) pour tout v € I'. Choisissons e € P tel que I(e) agisse trivialement sur D et D’,
ea(Ap) € Z pour tout a € X(Ay) et x € G(F°). Le groupe i,(G’) est un Lévi de G
contenant T. On sait qu’alors I’application :

i¢X@DV/ZG/(Fe)XV,—>G(Fe)XV

se quotiente en un plongement de Imm/(G’, F¢) dans Imm(G, F'). Puisque zp g commute
a l'action de i, (IN'(F°), on peut composer 9y avec zgr. On peut aussi composer i,, avec
la multiplication a gauche par x. Définissons donc :

jw: G(F)xV' — G(F) xV
(g',0") = (wiy(g'), 2o © Yy (V')

puis :

Jud EC) x VI(d') — Ga(F®) x V(d)

de sorte que le diagramme évident soit commutatif :
G (F) x V'(d) "2 Ga(Fe) x V(d)
l gd’ X idvl i l fd X Zdv
G'(F)xV' %  GEF)xV

Alors j, o se quotiente en un plongement jy, o : Imm(G,, F¢) — Imm(Gyg, F€). On a :
P, P, d

(1) jy,a est équivariant pour les actions de T'. )

Soient v € T', g" € GJy(F°) et v € V'(d'). On veut montrer que jya(v(g'), d'(7)r ©
7(v')) a méme image que (v X d(7)r) © jyp.a (g, v') dans Imm(Gg, F'°). En composant
avec §g X idy, il suffit que yy = jy o (€ X idy)((g"), d'(V)r 0 ¥(V')) et y2 = (§a X idy) 0
(v x d(y)r) © Jy.ar(g',v') alent méme image dans Imm(G, F*°). Posons v = ¢y (v). On
a:

y1 = Ju(Ad(djp (7)) 0y o &a(d), d' (v)r 0 7(v'))
= (zAd(iy o dip(7))(iy 0 7 © Lo (9)), 20 © Yy 0 d'(V)r 0 Y(V'))
= (xAd(iy o dp(V)ny. (1)) (v 0 La(9), do(V)r © 7 © 202(v))
= (wdo,r(7)7 0 & (9')do,r (7)™, do(7)r 07 0 20 (v))

(la troisieme égalité résulte du lemme 4.9). Ce terme a méme image dans Imm(G, F*)
que :

y1 = (xdor(7)y 0 &ar(g), v 0 20r(v)).
On a:
yo = ((Ad(dp (7)) oy 0 &) x (d(7)r07)) 0 Jya (g, V)
= ((Ad(dp(7)) 07) x (d(7)r 7)) 0 jy 0 (Ea X idy)(g, V")
= (Ad(dp(7)) oy(x€a(g')),d(y)r 0 v 0 20r(V))
= (dr(y)y(@)y 0 €a(g)dr(7) ™ d(7)r 07 © 20 (v)).
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Ce terme a méme image dans Imm(G, F¢) que :

Yy = (dp(y)y(x)y o €ar(g"), v © 2ok (V).

Mais zdy p(7) = dp(v)y(x), donc ¥} = yj, ce qui prouve (1).

Introduisons la décomposition en facettes de V' relative a ’entier e. Parmi les facettes
qui coupent A, fixons-en une de dimension maximale. Notons-la ¢q. Fixons vy € Ag N
$o N Vi), soit vy € V' tel que zor © Yy (vy) = vo. D’apres le lemme 4.9, v appartient
a V' Dapres (1), I'image de jyo(1,vy) dans Imm(Gyg, F€) est fixe par ', autrement
dit appartient & 'immeuble Imm(Gg, F). On peut donc fixer (y,v) € G4 x V% qui
ait méme image que jy o (1,v)) dans Imm(Gq, F€). Alors (£4(y),v) a méme image que
(€axidy)ojya(1,vh) = (x,v0) dans Imm(G, F¢). Cela entraine I'existence de vy € N(F°)
et ko € G¢ tels que v = red(p)r(vo) et @ = E4(y)rg 'vo. Posons A1 = red(vp)r(Ao),
o1 = red(vy)r(¢o). La facette ¢; est de dimension maximale parmi celles qui coupent
A;. On av e Ay N ¢y N V). Appliquons le lemme 4.4.1(ii) : on peut écrire kg = vk,
avec 11 € N(F)NGE, k € G et (k) € H(A;). Posons v = 11y, n = red(v) € Nyeq et
k = m,(k) € G. Montrons que ces termes n et k vérifient la conclusion de I'énoncé.

Posons A = ng(Ap). On a A =nyg(A;), olt ny = red(r;). Donc :

H(A) = Ad(mx (1)) (H(A1))

(lemme 4.2.1(i)). Mais my(ny) = m,(v1). Puisque vy € G¢, 7,(v1) appartient a 7,(GS),
donc normalise la composante neutre de ce groupe, qui est égale 3 H(A;) (lemme 4.4.1(i)).
Cela démontre que H(A) = H(A,;). En particulier, k € H(A).

Soit v € I'. On a les trois égalités :

x=E&(y)e v, xdop(y)y(x) ™" =dr(v), de(v)7(&(y))dr(y)™" = &aly)

celle-ci parce que y € G4. On en déduit :

(2)  vdor()y(v) tdp(y) ™t = kAd(dp(7y)) o y(k71).

Posons m(vy) = ndo(y)y(n~1)d(y)~!. Puisque v € V% Popérateur Ad(dg(v)) o~y conserve
G¢. Le membre de droite de 1’égalité ci-dessus appartient a G¢. Projetons 1’égalité par
m,. On obtient :

(3)  mn(m(v)) = kpao(v) (7).

L’automorphisme pg,,(7) conserve 7, (G¢), cf. 4.3, donc aussi sa composante neutre H(A).
Le membre de droite de (3) appartient donc & H(A). Les deux membres de (2) appartien-
nent a G¢, donc fixent v par leur action naturelle sur Imm(G, F'°). Puisque le membre de
gauche appartient a N(F°), son action sur V' n’est autre que m(~y)g, donc m(y)r(v) = v.
De méme, n; r(v) = v. Puisque v € A, cela entraine v € A. On peut alors appliquer &
m(y) le lemme 4.2.1(ii) : m(y)r fixe tout point de A. Soit v" € A. On a d(7)ry(v') =
(1) nado(1)z7 (g (1)), OF ng! (1)) € Ay done do(1)z7(ng! (1)) = ng!(v'). Dot
d(7)ry(v") = m(y)g'(v') = v'. Cela démontre I'inclusion A C V4.

Maintenant, 1’égalité (3), prouvée pour le point particulier v que 'on a fixé, reste
vraie si on remplace v par un point quelconque de AN V},), grace au lemme 4.2.2. Cela
acheve la preuve. [
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4.11

Soit d' € D', posons d = ¢/ (d'), fixons n et k vérifiant les conditions de la proposition
4.10. Posons i = my(n). On définit une application affine :

w\/’,d’ . Vld/ — Vd

v = ngozygr oy (V)

. /d/ d
Elle envoie V(p) dans V(p).
Lemme 4.11: (i) Soit v' € V(;,d)', posons v = Yy 4 (v"). L’homomorphisme Ad(k~'7) o1,
envoie G;, dans G, et il existe un homomorphisme Ty : G&,ﬂ/ — Gd,v, défini sur IF,
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

;w R

G Zl/ﬂil - GCL’U_
L& 1 &a
— Ad(k~'a)os _
G, G,

(i) Soit de plus s € Z,). L’homomorphisme Ad(k™'7) o iy, envoie g, ; dans g, et
il existe un unique homomorphisme iy .5 * 8y s — 844, défini sur Fy, tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

Zzpd/v/s _

g:j’,v’is - gd,v,ﬁ
| & 1 &
_, Ad(k~1n)oiy, _
gv’,s - gv,s'

Preuve. 11 s’agit de prouver que, pour v € I', on a ’égalité :
pd,v(7> @) Ad(kil’f@ o Ew = Ad(kil’fb) ©) 51/’ O Pd’ v (’)/)
Poosns vy = ¢y (v'), va = zor(v1). Soit y € I'. On a :

iy 0 parw (1) = iy 0 Ad(ty d'(7)7(tw)) 0y = (Ad 0 iy(t, d' (V)¥(tw))) 0 iy 0 .

On a iy (ty) = t,,. En utilisant le lemme 4.6(iii) et (iv), on obtient :
iy 0 parw () = Ad(t iy o d' (7)1 (7)1 (te )y (1) 71) © Ad((7)) 0 0 iy

= Ad(t,,"iy o d'(7)ny (7)Y (toy ) (1) 25 (7)) 0 7 0 .
Grace a 4.9(1), 'élément z;(7)22(y) ! de T commute & 'image de 7. On peut multiplier
a gauche 1'égalité ci-dessus par Ad(z1(7)z2(7)™!), cela ne change pas le membre de gauche
et on obtient :

(1) iy o prw(y) = Ad(x) oy o iy,
ou :
v = 21(7)22(7) "y, iy 0 d' (1)1 (7)1 (o) (7) s (7)-
Le terme 2 () et les deux composantes z;' et z,.,(7) de 22(y)™! appartiennent a

Zyredsy donc commutent & i, o d'(y). Elles commutent aussi & T,y donc a ¢, et a
1 (1) (to ) (7). On peut donc les répartir ainsi :

v = by, 2 iy 0 d' ()2 (Vg (1) (e )ns (1) 2w (V)70 (7).
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On a d’autre part 'égalité t,, = 2ot,, et 'expression ci-dessus devient :

v =11 0 d'(Vnp()7(te,) = £, do (7)Y (t,)-

Puisque v = ng(vs), on a t;'nt,, € N donc i = t; 'nt,,. Alors x s'écrit :

x = 0"t 'ndo(v)y(n) "y (t)y(n) = 2t Pndo(y)y(n) T d(y) T et ()Y (E) (7).

Le terme entre crochets est égal & t 'm(v)t,, avec les notations de la proposition 4.10.
L’égalité précédente montre qu’il appartient & IN. Il est donc égal & mn(m(y)). Or on a :

TN (M) = kpao (V) (k™) = Kt d(y)y () v (k™) y(t,) " d(y) .

Alors :
w=n" Kkt td(y)y(t,)y (k).

L’égalité (1) devient :
iy © paw () = Ad(n7'k) 0 Ad(t; d(y)(t,)) o Ad(y(k™'7)) 0y 0 iy

= Ad(n"'k) 0 pay(vy) o Ad(k™'R) oy,
En la multipliant & gauche par Ad(k~17), on obtient I’égalité cherchée. []

4.12

On conserve les mémes hypotheses, soit de plus F' € CL,. On effectue les construc-
tions de 4.7. On fixe ny € N™? tel que red(ng) = n. On pose A = Py o (V'?), on fixe
v € ANV{y et on choisit e € P tel que I(e) agisse trivialement sur D et D', np € N(F*)
et ea(A) € Z pour tout a € ¥(A). Le lemme 4.4.2 nous dit que 'application :

(1) 7 : H(A, FO) NG, — H(A)

est surjective. On peut choisir k1 € H(4; F°) N G, tel que 7, (k1) = k. Considérons les
deux termes :

npiy © dp(Y)nyr(Y)y(np)  dp(y) ! et kidp(y)y (k) dp(y) "

Ils appartiennent tous deux a G¢ . Le second appartient a H(A; ') : cela se montre
comme au lemme 4.2.2. La proposition 4.10 nous dit qu’ils ont méme image par m,,
et cette image appartient a H(A). Puisque le premier terme appartient a N(F¢), cela
entraine qu’il appartient a H(A; F'¢). Nos deux termes appartiennent donc tous deux a
H(A; F°) N G, et ont méme image par 7,,. Comme en 1.7, le noyau de (1) est coho-
mologiquement trivial, pour toute action tordue de I'. On en déduit qu’en multipliant k;
par un élément convenable de ce noyau, on obtient un élément kr € H(A; F°) N Gy, tel
que l'on ait I'égalité :

npiy o dp(Y)ny p(Y)v(np) tdr(v) " = kpdp(y)y(kp) " de(y) 7

ou encore :
(2) dr(y) = kp'npiy o dp(V)ny, (V)Y (05 k).
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On définit un isomorphisme i, o : G — Gy de sorte que le diagramme suivant soit
commutatif :

Zl/ Zw_}ﬂ’ G’d
L &a 1 &
c Ad(kElLF)Oiw G

La relation (2) montre que i, 4 est défini sur F.

Lemme 4.12.1 : II existe un unique plongement jy o : Imm(G/,, F)) — Imm(Gy, F)
qui coincide avec 1y g sur V'Y et tel que, pour tout x' € Imm( W F) et tout g € Gy,
on ait I'égalité :

Jua (9 (@) = iy (9) (Gpa ().

Preuve. L’unicité est claire : puisque V'¢ est un appartement de 'immeuble ] mm(Gg, F)
(cf. lemme 1.9), cet immeuble est engendré par V' sous I'action de G

On choisit e comme dans la construction précédant 1’énoncé. On définit un plongement
Jp.ar - Imm(Gl,, F¢) — Imm(Gg, F'°) comme dans la preuve de la proposition 4.10, en
remplagant = par kp'np, ce qui est loisible d’apres (2). Ce plongement est équivariant
par les actions de I' et se restreint en un plongement de Imm/(G/,, F) dans Imm(Gg, F).
La premiere propriété de 1'énoncé résulte d’'un calcul simple. Il reste a prouver que jy o
envoie V'% dans V¢ et coincide avec Yy g sur V'? . Soit ' € V'¥. 11 suffit de prouver
que les deux éléments :

(€ x idy) © jua(1,0') et (& x idy) (1, Pyr.a(v'))

de G(F*) x V ont méme image dans Imm(G, F'¢). Ces éléments sont respectivement
égaux a :

(k;lnp, Zo,R © wvl(vl)) et (1, w\/’,d’ (Ul)).
Le premier a méme image dans Imm(G, F¢) que (kp', nrozoroty (v')), i.e. (kz', vy o (v')).
Posons v = ¢y #(v'). On a v € A. Par définition, on a kr € H(A; F°) N Gg, . Grace au
lemme 4.4.2, on a aussi kr € G¢. Mais alors, (kp',v) a méme image dans Imm/(G, F)
que (1,v). Cela acheve la preuve. O

Lemme 4.12.2 : (i) Soit v’ € V(;fg/, posons v = Yy g (v'). Alors iy 4 se restreint en un
plongement de G, ,, dans Gg,, défini sur O et le diagramme suivant est commutatif :

! nr id”d/ nr
ww(O7) = Ggu(O™)
l Tq o ) l Tdv

iwﬂvl Gd,v-

/
d' v’

(ii) Soit de plus s € Z,). Alors iy 4 se restreint en un plongement de @, . dans
9.5 défini sur O et le diagramme suivant est commutatif :

g&’,v’,s(onr) w_>’d gd,v,s(onr)

l Td v',s l Tdv,s

g ! !
—/ P,d v, s —
gd’,v/,s - gd,v,s'

C’est immédiat. O
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5 Une deuxieme réduction

5.1

Soit d € D. Pour v € V(Z), considérons l'ensemble My, des couples p = (m,h) €
N,eq x G tels que, pour tout v € ', on ait :

ty'm=td(y)y(m)d(y) "', €N

et :
ty ' m =t d(y)y(m)d(y) "t = hpao (V) (h7).

Pour un tel couple p, on pose pu(v) = mg(v). Les propriétés suivantes sont faciles a
établir :

(1) soit e € P tel que I(e) agisse trivialement sur D et ev € X, ; alors pour tout
p=(m,h) € Mgy, oname N et eu(v) € X, ;

(2) pour tout p € Mgy, p(v) € V(‘;);

(3) pour tout y = (m, h) € Mg, 'application Ad(mx(m)h) envoie G, dans G, et
il existe un unique isomorphisme i, défini sur F,, rendant commutatif le diagramme :

Gd,v_ - Gd,u(g)
| &a 1 &a
GU Ad(ﬂ'i()m)h) GM(U),

de méme, pour tout r € Zy), application Ad(my(m)h) envoie g, , dans g, et il

existe un unique isomorphisme f,, défini sur F,, rendant commutatif le diagramme :

gd,v,[ ﬂ gd,,u(er
| & 1 &

_ Ad(rn(m)h)  _
Gyr - gu(v),r'

Définissons une relation ~ 4, dans V(;f) par : v ~aq, U1 si et seulement s’il existe p € Mg,
tel que v; = p(v). Alors :

(4) ~p, est une relation d’équivalence.

On a défini en 2.7 le Z-module X? des z, € X, tels que d(y)y(z,) = x, pour tout
v € I'. On l'identifie a un sous-groupe de T, = X, ®z Z,), que 'on note Tj . Alors :

(5) Tae x {1} € Mg, pour tout v € V(z).

Lemme 5.1 : Soient F' € CL,, v, v; € V(Z)' Alors v ~p, v1 sI et seulement s’il existe
g € Gy tel que I'on ait I’égalité g(v) = vy dans Imm(Gy, F'). Plus précisément, soit
€ Mgy, et supposons vy = p(v). Alors il existe g € G4 tel que :

() g(v) = v ;

(ii) le diagramme suivant soit commutatif :

Gd,v - Gd v1
l Tdw l Tdvy

48



(iii) pour tout r € Zy,, le diagramme suivant soit commutatif :

Ad(g)
gd,v,r - gd,vl,r
l Td,v,r l Td,vy,r
_ fir _
gd,’l},T’ - gdﬂ)l,?’"

Preuve. Supposons qu’il existe g € G4 tel que g(v) = vy, fixons un tel g. Choisissons
e € P tel que I(e) agisse trivialement sur D et ev € X,.. On a I'égalité £;(g)(v) = vy dans
Imm(G, F*). Par définition de cet immeuble, il existe donc mpr € N(F€) et hp € G,(0°)
tels que &4(g) = mphp. Notons m l'image de mp dans N:e(fl) et h l'image de hy dans G
par w o Ad(t;ﬁi}). On a mg(v) = vy. Puisque g € G4, on a £4(g9) = dp(v)y o &a(g)dr(v) ™!
pour tout v € I' et cela entraine :

mptdp (Y)Y (me)de(y) ™ = hpdp(y)y(hp")dr(y) "

Puisque v € V(f)), le membre de droite appartient a G,(O¢) donc le membre de gauche
aussi. Alors t;'m=td(y)y(m)d(y)~'t, € N. De plus :

t,'m=ld(y)y(m)d(y) "'ty = w0 Ad(ty),) (hedr(v)y(hip' )dr() ™) = hpao(v)(R7).

Alors (m, h) € Mgy, et vy ~pq, v.

Inversement, supposons vy ~pq, v et fixons p = (m, h) € Mg, tel que p(v) = v1. On
releve m en mp € N(F€) et h en hy € G,(O°) tel que 7o Ad(t;i))(hl) = h. Posons ¢, =
mrhi. En remontant le calcul ci-dessus, on voit que le cocycle vy — g1dp(v)v(g1)dp(v) ™!
est a valeurs dans le noyau dans G, (0O¢) de I'application 7 o Ad(t;i}). Comme en 1.7, ce
noyau est cohomologiquement trivial pour toute action tordue de I'. En multipliant h,
par un élément convenable de ce noyau, on le remplace par un élément hp € G,(0O°) tel
quen posant go = mphp, on ait cette fois g5 'dp(7)y(g2)dr (7)™t = 1 pour tout v € T
On pose g = fd_l(gg). Alors g appartient a Gy et vérifie les conditions de 1’énoncé. [J

5.2

Soient (D', 1,7, Z') € L(D) et d € D'. Posons d = 1p/(d’). On définit les relations
d’équivalence ~ )4, dans V(;f) et ~, dans V(;fl)/. Soit v € V(Z). Notons f/{) I’ensemble des
v e V(lpd)/ tels que ¢y (V") ~p, v. On vérifie que cet ensemble est clos pour la relation
~m,, - Plus précisément :

(1) V! est réunion finie de classes d’équivalence pour la relation ~ My

En effet, grace a 5.1(1), on peut fixer e; € P tel que la classe d’équivalence de v
dans V(f)) soit incluse dans e; *X?. On peut ensuite fixer e € P tel que I'image réciproque
de e7'X? par ¢y o soit incluse dans e ' X%, Alors V! C e ' X/¥. D’aprés 5.1(5), toute
orbite pour 'action de T/ ' » dans V(;fg/ est incluse dans une classe d’équivalence. Or cette
action n’a qu’un nombre fini d’orbites dans e ' X%, L’assertion (1) s’en déduit.

On fixe un ensemble V! C f/{) de représentants des classes d’équivalence. Pour tout
v €V on fixe piy, € Mg, tel que piy,(v) = tbyr (v'). On note j, 0 : G&,ﬂ/ — Gy, le
plongement j, ., = ﬁ;,’lv O iy,arw- De méme, pour s € Z), on N0te Jy s © S ors — Baos
le plongement ﬂ;’,lv,s O ot f s+
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Soit F' € C'L,. Pour tout v' € V., on fixe g, , € G4 vérifiant les conditions du lemme
5.1 relatives a I’élément pi,y,, € My,. On a alors des diagrammes commutatifs :

Ad(gv/’v)_loi%d/

:1/71}/ — Gd,v

l Td v l Tdv
! ’
d' v - Gd,U7

, Ad(gvz’v)_loz'w’d/

gd/,v/,s - gd,U,S

l TTd o' s l Td,w,s

— jv,v/,s —

gd’7v’,s - gd,v,s-

Le lemme 5.1 fournit l'interprétation suivante de l'ensemble V). Soit v' € V(;yd), tel
qu'il existe g € G4 de sorte que g(v) = Yy #(v'). 1l existe alors un unique v” € V) et un
élément ¢’ € G, tels que v/ = ¢'(v").

5.3

Soient (D', 4,1, 2") € L(D) et d' € D'. Posons d = {p/(d').

Proposition 5.3 : Supposons Z' # 0. Il existe une application linéaire lp:, : S — S;d'
vérifiant la condition suivante. Soient p € 8¢, F € CL,, Z' € ¢y, X' € g}y ,..- Supposons
que

7T‘eg :

/
cent

(a) E4(Z') € £, ., et son image dans t,,, () est égale & Z';
(b) X' €y,

Posons X = iy 4 (2" + X'). Alors on a I'égalité :

JOU(X, reap(p)) = T (X', rea o Lpry(p))-

Remarque. L’élément X est semi-simple et régulier. En effet, choisissons ¢’ € G™?
tel que Ad(g') o &q(X') € £™°4. Notons X/ cet élément et posons Z; = Ad(g') o &x(Z') =
Ex(Z') (puisque £y (Z') est central dans g'). 1l existe g € G™ tel que Ad(g) o &4(X) =
iy(Z7 + X1). Notons X; ce dernier élément. Il suffit de prouver qu’il est régulier. Soit
a € %, posons o = (a) € X*. Onaa(X;) =a (Z+X]).Sia € ¥ onac/(Z}) =0
et o/(X]) # 0 puisque X’ est régulier. Donc a(X7) # 0. Si o/ ¢ ¥, on a val(a/(X7)) > r
puisque X' € gy ... On aval(a'(Z])) > r. Plus précisément, posons r = = avec n € Z et
e € P. La réduction dans F, de @,"a/(Z}) est o/(Z"). Par I'hypothese 4.5(1), ce terme
est non nul. Donc val(o/(Z})) = r, puis val((Z7 + X7)) = r et val(a(X;)) = r. A
fortiori a(X7;) # 0.

Preuve. On peut fixer ¢ € ®? tel que r(¢) > r et définir pr, sur S(¢).

Si r(¢) > r, on pose lp ,(p) = 0 pour tout ¢ € S(¢). On doit montrer que sous
les hypotheses de 1'énoncé, on a J% (X, rear(p)) = 0. Reprenons le raisonnement de
la remarque ci-dessus. Parce qu'on suppose Z' # 0, on voit qu'il existe #* € X* tel
que val(z*(X;)) = r. D’apres le lemme 3.2.1, cela entraine X & g4,+. Or reap(p) est

a support dans g4,4+. La classe de conjugaison de X ne coupe pas ce support, donc
J9 (X, rear(p)) = 0.
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On suppose maintenant r(¢) = r. Le méme raisonnement que dans la preuve de la
proposition 3.4 nous permet de remplacer ¢ par une facette qui coupe V(i) x {r}. Fixons
v E V(;f) tel que (v,7) € ¢. Soit p € S(¢) et soient F, Z’, X', X comme dans 1’énoncé.
Posons f = reap(¢). On a :

JOU(X, ) = A(X) /G S (X)) ds.

En reprenant les calculs de la remarque, on a :

X)=[[TaCol? =1 IT a2 IT o/ ()12

agdl aeX\X/ o€y’

Le second produit vaut A’(X’). Les termes qui interviennent dans le premier sont de
valuation r. On obtient :

(1) AX) = g2 PI-EAY (XY,

Soit g € G4. Pour que f(Ad(g)(X)) soit non nul, on doit avoir Ad(g)(X) € g4, Nous
n’avons défini que les réseaux de Moy-Prasad associés aux points de V¢ mais on sait
bien qu’on peut en associer a tout point de I'mm(Gyg, F'). Avec une notation évidente,
la condition précédente est équivalente a X € gg4-1(y), Or :

(2) 'ensemble des v; € Imm(Gy, F) tels que X € gg., » est inclus dans I'image du
plongement jy 4.

Cela résulte du lemme 2.2.6 de [KM]. Les hypotheses de ce lemme sont vérifiées :
iy a(Z)) est un "bon élément” au sens de [KM] et iy 4 (GY) en est le centralisateur dans
Gy.

On peut donc se limiter aux g tels que g~*(v) appartienne a 'image de j 4. Puisque
tout élément de Imm(G/,, F) s’écrit ¢'(v') avec ¢’ € G', et v' € V'¥ les considérations
de 5.2 nous permettent d’écrire I’ensemble précédent comme 'union disjointe :

-1 - !
I_IU/E];{) Gd,vgv/,vlw,d/ (Gd/ ) :

Pour v' € V!, posons :

Ty = / F(Ad(g)(X)) dg.
Gawg,, ty,a (Gly)/Tx

Alors :
(3)  JUX ) =AX) D T
v'eV]
Fixons v € V). On a iy 4(Gl) N gv/,UdevgJ}v = iya(Gy ). En effet, pour ¢' € Gy,
ipa(g') appartient a gv/,Udevg;}v si et seulement s'il fixe le point ¢y o (v") de I'immeuble
Imm(Gg, F). Puisque jy, i est injectif, cela équivaut a ce que ¢’ fixe v', ie. g’ € Gy .
D’autre part Ty = iy o (T%/). Alors :

Jy = >

Q/GG&/’U/\G;//T)/(/

| F(Ad(g)(X)) dg
Gangyr iy,a(9)Tx/Tx

= > my [ fAd(R)(X,)) dE,

G
Q/GG&/’U/\G;//T)/(/ v
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ol on a posé :
mg = mes(Gaugy yiva (9)Tx /Tx)mes(Gay) ",
Xy = Ad(g,,iva(9))(X).
Notons ¢!, € ®'Y la facette qui contient (v',r). Définissons les fonctions suivantes :
p1 € S(¢) par 1 (Y) = ¢~ MG 37 o p(Ad(2)(Y));
~ — dim G/, ’ -

Spl,v’ € S(ﬁb;/) par Q1. = |Gd’,v’| 71611 _( v )/2§01 ojv,v’,r;
v € S(dy) par ou(Y') = 010§y (2) +Y7). ,
Cette derniere définition est loisible. En effet, pour tout 1_)” € VI Tintersection de
¢ avec @, est égale a t.,,.(r)!. De plus, la restriction de £, & t,,,, est équivariante
pour les actions de I' : la torsion par I'action du groupe de Weyl ne se voit pas sur le
centre. Il en résulte que £,'(Z') appartient & O, POUT tout v” € V',

Posons f,, = rea’n(p, ). Pour tout ¢’ € G/,, on a 'égalité :

(4) F(Ad(R) (X)) dh = / fur(Ad(K g') (X)) dI.

’
Gd,v

d! v/

E/

cen

En effet, on a :

Xy = Ad(g;}v) oiyalZ + Ad(g) (X))
Les conditions Xy € ga, et Ad(g')(X') € gy s, sont équivalentes. Si elles ne sont pas
vérifiées, les deux membres de (4) sont nuls. Supposons-les vérifiées. Alors :

Td,v,r (Xg’> = jv,v’,r © 7Tcl’,v/,T(Z/ + Ad(g/) (XI)) = 5v,v/,r (€;1<Z/) + 7Td/,v’m<Ad(gl> (X/>>>

En se rappelant les définitions de nos mesures, on a :

| FAdR)(Xy)) dk = or0ma (Xy) = g G PG, o1 (651 (2 AT (Ad(') (X))
d,v

— ¢ GRG0 T o (Ad(g) (X)) = ¢~ G 2G, L (Ad(g) (X))
_ / Lo (Ad(K ¢)(X7)) .
d/,v/

Cela prouve (4).
D’autre part :

mgy = mes([iw,d' (gl)_lgv’,UGd,vg;,lyiw7d’ (g,)] N TX)_l
=mes(g 'Gly,g NTi) ™" = mes(Gly g T /T )mes(Gly ).
On en déduit :

JU/ = Z mGS(G:i/m/g/T)/(/ /T)/(,)mGS(GZl/W/)_l / fU/ (Ad(k/gl)(X/)) dk,

U

HIEG;/’U/\G&//T;(/ d’ !

— [ peAdg) X)) d
G\ /T,

Posons :
901 — @U,Ev{)qﬁ(\ﬁ |*\2|)gpv/ c @UIEVI/)S((b/IU/) C Srd _
L’égalité ci-dessus et les relations (1) et (3) démontrent 1'égalité :

JOUX, f) = IO (X red(¢")).

Il suffit de définir ¢p/,.(p) = ¢’ pour satisfaire aux conditions de 1'énoncé. [J

o2



6 Classes de conjugaison stable

6.1

Notons B I'ensemble des couples (Z,7) tels que r € Zyy et Z € t(r), Z # 0. Le
groupe W x T agit sur B via son action sur les espaces t(r). On pose :

B=(B/W).

Remarque : Il existe e € P tel que, pour tout (Z,r) € B dont I'image dans B/W soit
fixe par I', on ait er € Z.

En effet, la condition Z # 0 impose que (£(r)/W)F soit non nul et une variante du
lemme 3.2.1 entraine le résultat.

Soit b € B. On va lui associer un élément de L£(D). Pour cela, choisissons un
relevement (Z,7) de b dans B. Notons ¥; I'ensemble des o € ¥ tels que a(Z) = 0.
En caractéristique nulle, il est bien connu que le commutant d’un élément semi-simple
d’une algebre de Lie est une sous-algebre de Lévi. La méme propriété est vraie en car-
actéristique positive sous ’hypothese (Ps). Donc ¥ est un sous-ensemble de Lévi de X.
Il existe w € W tel que w(X;) soit standard, c¢’est-a-dire engendrée par +(w(3;) N A).
Quitte & remplacer (Z,r) par (w(Z),r), on peut supposer ¥; standard. Notons W, le
sous-groupe de Lévi de W associé a ;. Toujours grace a (Pg), c’est le fixateur de Z.
Puisque b € B, il existe pour tout v € I un élément w(y) € W tel que w(y)y(Z) = Z.
Ce w(y) n’est pas unique mais sa classe Wiw(7y) 'est. On a en tout cas w(y)y(2;) = X.
Quitte & multiplier & gauche w(y) par un élément de W7y, on peut imposer que w(y)y
conserve ¥; N A. cela détermine uniquement w(7y). On pose X* = X* 1 : X* — X*
est l'identité et on munit X'* de I'action de I' telle que ¥ oy = w(y) oy o ¢. on
définit par dualité X, et ¢ : X, — X,, on pose X/ = ¢~ 1(X)), A = 713 N Ay),
¥ o= Y(X), A = (X1 NA)), Z = ¢ (Z), oit ¥; est I'ensemble des & pour
o € ¥y. Posons D' = (X*, %, A, X! % A). Alors (D',4,r,Z') appartient a L(D).
C’est ’élément cherché.

Cet élément n’est pas défini de facon unique car il n’y a pas unicité du choix de (Z, 1)
tel que I'ensemble ¥ soit standard. Mais les différents éléments de L£(D) que l'on peut
construire sont équivalents. Inversement, si on en fixe un, que 'on note (D', ¢, r, Z'), le
terme (¢(Z'),r) est un relevement de b dans B.

6.2

Notons Z~. I'ensemble des familles :
(Zl, ZQ, ceey Zk; T1y .0y Tk)

telles que :

(i) k est un entier > 1;

(i) 71,07k € Zgpy €t 171 <72 < oo < T

(iii) pour tout i = 1,...,k, Z; € t(r;) et Z; # 0.

Pour tout ¢ = 1, ..., k, notons ¥; 'ensemble des o € ¥ tels que a(Zj) = 0 pour tout
Jj €{1,...,i}. Notons X, ; l'intersection de X, et de ’espace vectoriel sur QQ engendré par
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les & pour a € %;. Posons t; = X,; ®; F, C t. Rappelons que (r;) n’est que t muni
d'une action tordue de T'. L’espace t; s’identifie & un sous-espace de (r;) que 1'on note
t;(r;), qui n’est en général pas stable par I'. On impose :

(iv) pour i = 1,....k — 1, Ziy1 € t(ry);

(VM t2t 2.2t ={0}

Il v a une certaine dissymétrie dans cette définition. On impose que Zo, ..., Z;, sont
en quelque sorte dans une certaine algebre semi-simple, on ne I'impose pas pour Z;. De
fait, le centre joue ici un role perturbateur.

Le groupe W x I agit naturellement sur Z, : pour w € W x T,

W(Zla i Zk;Th -"7776) = (W(Zl)a "'7W(Zk);r17 ...,T‘k).

Tout élément de Z, est régulier, c’est-d-dire que son fixateur dans W est trivial. En
effet, soit 2 = (Zy,..., Zp;71,...,T1) € Z,, introduisons les ensembles ¥;. Comme on 'a
rappelé en 6.1, ce sont des sous-ensembles de Lévi de X. Notons W; les sous-groupes
de W associés. Le fixateur de Z; dans W est Wi. Celui de Z, dans W; est W, etc...
Finalement le fixateur de Z est Wy. Mais Wy, = {1} car ¢, = {0}.

On pose Z, = (E‘:’./W)F. A tout élément z € Z,, on va associer un groupe D,. Soit
Z un relevement de z dans Z,. Pour tout v € T, il existe un unique ws(y) € W tel que
wz(y)y(2) = Z. L’application 7 +— w;z(7y) est un cocycle de I dans W. Notons X, ; = X,
s+ X,z — X, l'identité et munissons X, ; de I'action de I' telle que ¢z0y = wz(y)oyor;.
On pose D: = (X, z)r.tors- Ce groupe dépend de Z. Mais soit 2’ un autre relevement de z
dans Z,. Il y a un unique w € W tel que w(Z) = 7. Il y a alors un unique isomorphisme
w: X, ; — X, tel que )y ow = w o 1);. Cet isomorphisme est équivariant pour les
actions de I' et définit un isomorphisme de D; sur Dz. On note D, la limite inductive
des D, les applications de transition étant ces isomorphismes canoniques.

Avec les mémes notations, de I’homomorphisme ?; se déduit un homomorphisme
X.: — X./X. s Ce dernier est équivariant pour les actions de I'. Il s’en déduit un
homomorphisme de D; dans D. Il est compatible avec les applications de transition. On
obtient un homomorphisme que l'on note ¥p, = D, — D.

Si ¥ £, onpose Z = Z,, Z =2, Si% =0, cest-d-dire si D est la donnée de
racines d'un tore, on adjoint & Z, la famille vide en posant Z = Z, U {0}. On considére
que cette famille vide est fixe par I'. On pose Z = Z, U {0}. On pose Dy = X..r tors-

6.3
L’application :

Z, — B
(Zl, cees Zk, T1y.ey Tk) — (Zl, Tl)
est surjective et équivariante pour les actions de W x I'. On en déduit une surjection
Ze — B. Soit b € B. On note Z; la fibre de cette surjection au-dessus de b. Comme en
6.1, associons & b un élément (D', 1,7, Z') de L(D).
Soit z € Z;,. On peut choisir un relevement de z dans Z, de la forme :

(O(Z"), Zyy ooy Zyi Ty Ty oy Th).

Considérons la collection :

(Z' AN Za),y ey 0N 20317y oy ).
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On vérifie quelle appartient & Z. (I’analogue pour D’ de Z,) et que son image dans
Z! /W' est fixe par T'. Notons (%(z) cette image, qui appartient donc & Z.. On vérifie
qu’elle ne dépnd pas du relevement choisi de z.

On peut en dire autant de la collection :

(VN Zy),y s 0N Z3)i 72y oy ),

A ceci pres que les ensembles Z. et Z. doivent étre complétés en Z' et Z’. On note ((z)
I'image de cette collection dans Z’.
On a ainsi défini deux applications :

z,
g
Z,
BN\
Z/

Elles sont injectives. L’image de 3% est ZJ,, ol ¥ est I'image de (Z’,7) dans B'. Pour
décrire I'image de 3, introduisons quelques notations. Pour z € Z, on définit r(2) ainsi :
si z est image de (74, ..., Zy; 71, ..., 7), 7(2) = r1; dans le cas particulier ol z est vide,
on pose 7(z) = co. On a défini en 1.5 la donnée D) . Notons Z/,. l'ensemble qui lui
est associé. Il y a une injection naturelle Z/, — Z’. L’image de [ est I'image par cette
injection de I'ensemble des 2’ € Z, tels que r(2’) > r.

Pour z € Z;, on définit les groupes D, Dgi(.), D). Il résulte de leur construction
que Dgi(.y = Dp(.) et que de ¢ se déduit un isomorphisme D) = D.. Le diagramme
suivant est commutatif :

| Yoy, L b,
D p

6.4
On fixe jusqu’a la fin du chapitre 6 un corps F' € C'L,. Pour X € t™*¢ posons :
r(X) =inf{val(z*(X));z* € X"}

Cette notation est cohérente avec celle de 3.2. On a r(0) = oco. Si X # 0, la borne
inférieure est atteinte, c’est-a-dire qu’il existe z* € X* tel que val(x*(X)) = r(X). Cette
borne 7(X) appartient a Z,.

Pour un sous-systeme de racines ¥’ C ¥, on note X, sy cens I'annulateur de ¥’ dans X,
et X, s/_qer l'intersection de X, avec 'espace vectoriel sur Q engendré par les coracines
& pour a € Y. On pose :

mod mod mod mod
tE’—cent = X*,E/fcent ®Z F ; tz’—der = X*,E/fder ®Z F .

L’hypothese (Ps/) entraine que X, sv—cent @ Xusv—ger est d’indice premier a p dans X,.
On en déduit la décomposition :

mod __ ¢mod mod
(1) t — X/ —cent D tE/fder'
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Notons t,., I'ensemble des X € t tels que a(X) # 0 pour tout o € X. Nous allons
définir une application :

Ctmod , Z

reg

Soit X € tmo4. Supposons X = 0. Les deux hypotheses ”X = 0” et "X est régulier”

reg ~
entrainent 3 = (). On pose ((X) = (). Supposons maintenant X # 0. Considérons le
sous-ensemble de Z,) :

{r(X)} U{val(a(X));a € ¥}

Notons ses éléments dans 'ordre croissant 7 < 75 < ... < 1. On a r; = r(X). Pour
1 =1,...,k, posons :
Y ={a e Zyval(a(X)) > r;}.

On a:

Les ensembles ¥; sont des sous-systemes de racines de Y. La décomposition (1) se
généralise sous-la forme :
d d d d d d d d
tmo = g]nlofcent EB (tg?fder N tg]ngofcem» EB (tg;fder N tg]ng,ofcent) EB EB (tgf,lfder N tg]n:fcent)'
On décompose X en X = X; + X5 + ... + X} conformément a cette décomposition. Il
résulte des définitions que, pour ¢t = 1,...,k, X; € t,’f‘f"d \ tﬁ’;ﬁrd. Notons X; I'image de X;
par la projection t:f;"d — t(r;). On vérifie que la famille :

(X1, oo, Xpi 71y oy T3
appartient & 'ensemble Z (les ensembles 3; introduits en 6.2 relativement a cette famille
sont ceux définis ci-dessus). On note ((X) cette famille, ce qui définit 'application ¢.
L’application ¢ est équivariante pour les actions de W et T'. Posons Zp = (t7.o? /)"

On déduit de ¢ une application :
(:Zp — Z.

6.5

On définit la variété sur F', non connexe :

9p = |_|9d-

deD

On définit de facon évidente les ensembles de points g7°?, gp etc... et le sous-ensemble

gD,re :

S(g)ient X € Garegy X' € G reg- On dit que X et X' sont conjugués si d = d’ et il existe
g € Gy tel que Ad(g)(X') = X. On dit que X et X' sont stablement conjugués s’il existe
g € G tel que Ad(g) o £ (X') = £4(X). Grace au lemme 3.2.1, on peut remplacer dans
cette définition la condition g € G par g € G™?,

Il est bien connu que l'ensemble des classes de conjugaison stable dans gp ., est
en bijection avec (t,.,/W )¢ /F) Grace au lemme 3.2.1, cet ensemble est égal a
(tod /W', ie. & Zp. La bijection se construit ainsi. Soit X € ggreg- On choisit X' € ¢

et g € G tels que Ad(g) 0 &q(X) = X'. L’image de X’ dans £207 /W est fixe par I'. On
associe a X cette image.
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Pour zr € Zp, on note C(zp) la classe de conjugaison stable dans gp ., associée a
zp et cl(zp) Pensemble des classes de conjugaison (ordinaire) contenues dans C(zp).
Soit zp € Zp, posons z = ((zr) € Z. On va définir une application :

0 C(ZF) — Dz.

Fixons Z € Z relevant z. Par construction de ¢, il existe Z € tﬁé‘;d relevant zp tel que

¢ (Z) = Z. Les éléments de tf,’é‘;d relevant zp étant tous conjugués par W et z étant
régulier, 1'élément Z est uniquement déterminé. Pour tout v € I', on a défini en 6.2
I'élément w;(y) de W. D’apres 1'équivariance de 5 , c’est 'unique élément de W tel que
wz(7)y(Z) = Z. Notons T le tore sur F' dont le groupe des cocaracteres est X, ;. On
a un isomorphisme ¢; : T; — T, défini sur F¢, tel que 15 o v = ws(7) oy o ¥; pour
tout v € I'. En appliquant a ce tore les résultats rappelés en 1.9, on a l'isomorphisme
Hl(r, Tgmgd) = (X*,Z)F,tors = D:.
Pour « € T', définissons az(y) € T™? et ny(y) € N™4 par :

az(y) = [I a2

aeX,a>0,wz(y) " (a)<0

nz(v) = n(w:(7)),
ot n: W — N est la section définie en 1.4. Soit X € g4, N C(2F). Fixons g € G™? tel
que Ad(g)o&4(X) = Z. Pour v € T, on vérifie que gdp(y)y(g) ! est un élément de N™?
dont l'image dans W est ws(7). Alors gdr(v)y(g) tnz(vy) taz(y)~t € T™. On définit :

6:(X) : T — Tymed

par 0:(X;7) = ¥: (9dr(y)v(9) " 'nz(v)taz(y)t). Grace au lemme 2.2A de [LS], on
vérifie que §5(X) est un cocycle. On note encore d3(X) sa classe dans H*(T', 77%°¢) = D:.
Cela définit une application 05 : C(zp) — Ds.

Soit ' un autre relevement de z dans Z. Grace au lemme 2.3A de [LS], on voit
que 603 et 0z se correspondent par l'isomorphisme canonique D; ~ D;. La famille des
applications J; définit donc Iapplication cherchée ¢ : C'(zr) — D,.

Evidemment 6(X) ne dépend que de la classe de conjugaison de X. L’application o
définit par passage au quotient une application 6 : cl(zp) — D.,.

Lemme 6.5 : (i) Soit d € D. Pour X € C(zr) Ngq, on a ¢p, 0 6(X) = d.
(ii) L’application d.; est bijective.

Preuve. On reprend les notations de la construction de d.,. On fixe Z et Z comme
dans cette construction. Puisque G est quasi-déployé, un théoreme de Steinberg ([St]
théoreme 9.8) affirme qu'il existe Xy € g et go € G™? tel que Ad(go)(Xo) = Z.
Fixons de tels éléments. Alors Ad(gg)~' o ¢ est un isomorphisme de T; sur Tx,. On
peut remplacer 0; par I'application &y : C(zp) — Hl(F,T)’g)"d) définie par §o(X;v) =
Ad(go) "t o1p:(8:(X;)). Plus correctement, dy(X) est la classe de ce cocycle. Définissons
une application ag : I' — T%°? par :

ao() = gy 'az(v)nz(7)v(90)-

Pour X € g4, N C(2F), choisissons h € G™ tel que Ad(h) o &(X) = Xp et définissons
a(X) : T — T par a(X;v) = hdp(y)y(h)~'. Les applications ag et a(X) sont des
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cocycles. Remarquons que 'élément ¢ utilisé dans la construction de d;(X) peut étre
choisi égal a goh. On a alors 1’égalité :

(1) Go(X) = a(X)ag".

L’inclusion T)’?O‘Jd C G@mod définit un homomorphisme H 1(F,T)’?0"d) — HYT,G™17). Le
diagramme suivant est commutatif :

Hl(F,T}?OOd) — HYT,Tred) = D:
l | ¥p.
HY(T, Gm4) = D

Le cocycle ag est cohomologue au cocycle v +— az(y)nz(7y). Mais la construction de ces
termes az(7y) et nz(y) se releve a Gy, et le cocycle précédent est l'image par ¢ d'un
cocycle a valeurs dans G4, Puisque H(I', G™*?) = {0}, cela entraine que l'image de
ap dans H(T', G™°?) est nulle. L'image de a(X) est celle de df, son image dans D est d.
Grace a (1), on obtient la premiere assertion de 1’énoncé.

Toujours grace a (1) et puisque H(T, T)’}g"d) est un groupe, 'application §. est bijec-
tive si et seulement si 'application X — a(X) se factorise en une application bijective
de cl(zp) sur HY(T, T%°?). On peut fixer d, noter H*(I', T¢%), la fibre au-dessus de d
de I'un ou l'autre des chemins du diagramme ci-dessus, cl(zp)q 'image dans cl(zr) de
C(zr) N gq et montrer que 'application précédente, restreinte a C'(zr) N gq, se factorise
en une bijection de cl(zp)q sur H*(I', %) . La démonstration est standard. O

6.6

Soit z € Z,, notons b son image dans B. Comme en 6.1, associons a b un élément
(D',4,r,Z") de L(D). Posons 2* = (%(z) € Z., cf.6.3. Considérons les deux ensembles
(2) € Zp et C1(3%) C 24

Rappelons que I'on dispose de I'isomorphisme 4y, : gmed _, gmod 1] 1)est pas équivariant
pour les actions de T' mais lapplication que l'on en déduit de t™o¢ JW' dans tmod /W
Pest. Soit 2% € ¢"~1(2!), choisissons un relevement X* € t;?gad de 2. Le terme i,(X")
est régulier : si a = (/) avec o € X, on a a(iy(X*)) = o/ (X*) £ 0;si a € T\ (),
on vérifie que val(a(iy(X?))) = r. L'image de i,,(X*) dans £79¢/W est fixe par T, i.c.
appartient & Zr. Notons zr cette image. Alors zp € (71(2).

Inversement, soit zp € ¢(~(z). Choisissons un relevement # de z dans Z de la forme
(W(Z"), Zy, ..., Zy; 7,79, ..., 71). 1] existe un unique relevement X de zp dans tﬁ’é‘;d tel que
{(X) =% Ona i;l(X) € tr’;“g"d Pour v € I', on a y o, "X) = iy Lo wy(v) oy~(X).
Puisque X releve zp, il existe u, € W tel que wy(7y) o 7(X ) = u,(X). Puisque ( est
équivariante pour les actions de W et I', on a aussi wy () 0 7(2) = u,(2). Cela entraine
wa() 07 0 Y(Z) =ty 0 Y{Z). Mais wy(y) 00 ¥(Z) = 109(7') = $(2)). Alors u,
appartient a ¢ (W'). Il existe donc u, € W’ tel que v o i;l(X) =ul, o zwl(X). L’image
de i;l(X) dans £ /W' est fixe par I, i.e. appartient & Z4,. Notons ziﬂ cette image. On

reg
7. . N /__
vérifie que z% appartient & ¢'~1(2%).
Les deux applications zp < 2 que l'on vient de construire sont inverses l'une de
I’autre. On a ainsi établi une bijection :

(1) M) = (T,
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Posons 2" = ((z) € Z’, ¢f.6.3. A la donnée D/, sont associés des ensembles Z)_,. et
Zher p €6 une application (., : 25, p — Z.,. En fait, Z)_ resp. Z)  r, se plonge na-
I’ensemble

turellement dans Z’, resp. Z7, et on I'identifie a son image. Notons aussi t/_ |z

rnEmod dont Pimage dans (1) est Z. Soit 2%, € ¢'~1(2), choisissons

\ / / N 7z . .
un relévement X* de zlﬁm dans tr?;d. Conformément a la décomposition :

des éléments de t/

"mod __ {mod "mod
t - tcent D tder )

écrivons X* = Z' + X'. On vérifie que 7’ € tonsz € que I'image de X' dans tmed /W
est invariante par I'. Notons 2 cette image. Elle appartient a Zj_ . et on vérifie que
Clher(25) = 2. On a ainsi défini une application :

<2) Cil(’zﬁ) - tIcent|2’ X d;’l(ZI)’
qui est évidemment bijective.

Lemme 6.6.1 : L’application ( est surjective.

Preuve. Le temps de cette preuve, on s’autorise a faire varier D. On raisonne par
récurrence sur le rang de D. Le cas de rang nul est trivial. On revient a notre D et on
suppose le lemme prouvé pour les données de rang strictement inférieur. Soit z € Z. On
veut montrer que ¢ ~1(2) n’est pas vide. Dans le cas ot ¥ = () et z = ), on a simplement
Zpr = tet 'élément 0 € t vérifie ((0) = (). Supposons z € Z,. On effectue les constructions
précédentes. Puisque Z' # 0, on a rang(D),,) < rang(D') = rang(D). Par I'’hypothese
de récurrence, C;l;}(z’ ) n’est pas vide. On a la suite exacte :

"mod "mod "mod "mod ri
0— tcent N trJr - tcent M tr - tcent

(r) =0

Le I'-module t/c?&d N t;]:ﬁ"d est cohomologiquement trivial, on en déduit que I’application :

!
tcent

N t;,mOd .y (T)F

cent

est surjective. Alors t/ n’est pas vide. D’apres (1) et (2), (71(z) n’est pas vide non

ent|Z'
plus. O

Reprenons les données du début du paragraphe. Soit 2z € (~!(z), notons zfv son
image par (1) et (Z,z}) P'image de z% par (2). On dispose des classes de conjugaison
stable C(zp), C(2%), C(2}) et des ensembles de classes de conjugaison cl(zp), cl(2%) et
cl(z).

Remarque. On consideére ici 2 comme un élément de Zj et non de Zj, ... Les
éléments des classes dans cl(z) appartiennent a des algebres g, , mais on considere
leur conjugaison par G’,. Les groupes dérivés n’interviennent pas.

On a défini une application ¥p : D' — D et, pour tout d € D', un plongement
i : Gy — Gy, (@), d’olt aussi un plongement iy o : @ — Gy, (d)- Ces applications se
regroupent en une application linéaire :

. . ,
Zva/ . gD/ — gD

Cette application est compatible & la conjugaison et & la conjugaison stable. Si X* €
C(2%), on vérifie que iy (X*) € C(zp). De iy pr se déduit une application encore notée :

iy () — c(zp).

29



L’élément Z' est central pour la donnée D’ et agit de facon simple sur les classes de
conjugaison. De fagon précise, soit d’ € D’. Alors 5;1 se restreint a t;’g,;d en une application
invariante par I'. En particulier, £,' (Z’) appartient & g/,,. L’application X’ — X'+, (Z)
définit une bijection de C(z}) N gl, sur C(z%) N g, De ces applications se déduit une
bijection :

() S ().

On a dit en 6.3 que l'on pouvait identifier D,, D, et D,.

Lemme 6.6.2 : Le diagramme suivant est commutatif :

d(zy) S el(zh) g4 cl(zp)
Loy Loy 1 dci

D, 5 D > D,

P

Remarque. Grace au lemme 6.5, cela entraine que l'application iy, pr de I'énoncé est
bijective.

Preuve. La commutativité du carré de gauche est immédiate : la construction de ¢/,
est insensible a ’addition d’éléments centraux.

Choisissons un relevement Z de z dans Z~. de la forme :

(W(Z"), Zyy ooy Zyi 7y Ty oy Th).

Posons ¥ = (Z',¢"YZy), ..., Y (Zy);7, 79, ...,7). C'est un relevement de 2* dans Z!.
Pour v € I, on a défini wy (), wz(y) € W et wz(y) € W’. On a les égalités wz(vy)y(Z) =
Z, ws(7)y(Z4) = 2 et iy 0oy = wy(y) oy 0iy. On en déduit :

(3)  wz(v) = P(wz (7)) wy (7).

D’apres 4.6(1), les longueurs s’ajoutent dans cette égalité, c’est-a-dire que la longueur
de wz(7y) est la somme des longueurs de wz(7y) et de wy (7).

De (3) résulte que I'application ¥>' 0y 0z : Tz — T; est définie sur F. On
en déduit un isomorphisme H*(T', T*%) ~ H*(T', T2"*%), qui s’identifie & I'isomorphisme
Dzu ~ Dz

Comme en 6.5, on définit Z € tQ@Zd relatif & zp et 7 et, de facon analogue, Z* € t;’:g"d
relatif & 2%, et 28, Ona Z = i,(Z%). Soit d’ € D’ et X* € g/, NC(2%,). Posons d = 1 (d') et
X =iy (X*). Fixons ¢’ € G'™ tel que Ad(g') o x(X*) = Z*. D’apres les définitions et
ce qui précede, I'image par 'application cl(zfp) % D.; — D, de la classe de conjugaison
de X* est la classe du cocycle, & valeurs dans T70? :

4) vz ody (9 dp(n)r(g) s (1) tag(v) ) -
D’apres la construction de 4.12, il existe h € G™? tel que :
fd O Z'md/ = Ad(h) O Zw o gd/
et, pour tout v € I,

(5) dr(y) = hiy o dip(y)ny,r(7)v(h) .
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Posons g = iy(g')h™". on vérifie que Ad(g) o £4(X) = Z. D’apres les définitions, I'image
par 6. de la classe de conjugaison de X est la classe du cocycle :

6) 7zt (gdr(M)Y(9) nz(7) raz(v) ) .

Pour démontrer le lemme, on doit prouver que les cocycles (4) et (6) sont cohomologues.
Posons 77 = ¢ (T{"?), ¢f. 1.7. Comme au lemme 1.7, on a H(T', T74) = {0}. 11
suffit de prouver que les images dans T2 /T des termes (4) et (6) sont égales. En
utilisant (5) ci-dessus et 4.7(1), on vérifie 'égalité :

gdr(V)v(9) " = ip (g dp(M)(g) Iny.r(7).

11 suffit alors de prouver que, pour tout v € I', les termes :

ip(az:(V)nz:(v)) et az(y)nz(V)nyr(y) ™"

different par un élément de T7¢. Ces deux termes appartiennent & N™¢, 11 s’agit de
prouver que leurs images dans N,..q par I’application red sont égales. Notons par un indice
red les images des différents termes par cette application : az,cq(y) = red(az(7y)) ete...
On a nzrea(v) = 1(wz(7)), Nz rea(v) = 10 (w5(7)), tyred(nzsrea(7)) = 10 Y(wz(7))-
Rappelons que ny(y) = 2y (7)n(wy(y)). Grace a (3) o, comme on l'a remarqué, les
longueurs s’ajoutent, on a 1’égalité :

Alors :
aZ,red(V)”Z,red(W)nw (7) ! = a/Z,red(f)/>,l>1/1,red(nZIj ,red(f}/))zw (7) - .

Grace au lemme 4.6(ii), ce terme est aussi égal a :

aZ,red (7) 21/1 (7) a 1i1/1,red (nZu ,red (7)) .

Il nous reste seulement a démontrer I'égalité :

(7)) azrea(V)2p (V)" =iy rea(azs rea(7))-

Fixons 7, posons wy = wy(7y), w = wz(7y), w' = Y (wz(y)). Par construction, les trois
termes intervenant dans (7) sont des produits de termes @(a,), ot @ € 3, a > 0, les a,
étant des éléments de Gy, req. Plus précisément :

- dans az,cqa(7), les a vérifient w(a) < 0 et a, = red o a(Z), olt red est cette fois
’homomorphisme de F™4* dans Grred ;

- dans iy rea(aze req(7)), les o vérifient w'l(a) < 0 et a, = red o a o iy(Zf) =
redoa(Z);

- dans 2z,4(7), les a vérifient wy ' (a) < 0 et a, = (r,a(2)), ot Z = (Z") est identifié
a un élément de t.

En utilisant encore (3), ou les longueurs s’ajoutent, on voit que I'ensemble des av > 0
tels que w='(a) < 0 est réunion disjointe de 'ensemble des o > 0 tels que w'~(a) < 0
et de I'image par w’ de I'ensemble des a > 0 tels que wy () < 0. On obtient :

azred(V) = iy rea(azt rea(y)) H w'(@)(red ow'(a)(Z)).

a>0,w51(a)<0
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Puisque ((Z) = %, on a red o 3(Z) = (r, 3(Z)) pour tout 3 € X\ ¢(%'). Soit a > 0
tel que wy'(a) < 0. D’aprés 4.6(1), on a a ¢ (X') donc aussi w'(er) & 1(X'). Alors

red o w'(a)(Z) = (r,w'(a)(Z)). Puisque Z est invariant par iy (W), ce terme est aussi
égal a (r,a(Z)). On obtient 'égalité :

azred() = tprea(azs rea(7))W (24(7))-

Grace au lemme 4.6(ii), 2z,(y) est invariant par w’ et on en déduit (7). Cela acheve la
démonstration. [J

7 Le théoreme principal

7.1

Soit F' € CL,. Pour d € D, on a défini en 3.3 les espaces S¢ et C=°(gq) et 'application
linéaire :
reap : ST — C(gy).

On pose :
S = @4epS?, CZ(gp) = BaenCe(ga)-

La somme des applications rear définit une application linéaire :
reap : S — C°(gp).

On peut considérer les éléments de C'°(gp) comme des fonctions sur 'ensemble gp. Pour
X € gpreg et f € CX(gp), on pose :

JGD<X7 f) = JGd<X7 fd)7

ou d est I'unique élément de D tel que X € g4 et f; est la composante de f dans C2°(gy,).

7.2

Théoréme : Soient z € Z et § € D,. Il existe une forme linéaire JP(z,8,.) sur S
vérifiant la condition suivante. Soient F' € CL,, zp € Zr, X € C(zp) et p € S.
Supposons ((zr) = z et 6(X) = §. Alors on a I'égalité :

JOP (X, reap(p)) = JP(2,6,¢).

Preuve. A z est associé un entier k tel que tout relevement de z dans Z soit de la
forme (Zy, ..., Zy;71, ..., 7). On note cet entier k(z). Si k(z) > 1 (i.e. 2z € Z,), il est de
méme associé a z la suite 71, ..., 74y ci-dessus. On pose r(z) = ry.

Nous allons raisonner par récurrence sur l'entier k(z). Précisément, pour k fixé, on
suppose le théoréme vrai pour toutes les données D', 2/, §' telles que rang(D’) < rang(D)
et k(z') < k. On suppose désormais k(z) = k.

Traitons le cas k = 0. Alors z est vide. Un tel élément n’existe que si D est la donnée
d’un tore. Ona D, = D. Soit F' € CL,. On a Zp = t = g et 'unique élément zr € Zp tel
que ((zr) = z est zrp = 0. L’unique élément X € C(zp) tel que §(X) = & est I'élément 0
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de gs. Soit o = >, ppa € S, avec pg € Sq pour tout d. Posons f; = reap(pq) € C°(ga)-
On a alors I'égalité :

TP (X, reap(p)) = f5(0).

Définissons sur Chaque 84 lapplication linéaire ' — ¢’(0) : si ¢ € % et ¢’ € S(0), ¢'(0)
est la valeur de ¢’ en 0 € gq4. On a alors I'égalité f;(0) = 4(0). 11 suffit de poser :
)

JP(2,8,¢0) = ps5(0

pour satisfaire aux conditions de I’énoncé.

On suppose désormais k > 1. On peut fixer d € D, ¢ € ®? et se contenter de définir
JP(2,6,.) sur S(¢) CSYC S. On a:

(1) si d # ¥p.(8), la forme linéaire JP(z,4d,.) = 0 sur S(¢) satisfait la condition de
I’énoncé.

En effet, d’apres le lemme 6.5(i), pour tous F, zp, X comme dans ’énoncé, on a
X € Gy,_(s), donc JP (X, reap(p)) = 0 pour tout ¢ € S(¢) si d # p,_ ().

On suppose désormais d = v¥p_ (). On a défini 7(¢) € Zgy. On a :

(2) Si r(z) < r(¢), la forme linéaire JP(z,48,.) = 0 sur S(¢) satisfait la condition de
I’énoncé.

En effet, soient F, zp, X comme dans ’énoncé et ¢ € S(¢). Pour tout élément
X' € gq conjugué a X, on a r(X') = r(z) donc X' € gg,(;) mais X' &€ g4,()+. Or,
par construction, reap(p) est a support dans gaq,) € @d,r(z)+- Donc rear(y) s’annule
sur la classe de conjugaison de X et J9? (X, rear(p)) = 0.

On suppose désormais r(z) > r(¢). D’apres le lemme 2.4.2 et la remarque de 6.1, on
peut fixer e € P, indépendant de nos données, tel que r(z) et r(¢) appartiennent tous
deux & 27Z. Il est légitime de raisonner par récurrence sur 7(z) —r(¢). Précisément, on va
supposer qu'une forme linéaire JP(z,d,.) vérifiant les conditions de 1’énoncé est définie
sur S(¢') pour tout ¢’ € ®¢ tel que r(¢') > r(¢).

Supposons d’abord 7(z) = r(¢). Notons b I'image de z dans B. Associons & b un
élément (D’,4,r, Z') de L(D). On a r = r(z). Posons 2’ = 3(z) € Z’, identifions & & un
élément de D./, posons d' = 1p_,(d) € D'. On a p/(d') = d. Introduisons I"application
linéaire lpr,. : S¢ — S;d/ de la proposition 5.3. Remarquons que S(¢) C S¢. D’autre part,
k(2') = k — 1 et I'hypothese de récurrence nous fournit une forme linéaire J2'(2', 4, .)
sur S’. Pour ¢ € S(¢), posons JP(z2,8,0) = JP'(2',6,lp,(p)). Montrons que cette
définition satisfait aux conditions de 1’énoncé. Soient F, zp et X comme dans I’énoncé.
Soit (7', 2}) € t'cemlz, x (-1(2') I'image de zp par la composée des bijections (1) et (2)
de 6.6. Soit X' € C(2}) tel que ¢'(X’) = 8. Comme ci-dessus, on a X' € g/,. D’apres
le lemme 6.6.2, X appartient a la méme classe de conjugaison que i,z (£, (Z') + X').
On peut supposer ces deux termes égaux. On peut appliquer au couple (éil(Z’ ), X') la
proposition 5.3, qui entraine 1’égalité :

J9UX, reap(p)) = J9 (X', redy o lpr, ().
Par I'hypothése de récurrence, le membre de droite est égal & JP'(2', 8, pr (), c'est-a-
dire, d’apres notre définition, & JP(z,d, ). D’olt I'égalité cherchée.

Supposons maintenant r(z) > r(¢). Introduisons I'application linéaire £,y : Sf( 0
Sr( &)+ de la proposition 3.4. Son image est contenue dans une somme finie d’ espaces S(o")

pour ¢' € ®? tel que r(¢') > r(¢). L’hypothese de récurrence portant sur 7(z) —r(¢) nous
fournit une forme linéaire JP(z, d,.) définie sur I'image de ¢,(4). Pour ¢ € S(¢), posons
JP(2,8,¢) = JP(2,8,0.(p)). On vérifie grace a la proposition 3.4 que cette définition
convient. [
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7.3

Le théoreme permet de comparer des intégrales orbitales relatives a des groupes
définis sur des corps de base différents. Mais il conserve une signification méme sur
un corps de base fixé. Il affirme alors une propriété de constance locale des intégrales
orbitales des fonctions appartenant a I'image de 'application rear. Exprimons-la comme
un corollaire, bien qu’elle ne soit qu’un cas particulier du théoreme.

Corollaire 7.3 : Soient F' € CL, et X, X' € gp rey. Notons zp, resp. 25, I'élément de Zp
qui parameétre la classe de conjugaison stable de X, resp. X'. Supposons ((zp) = ((z})
et, en notant z cet élément, supposons que, dans D, on a I'égalité 6(X) = §(X"). Alors,
pour tout ¢ € S, on a I'égalité :

JEP (X, reap(p)) = JP(X', reap(y)).

8 Endoscopie

8.1

Considérons les données suivantes :

(i) Dy = (X3, 20, Ay, Xan, Yy, AH) est une donnée de racines munie d’une actioon
de I';

(i) n est un couple d’isomorphismes de Z-modules X7, — X*, X,y — X,, en dualité.
On note aussi 1 chacun de ces isomorphismes. On impose (Xg) C %, n(Xg) € . On
impose aussi que, pour tout v € I'; il existe un élément de W, nécessairement unique,
que 'on note w, (), tel que no~y = w,(y)o~vyon.

Posons Ty = X5 ®,C* Iy = {t € Ty:Va € Sy, d a(t) = 1}. De l'action de I' sur
X7j; se déduisent des actions sur TH et Z .

(i) s € ZL. On impose que, pour o € ¥\ n(Xg), on a = 1(&)(s) # 1.

Le triplet (Dg,n, s) est appelé donnée endoscopique de D.

Soient (Dy,n,s) et (DYy,n',s") deux données endoscopiques de D. Un isomorphisme
entre ces données est un couple (f,w), ou f : Dy — D), est un isomorphisme équivariant
pour les actions de I' et w est un élément de W, ce couple vérifiant les relations :

(1) nof=won, f(s)e 5'2}5’0.

On a noté ici f : Ty — T} Visomorphisme déduit fonctoriellement de f et Z}?O la
composante neutre de Z}{F

Soit (Dy, n, s) une donnée endoscopique de D. Notons D la donnée (X,, 5, A, X* 3 A).
De cette donnée se déduit un groupe complexe G muni d’'une action de T preservant un
épinglage. Définissons de méme Dy, dont se déduit un groupe H. De 1 se déduit un
plongement 7 : H— Getss ‘interprete comme un élément du centre de H, fixé par I'.
Soit F' € C'L,, introduisons les groupes G et H sur F' associés a D et Dy. Le triplet
(H, 7, s) est un triplet endoscopique de G au sens habituel. Plus généralement, ¢’est un
triplet endoscopique de G, pour tout d € D. Par contre, la notion d’isomorphisme in-
troduite ci-dessus est plus fine que la notion usuelle. D’habitude, on remplace la seconde
condition de (1) par f(s) € ¢ Zg’offl(ZAg). Notre notion est adaptée a la considération
simultanée de tous les groupes Gy.
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8.2

On fixe pour tout le chapitre 8 une donnée endoscopique (Dy,n,s) de D. On note
encore 7 les isomorphismes qui se déduisent fonctoriellement de la donnée 7. On construit
les différents objets attachés a la donnée Dy et on les affecte d'un indice H.

Pour tout r € Z,), il y a un isomorphisme 7 : £ (r) — t(r), qui n’est pas équivariant,
en général, pour les actions de I'. Notons ) 'ensemble des familles :

(Yia "'7}719;7017 ...,Tk)

telles que :
- pour tout i = 1,..., k, on ait ; € Z, et Y; € ty(r;);
- la famille (n(Y1), ..., n(Yx); 71, ..., 7x) appartienne a Z.
On note :

np: Y
(Yl, ...,Yk;’f’l, ...,Tk)

Z
(77(1/1>7 ) TI(Yk); T1yeeny Tk)
C’est une bijection, qui n’est pas, en général, équivariante pour les actions de I'. Par
contre, I'application de J/Wy dans Z/W qui s’en déduit I'est. On pose Y = (Y/Wy )"
et on déduit de ny une application ny : J — Z qui n’est en général ni injective, ni
surjective.

Nous allons définir une application ¢ : Y — Zp. Soit § = (Y1, .., Y71, ., Ti) € V.
Siy=0,ie k=0, on pose é(y) = 0. Supposons k > 1. Pour i = 1, ..., k, notons Xz (7)
I’ensemble des a € Yy tels que a(Yj) = 0 pour tout 7 = 1,...,4. C’est un sous-systeme
de racines de Y. On a les inclusions :

—
—

Si 2 Su(1) 2 S4(2) 2 .. D Splk) = 0.

Considérons ’ensemble d’entiers :
(13U fi € {2, k) Sl — 1) 2 Sw(0)).

Notons ses éléments dans 'ordre croissant ¢; < is < ...75,. On a ¢; = 1. Pour j =1, ..., h,
posons Xy ; = Xp(ij). De fagon analogue aux décompositions introduites en 6.4, on a
pour tout r € Z,) une décomposition :

ty(r) = EH,EH,jfcent(T) S EH,EH’jfder(T)-

On pose Z; = Y;. Pour j = 2, ..., h, notons Zj la projection de Yij sur EH,EH,j,l—der(Tij)
relative a la décomposition ci-dessus. Montrons que la famille :

(1) (Zl,...,Zh;T‘il,...,Tih)

appartient & Zj. Les conditions (i) et (i) de 6.2 sont évidentes ainsi que la premiére
partie de (iii). Montrons que les ensembles Yy ; que 'on vient de définir sont ceux de
6.2, c’est-a-dire :

(2) ZHJ:{Q/GEH;Vm:L...,j,CY(Zm):O}-

On le démontre par récurrence sur j. C’est immédiat pour 57 = 1. Supposons j > 2 et
I’assertion démontrée pour 7 — 1. Par définition :

EH,]' = {O{ € E[—Ljfl;vm = ij*l + 1, 72]7 O[(}_/m> = O}

65



Puisque Yy (i; 1) = Xpg(ij_1+1) = ... = Sy (i;—1), ona a(Y,,) = 0 pour tout & € S,
et tout m =,y +1,...,4; — 1. On a donc simplement :

Sy ={o € Sy;1;a(Y;,) =0}

Par définition, Y Z appartient a tH SH o1 cent(rzj> Ce terme est donc aflnulé par tout
a € Xy eton peut remplacer la condition a(Y;;) = 0 ci-dessus par a(Z;) = 0. D’ou :

ZHJ = {OZ € Zij_l; Q(Zj) = O}

En utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient (2).
L’égalité (2) et la stricte décroissance de la suite :

Y1 2822 . 2 X =10

entraine la deuxieme partie de (iii) ainsi que (iv) et (v) de 6.2.
Notons €(7) la famille (1). Cela définit I'application €.
Cette application est équivariante pour 'action de Wy x I'. Elle se descend en une
application :
€:Y — Zy.

On a construit deux applications :

Yy

€./ N Ny
Z Z

Soit y € YV, posons z = 1y(y), zg = €(y). On a un isomorphisme naturel :
(3) D., ~D..

En effet, fixons un relevement § € ), posons 3 = ny(9), Zu = €(7). Pour v € T', soit
wy(y) un élément de Wy tel que wy(v)y(7) = §. Puisque € est équivariante pour les
actions de Wy x I', on a wy(y) = wz, (7). On a I'égalité N0y = wy(y) oy ony. On en
déduit ws(y) = n(wz(y))w,(7). Mais alors, 'application ;' ooz, : Xegz, — Xuz
est équivariante pour les actions de I'. On en déduit un isomorphisme Dz, — D3, puis
'isomorphisme (3). On vérifie que ce dernier ne dépend pas du choix de .

Soit zy € Zp. Alors s définit un élément s,,, de Hom(D,,,,C*). En effet, choisissons
un relevement Zy de zy dans ZNH Notons XI*J,EH le I''module dual de X, z,. De ¢z, se
déduit un isomorphisme :

Uz Ty = X} ©2, C — Xjr s, ®zC*.

La restriction de @H A Zy est équivariante pour les actions de I'. Alors @H (s) €
(X} 5, ®@2C%)F. Ce groupe s’envoie naturellement dans Hom(Ds,,,C*), parce que Dz, =
(Xsmzy )rtors- Enfing Hom(Ds,,, C*) s'identifie a Hom(D,,,,C*). On note s,, 'image
de @H (s) par cette suite d’applications. On vérifie, toujours parce que s est central, que
cette image ne dépend pas du choix de Zp.

Revenons a la situation précédente ou y € YV, z = ny(y), 2z = €(y). Grace a (3),
I'élément s,,, que I'on vient de construire s’identifie & un élément de Hom(D,,C*) que

I'on note s,.
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8.3

On fixe jusqu’a la fin du chapitre 8 un corps F' € C'L,. De 1 se déduit un homomor-
phisme t7°¢ — tm°d On note t%f(‘;l_reg I'image réciproque de tfézd et :

ZH,Gfreg,F = (tz?gfreg/WH)F'

Cet ensemble est inclus dans Zp r. L’homomorphisme t71°¢ — ™% n’est pas équivariant
pour les actions de I' mais ’application déduite tgf’g_reg /Wy — tflgd/ W Test. On en
déduit une application :
nz,
ZH,G—reg,F Z_)F ZF

Définissons 7 : tﬁ"g%eg — Y de sorte que le diagramme suivant soit commutatif :

e ., — et
(1) [ s
y oz

C’est possible puisque 7y est bijectif. On vérifie que 7 est équivariant pour les actions
de Wy x T'. On en déduit une application :

T ZH,G’—reg,F - y

Lemme 8.3.1 : Les diagrammes suivants sont commutatifs :

ZH,Gfreg,F L y ZH,Gfreg,F ; y
L nzr L ny ! ] €
Zr 5 Z Zur B Zy

Preuve. La commutativité du premier est immédiate. Soit Y € tgog_reg, posons X =

n(Y) € 12", Reprenons la construction de I'élément C(X) = (X, ., Xp; 71, oy i), cf.6.4.
On y a introduit des ensembles 3; C ¥ pour ¢ = 1,...,k et une décomposition X =
Xi+...+X,. Pouri=1,....k, posons Y; = n~1(X;). Posons § = (Y1, ..., Yi; 71, .o, 1) € V.
On a g = 7(Y). Construisons é(y) comme en 8.2. On a construit dans ce paragraphe une
suite 7 < ... < iy et des ensembles Xy (i) pour i =1,...k et Xy ; pour j=1,..,h. Ona:

(2) r(X) =1y, <71iy <o <7145

(3) EH D) ZHJ 2 ZH,Q 2 2 EH,h = @

Par définition, Y (i) = Xy Ny~ 1(3;) pour tout i = 1,...,k. Soit j € {1,...,h — 1}.
Pour o € ¥ j \ ¥ jy1, ona a € Xpg(ijy — 1)\ ¥ (ij41) done n(a) € X;, 1\ B
Cela entraine val(n(a)(X)) = r;;,, ou encore val(a(Y)) = 7;,,,. On a obtenu :

(4)pour j=1,...,h—let a € Xy, \ By 1, val(a(Y)) =1,

De la méme fagon :

(5) pour a € ¥y \ X1, val(a(Y)) = r(X).

Remarquons que 7(X) = r(Y). Alors les propriétés (2) a (5) caractérisent les suites
d’éléments de Z,) et de sous-systemes de racines de Yy que I'on utilise pour construire

Qj+1°

comme en 6.4 Pélément (x(Y). Cela montre déja que Cy(Y) et €0 7(Y) sont tous deux
de la forme :

Ca(Y) = (Uy, ..., Up; 1y oy T4, ),
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€o %(Y) = (Zh ceey Zh;’f’l'l, "'7Tih>'

Introduisons la décomposition :

mod mod mod mod mod mod
t tH X H,1—cent D ( H,X g 1—der M tH,ZJH’chemt) .. (tH,EH’h,lfder N tH,ZlH’hfcemf)'
. N , " A eriv :
Conformément a cette décomposition, écrivons
Y=YI+..4+Y,

et, pourt=1,..., k,
nNX) =Yg+ .+ Yip

Par définition des ensembles Xy ;, on a 71 (X;) € tgngyjfl_cent pour tout j = 2,...,h et
tout ¢ < i;. Donc Y;,,, = 0 pour ¢ < i; et m > j. Puisque Y =Y., ., n (X;), on en
déduit : -

6) Y, =>,_ 05, Yig pour tout j =1,....h;

on en déduit egalement :

(7) Yiu =n"H(X1);

(8) pour j =2,...,h, Y; ; est la projection de n~'(X;,) sur tg,”gH’jil_der.

Soit j € {2, ..., h}. Par définition, la j-itme composante U; de Cu(Y) est la projection
de Y; € tmOd dans tg(r;,). Pour i > i;, on a Y;; € tf50 C tﬁ"rd +- Sa projection dans

tr(ri,) est nulle. Gréce & (6), U; est donc égal & la projection de Y j dans tg(r;;). Grace
a (8), c’est 'image de n*I(XZJ) par le chemin nord-est du dlagramme :

mod mod mod
tI{,T‘l’j - H,EHyjfl—deT m tH,T"L’j

tu(r,) —  twsy, ,—der(Ti))

Ce diagramme est commutatif. Par le parcours sud-ouest, n~ (Xl-j) s’envoie successive-
ment sur Y puis sur la composante Z; de éo7(Y). D’olt 'égalité U; = Z;. On a supposé
7 > 2 mais, de facon analogue et en utlhsant (7), on montre que U1 Zl. Cela prouve
que Cy(Y) =éo7(Y) et le lemme. [J

Lemme 8.3.2 : L’application T est surjective.

Preuve. Soit y € Y. Posons z = ny(y). L’application ( est surjective (lemme 6.6.1).
Choisissons zp € Zp tel que ((2r) = 2. Choisissons des relevements § de y dans V,
Z de z dans Z et X de zp dans ot de sorte que Z = ny(y) et ((X) = Z. Posons
Y = n7Y(X) € tpd. Cet lément appartient évidemment & tHC‘f reg €0 son image par 7
est . Pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que I'image de Y dans tgfg%eg /Wy
est fixe par I'. Soit v € I'. Parce que g releve un élément de ), il existe w € Wy tel que
v(7) = w(g). Ce w est d’ailleurs unique. Parce que 7 est équivariant pour les actions de
Wy x T, v(Y) et w(Y) ont méme image par 7. De la commutativité du diagramme (1)
résulte que n(y(Y)) et n(w(Y)) ont méme image par . Parce que X releve un élément de
Zp, ces deux termes appartiennent a l'orbite de X pour I'action de W. Or la restriction
de C a une telle orbite est injective (parce que les éléments de Z sont réguliers). Donc

les deux termes ci-dessus sont égaux. D’ou y(Y) = w(Y'), ce qui achéve la preuve. O
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8.4

Soit zyr € ZHG_regr, POSONS zp = Nz p(zmr). A zp est associée une classe de
conjugaison stable C(zp) C gp. Revenant a un point de vue plus habituel, a zp p est
associée une classe de conjugaison stable C'(zy r) C h. Soient Y € C(zpp) et d € D.
Langlands et Shelstad ont défini le facteur de transfert Ag, y(Y,.), qui est une fonction
sur gq, & support dans C(zg) N gq.

Remarques (1) Langlands et Shelstad ont défini ce facteur de transfert sur les groupes.
Il se descend aux algebres de Lie. Il y est d’ailleurs beaucoup plus simple.

(2) Nous supprimons de la définition le facteur A, que nous avons incorporé a la
définition des intégrales orbitales.

(3) Le facteur de transfert n’est défini qu’a une constante pres. Toutefois, il est canon-
iquement défini dans le cas d’un groupe quasi-déployé, moyennant le choix d’épinglages.
Cette définition canonique s’étend & notre cas ot on dispose d'un élément de H'(Gal(F*?/F), Gg)
définissant le torseur intérieur &,.

On note simplement A(zy p,.) la fonction sur C(zp) dont, pour tout d € D, la
restriction a C(zp) N gq est égale a Ag, y(Y,.). Ce facteur de transfert se calcule de la
fagon suivante. Posons y = 7(zpr), 2 = ((2r) = ny(y). On a associé a y un élément
sy € Hom(D,,C*). Soit X € C(zp). On a associé a X un élément §(X) € D,. On a
I’égalité :

(1) Alme X) = 5,(6(X)7).

C’est étudié pour.

9 Transfert endoscopique

9.1

On fixe pour ce chapitre une donnée endoscopique (Dy,n,s) de D. Pour F € CL,,
2 € ZHG-regr €t f € C(gp), on définit I'intégrale orbitale endoscopique :

JOH e, ) = Y Az, X) T (X, ),
X

ou X parcourt un ensemble de représentants de cl(nz p(zpy r)) dans gp.

Proposition 9.1 : Soit y € Y. Il existe une forme linéaire JPP#(y, ) sur S vérifiant la
condition suivante. Soient F' € C'Ly, 2y p € Zy,G—regr €t @ € S. Supposons T(zy p) = y.
Alors on a I'égalité :

JEOH 2y pyreap(p)) = JPPH(y, 0).

Preuve. Posons z = ny(y) et :

TPy, ) =Y 5,67 IP(2.6,.).

éeD,

Il résulte du théoreme 7.2, de la relation 8.4(1) et des définitions que cette forme linéaire
vérifie les conditions de ’énoncé. [
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9.2

Le triplet (Dpy,id, s) est une donnée endoscopique de Dy. On peut lui appliquer les
définitions et résultats précédents. En particulier, pour F' € C'L,, on définit :

bp, = |_| Ba

deDy
et, pour zy p € Zg r, la forme linéaire J72uH (2 g ) sur C(hp,,).
Remarque. La notation manque de précision car elle ignore 1’élément s dont dépend
pourtant cette forme linéaire. En fait, remplacer s par 1 revient ici a multiplier cette
forme linéaire par un scalaire sur chaque facteur C2°(hy).
Soient f € CX(gp) et fu € C®(hp, ). On dit que fg est un transfert de f si et
seulement si, pour tout zy r € Zy,G—reg,r, 00 a I'égalité :

JHouw oy g, i) = JP (2 g, f).

Corollaire 9.2 : Soient ¢ € S, vy € Sy, F et F' deux éléments de C'L,. Supposons que
reap p(pm) soit un transfert de reap(p). Alors reay p/(pp) est un transfert de reap ().

Preuve. Pour y € Y, on dispose de la forme linéaire JPP# (y, .) sur S de la proposition
9.1. Appliquons cette proposition en remplacant D par Dy. Dans ce cas, 'ensemble Y
est égal a Zy et 'application 7 est égale a (g. Pour zg € Zg, on dispose donc de la
forme linéaire JP#P (2, ) sur Sy. Montrons que :

(1) ream r(¢m) est un transfert de reap(yp) si et seulement si pour tout y € ), on a
Végalité JPP (y, ) = JPHPH (e(y), pu)-

Soit 2y € 2y G—reg.r, Posons y = 7(zg r). On a les égalités :

JGD,H(ZHIU T‘GCLF(QD)) - JD’DH (yv 90)7

JHow (g poreaw p(pn)) = JPPPH (Cu(zir), ou) = J75PH (e(y), on),

cette derniere égalité résultant du lemme 8.3.1. Les deux premiers membres de ces égalités
sont égaux pour tout zy p si et seulement si les deux derniers membres sont égaux pour
tout y appartenant a I'image de 7. Mais 7 est surjective (lemme 8.3.2). D’ou (1).

La relation (1) traduit la condition "reay r(pg) est un transfert de rear(p)” en
termes indépendants de F', ce qui entraine I’énoncé. [J

9.3

Considérons le cas ou D et Dy sont non ramifiés, c’est-a-dire que I agit trivialement
sur D et Dy. Le groupe D = (X, /X, s¢)r tors contient I'élément dy = 0. Le point vy = 0
appartient & V%, 1l est hyperspécial. Notons ¢y € ®% la facette qui le contient et
©o € S(¢o) la fonction constante égale & |Gy, |~ 1q¥™ Gdovo) sur gy 4, Pour F € CL,,
posons fo = reap(po). Clest la fonction caractéristique du résau hyperspécial ga,.v,.0,
multipliée par une constante dont la présence est justifiée par la définition de nos mesures
de Haar. On la considere comme un élément de C'2°(gp) dont les composantes sont nulles
sur gq pour d # dy. On définit de fagon similaire ¢y € S(BdH,O,¢H,O) et, pour I' € CLg,

fro € CZ(hpy).
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Pour F' € CL,, le "lemme fondamental pour les algebres de Lie” est 'assertion : fx
est un transfert de f,”. Notons que les composantes gq pour d # dy et hg pour d # dp o
ne jouent plus de role ici.

Corollaire 9.3 : Supposons D et Dy non ramifiés, soient F, ' € C'L,. Alors le lemme
fondamental pour les algebres de Lie est vérifié sur le corps de base F' si et seulement
s’il 'est sur le corps de base F'.

Preuve. On applique le corollaire précédent au couple g, @po. U
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