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Abstract Let G be a special orthogonal group SO(2n + 1) defined over a p-adic field
F. Let m be an admissible irreducible representation of G(F') which is tempered and of
unipotent reduction. We prove that 7 has a wave front set. In some particular cases, for
instance if 7 is of the discrete series, we give a method to compute this wave front set.

Introduction

Soit F' un corps local non archimédien et de caractéristique nulle et soit n > 1 un
entier. On suppose p > 6n + 4, ou p est la caractéristique résiduelle de F'. Le groupe
spécial orthogonal SO(2n+1) a deux formes possibles définies sur F'. Une forme déployée
que nous notons G, et une forme non quasi-déployée, qui est une forme intérieure du
précédent et que nous notons Gg,. Soit § = iso ou an et soit m une représentation
admissible irréductible de Gy(F) dans un espace complexe E. Pour tout sous-groupe
parahorique K de G4(F), notons K" son radical pro-p-unipotent et EX" le sous-espace
des éléments de E fixés par K*. De 7 se déduit une représentation de K/K* dans EX".
Le groupe K/K*" s’identifie au groupe des points sur le corps résiduel F, de F' d'un groupe
algébrique connexe défini sur IF,. Lusztig a défini la notion de représentation unipotente
d’'un tel groupe. On dit que 7 est de réduction unipotente si et seulement s’il existe K
comme ci-dessus de sorte que EX" soit non nul et que la représentation de K/K* dans
E&" soit unipotente.

Soit 7 une représentation admissible irréductible de G4(F'). Notons g; I'algebre de Lie
de Gy. D’apres Harish-Chandra,, dans un voisinage de l'origine dans g4(F'), le caractere
de 7, descendu par l'exponentielle & g4(F), est combinaison linéaire de transformées de
Fourier d’intégrales orbitales nilpotentes. Fixons une cloture algébrique F' de F' et notons
N () Pensemble des orbites nilpotentes O dans g;(F') qui vérifient la condition suivante :
il existe une orbite nilpotente O dans g;(F'), qui est incluse dans O et qui intervient avec
un coefficient non nul dans le développement du caractere de w. On dit que m admet
un front d’onde si N () admet un plus grand élément (pour ordre usuel sur les orbites
nilpotentes). Si c’est le cas, on appelle ce plus grand élément le front d’onde de 7. Le
théoreme principal de 'article est le suivant.

Théoréme. Soit § = iso ou an. Alors toute représentation admissible irréductible de
G4(F'), qui est tempérée et de réduction unipotente, admet un front d’onde.

Pour tout entier N € N, notons P*¥"?(2N) 'ensemble des partitions symplectiques
de 2N (une partition est dite symplectique si tout entier impair y intervient avec une



multiplicité paire). Pour une telle partition A, notons Jord®(\) 'ensemble (sans multipli-
cités) des entiers pairs strictement positifs qui interviennent dans A. Notons P*¥™P(2N)
Pensemble des couples (A, €) ot A € P¥™(2N) et € € {1174 Notons Trtgueq(2n)
'ensemble des quadruplets (AT, e", A7, e7) pour lesquels il existe deux entiers n™ et n~
de sorte que n™ +n~ =n, (AT, et) € PY™P(2nT) et (A7, e7) € PV™P(2n7). A un tel
quadruplet (AT, e, A7, e7), on peut associer un indice f = iso ou an et une représentation
admissible irréductible (AT, e", A7, ¢7) de Gy4(F'), qui est tempérée et de réduction uni-
potente. L’indice § est déterminé par une formule simple rappelée en 1.5. Indiquons
brievement quel est le parametre de Langlands de cette représentation. Notons Wg le
groupe de Weil de F' et Wpp = Wg x SL(2,C) le groupe de Weil-Deligne. Un parametre
de Langlands est un couple (p, x), ol p est un homomorphisme de Wpr dans Sp(2n; C) et
X est un caractere du groupe des composantes connexes du commutant dans Sp(2n; C)
de T'image de p. Dans le cas d'une représentation 7(A*, et A7, ¢7), la restriction de
p & Wp est la somme directe de 2n™ fois le caractere trivial et de 2n~ fois 'unique
caractere non ramifié d’ordre 2. Le commutant de 'image de cette restriction est un
groupe Sp(2n™;C) x Sp(2n~;C). Les classes de conjugaison d’éléments unipotents dans
ce groupe sont paramétrées par PP (2nT) x P¥™P(2n 7). La restriction de p a SL(2;C)
prend ses valeurs dans ce groupe et I'image d’un unipotent non trivial de SL(2;C) est
paramétré par (AT, A7). On voit que le groupe des composantes connexes du commutant
dans Sp(2n;C) de I'image de p est isomorphe & (Z/2Z)7rd" 3 x (7,/27)7or4" A7) Le
couple (eT,e7) s’identifie & un caractére de ce groupe, qui n’est autre que le caracteére x
du couple (p, x).

On note 3tt2’;ad(2n) le sous ensemble des (AT, €T, A7, €7) € Trryuqa(2n) tels que tous
les termes de AT et A7 soient pairs. On a prouvé en [?] 3.4 que, pour démontrer
le théoreme, il suffisait de prouver que, pour tout (AT,e", A7 e7) € Jttgﬁad(Qn), la
représentation m(AT, et A7, e7) admettait un front d’onde (cela résulte d'un argument
trivial d’induction).

Pour une représentation m(AT, et A7 e7), ot (AT, e, A7) € ’Jttgiad(Qn), on a un
résultat un peu plus précis. Dans [?], on a étudié une certaine représentation d'un groupe
de Weyl définie par Lusztig. En supposant, comme c’est ici le cas, que tous les termes de
AT sont pairs, on a associé a (AT, e") € P¥™P(2n) un autre couple (AT™", ¢hmin) €
PY™P(2nT) (voir ci-dessous). De méme, a (A7, e7) € P*¥™P(2n™), on associe un autre
couple (A7 e min) ¢ PsYmP(2p~) . Introduisons la réunion usuelle de AT et A\ ™™
que Pon note AT™mUA=™" (Pest une partition symplectique de 2n. Notons P (2n+1)
I'ensemble des partitions orthogonales de 2n + 1 (une partition est orthogonale si et
seulement si tout entier pair strictement positif y intervient avec multiplicité paire). On
sait bien que I'ensemble P " (2n + 1) parametre les orbites nilpotentes dans g;(F). Un
front d’onde est donc paramétré par un élément de cet ensemble. D’autre part, a la suite
de Spaltenstein, on définit une ”dualité” d : P5¥™P(2n) — P (2n+1), cf. 2.6 (elle n’est
ni injective, ni surjective, son image est le sous-ensemble des partitions ”spéciales” dans
Porth(2n+ 1))

Théoréme. Soit (AT, e, A7 e7) € JttZ’;ad(Qn). Alors la représentation w(AT, et A7 €7)

admet un front d’onde. Celui-ci est paramétré par la partition d(AT™™ J A7),

La preuve de ce théoreme reprend celle de [?]. Posons m = m(AT,et, A7, e7). L'exis-
tence d’un front d’onde pour 7 se lit sur le caractere de cette représentation. Celui-ci se
calcule en fonction des représentations des différents groupes finis K/K* dans EX" | avec



les notations du premier paragraphe ci-dessus (en vérité, le groupe fini est KT/K", ou
KT est le normalisateur de K dans G3(F)). La construction de la représentation 7 (qui
est due a Lusztig) permet d’expliciter ces représentations de groupes finis. On les décrit
a I'aide de représentations de groupes de Weyl W,,, de type B,,, ou C,,. Une vieille combi-
natoire tirée de [?] permet alors de traduire I'existence d’un front d’onde et son calcul en
un probléme concernant exclusivement des représentations de tels groupes W,,, cf. 1.4.
Les objets cruciaux qui interviennent ici sont les représentations py+ .+ et p,- .- définies
par Lusztig (ce ne sont pas ses notations) auxquelles on a fait allusion ci-dessus. Elles
ne sont pas irréductibles en général et on connait peu de choses sur leur décomposition
en représentations irréductibles. On sait toutefois que, disons dans la décomposition de
P+ o+, il y a un élément "minimal” qui est la représentation py+ .+ associée a (AT, €™)
par la correspondance de Springer généralisée. Dans [?], cela nous a suffi pour traiter non
pas la représentation 7, mais son image par I'involution d’Aubert-Zelevinsky. Le point
nouveau est le résultat de [?] qui affirme (sous 'hypotheése que tous les termes de At
sont pairs) que la décomposition de py+ + admet aussi un élément "maximal” pour un
ordre convenable (cf. 4.1 pour un énoncé précis). C’est py+min c+min @ sgn, oll sgn est le
caractere signature. Cette propriété nous permet de conclure.

Les paragraphes 1 a 3 sont surtout consacrés a des rappels de résultats antérieurs.
On a amélioré certains d’entre eux quand c’était nécessaire. Le théoreme ci-dessus est
démontré au paragraphe 4. Dans le paragraphe 5, nous indiquons comment se calculent les
partitions AT et A7 (en fait leurs transposées) et nous donnons quelques exemples
de fronts d’onde.

Je remercie A.-M. Aubert de m’avoir indiqué une référence utile.

1 Rappel pas trés bref des résultats de [?]

1.1 Partitions, notations

Soit A = (Aq, ..., A,) une suite finie de nombres réels. Notons I(\) le plus grand entier
j €{1,...,r} tel que A\; # 0. On identifie deux suites A et A" si [(A) = [(\') et \; = N
pour tout j < [(A). Soit A une telle suite et soit k& € N. Quitte a adjoindre a A\ des
termes nuls, on peut écrire A = (Aq, ..., A,) avec r > k. On pose Si(A) = A1 + ... + Ag.
Evidemment, Si(\) ne dépend plus de k des que k > I(A). On pose S(A) = Sy (A). On
définit la somme A + ) de deux suites A et ' : (A + \'); = A; + A} pour tout j > 1.

Une partition est une suite finie décroissante d’entiers positifs ou nuls. On identifie
comme ci-dessus deux partitions qui ne different que par des termes nuls. Pour une
partition A = (Aq, ..., A.) et pour un entier ¢ > 1, on note mult, (i) le nombre d’indices j
tels que A\; = 4. On note Jord(\) 'ensemble des i > 1 tels que multy(i) > 0. Pour tout
N € N, on note P(N) I'ensemble des partitions A telles que S(A) = N et on note Py(N)
'ensemble des couples («, 3) de partitions telles que S(a) + S(8) = N. On ordonne les
éléments de P(N) de la fagon usuelle : A < X si et seulement si Si(A) < Si(N\) pour
tout & € N. On définit la réunion A U A" de deux partitions A et A\’ : pour tout entier
1> 1, multw,\/(i) = mult,\(i) + mult,\/(i).

Soit A une partition. Pour tout ¢ € N, on note J(i) I'ensemble des j > 1 tels que \; = i.
Sii = 0, on considere que J(0) est 'intervalle infini {{(A)+1,...}. Pour ¢ € Jord(\), J(7)
est non vide. On note J,in (%), resp. Jmaz (i), le plus petit, resp. grand, élément de J (7).
On pose Jmin(0) = 1(A) + 1.



On note Wy le groupe de Weyl d'un systeme de racines de type By ou Cl, avec
la convention Wy = {1}. On note sgn le caractere signature usuel de Wy et sgnep le
caractere dont le noyau est le sous-groupe W d’un systeme de racines de type Dy.
Les représentations irréductibles de Wy sont paramétrées par Py(N). Pour (a, ) €
P2(N), on note p(«, ) la représentation paramétrée par (a, ). Les représentations
irréductibles de WE sont presque paramétrées par le quotient de P(N) par la relation
d’équivalence (o, 8) = (5, «). " Presque” parce qu'un couple de la forme (o, o) parametre
deux représentations irréductibles.

Pour tout ensemble F, on note C[E] le C-espace vectoriel de base E. Pour tout groupe
fini W, on note W Densemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles
de W. En identifiant une représentation a son caractere, (C[W] est aussi 'espace des
fonctions de W dans C qui sont invariantes par conjugaison.

1.2 L’espace R

On fixe pour tout article un entier n > 1. On note I" 'ensemble des quadruplets
v=(r',r", NT,N7) tels que

" eN, " eZ NteN N eN, r2+¢r +Nt 4724+ N =
Pour un tel v, on pose R(y) = C[Wy+] ® C[Wy-]. On pose
R = @WGFR(V)'

On définit un endomorphisme ¢ — sgn ® ¢ de R de la fagon suivante. Il respecte
chaque sous-espace R(7). Pour v comme ci-dessus, pour p* € W+ et p- € Wy-, on
pose sgn ® (pT ® p~) = (pT ® sgn, p~ @ sgn).

On a défini en [?] 1.10 un endomorphisme pi. Puisqu'’il est essentiel & nos construc-
tions, rappelons sa définition. Soit v = (r',7",NT . N7) € T et ¢ € R(y). Posons
N = Nt 4+ N~. L’élément pi(p) appartient a

DNy NN+ NN R, (= 1)1 Ny, No).

Soit § = (1, (—1)"", N1, N,) € I'. Décrivons la composante pi(p)s de pi(p) dans R(J).
On définit un quadruplet d’entiers a = (ai,ay,as,a; ) par les formules suivantes :
a=(0,0,0,1)si0<r”" <7 ousir”=0etr est pair;
a=1(0,0,1,0) si ="' <7r" <0 ousir” =0etr est impair;

=(0,1,0,0) si r" < r";
=(1,0,0,0) si " < —r’
Notons N I'ensemble des quadruplets N = (N;", N;, NJF, Ny) d’entiers positifs ou
nuls tels que

Nt =Nt 4+ NS, N" =Ny +N;, Ny =N + N, Ny=Nj +Nj .

Pour un tel quadruplet, posons W = WN1+ X WN; X WN2+ X WN;. Ce groupe se plonge de

facon évidente dans Wy, x Wy, resp. W+ X Wiy, et ces plongements sont bien définis

+><WN

w . .
a conjugaison pres. On a donc des foncteurs de restriction resy,” et d’induction



. WN XWN N . . . N
indy, ! . On note sgn@, le caractere de Wiy qui est le produit tensoriel des caracteres

+ - + -
a a Q. a.
SgNcp, SINcps SN, SGnp sur chacun des facteurs de Wi. Alors

pu(p)s = Z ind%ﬁlxw% (sgn‘éD ® resvmzﬁ+XWN_ (go)) .
NeN

1.3 Correspondance de Springer généralisée

Soit N € N. On a défini I'ensemble P*¥™P(2N) dans 'introduction. La correspon-
dance de Springer généralisée dans le cas symplectique est une bijection de P*¥™P(2N)
sur l’ensemble des couples (k, p) ol

keNet k(k+1) <2N;

P € WN_kk+1)/2-

Pour (A, €) € P*¥™P(2N), on note (ky., pa.) le couple qui lui correspond et on pose
Nye= N —ky(kre+1)/2. Rappelons comment on calcule k.. On note 4; > ... > i; les
entiers i € Jord®(\) tels que multy(i) soit impair. On pose

M =|{h=1,...,t;h est pair et ¢, = —1}| —[{h = 1,...,¢; h est impair et ¢;, = —1}|.

Alors, d’apres [?7] X1.3, on a

(1) kxe=2Msi M >0, kye=—2M —1si M <O0.

On définit une autre représentation p, . du méme groupe Wiy, , cf. [?] 5.1. En gros,
P est Paction de Wy, . sur un sous-espace déterminé par € de I'espace de cohomologie
de plus haut degré d’une certaine variété algébrique, tandis que p, . est 'action de Wy,
sur un sous-espace analogue de la somme de tous les espaces de cohomologie de cette
variété.

Soit (AT, €T, A7, €7) € Ttrguea(2n). Pour ¢ = £, posons 2n¢ = S(X°), k¢ = kyc «,
N¢ =n¢ — k(k* +1)/2. On définit des entiers 7’ € N, r” € Z par les formules suivantes

si kT =k~ mod 27, r' = H%’(, r’ = ’ﬁg’f :

si kt # k™ mod 27 et kT >k, = Bkl g — —kﬂr;f“ ;

sikt £ k™ mod 2Z et kt < k=, 1 = k_”;r’l, — —k++—§_“.

Le quadruplet v = (+/,#”,N*,N~) appartient & I'. Puisque R(vy) = C[Wy+] ®
C[Wy-], on peut identifier P+ o+ @ py- .~ aun élément de R(y), a fortiori a un élément
de R. Dans la suite py+ + ® p\- .~ désignera cet élément.

Pour M € N, on note P (M) I'ensemble des partitions orthogonales de M. Pour
une telle partition A, on note Jord®()\) I'ensemble des entiers impairs i > 1 tels que
multy(i) > 0. On note P°"*"(M) I'ensemble des couples (A, €) ot A € P(M) et
e € {£1}7or" N /{41} 1e groupe {#1} s’envoyant diagonalement dans {41}774” ),

Soit N € N. La correspondance de Springer généralisée dans le cas orthogonal impair
est une bijection de P°"* (2N + 1) sur I'ensemble des couples (k, p) tels que

k €N, k est impair et k* < 2n +1;

p € Win_(2-1)/2-

On note (kxc, pac) le couple associé a (A, €) € P (2N + 1). On note P (2N +
1)x=1 le sous-ensemble des (), €) € P (2N + 1) tels que ky = 1.

La correspondance de Springer généralisée dans le cas orthogonal pair est une bijec-
tion entre Pt (2N) et 'ensemble des couples (k, p) tels que

k €N, k est pair et k? < 2n;




sik >0, p e WN—k2/2§

si k = 0, p est une classe d’équivalence dans W /2, deux représentations irréductibles
P et p” étant ici équivalentes si et seulement si p' = p” ou p’ = p”’ ® sgnep.

On note (ky, pac) le couple associé a (), €) € POt (2N). On note P (2N);— le
sous-ensemble des (), €) € P (2N) tels que ky . = 0. Quand k) . = 0, p) n'est qu'une
classe d’équivalence comme on vient de le dire. Autrement dit, p, . est paramétrée par un
couple (a, 5) € Po(N) a lordre pres. Si o = 3, on pose pie = Py = pla, B). Sia # B,
on choisit « et 3 de sorte que o > § pour 'ordre lexicographique. On pose pj\L’e = p(a, B)
et py. = p(B, ).

1.4 Caractérisation du front d’onde

On a introduit les groupes Gis, et Ggp. Pour § = iso ou an, on note I77yp s 'en-
semble des classes d’isomorphismes de représentations admissibles irréductibles de Gy(F)
qui sont tempérées et de réduction unipotente. On note I774y;, la réunion disjointe de
ITTunip.iso €6 I tunip an- On a défini en [?] 1.5 un espace RP*" et une application linéaire
Rep : C[Irrymip) — RP*". A la suite de Lusztig, on a défini en [?] 3.16 deux isomorphismes
Rep : R — RP" et k: R — RP*. On note F 'automorphisme de R tel que Repo F = k.
C’est une involution sur le calcul de laquelle nous reviendrons en 2.5. Pour m € I774ypnp, 00
note K, I'élément de R tel que k(k,) = Res(m). Soient ny,ns € Net p; € Wm, po € Wn2.
Le quadruplet = (0,0, ny,n,) appartient a I' et on a R(v) = C[W,,] ® C[W,,]. Notons
k() la composante de k, dans R(7y). C’est une combinaison linéaire de représentations
irréductibles avec des coefficients complexes. On note m,(p1, p2) le coefficient de p; ® po
dans cette combinaison linéaire.

On pose sgnis, = 1, sgne, = —1. Soit § = is0 ou an, soit ™ € ITTynipy, soient
ni,ny € N tels que ny + ny = n et soient (u1,n1) € P20y + 1)1 et (2, m2) €
POt (2n,)—o. Comme cas particulier de la définition ci-dessus, pour ¢ = #, on définit
les "multiplicités” mx(py, m ® sgn, pS, ., @ sgn). On pose

Mﬂ(,ula ;s K2, 772) = mﬂ(puhm ® sgn, ng,ng ® Sgn) + Sgnjimﬂ'(pul,m ® sgn, p;27’r]2 ® Sg?l)

Proposition. Soient §f = is0 ou an, ™ € IrTypipy €t p € 7707"“1(271 +1). Alors m admet
un front d’onde paramétré par p si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifiées.

(i) Soient ny,ny € N tels que ny +ny = n et ng > 1 si § = an. Soient (py,1m1) €
Porth(2ng + 1)y et (uz,1m2) € P (2n9)p—0. Supposons My (i1, m1; pia, 1m2) # 0. Alors
pa U g < pa.

(ii) 1l existe ni,ny € N tels que ny +ny = n et ng > 1 si § = an et il existe
(1,m) € PO (2n1 + )=y et (g, m2) € PO™(2n9) k=0 tels que My (p1,m; 2, 72) # 0
et pin U g = p.

Cf. [?] 3.7. Les notations de cette référence étaient légerement différente, les mul-
tiplicités étaient dans certains cas divisées par 2 mais cela ne change évidemment pas
I'énoncé. D’autre part, dans [?], la représentation 7 était d’'une forme particuliere, mais
cela n’était utilisé que pour décrire explicitement la fonction k, dans le paragraphe 3.8
de loc. cit., cela n’intervient pas a ce point.



1.5 Les représentations (A", e", A7, ¢")

Soit (AT, e, A7, e7) € Trrguaa(2n). En utilisant une construction de Lusztig, on a
défini en [?] 1.3 la représentation (AT, €™, A7, e7). Sa paramétrisation de Langlands a été
rappelée rapidement dans 'introduction. C’est une représentation admissible, irréductible
et tempérée de Gy(F'), ou l'indice § est déterminé par la formule

0 sgm=( ] om0 e@mne),

i€JordbP (A1) i€Jordb? (A7)

cf. 1.3 pour la définition de sgny. Notons D I'involution de Aubert-Zelevinski. Elle per-
mute les représentations admissibles irréductibles de Gy4(F'). On a I'égalité

(2) Res o D(r(A, e, A", €)) = Repo pi(pye o= ® pr- - ),
cf. [?] proposition 1.11.

L’espace RP*" est somme directe finie d’espaces vectoriels ayant pour base les classes
d’équivalence de représentations irréductibles et unipotentes de groupes finis de la forme
SO(2n'+1;F,) x O(2n";F,), avec des notations compréhensibles. Chacun de ces espaces
est muni d’involutions du méme type que D. L’espace RP*" est ainsi muni d'une involution
DP?" et on a prouvé en [?] 1.7 I'égalité Res o D = DP* o Res. Montrons que 'on a aussi

(3) DP*" o Rep(yp) = Rep(sgn ® @) pour tout ¢ € R.

Preuve. Fixons v = (7,7, N1, N3) € T, py € WNl, P2 € WN2 et considérons I’élément
© = p1 @ py € R(7y). D’apres Lusztig, le couple (1, p;) parametre une représentation
irréductible 7, d’'un groupe fini SO(2n, +1,F,), o n; = Ny + 241 et IF, est le corps
résiduel de F'. De méme, le couple (1", p2) parametre une représentation irréductible my
d’un groupe fini SO(2n,,F,), ot ng = Ny + 2 (c’est la forme déployée du groupe si
" est pair, non déployée si r” est impair). Le terme Rep(p) n’est autre que m ® 7.
On définit usuellement une involution du groupe de Grothendieck des représentations
de longueur finie de tels groupes finis (cf. [?] 8.2 dans le cas d'un groupe connexe et
[?] 3.10 dans le cas non connexe). C’est une somme alternée de composés de foncteurs
de restriction et d’induction. D’apres notre définition de [?] 1.7, DP* (1, ® ma) est le
produit tensoriel des images de 7 et 7y par ces involutions multipliées par des signes
de sorte que ces images soient des représentations irréductibles. D’autre part, pour tout
m € N, on définit une involution Dyy,, de (C[Wm] par une formule analogue : c’est une
somme alternée de composés de foncteurs de restriction et d’induction, cf. [?] corollaire
1. Les paramétrages (r',p1) — m et (1", ps) + mo étant compatibles en un sens plus
ou moins évident aux foncteurs de restriction et d’induction, DP? (m; ® my) est égal a
image par Rep de =Dy, (p1) ® Dwy, (p2), le signe étant choisi de sorte que ce terme
soit le produit tensoriel de deux représentations irréductibles. D’apres [?] corollaire 1, on
a Dy, (p) = £p ® sgn pour tout m € N et tout p € W,,. Donc DP (1) ® ) est égal &
I'image par Rep de (p; ® sgn) ® (p2 ® sgn), c’est-a-dire de sgn ® ¢. Cela prouve (3).

I est clair d’apres sa définition que I'endomorphisme pt commute a la tensorisation
v = sgn ® . Alors la formule (2) se transforme en

Resom(AT,e", A7, ¢7) = Rep o pi((prr e+ ® 8g1) @ (Py- - ® sgn)).
En utilisant 1’égalité Rep = k o F, on obtient finalement 1’égalité

(4) K/Tr()‘+76+’)‘_76_) - F © IOL((p>\+,€+ ® Sgn) ® (p/\7,€7 ® Sgn))



2 Symboles, partitions spéciales, dualité

2.1 Symboles

Pour un couple A = (X,Y) de sous-ensembles finis de N, on définit le rang rg(A) et
le défaut def(A) par

rg(A) = S(X) + S(Y) = [(IX] + [Y'| = 1)*/4],
ou [.] désigne la partie entiere,
def(A) = sup(|X| = Y], Y] = |X]).

On définit une relation d’équivalence entre couples de sous-ensembles finis de N, en-
gendrée par (X,Y) ~ (X', Y’), ou

X ={z+1LzeX}U{0}, Y ={y+1,yeY}U{0}.

Le rang et le défaut sont constants sur toute classe d’équivalence. On appelle symbole
de défaut impair une classe d’équivalence de couples A = (X,Y) tels que | X| > |Y| et
def(A) est impair. On appelle symbole de défaut pair une classe d’équivalence de couples
A = (X,Y) tels que def(A) est pair (dans le cas pair, on n’impose pas | X| > |Y]).

Soit m € N. On note S, ;mp 'ensemble des classes d’équivalence de symbole de
défaut impair et de rang m. Pour A € Sy, imp, on pose r(A) = (def(A) — 1)/2. On note
S pair 1'ensemble des classes d’équivalence de symbole de défaut pair et de rang m. Pour
A= (X,Y) € Sipair, on pose 7(A) = (|X]| —|Y])/2. On a def(A) = 2|r(A)|.

Remarque. La définition que l'on utilise ici des symboles de défaut pair est différente
de celle de [?] 1.2 ot l'on avait identifié les couples (X,Y) et (Y, X).

Notons X, imp 'ensemble des triplets (r,«, 5) ou r € N, o et [ sont des partitions
et r2 + 7+ S(a) + S(B) = m. Remarquons que, puisque les couples de partitions (o, 3)
vérifiant la relation précédente parametrent les représentations irréductibles de W,,_,2_,.,
on peut identifier ¥, ;,, & Uensemble des couples (r, p), ot r € N vérifie 72 +r < m et
pE Wm—ﬂ—r- On définit une application symb : X, jmp — Sm.imp de la fagon suivante.
Soit (r,a, ) € Xyimp- On suppose que [ a a termes pour un entier a > 0 et que « en
aa+2r+1.0Onpose X =a+{a+2ra+2r—1,..,0}, Y =0+{a—1,a—2,..,0},
A = (X,Y). Alors, symb(r,a, ) = A. Remarquons que r = r(A). L’application symb
ainsi définie est une bijection de X, imp SUT Spy imp-

Notons X, peir I'ensemble des triplets (r,«, 8) ot r € Z, o et [ sont des partitions
et r* + S(a) + S(8) = m. On peut identifier 3,, ,4;r & 'ensemble des couples (r, p), ou
r € Z vérifie r> < met p € Wm,Tz. On définit une application symb : Xy, pair = S pair
de la fagon suivante. Soit (r, a, 5) € X, pair. On suppose que [ a a termes et que « en a
a+2|r|.Sir > 0,onpose X = a+{a+2r—1,a+2r—2,....0}, Y = f+{a—1,a—2,...,0}.
Sir<0,onpose X =0+{a—1,a—2,..,0}, Y =a+{a+2|r| - 1,a—2|r| —2,...,0}.
On pose A = (X,Y). Alors symb(r, o, ) = A. Remarquons que r = r(A). L’application
symb ainsi définie est une bijection de Xy, pair SUT Sy pair-

Posons

S = ®p1n=nC[Snt imp] ® C[Sn pair]-



D’apres la construction de 1.2, 'espace R s’identifie a
@n’+n”:n(c[zn/,imp] ® C[En“,pair] .

Des bijections symb ci-dessus se déduisent donc un isomorphisme encore noté symb :
R —S.

2.2 Partitions spéciales, cas symplectique

Soit m € N. Une partition symplectique A € P (2m) est dite spéciale si Ayj_q
et Ag; sont de méme parité pour tout j > 1. On note P*¥"P*(2m) le sous-ensemble
des partitions spéciales. Soit A une telle partition spéciale. Considérons ’ensemble des
éléments i € Jord” () tels que multy (i) soit impair. S’il a un nombre pair d’éléments,
on les note i; > i3 > ... > ;. S’il a un nombre impair d’éléments, on les note i; > iy >

. > 4;_1 et on pose i; = 0. Ainsi, t est toujours pair. On appelle intervalle de A un
sous-ensemble de Jord(A) U {0} de I'une des formes suivantes

{i € Jord(A) U{0};i9n—1 > > i9p} pour h=1,...,1/2;

{i} pour i € Jord”(\) U {0} tel qu’il n’existe pas de h = 1,...,/2 de sorte que
lop—1 = 1 = lop.

Parce que A est spéciale, on voit que les intervalles sont formés d’entiers pairs. On
note Int()\) Pensemble de ces intervalles. Il est ordonné de facon naturelle : A > A’ si et
seulement si ¢ > ¢’ pour tous i € A et i’ € A’. L’élément minimal est celui qui contient 0,
on le note A, et on pose Int(\) = Int(\) — {Apin}. Pour A € Int(\), on note J(A)
I'ensemble des j > 1 tels que \; € A. C’est un intervalle de N, qui est infini dans le
cas A = Apin. On note jin(A) le plus petit élément de J(A) et, si A # Ay, on note
Jmaz(A) le plus grand élément de J(A). On vérifie que

{Jmin(A); A € Int(\)} est Pensemble des j > 1 tels que j soit impair, \; soit pair et
Aj—1 > Aj, avec la convention \g = 00;

{Jmaz(A); A € Int(N\)} est 'ensemble des j > 1 tels que j soit pair, \; soit pair et
)‘j > )‘j+1-

Par la correspondance de Springer, on associe & (A, 1) une représentation irréductible
de W,,. Elle est paramétrée par un couple (a(X), B(A)). On note (X (A),Y (X)) € Sy imp
I'image de (0, a()\), B(\)) par 'application symb. C’est un symbole spécial, c¢’est-a-dire
que | X(A)| = |Y(A)| + 1 et, si on note X(A) = (x1 > ... > x441), Y(A) = (11 > .. > Ya),
onamr >y =Ty > Yo > oo > Ty 2 Yg > Tar1- On appelle famille de A 'ensemble des
symboles (X,Y) € Sy,.imp tels que, quitte & remplacer (X,Y) et (X(A),Y (X)) par des
symboles équivalents, on ait

(1)) XUY =XMUY(N), XNY =XA)NY(A).

On note Fam(\) la famille de A. On montre que S, ;m, est la réunion disjointe des
Fam(\) quand A décrit I'ensemble P75 (2m).

Soit A € P*¥™mP#P()\). On montre qu’il y a une unique bijection croissante A — z de
Int(\) sur X(\)—(X(A)NY(A)) et une unique bijection croissante A — ya de Int(\) sur
Y(A) — (X(A)NY(N). A un symbole A = (X,Y) € Fam(\), on associe deux éléments
7 € (Z)27)™WN) et § € (Z,/27)™ N par les formules suivantes. On suppose les symboles
choisis de sorte que (1) soit vérifié. Alors, pour A € Int()\), resp. A € Int(\), on pose

(A) = |[{A" € Int(\); A" > A, zp €Y}
+{A € Int(\); A > A, ya € X}
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+7r(A) mod 2Z;

resp.

5(A) = ‘{A/ € Int()\),A’ > A, rar € Y}'
+{A" € Int(\); A" > A, yar € X} mod 27.

Par cette construction, la famille Fam()) s'identifie a 'ensemble des couples (7,6) €
(Z,)27)"™N) x (Z./27)*N tels que T(Apmin) = 0. On note Fam()) cet ensemble. Pour
(7,9) dans cet ensemble, provenant du symbole A, on pose r(7,0) = r(A).

2.3 Partitions spéciales, cas orthogonal impair

Soit m € N. Une partition orthogonale A € P (2m + 1) est dite spéciale si \g;
et Agjy1 sont de méme parité pour tout ;7 > 1. Il en résulte que A; est impair. On
note PosP(2m + 1) le sous-ensemble des partitions spéciales. Soit A une telle partition
spéciale. Les constructions du paragraphe précédent s’appliquent. Par la correspondance
de Springer, on associe & (A, 1) une représentation irréductible de W,,, puis un symbole
appartenant & Sy, jmp. 1l est spécial. On définit la famille de A, que 'on note Fam(\).
On montre que Sy, imp est la réunion disjointe des Fam(\) quand A décrit ’ensemble
Porth,sp(Qm + 1)

Remarquons que la conjonction des propriétés énoncées ici et dans le paragraphe
précédent entraine qu’il y a une bijection entre P5¥™PSP(2m) et PrthP(2m + 1) : X €
PsumpsP(2m) correspond & p € PP (2m + 1) si et seulement si Fam(\) = Fam(u).
En fait, nous utiliserons une autre bijection, la ”"dualité”, cf. 2.6.

2.4 Partitions spéciales, cas orthogonal pair

Soit m € N. Une partition orthogonale A € P (2m) est dite spéciale si Agj_1
et Ag; sont de méme parité pour tout j > 1. On note P°"*"*P(2m) le sous-ensemble
des partitions spéciales. Soit A une telle partition spéciale. Considérons 1’ensemble des
éléments i € Jord”(\) tels que multy(i) soit impair. On les note i; > iy > ... > .
L’entier ¢ est forcément pair. On appelle intervalle de A un sous-ensemble de Jord(\) de
I'une des formes suivantes

{i € Jord(\);ign_1 > 1 >1ig,} pour h =1,...,t/2;

{i} pour i € Jord(\) tel qu’il n’existe pas de h = 1,...,t/2 de sorte que iy, 1 > >
igh.

Parce que X est spéciale, on voit que les intervalles sont formés d’entiers impairs. On
note Int(\) 'ensemble de ces intervalles. Comme dans le cas symplectique, il est ordonné
de facon naturelle. Pour A € Int()\), on definit J(A), jmin(A) €t jmar(A) comme dans
le cas symplectique. On vérifie que

{Jmin(A); A € Int(N)} est Pensemble des j > 1 tels que j soit impair, \; soit impair
et \j_1 > ), avec la convention \g = 00}

{Jmaz(A); A € Int(\)} est U'ensemble des j > 1 tels que j soit pair, \; soit impair et
)\j > )‘j+1-

Par la correspondance de Springer, on associe & (), 1) une représentation irréductible
de WP Elle est paramétrée par un couple (a()), 3(\)), qui n’est déterminé qu’a 'ordre
pres. On impose que «(A) > F(A) pour lordre lexicographique (s’il existe j tel que
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a(X); # B(N)j, on a a(X); > B(A); pour le plus petit de ces entiers j). On note
(X(A),Y (X)) € Sppair 'image de (0, (M), 5(N)) par I'application symb. C’est un sym-
bole spécial, c’est-a-dire que |X(\)| = |Y(A)] et, si on note X(A) = (21 > ... > z,),
Y(A) = (1 > ... > Ya),onax >y > xg > Y > ... > Ty > Y. On appelle famille
de X l'ensemble des symboles (X,Y) € Sy, pair tels que, quitte a remplacer (X,Y) et
(X(N),Y(\)) par des symboles équivalents, on ait

(1)) XUY=XMHUYN),XNY =XA)NY(N).

On note Fam(\) la famille de \. On montre que Sy, pair st la réunion disjointe des
familles Fam(\) quand A décrit I'ensemble PP (2m).

Soit A € PorthsP()X). On montre qu'il y a une unique bijection croissante A + xa
de Int(A) sur X(A) — (X(A) NY(A)) et une unique bijection croissante A — ya de
Int(A) sur Y(A) — (X(A)NY(N)). A unsymbole A = (X,Y) € Fam(\), on associe deux
éléments 7,8 € (Z/2Z)" N par les mémes formules qu’en 2.2 (& ceci pres quun Int(\)
figurant dans ces derniéres est remplacé par Int()\)). Par cette construction, la famille
Fam()) s’identifie a 'ensemble des couples (7,68) € (Z/2Z) ™™ x (Z/27)™™N . On note
Fam(\) cet ensemble. Pour (7,d) dans cet ensemble, provenant du symbole A, on pose

r(7,0) =r(A). Si Int(\) # 0, on note A,,;,, son plus petit élément et on vérifie que

(2) §(Apin) = r(7,0) mod 27Z;

si Int(A\) = 0, Fam(\) a un unique élément (@, D) et on a (0, d) = 0.

2.5 L’involution de Lusztig

Soit m € N. Soit A € P#"P*P(2m). On note A(A) = (X (A), Y (XN)) le symbole spécial
associé a \. On représente tout élément de la famille de A par un symbole A = (X,Y)
vérifiant la condition 2.2(1). Soient A = (X,Y), A’ = (X', Y’) deux éléments de Fam(X\).
On pose

< AN >=r(A)+r(A)+ | XN X' NnYN)|+ Y NY' N X(N\)| mod 27Z.
Cela définit une application :
< .,.>: Fam(\) x Fam(\) — Z/2Z.
On définit un automorphisme F de 'espace C[Fam(\)] par la formule

F(A) = [FamN)|72 Y (=1)=A

AN eFam(X)

les symboles étant ici identifiés aux éléments de base de C[Fam(\)]. On vérifie qu'il
est involutif. D’apres ce que 'on a dit en 2.2, 'espace C[S, imp] est somme directe des
sous-espaces C[Fam(\)] quand A décrit P*¥™P*P(2m). On note F l'automorphisme de
C[Spm,imp| qui est la somme directe des automorphismes de ces sous-espaces que 1'on vient
de construire.

Pour A € PrthsP(2m), on définit exactement de la méme fagon un automorphisme F
de C[Fam(\)]. Puis, par somme directe, on en déduit un automorphisme de C[S,;, pqir]-

Dans le cas orthogonal pair, on dispose d'une involution o de Fam(\) :si A = (X,Y),
o(A) = (Y, X). Pour A, A" € Fam(\), on vérifie la formule

(1) <o(A),N >=r(A)+ <A N > mod 2Z.
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Rappelons que
S = @n’,n”EN,n’—l—n”:nC[Sn’,imp] ® (C[Sn”,pair]~

On a défini des automorphismes F de chacun des espaces qui interviennent ici. Par
produit tensoriel et sommation, on en déduit un automorphisme F de §. On a défini en
2.1 un isomorphisme symb : R — S. Par celui-ci, on transporte I’automorphisme F de
S en un automorphisme F de R. C’est 'automorphisme de Lusztig introduit en 1.4.

2.6 Dualité

Soit m € N. On a introduit en 2.1 'ensemble X, ;,p, que 'on voit ici comme un
ensemble de couples (7, p), ou p € Wm—rz—r- On définit une involution de cet ensemble
par (r,p) — (r,p ® sgn). Transportons-la en une involution de Sy, ;mp par la bijection
symb. On note d l'involution obtenue. Elle se calcule ainsi. Soit A = (X,Y) € S imp-
Fixons un entier d plus grand que tous les termes de X et Y. Posons

X' ={d,...0} —{d—y;y €Y}, Y ={d,...0} —{d—x;2 € X}.

Alors d(A) = (X', Y"). Cette formule montre que d conserve la décomposition en familles,
c’est-a-dire que si A et A’ sont dans une méme famille, alors d(A) et d(A’) sont aussi
dans une méme famille. On définit une application appelée dualité d : PP (2m) —
Perthse(2m 4+ 1) ou d : PohsP(2m + 1) — PY™P=P(2m) par la condition Fam(d()\)) =
d(Fam(\)). Les deux applications sont inverses 1'une de l'autre.

Ces dualités s’étendent en des applications d : P¥™(2m) — P"P(2m + 1) ou
d . Poth(2m + 1) — P¥mPsP(2m). Rappelons la définition de la premicre, celle de la
seconde étant similaire. Soit A € P*¥™P(2m). La correspondance de Springer associe au
couple (A, 1) € P*¥™P(2m) une représentation py; de W,,. Le couple (0, p) appartient
a Xy imp- 1l existe une unique partition symplectique spéciale, que 'on note sp(A), dont
la famille contient le symbole symb(0, p). En fait, on montre que sp(\) est la plus petite
partition symplectique spéciale A telle que A < X. On pose d(A) = d(sp(N)). Cette
dualité est décroissante : A < A entraine d(\') < d(\).

On peut remplacer X, jmp PAr 2y, peir dans la construction ci-dessus. On obtient
une dualité d qui est une involution de P°"*"s?(2m). Celle-ci s’étend en une application
d : Porth(2m) — PerihsP(2m), qui est décroissante.

2.7 Calcul de d())

Soient m € N et A € P*¥"P(2m). Pour i € Jord(\) U {0}, notons J(i) I’ensemble des
indices j > 1 tels que A\; = 4. C’est un intervalle de N—{0}, infini si ¢ = 0. On notej,,» ()
son plus petit élément et, sii # 0, jiq.(7) son plus grand élément. Considérons ’ensemble
des éléments i de Jord® () tels que multy (i) soit impaire. Comme en 2.2, si cet ensemble
a un nombre pair d’éléments, on les note 7; > ... > ¢;. S’il a un nombre impair d’éléments,
on les note 7; > ... > i;_1 et on pose i; = 0. Pour h = 1, ...t, on vérifie que

Jmin(in) = h mod 27 et, si iy # 0, Jmaz(in) = h mod 27Z.

Considérons les éléments de Jord(\) U {0} qui n’interviennent pas dans la suite
i1, ..., ¢, Cest-a-dire les ¢ € Jord(\) tels que multy(i) soit pair et aussi 0 dans le
cas ou iy # 0. Notons J(A) cet ensemble. On décompose J(A) en union disjointe
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TN LU T"N) - J"(N) est I'ensemble des i@ € J(A) tels qu'il existe h = 1,...t/2 de
sorte que igp_1 > 1 > dgy; J'(A) est son complémentaire. On vérifie que

pour i € J'(N), Jmin(i) est impair et, si ¢ # 0, jmaz () est pair;

pour i € J"(X), Jmin(i) est pair et, si i # 0, Jmaz(7) est impair.

Notons

PT(X) I'ensemble des entiers impairs j > 1 tels que \; est pair et A\;_; > A;, avec la
convention \g = o0

P~ () Pensemble des entiers pairs j > 2 tels que \; est pair et A\; > A\jiq;

Q" (A\) Pensemble des entiers pairs j > 2 tels que A; est impair et Aj_; > A;;

Q™ () I'ensemble des entiers impairs j > 1 tels que \; est impair et A\; > Aj41.

Ces ensembles sont disjoints. A I'aide des propriétés précédentes, on voit que

Pt (\) est 'ensemble des j,in (i) pour ¢ = i, avec h impair, ou pour un élément pair
ieJ(N);

P~ () est 'ensemble des jq.(7) pour i = i; avec h pair et 5, # 0 ou pour un élément
pair non nul i € J'(\);

Q1 (A) est 'ensemble des j,,,(7) pour un élément impair i € J”(\);

Q) () est 'ensemble des jq.(7) pour un élément impair i € J"(\).

Ces ensembles sont disjoints. Les éléments de PT(\) U P~()\) apparaissent presque
tous par paires. Un élément de P ()\) de la forme j,,;,,(¢) pour i = i, avec h impair est
suivi de I'élément j,,4.(in11) € P~(A) sauf si 45,17 = 0. Un élément de P*(\) de la forme
Jmin(i) pour un élément pair ¢ € J'(A\) est suivi de 'élément j,,q.(7) € P~ (\) sauf si
i = 0. Le plus petit élément de P*(\) est Jpin(ir—1) si iy = 0 0U Jpmin(0) si iy # 0. Il n’est
suivi d’aucun élément de P~ (\). Il en résulte que |PT\)| = |P~(A\)|+1 et que, si on note
ces ensembles

P ={pl <..<pin}, P~V ={p1 <..<p.},

on a les relations
Py <pr <py <py <. <Py <ps < Paiy

On voit de méme que |QT(A)] = [Q@~(N)] et que, si on note ces ensembles

QTN ={d <..<q}, N ={ey <..<q }

on a les relations
+ - + - + -
G <q <(gy <Gy <...<@ <@-

Remarquons que, pour j € Q1 (\),ona A; = \j;1. En effet, A, est impair, donc multy();)
est pair. Mais on a aussi A\;_; > A;, d’ou I’égalité cherchée. De méme, pour j € Q= (),
onaj>2et \j_1 =\,

Définissons deux suites de nombres (A) = (C(A)1, ((N)a, ...) et s(A) = (s(A)1, s(A)a2, ...)

par les égalités
1, sijePt(N),

CA); =4 —1, sijeP (),
0, sinon ;
L sijeQt(N),
s(AN)(J) =4q —1, sije@Q (N,
0, sinon.

Lemme. (i) On a I'égalité sp(\) = X+ s(A\);
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(i) On a I'égalité td(N) = A+ C(N).

Preuve. Posons v = X 4 s(A). Montrons que v est une partition, c’est-a-dire que
vj > vj4q pour tout j > 1. Puisque le couple (v;,v;41) s’obtient en ajoutant a (A;, Aj11)
un couple qui appartient a {—1,0,1} x {—1,0,1} et puisque A; > A;4q, la conclusion
est claire sauf si le couple ajouté est (—1,0), (0,1) ou (—1,1). Le premier cas se produit
seulement si j € @~ (A). Dans ce cas on a A\; > ;i par définition de Q= (\) et alors
A;j —1 > Aji1. Le deuxitme cas se produit seulement si j + 1 € QT (X). Dans ce cas,
on a encore \; > A1 par définition de QT (A) et alors A; > A;1 + 1. Le dernier cas se
produit quand j € Q= (A) et j +1 € QT (A). On a encore A; > A;1 De plus, A et Ay
sont tous deux impairs. Donc A\; > A1 + 2. Alors A\j — 1> A\ + 1.

L’égalité des nombres d’éléments de Q*(\) et de @~ ()) et la définition de s(\) en-
trainent que S(v) = 2n. Une partition p de 2n est symplectique et spéciale si et seulement
si, pour tout entier j > 1 impair, p1; et 1141 sont de méme parité et, si ces nombres sont
impairs, alors ils sont égaux. Cela équivaut a : pour tout j > 1 impair, si p; ou 4
est impair, alors p1; = 1;41. Montrons que v vérifie cette condition. Soit un entier j > 1
impair, supposons v; impair. L’entier j n’appartient pas a Q% (\) car il est pair. Il n’ap-
partient pas a Q~(A) : sinon \; serait impair et v; = \; — 1 serait pair. Donc s(\); = 0 et
v; = A;. Puisque j est impair, que \; = v; est impair et que j € Q7 (A), on a A\; = Aj4q.
Cette égalité entraine que j + 1 n’appartient pas & QT ()\). Il n’appartient pas non plus
a Q@ () car j+ 1 est pair. Donc s(\);+1 = 0, vj11 = Aj+1 et on conclut v; = v;41. Une
preuve analogue montre que, si v;41 est impair, on a v; = v;1;. Donc v est symplectique
et spéciale.

Soit j > 1. Par construction et d’apres la description des ensembles QT () et @~ (),
Sj(v) = S;(A) sauf sl existe un élément impair i € J" () tel que foin(i) < J < maz(?).
S’il existe un tel i, on a S;(r) = S;(A) + 1. Cela montre que A < v. Soit p € PY™P=P(2n)
telle que A < p. On a S;(A) < S;(p). Cela entraine

(1) S;(v) < S;(w),
sauf s’il existe ¢ comme ci-dessus. Supposons qu’il existe un tel ¢ et notons simplement
3T = Jmin(i), I~ = Jmaz(?). On a j© € QT (A) et j~ € @~ (). Par définition de j,n(7),
on a Aj+_1 > Aj+. Les entiers A,..., \;+_; sont tous les entiers strictement supérieurs
a \j+ = 1 qui interviennent dans A, comptés avec leurs multiplicités. Puisque A est
symplectique, entier S;+_;(\) est pair. Puisque j* € QT ()), jT est pair et on sait que i
est impair. Donc S+ (X) = Sj+_1(\)+i est impair et aussi Sj+(\)+57. Puisque A\jy = i est
impair pour j’ € {57, ..., j}, on voit que S;(\)+j est aussi impair. Supposons j pair. Alors
Sj(A) est impair. Or le fait que p soit spéciale entraine que S;(u) est pair. L’inégalité
Sj(A) < Sj(u) est alors stricte et on conclut S;(v) = S;(A) +1 < S;(p). Supposons j
impair. On sait que jT est pair et que 5~ est impair par définition des ensembles QT ()
et @ (A). L’hypothese j € {j7,...,j~ — 1} entraine alors que j —1 € {j*,....,77 — 1} et
Jg+1e{jt+1...,57 —1}. L’égalité (1) est démontrée pour j — 1 et pour j + 1 puisque
ces entiers sont pairs. D’ou

Sy-1(v) < Sja() et Sya(v) < Sya(p).

De plus, puisque j et j+1 appartiennent tous deux a {j*+1...,j-—1}, onav; =i = vj;;.
La seconde inégalité ci-dessus se récrit

Sj—1(v) + 20 < Sj1(p) + 1 + pjta-
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On additionne cette inégalité avec la premiere inégalité ci-dessus et on obtient
Sj—1(v) +1 < Sjoa(p) + (1 + pj+1)/2.
Evidemment, (p; + pj41)/2 < pj, d’ott
Sj—1(v) +i < Sjap) + .

Le membre de gauche est S;(v), celui de droite S;(u). Cela acheve de démontrer (1).

L’inégalité (1) signifie que v < p. On a ainsi démontré que v était la plus petite
partition symplectique spéciale p telle que A < u. Cette propriété caractérise sp(\), ce
qui démontre le (i) de 1’énoncé.

Prouvons maintenant que

(2) €N = () + 5(A).

Par définition de ces suites, cela équivaut aux égalités

(3) PH() = PN UQ-(N), P~(v) = P~(\) UQ*(A).

La premiere égalité concerne des indices j > 1 impairs. Soit un tel j. Supposons
d’abord j € PT(A). On a v; = \; et ce terme est pair. On a de plus Aj_; > \;. Sij =1,
on a trivialement v;_; > v; et on conclut j € P*(v). Supposons j > 2. Certainement,
Jj—1¢& Q(A) puisque j—1 est pair. Donc v;_y; > A\;_;, d’'ou v,y > v;. Alors j appartient
a P*(v). Supposons maintenant j € Q~ (). Alors v; = \;—1 et A; est impair, donc v; est
pair. Comme on I'a vu, 'hypotheése j € @~ ()) entraine A\;_; = \;. Comme ci-dessus, j—1
n’appartient pas & @~ () donc v;_; > A\j_1 = A; > ;. D’on j € P*(v). Supposons enfin
que j € P*(v). En particulier v; est pair. Si A; est impair, on a nécessairement s(\); # 0
et, puisque j est impair, j appartient & @~ (). Supposons A; pair. Alors s(A); est pair
donc nul. Si j = 1, on a trivialement A;_; > \; et j appartient a PT(\). Supposons
J > 2. Puisque j € P*(v), on a vj_; > v;, autrement dit A;_; + s(A);—; > A;. On n’a
pas j —1 € Q*(\) car cette relation entraine que A\j_; = \; est impair contrairement a
I'hypothese. Donc s(A);—1 < 0. L’inégalité A\;_1 4+ s(A\);—1 > A; entraine alors \;_; > \;,
donc j € PT()\). Cela démontre la premiere égalité de (3). La seconde se démontre de
fagon analogue. Cela prouve (3), d’ou (2).

Dans le cas ot A est spéciale, on a défini I'ensemble d’intervalles Int(\). On voit que
P*()\) est I'ensemble des jmin(A) quand A décrit Int()\) et que P~(\) est ensemble
des jmaz(A) pour A € Int(N). Alors ((A) est la suite que I'on a définie en [?] 1.6. On a
démontré dans cette référence I'égalité ‘d(N) = X + ((N\). Supprimons 'hypothese que A
est spéciale. Par définition, d(\) = d(sp())). D’ou

fd(A) =" d(sp(A) = sp(A) + ((sp(N))-

Puisque sp(A\) = v = A+ s(\), I'égalité (2) entraine la deuxieme assertion de I’énoncé. [

Soit maintenant A € P (2m). On définit PT(\) et P~(\) en échangeant les condi-
tions de parité sur les \;. C’est-a-dire

P*(X) ensemble des entiers impairs j > 1 tels que A; est impair et A\;_; > \;, avec
la convention Ay = 00;

P~(X) 'ensemble des entiers pairs j > 2 tels que \; est impair et A\; > Aj 1.

Dans ce cas, on a |[PT(\)| = |P~(\)|. On définit la suite ¢ comme plus haut. Nous
aurons besoin de 'analogue du (ii) du lemme ci-dessus, mais seulement dans le cas ou A
est spéciale. C’est-a-dire

(4) si A € Porthsp(2m); on a td(\) = X + C(N).

Cf. [?7] 1.7.
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3 Induction endoscopique

3.1 L’induite endoscopique de deux partitions spéciales

Soient ni,ns € N tels que ny + ny = n et solent Ay € PP (2n,) et Ny €
PorthsP(2n,). Pour un indice j > 1, on dit que A;, resp. Ao, est de bonne parité si
A1,; est pair, resp. Ay ; est impair. Notons

J* l'ensemble des j > 1 tels que j soit impair, A\;; et Ao ; soient de bonne parité et
il existe d = 1,2 de sorte que A\g;_1 > Ag; (avec toujours la convention Ao = 00);

J~ l'ensemble des j > 1 tels que j soit pair, A\; ; et Ay, soient de bonne parité et il
existe d = 1,2 de sorte que \g; > Agjt1-

On vérifie que |JT| = |J7| et que, si on note j; < ... < jI les éléments de JT et
Ji < .. < joceuxde J7,on aj < j; <jy < ..<jf < j.;.On définit une suite
¢ = (&,&,...) de nombres entiers par §; =1sij e J©, {=—1sije J et =0si
j& JtuJ . On pose

A=A+ +E&

C’est une partition symplectique de 2n, appelée I'induite endoscopique de A; et As.

Pour unifier les notations, on pose Int(\y) = Int(\s). Pour d = 1,2, posons Jgmim =
(Gmin(A); A € Int(A\a)}, Jimar = {Jmaz(A); A € Int(Ag)}. On note T+ = Ji min N J2min,
j_ = Jl,max N JQ,mama

j - Jl,min U J2,min U Jl,ma;t U J2,ma$ U {OO}

Appelons intervalle relatif d’indices un sous-ensemble de N — {0} de l'une des formes
suivantes

(D) {j}pourj e TTUT™;

(2) {7, ..., 7'} ou j et j” sont deux éléments consécutifs de J tels qu’il existe un unique
d = 1,2 de sorte que {j,...,5'} € J(A) pour un A € Int(\y).

Pour un intervalle relatif d’indices J, on pose D(J) = {)\;;7 € J}. On appelle in-
tervalle de A relatif & (A1, A2) un sous-ensemble de Jord(A) U {0} de la forme D(J). On
note [ ;uf,\h,\Q(/\) I'ensemble de ces intervalles relatifs. On montre qu’ils sont disjoints,
formés de nombres pairs et que Inty, ,()\) est une partition de Jord”(\) U {0}. Pour
un intervalle relatif D, on note J(D) l'intervalle relatif d’indices J tel que D = D(J).
Les intervalles relatifs sont ordonnés de facon naturelle : D > D’ si et seulement si i > ¢/
pour tous i € D, ¢ € D'. L’intervalle minimal est celui qui contient 0, on le note D,,;, et
on pose Inty, x,(A) = Intx, x,(A) = {Dpin}. Pour D € Inty, »,(\), on note join(D), resp.
Jmaz(D), le plus petit, resp. grand, élément de J(D) (on consideére que Jias(Dimin) = 00).

Montrons que

(3) pour tout j € J, il existe un unique intervalle relatif D tel que j € {jmin(D), jmaz(D)}.

Preuve. L’unicité est claire puisque, quand D parcourt [ ;zt,\h,\Q()\), les J(D) sont
disjoints. Pour j = 00, on a j = jmax(Dimin). Soit j € J différent de co. Supposons par
exemple 7 pair, le cas j impair étant similaire. La définition de J et cette hypothese de
parité impose qu’il existe d = 1,2 et Ay € Int(\g) de sorte que j = jmaz(Ag). Pour fixer
la notation, on suppose qu’il en est ainsi pour d = 1. L’ensemble des j' € J tels que
j' < j n’est pas vide : il contient j,;,(A1). Notons j~ le plus grand de ces éléments. On
a donc Jumin(A1) < j~ et {j,...,j} est contenu dans J(A;). Si {j~,...,7} n’est contenu
dans J(A;) pour aucun Ay € Int(),), il existe par définition des intervalles relatifs un
tel intervalle D tel que J(D) = {j~,...,j} et on a j = jima(D). Supposons qu’il existe
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un Ay € Int(\y) de sorte que {57, ..., 7} C J(A2). Si j = jimaz(A2), alors, par définition
des intervalles relatifs, il existe un tel intervalle D tel que {j} = J(D) et on conclut.
Supposons j < Jmaz(Az2). On note 5+ le plus petit élément de J qui soit strictement
supérieur & j. Comme précédemment, on a j= < jae(Ag), Aot {7, ...,57} C J(Ay). S’il
existait Af € Int(\;) vérifiant {j, ..., j7} C J(A}), on aurait A} = A puisque j € J(A)
et aussi jmaz(A]) > 77 > j. Cela contredit 'hypotheése j = jnaz(A1). Un tel A n’existe
donc pas et, par définition des intervalles relatifs, il existe un tel intervalle D tel que
J(D) =4j,....,5"}. Alors j = jmin(D). O

On définit une fonction x», x, : Inty, 2, (A) = Z/2Z de la facon suivante. Soit D €
Inty, 2, (A). Si |[J(D)| = 1, xa0(D) = 0. Si |J(D)| > 2, J(D) est de la forme (2) ci-
dessus et cette relation nous fournit un indice d € {1,2}. On note xx,., l'image de d
dans Z/2Z. Remarquons que l'on a xx, x, (Dmin) = 0.

On définit I’ensemble PA+1 2, (A) formé des jimin (D) qui sont impairs, pour D € [ nt Ao
et Uensemble Py formés des jmq.(D) qui sont pairs, pour D € Inty, »,(A). On définit
une suite <>\1,>\2<)‘) = (<A17>\2(>‘)17 C>\17/\2 (A)2> ) par </\1,)\2 ()‘>J =1 Sij € le,)q <)‘>7 C)\h)\z()‘)j =
—1si j € P/\_l,)\g()‘)7 C>\17)\2()\>j =0si j g P/\t,)\z()\) U P)\_l,)\2<)‘)'

Lemme. On a I’égalité C()\l) + C()\Q) = C)\lvAQ()\) + f

Preuve. Restreignons-nous d’abord a ’ensemble des j > 1 impairs. Alors les fonctions
ci-dessus sont les fonctions caractéristiques des ensembles PT (A1), PT(Ag), Py, 2, (N) et
J*. 11 gagit donc de prouver les égalités

(4) PT(AM)UPT(\) = Py ,,(M)UJT;

(5) PT(M) NPT () = Py ,,(\)NJT.

Rappelons que, puisque )\; est spéciale pour d = 1,2, PT()\;) est Pensemble des
Jmin(Ag) pour Ay € Int(Ag). Considérons un j appartenant a ’ensemble de gauche
de (4). Pour fixer la notation, supposons j € PT(\;). Alors j = jnin(A1) pour un
Ay € Int()\;), en particulier j appartient a 'ensemble J. Si Ay ; est impair, j appartient
a J* par définition de cet ensemble. Supposons A ; pair. Soit j* le plus petit élément du
sous-ensemble des éléments de I’ensemble J qui sont strictement supérieurs a j. Ce sous-
ensemble contenant jy,.. (A1) (ou il convient ici de considérer que Jmaw (A1 min) = 00),
JT existe et on a jT < Juae(Ar). L'ensemble {j, ..., 77} est contenu dans J(A;) mais,
puisque Ao ; est de mauvaise parité, il n’existe pas de Ay € Int(\2) tel que {7, ..., j7} soit
contenu dans J(Ag). Par définition {j,...,j7} est alors égal a J(D) pour un intervalle
relatif D et on a 7 = jpm(D). Donc j € P/\J: A, (A). Inversement, considérons un j qui
appartient a l'ensemble de droite de (4). Si j € JT, il est par définition de la forme
Jmin(Ag) pour un d = 1,2 et un Ay € Int(N\g). Clest-a-dire j € PT()\;). Supposons
j € Py 5,(A). Alors j = jiin(D) pour un D € Inty, ,(\). Par définition des intervalles
relatifs, j appartient & J. Puisque j est impair, j est forcément de la forme ji,(Ag)
pour un d = 1,2 et un Ay € Int()\y). Cest-a-dire j € PT()\y). Cela prouve (4).

Soit j € PT(\) N PT()\2). Alors, pour d = 1,2, j est de la forme j,,,(Aq) pour
un Ay € Int(\g). En particulier, A\z; est de la bonne parité. Par définition de J*, on a
j € J*. Cela implique que ), est pair. Donc il existe un intervalle relatif D € Inty, »,()\)
tel que j € J(D). Si j = 1, on a forcément j = jmin(D) et j € Py, (\). Supposons
j > 2. Pour d = 1,2, 'hypothese j = jnin(Ag) implique que {j — 1, j} n’est contenu
dans J(A}) pour aucun Al € Int(\;). Par définition des intervalles relatifs, {j — 1,j}
n’est donc contenu dans J(D') pour aucun D’ € Inty, ,()\). En particulier j —1 ¢ J(D),
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d’olt j = jmin(D) et j € Py, (N). Inversement, soit j € P5 , (A) N J*. Par définition
de JT, A1 j et Ao sont de bonne parité et il existe d = 1,2 et A, € Int(A;) de sorte que
J = Jmin(Aq). Pour fixer la notation, on suppose que ce d est égal a 1. Donc j € PT(\;).
L’hypothese que A ; est de bonne parité implique qu'’il existe Ay € Int(Az) de sorte que
J € J(Az). Supposons d’abord que tous les éléments de [J soient supérieurs ou égaux
a j. Dans ce cas, j = jmin(QA2) et j € PT(A2). Supposons maintenant qu’il existe des
éléments de J strictement inférieurs a j, notons 5~ le plus grand d’entre eux. L’hypothese
j € Py, () signifie que j = jiin(D) pour un intervalle relatif D. Donc {5, ..., j} n’est
de la forme J(D') pour aucun D' € Inty, ,()\). Les entiers j~ et j sont deux éléments
consécutifs de J. Ces deux propriétés et la définition des intervalles relatifs entrainent
que le nombre de d pour lesquels il existe A/, € Int(N\g) tel que {j—,...,5} C J(A]) est
pair. Pour d = 1, il n’existe pas de tel A} car j = jin(A1). Donc il n’existe pas non
plus de tel Af. En particulier {j~,...,7} ¢ J(Az). Puisque {jmin(A2),...,5} C J(Asg),
cela entraine j= < jnin(Asz), et, puisque jmin(As) € J, la définition de j~ entraine
J < Jmin(A2), Aot forcément j = jin(Az). Donc j € PT();). Cela prouve (5).

Un raisonnement analogue vaut en se restreignant a l’ensemble des entiers pairs j > 2.
Cela prouve le lemme. []

On dit que A; et Ay induisent régulierement A\ si et seulement si I 7~’Lt>\17,\2()\) est la
partition la plus fine de Jord”(\) U {0}, cest-a-dire si et seulement si tout intervalle
relatif est réduit & un seul élément. Dans ce cas, Xz, .\, est définie sur Jord®?(\) U {0} et
Ol & X\q,\o (0> =0.

3.2 Une proposition d’existence

Soient n € N et A € P*¥™P(2n). Fixons une fonction x : Jord®(\) U {0} — Z/2Z
telle que x (i) = 0 pour tout i € Jord”(\) tel que multy(i) = 1 et telle que x(0) = 0.

Proposition. Il existe ny,ns € N tels que ny + ny = n et il existe Ay € PY"PP(2n,) et
Ny € POrthst(2n,) tels que

(i) A1 et Ay induisent réguliérement \ ;

(i) d(A) Ud(A2) = d(A) ;

(ﬁj) XA = X-

La preuve est identique a celle de [?] 1.11. On la refait car, dans cette référence, on
avait bétement supposé que tous les termes de A\ étaient pairs. On utilise les notations
de 2.7.

Preuve. Notons J* l'ensemble des j > 1 tels que j soit impair, \; soit pair et \; >
Aj+1. Notons J~ I'ensemble des j > 2 tels que j et A; soient pairs et A\;_; > ;. On voit que
J* est 'ensemble des jy,q. (1) pour i = i), avec h impair ou pour i € J”(A\)NJord”?()\). De
méme, J~ est 'ensemble des ji, (1) pour i = iy, avec h pair ou pour i € J"(A\)NJord”(\).
On en déduit que J* et J~ ont le méme nombre d’éléments et que, si on note J* = {j;” <
L<gftet I ={j; <..<j },ona

J<Jr <U3 <jy <. <if <ie.
On note t = (ty, ta, ...) la suite de nombres définie parv; = 1sije J7, v, = —1sij € J~

ett; =0sij€JTUT.
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Soit d € {1,2}. Pour j > 1, disons que j et j + 1 sont d-liés si et seulement si 'une
des conditions suivantes est vérifiée :

(1)(a) Aj = Aj41 est pair et x(\;) = d+ 1 (c’est-a-dire x(\;) =d + 1 mod 2Z);

(1)) jeI";

(D)(c) j+1e€3—;

(1)(d) A\;j et A\j4q sont impairs et A\; € J".

Remarquons que cette derniere condition équivaut a

(1)(d”) Aj et Aj+1 sont impairs et A\j 1 € J".

En effet, si (1)(d) est vérifiée, on a5, > \; > @41 pour un b impair. Alors i, > \jq >
tht1. Mais \j1 # tp41 puisque Aj4q est impair et ¢,41 est pair. Donc i, > Aj11 > dp4q et
Aj+1 € J". La réciproque est similaire.

Pour deux entiers 1 < j < j/, disons qu’ils sont d-liés si et seulement si k et k + 1
sont d-liés pour tout k = 7,...,j' — 1. C’est une relation d’équivalence et les classes sont
des intervalles de N — {0}, éventuellement infinis. On note Jnt, Pensemble des classes
d’équivalence ayant au moins deux éléments. Pour J € jﬁtd, on note Jyin(J), resp.
Jmaz(J), le plus petit, resp. grand, élément de J (avec jyq.(J) = 0o si J est infini). Pour
d = 1,2 définissons une fonction pg : N — {0} — Z/2Z par py(j) = 1 ’il existe J € Tnty
tel que 7 € J, pa(7) = 0 sinon. Montrons que

(2) 'ensemble Jnty est fini; il contient un élément infini si et seulement si d = 1;
on note Jnt; ’ensemble Jﬁtl privé de cet élément infini et on pose Juty = 3?1’(2 X

(3) pour J € Tnty, Jmin(J) est impair et j,,..(J) est pair ou infini;

(4) pour 7 > 1, on a

sijeJTUI;

. siA\jestpairet j EITUT;

, S \j est impair et A\; € J'(N);
, st Aj est impair et \j € J"(N\);

2
)+ ) =
2

(5) 3T est égal a 'ensemble des j > 1 tels que py(j) = p2(j) = 1 et qu'il existe d = 1,2
et un élément de J € Int, de sorte que j = jinin(J);

(6) 3~ est égal a l'ensemble des j > 1 tels que py(j) = pa(j) = 1 et qu'il existe d = 1,2
et un élément de J € Jnt, de sorte que j = jiae(J).

Soit I(\) le plus grand entier [ tel que A\, > 0. Parce que x(0) = 0, on voit que,
pour j > l(A), j et j + 1 sont 1-liés mais pas 2-liés. Donc {l(\) + 1,...} est contenu
dans un intervalle infini Jy ,,, € Jnt; tandis que, pour j > I(A) 42, {j} est une classe
d’équivalence pour la 2-liaison et j n’est pas contenu dans un élément de Jnt,. Cela
prouve (2).

Soit J € JInty. On pose simplement j = Jmin(J). Montrons que j est impair. C’est
évident si 7 = 1. On suppose j > 2. Par définition, j et 57 4+ 1 sont d-liés tandis que
j — 1 et j ne le sont pas. Si (1)(b) ou (1)(c) est vérifie, j est trivialement impair.
Supposons vérifiée (1)(a). On n’a pas A\;_; = A; : sinon ces entiers seraient pairs, on
aurait x(A\j_1) = x(\;) =d+1et j—1 et j vérifieraient 'analogue de (1)(a) et seraient
d-liés. Donc \j_; > A;. Alors j est impair ou appartient & J~. Or cette derniere relation
est exclue car elle entraine que j—1 et j vérifient I'analogue de (1)(c) et sont d-liés. Donc
J est impair. Supposons maintenant que (1)(d) soit vérifiée. Supposons d’abord que A;_4
est impair. Alors j — 1 et j vérifient 'analogue de (1)(d’) et sont d-liés, ce qui n’est pas
le cas. Donc A\j_; est pair et A\;_; > X;. Alors j — 1 est pair ou j —1 € J*. Or cette
derniere relation est exclue car elle entraine que j — 1 et j vérifient ’analogue de (1)(b)
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et sont d-liés. donc j — 1 est pair et j est impair. Cela montre que j,,;,(J) est impair.
Une preuve analogue montre que j,q.(J) est pair s’il n’est pas infini. Cela prouve (3).

Soit 7 € JT. Alors (1)(b) est vérifié et j et j + 1 sont d-liés pour d = 1,2. Donc
p1(j) = p2(7) = 1. Soit maintenant j € J~. Alors j est pair donc différent de 1. L’analogue
de (1)(c) pour le couple (j — 1, ) est vérifiée et j — 1 et j sont d-liés pour d = 1, 2. Donc
p1(7) = p2(j) = 1. Supposons maintenant \; pair mais j ¢ J* U J~. Supposons par
exemple j impair, le cas ou j est pair se traitant de fagon analogue. Puisque j € J*, on a
Aj = Aj+1. Les entiers j et j+ 1 sont d-liés pour I'unique d tel que x(A;) = d+ 1. Pour ce
d, pa(j) = 1. Soit d’ 'autre élément de {1,2}. On doit prouver que j n’appartient a aucun
élément de Inty. On vient de voir que j et j+1 ne sont pas d'-liés. Si j appartenait a un
élément I’ € Jnty, cet intervalle serait fini et j serait égal & jae(J'). Mais alors j serait
pair d’apres (3), contrairement a I’hypothese. Supposons maintenant A; impair, j impair
et A\; € J'(N). Cette derniere condition implique d’apres 2.7 que jq.(A;) est pair, donc
J < Jmax(Aj), donc Aj11 = A;. Pour d = 1,2, les conditions (1)(a), (1)(b) et (1)(c) ne
sont pas vérifiées : elles imposent que A; ou A1 est pair. La condition (1)(d) ne l'est
pas puisque A; € J'(A). Donc j et j + 1 ne sont pas d-liés. Si j = 1, j n’appartient donc
4 aucun élément de Jntg. Si j > 1, les analogues des conditions (1)(a) et (1)(c) pour le
couple (j—1, j) ne sont pas vérifiées : elles imposent que A; est pair. L’analogue de (1)(b)
n’est pas vérifiée : elle impose j — 1 impair donc j pair. L’analogue de (1)(d’) n’est pas
vérifiée puisque A; € J'(A). Donc j—1 et j ne sont pas d-liés. Donc py(j) = 0. Supposons
maintenant \; impair, j pair et j € J’(A). Cette derniere condition implique d’apres 2.7
que Jmin(A;) est impair, donc jpi,(A;) < j, donc A\;_; = A;. Des arguments analogues a
ceux ci-dessus montrent que, pour d = 1,2, pg(j) = 0. Supposons enfin que \; est impair
et que j € J”(X). Puisque multy(A;) est paire, on a A\j_; = A; ou A\j4; = A;. Dans le
premier cas, j — 1 et j vérifient 'analogue de (1)(d’) et sont d-liés pour tout d. Dans le
deuxieme cas, j et j + 1 vérifient (1)(d) et sont d-liés pour tout d. Donc py(j) = 1 pour
tout d. Cela démontre (4).

Soit j € J*. D’apres (4), on a pi(j) = p2(j) = 1, c’est-a-dire que, pour tout d, il existe
J4 € Jnt, tel que j € J,. Sij =1, on a forcément j = Jmin(Ja) pour tout d. Supposons
j > 1. On veut montrer que j = jnin(J4) pour au moins un d, autrement dit que j — 1
et j ne sont pas d-liés pour au moins un d. Les analogues pour de couple (5 — 1,7) des
conditions (1)(b) et (1)(c) ne sont pas vérifiées : elles impliquent que j est pair, alors
que j est impair puisque j € J*. L’analogue de (1)(d) n’est pas vérifiée, puisque A; est
pair. Donc j — 1 et j ne sont d-liés que si 'analogue de (1)(a) est vérifiée. Mais cette
analogue ne peut étre vérifiée que pour un unique d. Cela démontre que J* est contenu
dans I’ensemble décrit en (5). Inversement, soit j > 1, supposons que p1(j) = p2(j) = 1
et qu'il existe d = 1,2 et un élément de J € Jnt, de sorte que J = Jmin(J). Autrement
dit, ou bien j = 1, ou bien il existe d tel que 7 — 1 et 7 ne sont pas d-liés. D’apres (3), j
est impair. D’apres (4), on a soit j € J© U J™, soit \; est impair et \; € J”(\). Dans le
premier cas, I'imparité de j entraine 7 € J*, ce que l'on veut prouver. Supposons donc
que A; est impair et A\; € J”(X). D’apres 2.7, cette condition entraine que j,(A;) est
pair, donc jmin(A;) < j et A\j_; = A;. Alors j — 1 et j vérifient 'analogue de (1)(d’)
et sont d-liés. Cela contredit I’hypothese. On a ainsi prouvé (5). La preuve de (6) est
similaire.

La relation (3) entraine

(7) pa(j) = pa(j +1) si j est impair.

La définition de ¢ et 'assertion (4) entrainent

(8) t; = pi(j) +p2(4) + 1+ A; mod 27.
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On va montrer qu’il existe des suites d’entiers positifs ou nuls A\; et Ay vérifiant les
conditions suivantes, pour tout j > 1 :

(9) )\Lj + )\27]' + T, = )\j ;

(10) pour d = 1,2, A\g; = d + pa(j) mod 2Z;

(11) pour d =1,2, on a

(a) Ag; = Aajt1 si j est pair, pg(j) = 1 et il n’existe pas de J € Jnty tel que
J = Jmaz(J) ou si j est impair et py(j) = 0;

(b) Aaj > Agj+1 sij est pair et il existe T € Tnty tel que j = jimae(J) (la condition
que j est pair est redondante d’apres (3));

(€) Aaj > Adgj+1 sl j est impair et py(j) = 1 ou si j est pair et pg(j) = 0.

On raisonne par récurrence descendante sur j. Pour j > [(\) + 2, on pose \; =
A2; = 0. On a vu dans la preuve de (2) que j était contenu dans Jy ,,;, mais dans aucun
élément de Inty. Donc p1(j) = 1 et pa(j) = 0. De plus, j n’appartient pas a J©UJ~ donc
t; = 0. On voit alors que toutes les conditions ci-dessus sont vérifiées.

On fixe j et on suppose que I'on a fixé des termes Ay j7, A j pour j° > j de sorte que les
conditions ci-dessus soient vérifiées pour ces j'. Pour d = 1,2, on pose A\g; = Agj+1 + €q,
avec eq € 7. Les conditions ci-dessus se traduisent en termes de ces entiers e4. L’analogue
de (9) étant vérifiée pour j + 1, cette condition (9) se traduit par

(12) €1+ ey = )‘j — )‘j+1 + Ciy1 — ¢

De méme, la condition (10) se traduit par

(13) eqa = pa(y) + pa(j + 1) mod 27Z.

Remarquons que, si (12) est vérifiée, la relation (8) entraine

er+ea=pi(j) + (g +1) +p2J) +p2(j + 1) mod 2Z.

Donc (13) est vérifiée pour un d si et seulement si elle 'est pour les deux d.

La condition (11) se traduit par e; = 0 dans le cas (a), e > 0 dans le cas (b) et ¢4 > 0
dans le cas (c). Remarquons que, dans le cas (a), la condition e; = 0 est compatible avec
(13), autrement dit pg(j) = pa(j +1). En effet, si j est impair, cette relation est toujours
vraie d’apres (5). Si j est pair, la condition (11)(a) impose que j et j+ 1 sont d-liés donc
pa(j) =pa(j +1)=1.

Supposons la condition (11)(a) vérifiée pour un d, disons pour d = 1. On n’a pas le
choix pour ey : on pose e; = 0. La condition (12) impose es = A\j — A\j41 + tjp1 — tj.
Comme on vient de le dire, la condition (13) est vérifiée pour d = 1. Elle I’est donc aussi
pour d = 2. Il reste a vérifier les conditions provenant de (11) pour d = 2.

Supposons j impair. Supposons d’abord que la condition (11)(a) soit vérifiée pour
d = 2, auquel cas on doit vérifier que e; = 0. La condition (11)(a) pour j impair est
que pq(j) = 0. Cette condition est vérifiée pour d = 1,2. D’apres (4), A; est impair et
A € J'(A). D’apres 2.7, jmaz(A;) est pair, donc j < jmaz(Aj) et Aj = A\j41. Evidemment,
Jyj+1€3TUJ, doncv; =t =0. Alors e; = \j — A\j11 +tj41 —t; = 0. La condition
(11)(b) n’est pas vérifiée pour d = 2 puisque j est impair. Supposons la condition (11)(c)
vérifiée pour d = 2. On doit alors prouver que e; > 0. Puisque j est impair, cette
condition est que pa(j) = 1. On a aussi p;(j) = 0 puisque (11)(a) est vérifiée pour d = 1.
D’apres (7), on a aussi pi(j + 1) = 0 et po(j + 1) = 1. Alors, d’apres (4), ni j, ni j+ 1
n’appartiennent a J© U J~. Donc t; = t;41 = 0. Donc ea = A\; — \j11 > 0.

Supposons plutot j pair. Supposons d’abord que la condition (11)(a) soit vérifiée pour
d = 2, auquel cas on doit vérifier que e5 = 0. Pour j pair, la condition (11)(a) pour d est
que pq(7) = 1 et qu’il n’existe pas de J € Int, tel que j = jnar(JT). Cette condition est
vérifiée pour d = 1,2. D’apres (4), on a soit j € JTUJ™, soit \; est impair et \; € J"(N).
Dans le premier cas, la parité de j impose j € J~. Mais alors la relation (6) implique
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I'existence de d et de J € TInty tels que j = Jnae(J), contrairement aux hypotheses.
Supposons donc que A; soit impair et que A\; € J”(A). D’apres 2.7, jimar(A;) est impair,
donc j < jmaz(Aj) et Aj = Ajq1. Evidemment, 7,5 + 1 ¢ JT UJ~, donc tv; = vj4q = 0.
Alors e = A\j — A\j11 +tj41 —t; = 0. Supposons maintenant vérifiée la condition (11)(b)
pour d = 2. On doit prouver que e; > 0. La condition est que py(j) = 1 et qu’il existe
J € Jnty tel que j = Jmax(J). On a aussi pi(j) = 1 puisque (11)(a) est vérifiée pour
d = 1. D’apres (6), on a j € J~. Cela entraine v; = —1. Puisque j + 1 est impair, on
aj+1¢J doncrtjy <0 Alors ey = X — Ajp1 + 00—t > A — A +1 > 0.
Supposons enfin vérifiée la condition (11)(c) pour d = 2, autrement dit ps(j) = 0. On
doit vérifier que e; > 0. Puisque p(j) = 1, on a A, pair et j € J* UJ~ d’apres (4). Le
méme raisonnement que dans le cas j impair s’applique et on conclut es > 0.

On peut maintenant supposer que la condition (11)(a) n’est vérifiée pour aucun d.
Supposons la condition (11)(b) vérifiée pour d = 1. On choisit pour e; le plus petit entier
strictement positif vérifiant la relation (13). On a e; = 1 ou 2. La condition résultant de
(11)(b) pour d = 1 est e; > 0, elle est vérifiée. On pose e = A\j — A\j11 +tj41 — ¢ — €.
Comme précédemment, il reste seulement a prouver que ey vérifie les conditions résultant
de (11) pour d = 2. On a exclu la condition (11)(a). Supposons que la condition (11)(b)
soit vérifiée pour d = 2. On doit montrer que es > 0. Les conditions (11)(b) sont
vérifiées pour d = 1,2, c’est-a-dire que j est pair et qu’il existe J; € Int; de sorte que
J = Jmaz(Ja). Autrement dit, py(j) = 1 mais j et j + 1 ne sont pas d-liés. D’apres (6),
onajeJ,donc \; est pair. Si A\jp1 = Aj, j et j+ 1 vérifient (1)(a) pour un d et sont
d-liés contrairement a I’hypothese. Donc A\; > A; ;. Puisque j € 37, on a aussi t; = —1.
Le nombre j 4 1 est impair donc n’appartient pas a J—, d'ou v;4; > 0. On voit alors
que ez = A\j — A\jq1 + tj41 — tv; — e; est strictement positif sauf si les trois conditions
suivantes sont vérifiées : A\; = X\;j11 + 1, vj41 = 0 et e; = 2. Supposons ces conditions
vérifiées. Puisque p1(j) = 1 et e = 2, la condition (13) pour d = 1, qui est vérifiée
par définition de ey, implique p;(j + 1) = 1. Puisque A\; = Aj11 + 1, A\j1; est impair.
Puisque v;41 = 0, la relation (8) implique que po(j + 1) = 1. Alors, pour d = 1,2, j +1
appartient a un élément J, € Jnt,. Puisque j et j + 1 ne sont pas d-liés, on a forcément
J+ 1= jmin(3,). D’apres (5), cela entraine j +1 € J*. Donc t;; = 1 contrairement a
I'hypothese. Cette contradiction conclut. Supposons maintenant que la condition (11)(c)
soit vérifiée pour d = 2. On doit montrer que e; > 0. On a toujours la condition (11)(b)
pour d = 1, c’est-a~dire que j est pair, que p;(j) = 1 mais que j et 7 + 1 ne sont pas
1-liés. La condition (11)(c) pour d = 2 dit que p(j) = 0. Alors j et j + 1 ne sont pas
non plus 2-liés. D’autre part, la relation (4) entraine que A; est pair et que j € JTUJ .
D’ou v; = 0. On ne peut pas avoir A\; = A;;; sinon la relation (1)(a) serait vérifiée pour
un d et j et 7 + 1 seraient d-liés, ce qui n’est pas le cas. On n’a pas 7 + 1 € J~ puisque
J + 1 est impair. Donc t;y; > 0. On voit alors que e; = \j — Ajy1 +tjp1 —t; — e est
positif ou nul sauf si les mémes conditions que ci-dessus sont vérifiées : \; = \;j11 + 1,
tjt1 = 0 et e; = 2. Ces conditions sont exclues par le méme raisonnement que ci-dessus.
D’ou ey > 0.

Il nous reste a traiter le cas ou (11)(c) est vérifiée pour d = 1,2. On choisit pour
e1 le plus petit entier positif ou nul vérifiant la relation (13). On a e; = 0 ou 1. La
condition résultant de (11)(c) pour d = 1 est e; > 0, elle est vérifiée. On pose e; =
Aj — Ajp1 + tj41 — tj — e;. Comme précédemment, il reste seulement a prouver que e;
vérifie la condition résultant de (11)(c) pour d = 2, c’est-a-~dire e5 > 0.

Supposons d’abord j impair. Les conditions (11)(c) pour d = 1,2 disent que p;(j) =
pa2(j) = 1. D’apres (7), on a aussi p1(j + 1) = p2(j + 1) = 1. La relation (13) pour d = 1
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implique e; = 0. Si ni j, ni j + 1 n’appartiennent & J*T UJ ", on a v; = vj4; = 0 et
e = A\j — Ajr1 > 0. Si un seul des éléments j et j + 1 appartiennent & J© UJ ™, on a par
parité j € JT et j+1 & JTUJ ,ouj+1leJ et j & JTUJ . Alors tj41 —t; = —1. Mais
I'hypothese j € J* ou j+1 € J~ implique A; > Aj4q. Alors e = A\; —Aj41 —1 > 0. Enfin
supposons que j et j + 1 appartiennent tous deux & J© UJ~. La parité impose j € J*
et j+1€ J . Alors t;4; —t; = —2. Mais les hypotheses j € 3 et j+ 1 € J~ imposent
non seulement \; > \;;; mais aussi que A; et \;4; sont pairs. Donc A\; > A1 + 2. Alors
62:)\]'_)\]'—1-1_220-

Supposons maintenant j pair. Les conditions (11)(c) pour d = 1,2 disent que p;(j) =
p2(j) = 0. D’apres (4), A; est impair donc t; = 0. Onn’a pas j+1 € J~ puisque j+ 1 est
impair. Donc t;;1 > 0. On voit alors que es = A\j — A\j 11 +t;41 — e; est positif ou nul sauf
si les trois conditions suivantes sont vérifiées : \; = A 11, tj41 = 0 et e; = 1. Supposons
ces conditions vérifiées. D’apres (13) pour d = 1, on a p;(j + 1) = 1. Puisque \; = A4,
Aj+1 est impair. L’égalité v; 41 = 0 et la relation (8) entrainent alors po(j + 1) = 1. Pour
d=1,2, j + 1 appartient donc & un élément J, € Jnt,. Puisque pa(j) =0, jet j+1ne
sont pas d-liés, donc j+ 1 = jin(J4). Mais alors, (5) nous dit que 7+ 1 appartient a J*,
donc tj;; = 1 contrairement a I'hypothese. Cette contradiction conclut. Cela acheve la
preuve de I'existence de nos suites A et \s.

Fixons donc de telles suites A\; et Ay. La condition (11) entraine que ce sont des
partitions, c’est-a-dire qu’elles sont décroissantes. Montrons que

(14) il existe des entiers positifs ou nuls n; et ny tels que ny + ny = n, que A
appartienne a P¥™P*P(2n,) et que Ao appartienne & PohsP(2n,).

Si les deux dernieres conditions sont vérifiées, on a forcément n; +ny = n. En effet, la
relation (9) implique que S(A1) +S(A2) 4+ S(r) = S(A) et on a S(r) = 0. Pour prouver les
deux dernieres conditions, on doit prouver que, pour d = 1,2 et & > 1, les termes A\g 251
et A\g ok sont de méme parité et que, quand cette parité est celle de d, on a Agorp—1 = Ag2k-
La premiere condition résulte de (10) et (7). Si Agox—1 = d mod 2Z, la condition (10)
impose py(2k — 1) = 0. Alors les conditions de (11)(a) sont vérifiées pour j = 2k — 1,
d’olt Agok—1 = Ag2k- Cela prouve (14).

Créace & (14), on définit comme en 3.1 les ensembles d’intervalles Int()\;), Int()s),
les ensembles JT et J~ et la fonction £. Montrons que

(15) on a {J(A); A € Int(M\g)} = Jntgpour d = 1,2; on a J© = JF, J- = J et
E=r.

Soit d = 1,2. La réunion des J(A) quand A décrit Int(\g) est Pensemble des j > 1
tels que Ag; soit de bonne parité. D’apres (10), c’est I'ensemble des j > 1 tels que
pa(j) = 1. Cet ensemble d’indices est donc découpé de deux fagons en intervalles : les
J(A) pour A € Int(\y) et les T € Inty. Pour prouver que ces découpages coincident,
il suffit de prouver que les ensembles d’éléments maximaux de ces intervalles coincident
(en admettant ici que I'élément maximal d'un intervalle infini est co). C’est-a-dire qu’il
suffit de prouver ’égalité

{Jmaz(D); A € Int(Aa)} = {jmaz(3); T € Tnity}.

L’infini intervient dans les deux ensembles pour d = 1 et n’intervient dans aucun d’eux
pour d = 2 (d’apres (2) pour I'ensemble de droite). On élimine ces termes. Pour j > 1,
J n'intervient dans ces ensembles que si j est pair (d’apres (3) pour celui de droite) et
Aaj = d+ 1 mod 2Z autrement dit pg(j) = 1. Supposons ces conditions vérifiées. Alors
J intervient dans I’ensemble de gauche si et seulement si A\g; > Ag 1. Si j intervient
dans I'ensemble de droite, la condition (11)(b) est vérifiée et I'inégalité précédente 'est
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aussi. Si j n’intervient pas dans 'ensemble de droite, la condition (11)(a) est vérifiée
et 'inégalité précédente ne l'est pas. Cela démontre 1’égalité de ces ensembles, d’ou la
premiere assertion de (15).

Par définition, J* est I'ensemble des j > 1 pour lesquels Ay ; et Ay ; sont de bonne
parité et il existe A € Int(A\;) U Int(Xs) tel que j = jmin(A). En utilisant ce que I'on
vient de démontrer, il suffit d’appliquer (5) pour conclure J* = J*. On prouve de méme
que J~ = J . Alors £ = v par définition de ces fonctions. Cela prouve (15).

On a Ind(Ai, A2) = A\ + A2 + £ par définition, d’ou Ind(Ay, A\y) = A d’apres (15) et
(9). Montrons que

(16) A; et A induisent régulierement A.

Il s’agit de prouver que tout intervalle relatif est réduit a un seul élément. Soit D un
intervalle relatif. Si J(D) est réduit a un seul élément, D aussi. Supposons que J(D) a
au moins deux éléments. Par définition, il existe un unique d = 1,2 pour lequel il existe
Ay € Int(Ag) de sorte que J(D) C J(Ay). Pour fixer la notation, on suppose d = 1. Cela
entraine : pour j,j+1 € J(D), il n’existe pas de Ay € Int(\g) tel que {j,7+1} C J(A,).
En effet, les extrémités jpin(D) et jma(D) sont par définition des éléments consécutifs
de 'ensemble J de 3.1. Un Ay comme ci-dessus vérifierait donc jin(A2) < Jmin(D) et
Jmaz (D) < Jmae(A2), donc J(D) C J(As), ce qui est exclu. On traduit d’apres (15) :
il existe J; € Jnt; tel que J(D) C J; et, pour j,j+1 € J(D), j et j+ 1 ne sont pas
2-liés. Soient j,j + 1 € J(D). Les indices j,j + 1 n’étant pas 2-liés, ils ne vérifient pas
les conditions (1)(b), (1)(c) et (1)(d) (cette derniere étant de toute fagon exclue puisque
Aj et Aj41 sont pairs par définition des intervalles relatifs). Puisque j et j + 1 sont 1-liés,
ils vérifient forcément la condition (1)(a) pour d = 1. Donc A\; = A;44. Cela étant vrai
pour tout couple {j,j + 1} C J(D), A, est constant pour j € J(D). Autrement dit, D
est réduit a un seul élément.

Montrons que

(17) XAth2 = X-

On a x,.,(0) = 0 par définition et x(0) = 0 par hypothese. Soit i € Jord®(\).
Si multy(i) = 1, xan,(2) = 0 par définition et x(i) = 0 par hypothese. Supposons
multy(i) > 2. Comme dans la preuve de (16), il existe un unique d = 1,2 de sorte qu’il
existe Ay € Int(\g) tel que J(i) C J(Ag). On a xa,.a, (i) = d+ 1 par définition. Toujours
comme dans la preuve de (16), pour j,j + 1 € J(i), la condition (1)(a) est vérifiée pour
ce d. Alors x(i) = d+ 1. D’ou (17).

Montrons que

(18) ¢(A1) +¢(A2) = C(A) +&.

On a défini en 3.1 les ensembles Py, (A) et Py, ,,(A) et la suite (y, a,(A). Puisque Ay
et Ay induisent régulierement A, on a les égalités Py, () = P*(}), Py, ,,(A) = P~(\).
Donc (y, 2, (A) = ¢(A). Alors le lemme 3.1 implique (18).

L’égalité (18) entraine

AL+ (A1) + A2+ C(A2) = A+ A + €+ C(A) = A+ ((N).
Le lemme 2.7 et I'assertion 2.7(4) transforment cette égalité en
fd(\) +'d(A2) = "d(N),

d’ott d(A1) Ud(A2) = d(N). Cela acheve la démonstration. [J
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3.3 Les fonctions 7¢, §¢

Soient ni,nes € N tels que ny + ny = n et solent Ay € PP (2n,) et Ay €
Porthsp(2n,). Soit A 'induite endoscopique de A; et Xo. On considere de plus des éléments
11 = (11,01) € Fam(\y) et ta = (72,02) € Fam(A2). On pose 11 = r(711,91), 79 = (72, 92).

Pour d = 1,2 et A € Int(\g), on note A* le plus petit A’ € Int(\g) tel que A’ > A,
pour peu qu'il existe un tel A’ (sinon, A* n’existe pas). Pour D € Inty, x,(\), on définit
DT de facon similaire.

Pour D € Inty, ,(\) et pour d = 1,2, considérons 'ensemble des A € Int(\g) tels
que Jmaz(D) < jmaz(A) (ici, on pose par convention ja (A1 min) = 00 0U Aq i est le
plus petit élément de Int(\;)). Si cet ensemble est non vide (ce qui est le cas si d = 1
par la convention que 'on vient de poser), on note Ay(D) son plus grand élément. On
pose A1(Dmin) = A1 min tandis que Ag(Diyyin) n'existe pas. Si Ag(D) n’existe pas et si
Int(X\s) n’est pas vide, on note Ay(D)T le plus petit élément de Int(Xs) (si Int(\y) est
vide, Ay(D) et Ay(D)™ n’existent pas).

Pour ¢ = +, on définit une fonction 6¢ € (Z/27)*122M) par les formules ci-dessous.
Soit D € Inty, z,(A). On pose Ay = Ay(D) pour d = 1,2. Ce terme existe toujours dans
chaque cas ci-dessous. Par contre, AT n’existe pas toujours. Dans ce cas, on considere
que d4(A7) = 0. On éerit les formules comme des égalités, en fait, il s’agit de congruences
modulo 27Z. On pose

8 fimaz(D) € JT, 67(D) = 7'1( 1) +72(D2) + 11+ 1o+ 1, 07(D) =67(D) +1;

81 jmaz(D) € J7, 67(D) =07 (D) = 01 (A ) + 52(A2)

Si mae(D) € J*UJ= et J(D) € (A1), 6(D) = 6-(D) = 61(Ar) + 5a(A]):

Sl Jmaz(D) & JYUJ™ et J(D) C J(Ay), 67(D)=0"(D) = 51(A+) + 52(As).

Avec les mémes notations, on définit une fonction 7¢ € (Z/27Z)* nia (M) par

si|[J(D)|>2et J(D)C J(A ), TH(D) = 77(D) = 11(A1) + 52(AF) + 79

si|[J(D)] >2et J(D) C J(Ay), 7H(D) = 61 (A]) + 7o(Ay) + 71, 77 (D) = 77(D) + 1;

i [J(D)] = 1 et jin(D) = jmar(D) € J*, 7(D) = 7 (D) = my(Ay) + 62(Af) + 75

si|[J(D)] =1 et jmin(D) = jmae(D) € J—, 77(D) =77 (D) = 11(A1) + 02(A2) + 7o.

Tous ces cas sont exclusifs 'un de I'autre. On a évidemment

(1) 67 (D) = 67(D) + 1 si et seulement si jy0.(D) € JT; 77 (D) = 77(D) + 1 si et
seulement si |J(D)| > 2 et J(D) C J(Ag).

On a aussi

(2) 77 (Dpin) = 7 (Dpmin) = 0.

En effet, J(Dyin) est infini. Il ne peut qu’étre contenu dans J(Aq in). Done 77 (Dipin) =
Tﬁ(Dmin) = Tl(Al(szn)) + 52(A2(Dmin)+) +72. On a A1(-szn) = A1,min et AZ(szn)
n’existe pas. On a 71 (Aq in) = 0. D’apres 2.3(2) et nos conventions, ds(Ag(Dypin)™) = ra.
D’ou (2).

Pour ( = +, posons

Co= Y (= (=rO) (TP - ()" ),
Delnty; xy (M)

Ici encore, on considere que §¢(D1) =1 si D* n’existe pas. On a

(3) C¢ = 2(r1 + Cra), st r1 + 7o est pair,
—2(r1 +Cra+ 1), si r; 4+ ry est impair.

Cela résulte de [?] X1.24, & ceci pres que les hypotheses de cette référence étaient plus
restrictives que les notres. On renvoie pour ce probleme aux explications que I’on donnera
apres la proposition du paragraphe suivant.
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3.4 Le résultat de [?]

Les données sont les mémes que dans le paragraphe précédent. Pour d = 1,2, le
couple tq = (74,04) provient d'un symbole A, dans la famille de Ay. On note (74, pa)
I'élément de Xy, jmp si d =1, X, pair s1 d = 2, tel que symb(rq, pa) = Ag. On pose Ny =
ny—ri—ry, Ny =ng—r2. On fixe un élément ¢ € {£}. Si { =1, on pose h™ = ry + |ry],
h™ = sup(ry — |ral, |re] —r1 — 1). Si ¢ = —1, on pose h™ = sup(ry — |ral, |r2| — 1 — 1),
h™ =71 + |ra|. On vérifie que ht(h* +1)/2+h~(h™ +1)/2 = r? +ry +r3. On fixe des
entiers nT,n~ € N tels que n™ +n~ =n, nt > h*(h* +1)/2, n~ > h=(h™ 4+ 1)/2 et on
pose Nt =nt —ht(ht +1)/2, N~ =n"—h (h~ 4+1)/2.Ona Nt + N~ = N; + N,.
On définit un quadruplet d’entiers a = (ai,a;,a,a; ) par les formules suivantes

a=(0,0,0,1)si(=1etr; >|ry;

a=(0,0,1,0)si ( =—1etry >|rq;

a=(0;1,0,0)si ¢ =1etr <|r;

a=(1,0,0,0)si ( =—1etry <|rl

Avec les mémes notations qu’en 1.2, on définit une représentation I1¢ (11, 15) de Wi+ x
Wy~ par la formule
VT (01 @ ).

On note Z¢(11, t2) I'ensemble des quadruplets (AT, e™, A7, e7) € PsY™P(2n+) x PY™P(2n7)
vérifiant les conditions suivantes :

(1) kare = b, by oo = h™;

(2) la représentation py+ o+ ® py- .~ de Wi+ x Wiy~ intervient dans II¢(¢q, 12) avec
une multiplicité strictement positive.

Pour poser la définition suivante, on a besoin d’introduire deux notations. Pour D €
Inty, A, (N), notons i,,;,(D) le plus petit élément de D. On a iy, (D) > 1 puisque D #
Dy Pour toute partition i, on pose mult>p(p) = D uenirsi,.. oy Multy (p1). D’autre
part, on pose v =18iry, >0, v =—1siry <O0.

On note Z9™(11,15) I'ensemble des quadruplets (AT, et, A7, e7) € P¥™P(2nT) x
Py™P(2n~) vérifiant les conditions suivantes :

(3) ATUA™ = \;

(4) pour tout D € Inty, »,(N), on a

L W X W W
I1¢(11, 12) = Bnenindy ™"V (sgnd, @ resy,|

multy+ (> D) = 6(D) mod 27, et multy-(> D) =6"(D) mod 27Z;

(5) pour tout D € Inty, ,(A) et tout i € D tel que i # 0 et multy: (i) > 0, resp.
multy-(i) > 0, on a

e = (=1)"" ) resp. € = (=1)" D),

Dans ces formules, on a évidemment identifié les signes &+ des définitions de 77, 7~
etc... a des éléments de {£1}. On a montré en [?] XI1.29 remarque 4 que, sous I’hypothese
(3), les deux congruences de (4) étaient équivalentes.

Proposition. (i) Soit (A", ", A7, €7) € Z%(11,12). Alors AT U™ < .

(ii) L’ensemble T¢™ (11, 15) est égal au sous-ensemble des (A1, et A7 e7) € T%(1y, 1o)
tels que \TUN™ = . Pour (AT, €™, A7, €7) € Z9™%(1y,15), la représentation py+ «+ Qpy—
intervient avec multiplicité 1 dans T1¢(11, t9).
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Cela résulte de [?] propositions XI.28 et XI.29, ainsi qu’on I’a expliqué dans la preuve
de la proposition XII.7 de cette référence. A ceci pres qu’alors, les hypotheses sur ts
étaient restrictives : on supposait que ro était pair et positif ou nul; dans le cas 5 = 0,
on supposait que le symbole (X,Y’) correspondant a to vérifiait X > Y pour 'ordre
lexicographique. En fait, cette derniere hypothese était utilisée dans d’autres passages
de [?] mais pas dans les démonstrations des propositions utilisées. Pour traiter le cas ol
ro est impair et positif, il n’y a pas d’autre méthode que de reprendre la démonstration.
C’est ce que 'on a fait mais elle est trop longue pour la récrire. Le cas ou 5 < 0 se
déduit du cas r, > 0 de la fagon suivante. On suppose donc 7, < 0. On a dit que ¢y
correspondait a un symbole Ay = (X5, Y3), puis & un couple (rq, p2). Inversement, on voit
que (—rg, po) correspond au symbole AL, = (Y5, X5), puis & un élément ¢y, € Fam(As).
Quand on remplace ¢y par ¢y dans les constructions ci-dessus, la représentation I1¢(sq, t5)
ne change pas. Donc la proposition ci-dessus étant vérifiée pour ¢}, elle le restera pourvu
que l'on ait les égalités Z¢ (11, t2) = Z¢(11,th) et To™9(1q, 15) = Z9™%(11,45). La premiere
égalité est claire d’apres (1) et (2). La deuxieme ne 'est pas car les fonctions 7% et §*
dépendent de t5. Mais, puisqu’on passe de Ay a A}, en permutant X5 et Y5, on voit sur
les formules de 2.2 que changer 5 en (), ne change pas J5 et remplace 7 par 75 + 1. On
voit ensuite sur les formules de 3.3 que cela échange les couples (77,07) et (77,07). Mais
alors, parce qu’il figure dans les conditions (4) et (5) un signe terme v, qui vaut 1 pour
ty et —1 pour g, on voit que ces conditions ne changent pas quand on remplace ¢ par
ty. C’est ce qu’on voulait.

3.5 Réciproque de la construction des fonctions 7¢ et §¢

Soient ny,ms € N tels que ny + ny = n et solent Ay € PP (2n) et Ay €
Porthsp(2n,). Notons A I'induite endoscopique de A; et \o. Pour ¢; = (71, 6;) € Fam(\;)
et Ly = (72,02) € Fam()z), on a construit en 3.3 des fonctions 7¢ et 6¢ pour ¢ = +. Dans
ce paragraphe, il convient de les noter plus précisément bew et 551“. On note aussi C’th?
la somme définie en 3.3. i

Soient ;1 € N, ry € Z et, pour ( = =+, soient 7¢ € (Z/2Z)n22O) e §¢ €
(Z./22) 22N On pose

Ci= 3 (= ()OO — (1)),

DGITLt)\l,)\Q \)

On suppose que ces données vérifient les conditions

(1) 6= (D) = 07(D) + 1 si et seulement si jae(D) € JT; 77(0) = 77(D) + 1 si et
seulement si |J(D)| > 2 et J(D) C J(Aa(D));

(2) 77 (Dmin) = 7 (Dimin) = 0;

(3) ¢ = 2(r1 + Cra), st 1y + ro est pair,
—2(ry +(ra+1), siry+ry est impair.

Lemme. Sous ces hypotheéses, il existe d’uniques 11 = (71,01) € Fam(A;) et 1o =

(12,02) € Fam(Xy) tels que, pour { = %, on ait les égalités 7¢ = 75, ,, et 6 = 67, . De
plus, on ary = 1r(m,d1) et ro = r(79,02).
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Preuve. S'il existe (71,01) et (7o,02) vérifiant la premiere assertion de 1'énoncé, les
fonctions 7¢ et §¢ sont données par les formules du paragraphe 3.3, ot 'on remplace r;
et ry par 1} = r(7, 1) et rh, = r(m2, J2). Remarquons que ces formules ne dépendent que
des images de 77 et 5 dans Z/2Z. On note symboliquement (X, /) ces formules.

Commengons par prouver que, pour deux éléments donnés r},rh € Z/27, il existe
d’uniques (71, 81) € (Z/2Z) ™) x (Z/27) ™M) | (13, 89) € (Z/27) P2 x (7. /27) 1 2)
telles que les formules (X, ,,) soient vérifiées. Remarquons que l'on peut considérer
uniquement les formules exprimant 7+ et 6T : celles concernant 7~ et ¢~ s’en déduisent
d’apres 'hypothese (1).

Pour D € Inty, »,(\) et pour d = 1,2, notons T¢(> D) Pensemble des Ay € Int(\y)
tels que Jmin(Ad) < Jmaz(D) (en convenant que Joae(Dmin) = 00) et notons D4(>
D) T'ensemble des Ay € Int(N\g) tels que Jomae(Ad) < Jmaz(D). Remarquons que Ty(>
Dypin) =1 ﬁt()\d) et Dy(> Dimin) = Int(Ng). Pour deux intervalles relatifs D > D', il est
clair que T4(> D) est inclus dans T4(> D’) et que D4(> D) est inclus dans D4(> D’).
On pose

Ta(D) = Ty(> D) = Ty(> D7), Dy(D) = Dy(> D) — D4(> DY),

avec la convention Ty4(> DT) = D4(> DT) = 0 si DT n’existe pas, c’est-a-dire si D est
I'intervalle relatif maximal. Cette définition entraine :

(4) pour deux intervalles relatifs D # D', on a T4(D) N Zy(D') = 0 et Dy(D) N
D4(D') = 0.

Montrons que

(5) T4(D) est I'ensemble des Ay € Int(Ag) tels que jmin(Aq) € {Jmin(D), jmaz(D)}
et D4(D) est I'ensemble des Ay € Int(Ng) tels que jimae(Ad) € {Jmin(D); Jmaz(D)}; ces
ensembles ont au plus un élément.

Soit Ad € [ht()‘d>7 Supposons ]mm(Ad) S {]mm(D)a]max(D)} Alors ]mm(Ad) <
Jmaz(D) et Ay appartient a T,(> D). Si D est Uintervalle relatif maximal, cela en-
traine Ay € Ty(D). Sinon, on a Jiaee(D1) < Gimin(D) < Jmin(Ag) done Ay n’appartient
pas & T4(> DT). D’ou Ay € T4(D). Réciproquement, supposons A, € T4(D). L'entier
Jmin(Ag) appartient & I'ensemble J de 3.1. D’aprés 3.1(3), il existe D' € Inty, x,()\)
tel que Jmin(Ad) € {Jmin(D’), jmaz(D')}. D’aprés ce que l'on vient de prouver, on a
Ay € Ty(D'). Alors (4) entraine D' = D, donc Jimin(Ad) € {jmin(D), jmaz(D)}. Cela
prouve la premiere assertion de (4). Supposons encore que A; € Ty(D) et considérons
un intervalle A/, € ];zt()\d) distinct de Ag. Si A, > Ay, on & Jimae(AL) < Jmin(Ad) <
Jmaz(D). Le nombre jn..(A)) appartient a J. Par définition des intervalles relatifs,
Jmin(D) et jmaz(D) sont soit égaux, soit des éléments consécutifs de J. Cela entraine
en tout cas I'inégalité jmaz(AL) < Jmin(D). Puisque Jmin(A)) < jmaz(AL), on a donc
Jmin(AL) & {Jmin(D), jmaz (D)}, dot A, & Ty(D). Si maintenant A/, < Ay, on a
Jmin(D) < Jmin(Ad) < Jmaz(Aq). Comme ci-dessus, on en déduit jiae(D) < Jmae(Aa),
PUIS Jimaz (D) < jmin(AL) et on conclut A, € T,(> D). Donc T4(D) a au plus un élément.
Les assertions concernant ©4(D) se démontrent de la méme fagon. Cela prouve (5).

On va montrer que, pour tout intervalle relatif D les formules (X, ;) exprimant
7H(D) et §1(D), d'une part ne font intervenir des 74(Ay) que pour des Ay € Ty(> D) et
des d4(Ag) que pour des Ay € D4(> D), d’autre part que, quand T4(D), resp. D4(D),
est non vide, elles font intervenir 74(Ay), resp. dq(Ay), pour 'unique élément A, de
cet ensemble. On étudie les différents cas possibles, pour D € Inty, »,(A). On suppose
d’abord D # D,in. On pose simplement Ay = Ay(D).
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() Supposons que |J(D)] = 1 et que juin(D) = juas(D) € J*. Dans ce cas, on a
Jmaz(D) = Jmin(A1) = Jmin(Az). D’apres (5), on a T1(D) = {A1}, To(D) = {Ay}. Si
A} € D1(D), on a jimaz(D) = Jmin(D) € J(A)), done J(A))NJ(A;) # 0, done A} = A;.
Or Jmaz (A1) > Jmin(A1) = jmaz(D), donc Ay & ©1(D). Donc ©1(D) = @ et, de méme,
Dy(D) = (. Par ailleurs, si AJ existe, on a jmez(A3) < Jmin(D2) = Jmaz(D), donc
AJ € Dy(> D). Enfin, les formules dans notre cas sont

(5+(D) = Tl(Al) —+ TQ(AQ) + ’f’ll + T’é + 1,

T+(D) = Tl(Al) + 52(A;—) + T’é.

On voit que les propriétés requises sont vérifiées.

(b) Supposons que |J(D)| =1 et que Jmin(D) = jmaz(D) € J~. Ce cas est similaire
au précédent. On a cette {0iS jmae(D) = Jmaz(A1) = Jmaz(A2). On a Ty4(D) = 0 pour
d=1,2,9:(D) ={A1}, D3(D) = {As} et Ay € T;(> D). Les formules sont

SH(D) = 61(Ay) + 02(A),

T+(D) = Tl(Al) + 52(A2) + T’/Q.

Les propriétés requises sont vérifiées.

(c) Supposons que |J(D)| > 2, que J(D) C J(Ay) et que fpin(D) €t jmas(D) soient
impairs. Puisque ces termes appartiennent a ’ensemble 7, I'imparité impose qu’ils sont
de la forme jpin(D) = jmin(AY) €t jmaz(D) = jmin(Al,) pour des entiers d',d” = 1,2
et des intervalles A, € Int(\y) et A%, € Int(Agr). Si d = 2, puisque jpin(D) et
Jmaz(D) sont des éléments consécutifs de J, on a jnae(D) < jmaz(4AS), dou J(D) C
J(AY), ce qui est interdit par définition des intervalles et par ’hypothese J(D) C J(Ay).
Donc d' = 1 et forcément A} = Ay, c’est-a-dire jpim(D) = Jmin(A1). S1d” = 1, on
a J(AY) N J(A1) # 0 done A} = Ay Mais jmin(A1) < Jmin(D) par hypothese, donc
Jmin(A1) ne peut pas étre égal & jae(D). Donc d” = 2 et forcément A}, = Ay, Cest-
a-dire ]maz(D) = jmzn(Ag) Alors ‘Il(D) = {A1}7 ‘ZQ(D) = {AQ} Pour d = 1,2 et
Al € Int(Ag), on a Jmaz(AL) # Jmin(D)y Jmaz(A)) # Jmaz(D) par comparaison des
parités. D’apres (5), cela entraine A/, ¢ D4(D). Donc D1(D) = Dy(D) = 0. Si A
existe, on a Jmaz(AT) < Jmin(D2) = Jmex(D), Aot A € Dy(> D). Enfin, 1'égalité
Jmaz(D) = jmin(A2) et la relation ja.(D) € J(A1) entrainent j..(D) € J*. Alors

07 (D) = (A1) + 1o(Ag) + ) + 75 + 1,

(D) = 11(A1) + 02(AF) + 7.

Les propriétés requises sont vérifiées.

(d) Supposons que |J(D)| > 2, que J(D) C J(A1), que jmin(D) soit pair et que
Jmaz (D) soit impair. Comme en (c), on a jimaz(D) = jmin(A2). On a jpmin(D) = jmaz(AL)
pour un d = 1,2 et un A/, € Int(N\;). Sid =1, on a J(A}) N J(A;) # 0 donc A} = A;.
Mais c¢’est impossible puisque jmaz (A1) > Jmaz(D) > jmin(D). Donc d = 2 et forcément
AL = AJ (ce raisonnement montre que Aj existe). Dol jin(D) = jmaz(A3). On
voit que Ty(D) = {As} et Do(D) = {AF}. Pour A, € Int(\), on ne peut avoir
Jmin(A]) € J(D) ou Jmaz(A]) € J(D) que si A} = A;. On sait que Jmin(A1) < Jmin(D)
et Jmaz(D) < Jmaz(A1). Par comparaison des parités, ces inégalités sont strictes. Donc
Jmin(A1) €t Jmaz (A1) n’appartiennent pas a J(D) et, grace a (5), on conclut T;(D) =
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D1(D) = (. Enfin, I'inégalité j,in(A1) < jmae(D) montre que Ay € T(> D). On a les
mémes formules que dans le cas (c) :

0T (D) = 1 (A1) + 1o(Ag) + 7y + 15 + 1,

77(D) = 71(A1) + 62(AF) + 15

Les propriétés requises sont vérifiées.

(e) Supposons que |[J(D)| > 2, que J(D) C J(A1), que jmin(D) soit impair et que
Jmaz(D) soit pair. Comme en (c), on a juin(D) = jmin(A1). Un raisonnement similaire
a ceux ci-dessus montre que Jpmaz(D) = Jmaz(A1). Done Ti(D) = ©4(D) = {A}. Si
Ay, tesp. Aj, existe, on a a forcément Jiae(D) < Jmin(A2) €t jmaz(A3) < Gmin(D).
Ces 1negahtes sont strictes par comparaison des parités. Cela entraine qu’il n’existe pas
de A} € Int(A2) tel que Jmin(AY) ou Jmaz(A}) appartiennent a J(D). Donc Ty(D) =
Dy(D) = 0. Par contre, si AJ existe, on a A € Dy(> D). Puisque jpa(D) est pair, on
& Jmax(D) € JT. On a alors

0T (D) = 61(A1) + 02(AT),

(D) = 11(A1) + 02(AF) + 7.

Les propriétés requises sont vérifiées.

(f) Supposons que |J(D)| > 2, que J(D) C J(A
pairs. En utilisant des résultats extraits de (d)
Jmaz(D) = Jmaz(A1). De plus, jmin(A1) < Jmin(D Jmaz(D) < Jmin(Q2) si Ay existe.
Donc T1(D) = T5(D) = 0,D1(D) = {A} et @z(D) {AF}. On aencore jp..(D) & J*.
Puisque jmin(A1) < Jmaz(D), on a Ay € T1(> D). On a les mémes relations que dans le
cas (e) :

1) et que Jimin(D) et jmaex(D) soient
et ( , on a ]mzn(D) = ]max(A;) et
et

0T(D) = d1(Ar) + 62(AF),
T+(D) = Tl(Al) + 52(A;—) + T’é.

On a des cas (g), (h), (i), (j) qui sont les symétriques de (c), (d), (e), (f) : on remplace
la condition J(D) C J(A;) par J(D) C J(As). Les formules que 'on obtient sont les
exacts symétriques de celles obtenues dans les cas traités.

Comme on l’a dit, les formules ci-dessus supposaient D # D,,;,,. Supposons mainte-
nant D = D,;n. On a Dy = Dy yin, J(Dimin) C J (A1 min) €t Dy n'existe pas.

(k) Supposons que Jjmin(Dmin) soit impair. On a alors jmin(Dmin) = Jmin(D1min)
comme en (c). On en déduit T1(Dyin) = {A1min} mais D1(Dyin) = 0 (A1 min n’appar-
tient pas & D1(D,,) car, par définition, cet ensemble est un sous-ensemble de Int(A;), le-
quel ne contient pas Ay ). Si Int(X2) # 0, on & Jimar(A3) > Jmin(D), done Ta(Dypin) =
Do(Dpin) = 0. Par contre, A appartient & Do(> D, ). L'unique formule est

7_+<Dmin) =T (Al,min) + 52(A;) + Té

et les propriétés requises sont vérifiées.

(1) Supposons que Jmin(Dimin) s0it pair. Alors jiin(Dimin) = Jmaz (A7) comme en (d).
On voit que T1(Dpin) = D1(Dmin) = T2(Domin) = 0 et Do(Dyppin) = {AF}. On a aussi
Ay min € T1(> Dyin). La formule est la méme que ci-dessus :

T+<Dmin) =T (Al,min) + 52(A3—) + Té

et les propriétés requises sont vérifiées.
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On peut alors prouver par récurrence descendante l’assertion suivante : pour D €
Inty, x, (M), il existe pour d = 1,2 d’uniques fonctions 74, resp. &g, définies sur Ty(> D),
resp. Dy(> D), de sorte que les formules (X, ,,) soient vérifiées pour tout D’ > D.
En effet, soit D € Inty, x,(A), supposons que I’assertion ci-dessus soit vérifiée pour D*
(la condition est vide si D est maximal). Les fonctions 7, et d; sont donc uniquement
définies sur T,4(> D7), resp. Dy(> DT). Il faut montrer que I'on peut définir d’une seule
fagon des termes 74(A4) pour Ay € Ty(D) et 64(Ay) pour Ay € Dy(D) de sorte que les
formules soient aussi vérifiées pour Uintervalle D. Par exemple, traitons le cas (a). Le
terme dy(Ay) est déja défini. On doit définir 71(A) et To(As) de sorte que

(SJF(D) = Tl(Al) + TQ(AQ) + 7"/1 + Té + 1,

TH(D) = 11(A1) + 02(AF) + 7.

Il est clair que ces équations ont une solution et que celle-ci est unique. Les autres cas (b)
a (1) sont similaires. L’assertion est donc démontrée par récurrence. Pour D = D,,;,, on
obtient ’assertion voulue : pour deux éléments donnés |, 1}, € Z /27, il existe d’uniques
(11,61) € (Z/2Z)ON) x (Z)2Z) ) | (1y,8,) € (Z/22)2) x (Z/22)™2) tels que
soient vérifiées les formules (X, ).

Ces paires (11,01) et (72,d2) ne vérifient pas forcément les conditions imposées au
début de la démonstration. Si (72, d2) est bien un élément de Fam(Az2), (71,01) n’est pas
forcément un élément de Fam(A;) : c’en est un si et seulement si 74 (Aq ;) = 0. D’autre
part, en admettant que cette condition soit vérifiée, nos paires vérifient les conditions
requises si et seulement si r} = r(71, 1) mod 2Z et rhy = (72, d2) mod 27Z. Pour démontrer
la premiere assertion du lemme, il suffit de prouver que ces conditions sont vérifiées pour
un seul couple (r],75).

Continuons avec un couple quelconque (77, 75) et les paires (71, 1) et (72, 02) que 'on
a construites ci-dessus. Posons a = 71(Ay ). Définissons 7, par 7,(A) = 7 (A) + a.
Alors (74,01) appartient bien a Fam(A;). On pose r; = r(1y,01), 1y = r(72,02). Les
conditions a vérifier sont

(6) a =0, ry =r] mod 2Z, ry = ry mod 2.

Remarquons que la premiere condition est redondante avec la troisieme. En effet,
comme on 'a vu dans la preuve de 3.1(2), on a par construction

7—+(Dmin) =T (Al,min) + 52(A2(szn)+) + TIQ'

On sait que 09(Ag(Dypin)™) = 1y, cf. 2.4(2). On a aussi 77 (D) = 0 par 'hypothese
(2), d’olt a + 1y + 15 = 0 mod 27Z.

Construisons les fonctions associées a ¢; = (7;,01) et 1y, = (72,02), que l'on note
76 = TC ., et 8¢ = 54 . Cela revient, dans la construction des fonctions 7¢ et §¢ par les
formules (Xpr ), & changer Ty en 7y, 7y en r; et 75 en ry,. On remarque que les termes
71(A1) et 7 n’interviennent que par leur somme 71(A) + 75. Or, comme on vient de
le voir, 7,(Ay) + 19 = T1(A1) + a +ry = 71(Ay) + 1. Changer 71 en 7, et 75 en r, ne
change donc pas les fonctions 7¢ et 6. On remarque que 7} intervient exactement dans
les expressions 6¢(D) ou 7¢(D) telles que §~¢(D) = (D) + 1 ou 77¢(D) = 7¢(D) + 1.
Changer 7/ en 1, change donc les fonctions 7¢ et §¢ en multipliant éventuellement ¢ par
—1, en identifiant le signe ¢ & un élément de {£1}. Précisément, posons u = (—1)"1+71,
On obtient les égalités

IC — TuC’ éC — §us
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En posant C° = C’i

¢ ces égalités entrainent C¢ = C%¢. D’apres 3.3(3), on a les égalités
sLo

¢ = 2(ry +(ry), st T + 1y est pair,
= | —2(r; +Cry+1), sir; 41, est impair.

Par I'hypothese (3), on a aussi

e _ 2(ry + ulry), si 11 + ro est pair,
| —2(r +uCry + 1), sir + 7y est impair.

L’égalité de ces deux expressions est équivalente aux égalités suivantes

sir; +ry et ry 4 79 sont pairs, ry + (ry =11 + ulry pour ¢ = +1;

si ry + 1y est pair et r| + 7o est impair, r; + (ry = —(r1 + ulrs + 1) pour { = £1;

si r; + ry est impair et 7y + o est pair, —(r; + (ry + 1) = 71 + ulry pour ¢ = +1;

siry +ry et vy +ry sont impairs, —(r; +(ry + 1) = —(ry + ufre + 1) pour ¢ = £1.

En sommant en ( = £1, le deuxiéme cas entraine r; = —(r; + 1). C’est impossible
puisque r; et r; sont positifs ou nuls. Ce cas ne se produit donc pas. Le troisieme cas non
plus, pour la méme raison. Cela montre que ry + r, et 1 + ry sont de la méme parité.
Dans ce cas, les égalités ci-dessus entrainent r; = r; et r, = ury. Alors les conditions
(6) sont vérifiées si et seulement si 7y = 1 mod 27 et rl, = ry mod 27Z. Cela démontre
la premiére assertion du lemme. Pour ce couple (1], r}) ainsi déterminé, on vient de voir
quer;, = 7. On aaussi u = (—1)"1*71 = 1, donc r, = ury = ry. Cela démontre la seconde
assertion de 1’énoncé. [

4 Le front d’onde de (AT, e, A7, ¢7)

4.1 Le résultat de [?]

Soit m € N et (A, ¢) € P*¥™P(2m). On a introduit en 1.3 la représentation p, . de
Wi, .- On sait qu’elle se décompose en

p>\76 = @(}\/76/)mult()\, €] )\,, GI)PA’,EH

ou (N, €') parcourt les éléments de P*¥™P(2m) tels que ky o = ky e et les mult(\, e N, €)
sont des entiers positifs ou nuls. Le couple (A, €) est minimal dans cette décomposition,
¢’est-a-dire que 'on a

si mult(\, e; N, €') # 0, alors X' > X ou (N, €) = (A €).
De plus mult(\, e\ €) = 1.

Pour tout couple (u,v) € P¥™P(2m), notons (°u, *v) le couple tel que ks, =k
et psysy = Puy @ sgn.

I’L7V

Proposition. Supposons que tous les termes de A soient pairs. Alors il existe un unique
couple (A™" €M) € PSY™P(2m) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) mult(X, €; *A™", semin) = 1 ;

(ii) pour tout élément (N,€) € PV™P(2m) tel que mult(\, €N %) # 0, on a
)\min < XN ou ()\/,6,) — ()\min,emin).

Cf. [?] théoreme 5.7.
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4.2 Calcul de M, (py,m; p2,m2)

On fixe désormais un quadruplet (AT, et A7, e7) € jttgzad(Qn). Rappelons que 'ex-

posant bp signifie que tous les termes de A™ et A~ sont pairs. On pose
T=7m(At, et A7)

et on note § I'indice iso ou an tel que m € Ir7ypipy-

Soient ni,n, € N tels que ny + ny = n. Soient (uy,m1) € PoH(2n; + 1)4—; et
(2, 1m2) € PO (2n5)1—0. On a défini le nombre M (py, 715 fi2,72) en 1.4. On se propose
de le calculer.

Le couple (0, p,, », ) appartient & X, ;m, et son symbole appartient a Fam(sp(pu1,m))
pour une partition spéciale sp(ji1,1;) € PoP(2n; + 1). Posons A\; = d(sp(p1,71)). On
a A\ € PTPP(2n,). 1l résulte de 2.6 que le symbole Ay de (0, p,, ,, ® sgn) appartient a
Fam(\q).

Pour £ = +, le couple (0, pimz) appartient a X, . €t son symbole appartient a
Fam(sp(ua,m2)) pour une partition spéciale sp(jiz, 179) € P(2n,). Celle-ci ne dépend
pas du signe ¢ : changer de signe revient a échanger les deux termes X et Y du symbole.
Posons Ay = d(sp(ji2,m2)). On a Ay € P (2n,). Le symbole A5 de (0, 5y @ 5g7)
appartient a Fam(Ag).

Signalons que 'on a les inégalités

(1) 1 < sp(pa,m), pa < sp(pz, m2),
cf. [?] lemmes 1.4 et 1.5.

Posons vy = (0, 0,71, ny). Par définition de la multiplicité m.(p,, , ®sgn, pﬁzm ®sgn)
et d’aprés 1.5(4), cette multiplicité est celle de (py, ., ® sgn) @ (p5,,, ® sgn) dans la
composante dans R(vy) de

ke = F(II),
ol on a posé
IT = pt((pat e+ ® sgn) @ (Prt o+ © sgn)).

En 1.3, on a associé & (AT, e", A7 ¢7) un élément v = (', 7", N*,N7) € T et identifié
(Prt o+ ®5gn) @ (py+ o+ ®sgn) & un élément de R(7). On pose ry =17, rp = (—1)"r". Par
construction de pt, 'élément Il n’a de composante non nulle que dans les composantes
R(v') pour 4" de la forme (ry, 7o, Ny, N3). Par définition de F, pour un tel 4’ et pour
o € R(Y), 'élément F () n’a de composante non nulle dans R (7o) que si Ni+72+r; = ny
et Ny + r2 = ny. Cela entraine

(2) sing <7241 oung <713 ona My(u1,m; 2, n2) = 0.

Supposons

(3) ny > 1?2 + 1y et ng > 1l

Posons Ny = ny — 72 — 711, Ny = ny — r3 et v = (1,72, N1, N3). On peut se limiter &
considérer la composante II, de II dans R(’y)._Plus précisément, pour d = 1,2, notons
Fam,,(\g) Vensemble les tqg = (74,04) € .Fc?m()\d) tels que r(74,04) = rq. Pour de tels
éléments, notons (rg4, p,,) 'élément de X, jmp st d = 1 et Xy, pair Si d = 2 associé a tq.
Posons A,, = symb(r4, p,,). Notons m(IL,, p,, ® p,,) la multiplicité de p,, ® p,, dans IL,.
Alors, par définition de F, on a I’égalité B

(4) (P @ 891,05, 5, © sgn) = [Fam(N)| 72| Fam(Xg)| 712

2 (LAt AN (T ) @ ).

tn€Fampy (A1),t2€Famyry (A2)
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Pour { = =, on pose n® = S(X°)/2, k¢ = ky¢ .. Notons P¥™P(2n¢),c 'ensemble des
(N, €') € P¥™P(2n°) tels que ky o« = k. On peut écrire

(Prt o+ @ 5gn) @ (py+ o+ @ sgn) =
Z (AT TN T €T ) oy on ® Py e
N+, 4)ePVmP(2n+), (N =, —)ePUmP(2n-),

N / ’ ' . . ey , e, .
ou les (AT, et X7, e7) sont des multiplicités. Précisément, avec les notations de 4.1,
on a

(5) cNF €T N T ET) = mult(A, €T N T S D maudt(A T e SN T, %€ ).

Pour (A, €*) € Ps¥y™P(2nt) 1 et (N7, €7) € P¥™P(2n7),—, notons Hl()\ur, €t N7, €7)
la composante dans R(y) de

pLpys i+ @ Py o)
Pour «; € Fam,, (\) et 13 € Fam,,(A2), notons 77‘L(1_[1()\'+,e/+,)\/’,e/’),pb1 ® p,) la
multiplicité de p,, ® p,, dans Hl()\ur, €, N7,€7). Ona

m<Hl7 P @ piy) = Z x()‘urae#a)\liae,i)

N+, H)ePsymp(2nt), 4 (N =, —)ePsy™P(2n-), _
m(ILA T, €T X7 €7), p, ® piy)-
En vertu de la définition posée en 1.4, on déduit de (4) la formule finale

(6)  Ma(pr,m; 2, 12) = [Fam(An)| ™2 Fam()| 72

2 (P ()T gy (1))
trn€Fampy (A1),t2€Famyry (A2)
2. PN X mIL (X))

(N+ )P YmP (20 t), (N~ ~)ePoV™mP (2n),

4.3 Comparaison entre deux constructions

On conserve les notations du paragraphe précédent et on impose I'hypothese (3) de
ce paragraphe. Considérons des éléments t; € Fam,, (\), to € Fam,,(Xa), (N T,¢F) €
PP (2nF ), (N7, €7) € PY™P(2n7 ). On a défini la multiplicité

mIL AT € AT €7), @ piy).

Un élément ¢ € {£1} étant fixé, on a associé en 3.4 a (ry,re) un couple (h*,h7).
En se reportant & la définition de 1.2 et en se rappelant que (ri,75) = (/, (=1)"r"),
on vérifie cas par cas qu'il est égal a (k™ k™) pourvu que ¢ = 1si k* > k=, ( = —1
si k¥ < k7. Notons que kT > k™ équivaut a (—1)"'ry > 0 et kT < k™ équivaut a
(—1)"ry < 0. Si kT = k™, ce qui équivaut & ro = 0, ¢ est indifférent, le couple (A, h7)
ne dépendant pas de ( et étant égal & (K™, k™). On suppose que ( vérifie ces conditions.
On peut donc appliquer la construction de 3.4 aux entiers n* et n~. On en déduit
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une représentation I1(z1, 15) de Wi+ ® Wy-. On note m(I1¢(t1, t2), pyrs o+ @ py— o) la
multiplicité de Pyt o+ @ Pyr— - dans HC(Ll, t2). Un jeu habituel avec les restrictions et
inductions montre que cette multiplicité est égale a celle de p; ® po dans la représentation

. I/VN1 XWN2 a WN+ XWN,
E indy, sgnep @ resyn (px+7€,+ ® px,7€,,) ,
NeN

ol a est défini comme en 3.4. Un calcul cas par cas montre que ce a est le méme qu’en
1.2, pouvu que, dans le cas ro = 0, on choisisse ( = 1 si ry est pair, ( = —1 si rq est
impair. Le signe ( étant ainsi déterminé en tout cas, la représentation ci-dessus n’est
autre que la composante dans R () de

PPN+ e+ B pyr- - )-
On conclut
(1) m(Hl(/\/+7 €/+7 )‘/_7 6,_>’ p1 & pQ) = m(HC(le L2)7 Pr'+ ¢+ ® p)\/*,e’*)'

Dans les formules 3.4 (4) et (5) intervient le signe (v, ou v = 1siry > 0, v = —1 si
r9 < 0. Avec la définition de ( ci-dessus, on a

(2) v = (=1

4.4 Démonstration du (i) de la proposition 1.4

On considere les données de 4.2 et on suppose M, (g1, m1; p2,m2) # 0. La relation 4.2(2)
entraine que 'hypothese 4.2(3) est vérifiée. D’apres 4.2(6), on peut fixer des éléments
1 € Famy, (A1), ta € Fam,,(Ay), (AT, eT) € PP (20T e, (N7, €7) € PY™P(2n7),-
vérifiant les conditions

(1) (A, et N =€) #0;

(2) m(Hl<X+7 €/+7 X_v 6,_)7 P @ piy) # 0.

En vertu de la définition 4.2(5) de z(A*, €T, X 7,¢7) et de la proposition 4.1, la
relation (1) entraine

(3) AT < X'+ mmin < N

Notons A l'induite endoscopique de A; et Ag. En vertu de 4.3(1) et de la proposition
3.4(i), la relation (2) entraine

(4) NTUNT <A

De ces deux inégalités, on déduit

/\—i—,min U )\—,min S Y
Posons A A
= d<>\+,mzn U )\—,mzn).
La dualité est une application décroissante. L’inégalité précédente entraine d(\) < pu.
D’apres [?] proposition 1.9, on a aussi d(A;) Ud(A2) < d(N), d’ou d(A1) Ud(N2) < p. Par

construction, d(A1) = sp(u1, m), d(A2) = sp(uz,n2). D'owt sp(pr,m) U sp(pz,n2) < p1. En
appliquant 4.2(1), on obtient

pa U pg < p.

C’est Iassertion (i) de la proposition 1.4.
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4.5 Démonstration du (ii) de la proposition 3.4

La seule donnée est ici le quadruplet (AT, eT, A7 e7) € Jttzzad(Qn). On pose A =
AFmin g \=min - Rixons une fonction x : Jord®(\) U {0} — Z /27 vérifiant les conditions
suivantes :

x(7) = 0 pour tout i € Jord(\) tel que mult,(i) = 1;

x(0) = 0;

pour tout i € Jord” () tel que multysmin(i) > 1 et multy—min(i) > 1 (ce qui implique
maulty(i) > 2), x(1) = 0si €™ # e ™" et (i) = Lsie ™" =e ™",

pour tout i € Jord”(\) tel que multy(i) > 2 et que multy+min (i) = 0 0w multy—min (i) =
0, x(i) = 1.

On choisit ny, ny et Ay, Ag vérifiant les conditions de la proposition 3.2, pour ce choix
de la fonction . C’est-a-dire que A\; € P™P*P(2n,), Ay € Pr5P(2n,), \; et Ay induisent
régulierement A\, d(A1)Ud(A2) = d(X) = p et xa,.0, = X- On pose py = d(Ay), pa = d(A2).
On a py € Porth=P(2ny + 1), pg € Ph5P(2ny), et

(1) mUpe=p

7 . / \ 7 .
On définit r; et 7 comme en 4.2 : ry = 7/, 79 = (=1)" 7", ou ' et r” sont définis

en 1.3. Pour une partition v et pour i € N — {0}, posons mult, (> i) = >, mult, (i').
Posons 1 = (—1)"". Pour ¢ = +, on définit une fonction §¢ : Jord®?(\) — Z/2Z par

5 (1) = multycnmin(>14)  mod 27Z.

On définit une fonction 7¢ : Jord”(\) U {0} — Z/27Z par

sii# 0 et multyenmin(i) > 0, ™" = (=1)7 () ;

sii# 0 et multycnmn(i) = 0 (auquel cas multy-—comin (i) > 0), € 7™ = (=1)70) .

7¢(0) = 0.

On peut considérer que ces fonctions sont définies sur Inty, x,(\), resp. Inty, x,(N),
puisque A; et Ay induisent régulierement A. Montrons que

(2) ces fonctions vérifient les conditions de 3.5.

Preuve. Soit i € Jord®(\). D’apres la définition ci-dessus, 6~ (i) = 07(i) + 1 si et
seulement si multy (i) est impair. Remarquons que 'on a I'égalité multy (i) = jmaz (7). Si
Jmaz (1) € JT, jmaz (i) est impair. Inversement, SUpposons jy,q.(4) impair. Si multy (i) = 1,
Jmaz (1) appartient a Uensemble J+ U J~ de 3.1 par définition des intervalles relatifs.
L’imparité impose jme:(i) € Jt. Or Jt C J' par définition, donc jne.(i) € J*.
Supposons multy(i) > 2. Par définition des intervalles relatifs, il existe d = 1,2 et
Aq € Int(Ng) de sorte que J(i) = {Jmin(i), - Jmaz(i)} C J(Aq). Pour fixer la nota-
tion, supposons que d = 1, donc J(i) C J(A;). Par définition des intervalles relatifs,
Jmaz(7) appartient a I’ensemble J de 3.1. L'imparité impose alors qu'il existe d = 1,2 et
Al € Int(Ag) de sorte que Jpmaz(i) = jmin(AL). Sid =1, on a jma(i) € J(Ay) N J(A)
donc A} = Ay Mais Jimin(A1) < Jmin(i) < Jmaz(7), ce qui est contradictoire. Donc d = 2.
AlOrS Jimaz (1) = Jmin(AY). Puisque Jiaq () € J(A1), A1,; est pair. Alors, par définition de
JT,on a jmee(i) € J*. Cela prouve que les fonctions ¢ vérifient la premiere condition
de la relation 3.5(1).

Soit i € Jord®()\). D’apres la définition ci-dessus, 77 (i) = 77 (i) + 1 si et seulement
si maulty4.min (i) > 0, multy—min (i) > 0 et €™ % €. ™" D’apreés la définition de y, ces
conditions sont équivalentes a multy(i) > 2 et x(i) = 0. La premiére condition équivaut
a |J(7)] > 2. Sous cette condition, puisque X = X, a,, 1a seconde condition équivaut a
J (i) C J(Az(i)) avec la notation de 3.5(1). Cela acheve de prouver cette condition 3.5(1).
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La condition 3.5(2) est claire.

Notons i1 > ... > 7, les entiers pairs i > 2 tels que multy+min (i) soit impair. Pour
i € Jord®()\), on a (—=1)%"® — (=1)°"0") =£ 0 si et seulement si 67(i) # §7(i7). Par
définition de §", cela équivaut a ce que multy+min (1) soit impair, autrement dit a ce que
1 =1, pour un h =1, ..., t. Pour un tel 75, on a

(_1)6"(ih) _ (_1)5"@) _ 2(_1>6”(ih) _ 2(_1)m“lt>\+,mm(2i) _ 2(_1)h‘

On a aussi i
. ,min.
| (1)) — g pmin [0 s g =1
th 2, si eih’mm = —1.

On en déduit

C" =4|{h =1,...,t;h pair et /™" = —1}| — 4|{h = 1, ..., t; h impair et """ = —1}|.

ih (73
En utilisant 1.3(1), on obtient

2k+ si kT est pair
n _ ’ '
(3) ¢ { —2(k* +1), sikt est impair.

On a une formule analogue pour C'~"7, ou k* est remplacé par k~. En reprenant les
définitions de " et 7" donnée en 1.3, un calcul cas par cas montre que (3) équivaut a

o — 20" +1"), si v’ 4+ r” est pair,
| 2" + "+ 1), sir’ + 1" est impair.

De méme, ’égalité analogue de (3) pour C~" équivaut a

o _ 2(r" =", si v’ +r” est pair,
| =2(" ="+ 1), sir’ 41" est impair.

Par définition, " = 71 et " = nry. Alors les formules ci-dessus sont la condition 3.5(3).
Cela prouve (2).

On peut appliquer le lemme 3.5. On note ¢; et 1, les termes dont ce lemme affirme
'existence. Avec les notations de 4.2, ils appartiennent a Fam,, (A1), resp. Fam,,(A2).
En conséquence, ces ensembles sont non vides. A fortiori, on a

(4) r? + 1y < ny, 75 < no.

Appliquons maintenant le calcul de 4.2 aux couples (u1,1) € P (2n; + 1),—; et
(pa, 1) € POt (2n5)1—0. On a évidemment sp(py, 1) = py et sp(u2, 1) = us. La condition
(3) de ce paragraphe est vérifiée : c’est (4) ci-dessus. Dans la formule 4.2(6), on peut

limiter les sommations aux quadruplets (A", €, A"~ €7) et aux couples (1, t5) tels que
s N € N7 €7) £ 0 et

m(IL(A ", €1 X7 €7),p, ® piy) # 0.

Comme en 4.4, on déduit de ces conditions les relations (3) et (4) de ce paragraphe :

NEmin < N+ —min < N =T NS <O

Mais ici A = AT™n J \=™7" par définition. Les inégalités ci-dessus sont donc des
égalités. D’apres 4.1 et 4.2(5), les conditions AT = X' A=min — X'~ et a(XNF €+ N7, ™) #
0 impliquent (A, €F) = (AFmin etmin) ot (X'~ =) = (A7 ¢="") Dans la somme
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4.2(6), il ne reste que le quadruplet (AT ghmin y=min ¢=min) of on sait d’apres 4.1
que, pour celui-1a, on a z(ATmin, ehmin \=min e”mm) =1.

Il ne reste aussi que les couples (1, to) tels que m(IL, (AT etmin \=min e=min) , &
pin) 7 0. Ou encore, d’apres 4.3(1), tels que m(I1¢ (11, t2), pa+.min c+min @ py—min —min) 7 0,
le signe ¢ étant déterminé comme en 4.3. Cette condition équivaut a ce que
(AFomin ghmin \=min c=min) aphartienne a 'ensemble Z¢(1y,15) défini en 3.4. Puisque
ATmin g \—min. — N la proposition 3.4(ii) nous dit qu’elle équivaut aussi a ce que
(ATmin efmin \=min = min) anpartienne & 2™ (11, 15). En outre, on a dans ce cas

m(Hl(/\”L’mm, €+,min’ )\—,min - mzn) I ® pm) —1.

La condition (\Fmin etmin \—min c=min) ¢ Femaz(,, ) équivaut a ce que les formules
(4) et (5) de 3.4 soient vérifiées, avec les modifications suivantes : les couples (AT, e")
et (A\7,¢e7) de ce paragraphe sont remplacés par ()\+ min €+,min) et (A™mIn emminy - es
fonctions 07, =, 77 et 7~ sont remplacées par 5L1 b . La condition (4) détermine
entierement les fonctions ¢, neto, . Ense rappelant que le signe (v qui intervient vaut
précisément 7 (cf. 4.3(2)), on voit que ces fonctions coincident avec les fonctions §* et
construites ci-dessus. Les fonctions 7,7 et 7,7, ne sont pas a premiere vue entierement
déterminées par la relation (5) de 3.4. Toutefois, pour tout i € Jord®”(\), 'une au moins
des valeurs 7" (i) ou 7,/ (i) est déterminée et coincide avec la valeur de 77 (i) ou 77 (7).
Puisque les couples (77,77) et 7,7 .7, ) vérifient tous deux la condition 3.5(1), cela
suffit & conclure que ces deux couples sont égaux. Alors le lemme 3.5 nous dit que (¢1, t2)
est égal au couple (1,t,) introduit ci-dessus. Inversement, pour ce dernier couple, les
conditions (4) et (5) de 3.4 sont bien vérifiées. Autrement dit, dans la somme 4.2(6), il ne
reste plus que le couple (11, 1y) et on a m(IL, (AT etmn \=min e=min) p @ p, ) = 1.
Cette formule 4.2(6) devient

(5)  Ma(p, L p2,1) = [Fam(M)| 2 Fam(y)| 7V (=1)<htha>

((_1)<A2+,A32> + sgnﬁ(—1)<A5’A£2>> .

Rappelons que AJ et A5 sont les symboles des couples (0, p;;l ®sgn) et (0, p,, 1 ®5gn).
Ils se déduisent 'un de l'autre par permutation des deux termes X et Y de chaque
symbole. D’apres 2.5(1), on a donc

6) () = (L1 (),

Considérons la formule 1.5(1). Notons iy > ... > i; les entiers pairs ¢ > 2 tels que
multy+ (i) soit impair. Le premier produit de la formule vaut (—1)*", ol

—{h=1,..t;ef = —1}.

€i,
On a
Xt =|{h=1,..,t;hpairet ; = —1}| = [{h = 1,...,t; h impair et ] = —1}| mod 2Z.

D’apres 1.3(1), le membre de droite vaut k™ /2 si k™ est pair, —(kT+1)/2 si k£ est impair.
D’apres le méme calcul cas par cas qui a calculé C" ci-dessus, c’est aussi (' + ") /2 si
" 4 r" est pair, —(r' +r" +1)/2 si ' + 1" est impair. On obtient

(—1)¥ = (—1)" /2] si 7' + 1" est pair,
Tl (=)D s ! 4 est impair.
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Le deuxieme facteur de 1.5(1) se calcule de méme, r” étant remplacé par —r”. Le produit
de ces termes vaut (—1)"", ou encore (—1)™. La formule 1.5(1) nous dit donc que

(1) sgng = (=1)".
Grace a (6) et (7), (5) se simplifie en
My (i, 1 12, 1) = 2\ Fam()| /2| Fam(ha)|/2(~1)<4sba >+ <45 >

Donc My (p1,1; 2, 1) # 0. Alors, en vertu de (1), les couples (11, 1) et (ug, 1) vérifient le
(ii) de la proposition 1.4, a ceci pres que 'on doit de plus prouver que ny > 1 si § = an.
Mais, si § = an, (7) implique que 79 est impair et (4) implique alors que ny > 1.

4.6 Conclusion

On a prouvé que p vérifiait les conditions de la proposition 1.4. Celle-ci implique
que p est le front d’onde de (AT, e", A7, e7). Cela démontre le deuxiéme théoreme de
I'introduction. Comme on I’a dit dans celle-ci, le premier théoreme s’en déduit grace a
(7] 3.4.

5 Sur le calcul effectif du front d’onde

5.1 Le couple (A% emar)

Soit (A, €) € P¥™P(2n), supposons que tous les termes de A sont pairs. On lui associe
un couple (A™ maT) € PSY™P(2n) par récurrence sur n, selon la construction qui suit
et qui est extraite de [?] 6.1 et 6.2. On représente A sous la forme A = (A1, ..., Agps1),
avec Ao.11 = 0. On associe a € une fonction encore notée e sur I'ensemble d’indices
{1,...,2r + 1} par €(j) = ey, pour j € {1,...,2r 4 1}, avec la convention ¢, = 1. On
note & la réunion de {1} et de 'ensemble des j € {2,...,2r + 1} tels que €(j)(—1)! #
€(j —1)(=1)"1. On note s; = 1 < 85 < ... < 55 les éléments de &. Pour ¢ € {+1},
notons J¢ = {j = 1,...,2r + 1;(—=1)7"te(j) = ¢}. On pose

AP = (Y A,) +2[8/2] = 210 W),
h=1,...,S

On pose n’ = n — A" /2. On note X la réunion des \; pour j € JU — (J{D N &) et des
Aj+2pour j € J=W — (J={ N G). Pour i € Jord?(N), onai=\joui=\;+2 pour
un j comme ci-dessus. On note h[j] le plus grand entier h € {1,..., S} tel que s, < j et
on pose €, = (—1)"1+1¢(5) (j n’est pas uniquement déterminé par i mais on montre que
cette définition ne dépend pas du choix de 7). On montre que n’ < n (si n # 0), que
le couple (XN, €') appartient a P*Y™P(2n') et que tous les termes de X sont pairs. Par
récurrence, on dispose d'un couple (A% ™) On pose ™ = {\"9r} U N On
définit 7" par eXmi. = €, et €' = € pour i € Jord”(\™®) (c’est possible, c’est-
a-dire que, si A7** appartient a Jord®(\™*), on a I'égalité €, = e;ﬁl’h%%). Cela définit le
couple (A" ™) Les termes de A™* sont pairs et AT**” est bien le plus grand terme
de A%,
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5.2 La partition ‘\""

On conserve les mémes hypotheses. On pose k = ky.. On a kymaz ¢maz = k. On a

rappelé en 1.3(1) comment se calculait I'entier k. On écrit A™** = (A"**, ..., A\JgT,) avec
mer = 0. On note j;7 < ... < jflesj=1,..,2R+1 tels que €™ (j)(—1)*! = (—1)*

(en considérant comme dans le paragraphe précédent que €™** se définit sur 1’ensemble
d’indices). On note j; < ... < jy les j = 1,...,2R + 1 tels que ™ (5)(—=1)7 = (=1)".
On vérifie que N = R+ [k/2] + 1, M = R — [k/2]. Notons ¢/ la réunion disjointe des
partitions suivantes :

{2R+3u—k—1+)\%”—2jj;u: 1,...,N};

{2R+30+ k+ X =250 =1,.., M}

{R+[(k-1)/2],R+[(k—1)/2] —1,...,0};

{R—[(k+3)/2],R—[(k+3)/2] —1,...,0}.

On note v/ = (v}, ..., Vjp,,). Pour j = 1,...,4R+1, on pose v; = v; — 2R+ [j/2]. Cela
définit une partition v et on a 1'égalité ‘A™" = v (cette égalité se déduit de [?] 5.6 et
5.7).

5.3 Exemples

Soit (AT, e, A7e7) € ’JttZ’;ad(Qn). Les formules des deux paragraphes précédents
permettent de calculer les transposées des partitions A" et A™™"_ Le front d’onde de
T(AT, e, A7, €7) est d(AT™™ U A™) Cette partition duale se calcule ainsi : on note
v la partition obtenue en ajoutant 1 au plus grand terme de ‘AT + X7 alors
d(AT™n U \7™i) est la plus grande partition orthogonale p de 2n + 1 telle que pu < v.
Le moins que 'on puisse dire est que ce calcul n’est pas simple.

Signalons le cas particulier rassurant ot e = 1, c’est-a-dire ¢ = 1 pour tout i €
Jord®(A*), et €= = 1. Dans ce cas, on voit que At = (2nt), 1 = 1, \7mew =
(2n7) et €, = 1. On a k™ = k= = 0. On calcule ‘A" = (2n'), IA7™" = (2n7),
puis d(AT™" U AT™) = (2n 4+ 1). Autrement dit, notre représentation (AT, 1, A7, 1)
admet un modele de Whittaker usuel, ce qui est bien connu.

Un autre cas particulier est celui ot1, pour ¢ = #, n* est de la forme A% (h+1), A° est
égal & (2h¢,2h¢ —2,...,2) et ol €€ est alterné, c’est-a-dire €}, = (—1)" pour 7 = 1, ..., hS.
Dans ce cas, on vérifie que \o™% = \omin = X¢ Le front d’onde de (AT, e", A7, ¢7)
est alors d(AT U A7). On retrouve le résultat de [?] et [?] car notre représentation est ici
cuspidale donc égale a son image par I'involution d’Aubert-Zelevinsky.

Donnons enfin comme exemple le calcul du front d’onde de (AT, ", A7, ¢7) dans le
cas ol A~ est vide et o AT a au plus trois termes non nuls. On pose simplement A = A\,
e = €, u = d(A\™"). On identifie € au triplet (¢(1),€(2),€(3)) que 'on note comme un
triplet de signes 4. Evidemment, certains triplets ne sont autorisés que sous certaines
hypotheses sur A : si €(j) # €(j + 1), on doit avoir A\; > A;ji;; si €(j) = —, on doit
avoir \; > 0. On note de méme €™** comme une famille de signes. Les résultats sont les
suivants :
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€ ]{? )\max Emaan t)\min
(+,+,+) 0 (A1 4+ X+ X3) (+) (A1 4+ X+ A3)
(+,+,—) 1T M+X—42+2,2) (+,+,-) A+ —2,X3,1,1)
(+,—+) 2 (A1, A2, A3) (+,—+) (A —2, 0,3+ 1,1)
(+,==) 0 M+A—-2X,2)  (+—-) (M+A3-2 +2)
(= +,+) 1 (A1 4+ A3, A2) (—+) A+ X3 — 1, A+ 1)
(_7+7_) 3 (Ala)\Qa)\S) (_7_'_7_) ()\1_37)\2_17)\3725171>
(——=4) 0 M+X—20+2) (=) M +X—1,A+1)
(= ——) 1 (A1 + A2 + A3) (-) (A1 4+ A2+ 23— 1,1)
€ H

(+,+,+) (M + A2+ A3+1)

(+7+7_) ()\1+)\2_17)\3_1717171)

(+,—,+) A —LAx—1,2+1,1,1)

(+,—,—) A+ 23 =1, +1,1)

(= +,+) A+ 23— 1, +1,1)

(—+ =) M =3 -1, +1,1,1,1,1)

(_7_7+) ()‘1+)\2_1>)\3+171>

(— —,—) A+ X+ A3—1,1,1)
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