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Introduction

Cet article est la suite de [W1]. Rappelons la situation. Soient F' un corps local non ar-
chimédien de caractéristique nulle et N un entier > 1. On suppose que la caractéristique
résiduelle p de F est # 2 et > N. Notons Gy ou simplement G le groupe algébrique GLy
défini sur F. On le munit de 'automorphisme 6 défini par 6(g) = Jig~'J, ot :
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On note G* le groupe non connexe G x {1,0} défini par les relations 62 = 1 et 0gf~! = 6(g)
pour g € G. On note G = G0 la composante non neutre de ce groupe. On pose G = G(F),
G =G(F), Gt = GH(F).

On sait bien que la théorie de I’endoscopie est triviale pour le groupe G lui-méme. La
raison en est que deux éléments de G qui sont conjugués par un élément de G(F) (ou F est
la cloture algébrique de F') sont en fait conjugués par un élément de G. Cela n’est plus vrai
pour G, ou mieux pour sa composante G : deux éléments de G peuvent étre conjugués par
un élément de G(F) sans ’étre par un élément de G. La théorie de I’endoscopie pour G est
donc non triviale. Elle est méme tres riche : les groupes symplectiques et spéciaux orthogonaux
apparaissent comme groupes endoscopiques de G. Arthur montre dans [Ar] que cette théorie
de I’endoscopie pour G, dans sa version globale, permet conjecturalement de décrire le spectre
discret de ces groupes classiques. Le but du présent article est de démontrer deux résultats,
infimes mais non vides, de la théorie (locale) de ’endoscopie pour ’ensemble G.

On s’intéresse aux représentations 7+ de G+ qui sont admissibles, irréductibles, tempérées,
qui possedent des invariants non nuls par un sous-groupe d’Iwahori de G et dont la restriction
A G est elliptique. Cette derniere condition revient & dire que la restriction du caractére de 7t
A Densemble G des éléments réguliers elliptiques de G est non nulle. Ces conditions sont trés
restrictives mais ’étude des représentations qui les vérifient donne déja une idée de ce que doit
étre le cas général. Ces représentations se construisent toutes de la facon suivante. Appelons
partition une suite A = (A1, Ag,...) de nombres entiers > 0, décroissante, avec seulement un
nombre fini de termes non nuls. Pour une telle partition, on pose :

S()\) =M+ A+ ...

Notons Py(N) I'ensemble des couples de partitions (AT, A7) tels que S(AT) + S(A7) = N.
Notons £ 'unique caractére de F'* non ramifié et d’ordre 2. Pour tout entier n > 1, notons
St(n) la représentation de Steinberg de G, = GL,(F) et £St(n) = (€ o det) ® St(n). Pour
(AT, A7) € P2(N), considérons la représentation :

St(AT) @ St(AF) @ ... ® ESE(A]) @ ESL(A) ® ...



C’est une représentation de :
G+ XG4+ X . X G- X G- X ...
AT o Ay

Ce groupe est un sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe parabolique de G. Par induction
d’Harish-Chandra, on obtient une représentation de G, notée (A", A7). Cette représentation
se prolonge de deux facons distinctes en une représentation de G*. Notons Pa.disc(N) le sous-
ensemble des (AT, A7) € Py(N) tels que AT et A~ soient ”sans multiplicité” (tout entier i > 1
intervient au plus une fois dans A™ et au plus une fois dans A7). Pour (AT, A7) € Py gis(N),
chacun des deux prolongements de (A", A7) vérifie les propriétés indiquées plus haut et toute
représentation vérifiant ces propriétés est de cette forme.

Pour tout (AT,A7) € Po(N), on indiquera en VIL.3 comment choisir un prolongement de
(AT, A7), que 'on note 7 (AT, A7). On note tracezm™ (AT, A7) la restriction & G du caractére
de 7T (AT, A7). C’est une distribution sur G, invariante par conjugaison par G. Elle n’a aucune
raison d’étre stable, c’est-a-dire invariante par conjugaison stable. De fait, en général, elle ne
Pest pas. Notons stfdisc(N) le sous-ensemble des (AT, A7) € Py 4isc(N) tels que :

- si N est pair, les termes de AT et A~ sont pairs ;

- si N est impair, les termes non nuls de AT et A~ sont impairs et S(A™) est pair (ou, ce
qui revient au méme, A~ a un nombre pair de termes non nuls).

Notre premier résultat est le théoreme XI.5 :

Théoréme. Soit (AT, A7) € P;fdiSC(N). Alors la distribution traces(AT, A7) est stable.

Remarque. Les méthodes utilisées dans 'article permettraient probablement de prouver
la réciproque suivante. Soit :

D= Z s AT, A7 )traces (AT, A7)
(A+7A_ )€P2,disc(N)

une combinaison linéaire finie & coefficients complexes. Supposons D stable. Alors z(AT, A7) =
0si (AT,A7) & Pst,. .. Nous ne le ferons pas.

Supposons maintenant que N est pair. Introduisons le groupe spécial orthogonal H =
SO(N + 1) défini sur F, plus exactement la forme déployée de ce groupe. Posons H = H(F).
Considérons les représentations m de H qui sont admissibles, irréductibles, de la série discrete
et de réduction unipotente. Cette derniere condition est un peu plus générale que de posséder
des éléments non nuls invariants par un sous-groupe d’Iwahori. Ces représentations se re-
groupent en L-paquets. Ces L-paquets sont paramétrés par 1’ensemble P;tdisc(N ). En effet, cet
ensemble parametre naturellement un certain ensemble d’homomorphismés de Wrp x SL(2,C)
dans Sp(N,C), ou Wr est le groupe de Weil de F et le groupe symplectque Sp(N,C) est le
groupe dual de H, cf. XII.2. Signalons en passant que la condition ”de réduction unipotente”
se traduit par le fait que les homomorphismes considérés sont non ramifiés, c’est-a-dire triviaux
sur le sous-groupe d’inertie de Wg. Pour (AT,A7) € ngdisc(N), notons trace c(AT,A7) la
somme des caracteres des éléments du L-paquet associé & (AT, A7). C’est une distribution sur
H, invariante par conjugaison. L’un des principaux résultats de [MW] est que cette distribution
est stable.

Le groupe H est un groupe endoscopique de G. (Vest méme son groupe endoscopique
principal, en ce sens qu'il contréle les distributions stables sur G. A la suite de Kottwitz,
Shelstad et Labesse, on a introduit dans la premiere partie de ’article une notion de transfert
entre G et H ([W1] VL1). Pour les distributions, ce transfert envoie une distribution stable
sur H sur une distribution stable sur G. Notre deuxiéme résultat décrit le transfert pour
les distributions introduites ci-dessus. Mais il est conditionnel : on suppose vérifié le lemme
fondamental. Plus précisément, on suppose vérifiée I'hypothese (Lemme fond)<yn de [W1] VI.1,
c’est-a-dire que, pour tout entier N/ < N, de méme parité que N, pour tout corps de nombres
k et pour presque toute place finie v de k, le lemme fondamental est vérifié pour le couple



(SO(N’ + 1), G ) défini sur le corps complété k,. Le résultat est alors le suivant (théoreme
XIL3) :

Théoréme. Supposons vérifiée I’hypothése (Lemme fond)<n. Pour tout (AT, A7) € P dwc( )
la distribution tracesm™ (AT, A7) est le transfert de trace (AT, X7).

Indiquons brlevement la structure de la preuve. Tout d’abord, les théoremes de [W1] VI (qui
reprennent des résultats d’Arthur) permettent de se limiter aux éléments réguliers elliptiques
de G ou H. Par exemple, pour le premier théoréme, on doit prouver que, sous les hypothéses
de ce théoreme, le caractere tracesm F(AT,A7), vu comme fonction sur les éléments réguliers
de G est constant sur les classes de conjugaison stable dans Gy Soit g € G.y. La théorie
de Schneider-Stuhler, développée en [W1] IL, permet de calculer tracezm™ (AT, A7)(g) comme
intégrale orbitale d'un pseudo-coefficient de 7+ (A*, A7). On doit calculer ce pseudo-coefficient.
Introduisons les notations nécessaires. Pour tout entier n € N, posons G,, = GL,(F,), ou F, est
le corps résiduel de F'. Comme sur le corps de base F', on introduit un groupe non connexe G+ de
composante neutre G,, et on note G sa composante non neutre. On note Cump(G ) Pespace des
fonctions sur Q a valeurs complexes, invariantes par conjugaison par G,, et unipotentes (cette
notion est bien définie pour les groupes réductifs finis). On note cump,cus,,(gn) son sous-espace
des fonctions cuspidales. Pour tout couple d’entiers N1, No € N tels que N1 + No = N, soit
Kn, N, un sous-groupe parahorique de G tel qu’en notant K}fh, N, son radical pro-p-unipotent,
on ait Ky, n,/K }(,17 Ny = Gy, XGy,- Ce groupe Ky, n, se "prolonge” naturellement en un sous-
groupe KJJ{,LNQ de G*. On pose Ky, n, = Kn, n,NG. On a alors .f(NLNQ/K}(,LN2 ~ QNl XQNQ.
Posons : . .

C = &Ni+No=N (Cunip(G ;) B Cunip(G i, )

Ccusp @Nl +No= (Cunip,cusp (QNl) ®(C Cunip,cusp (QNZ ))

L’espace C est muni d’un produit hermitien défini positif, on note proje,sp la projection ortho-
gonale de C sur Ceysp. On définit une application linéaire :

C — C®(G)
f =  fa

Essenticllement, si f appartient & un facteur Cypnip(G N1) @¢ Cunip(G N,), on releve f en une
fonction sur K N1,N,, on la prolonge a G par 0 hors de K N1,N, €t on la multiplie par une mesure
convenable.

Dans un premier temps, on montre que le pseudo-coefficient de 77 (A", A7) est de la forme

FAT AT <At A Ny AT AT . At AT

(féusp: )@»ou fA 7 est un certain élément de C et fousy = projeusp(f> ). La composante
de f ATAT Jans un facteur Cunip (G N, )®CCunip (G ~,) de C s’obtient en calculant la représentation
de K]T,h N, déduite de 7 (AT, A7) dans le sous-espace des vecteurs invariants par K}, n,- Cette
premiere expression du pseudo-coefficient n’est guere maniable pour deux raisons. D’une part,
elle ne permet pas une comparaison avec ce qui se passe sur un groupe endoscopique. D’autre
part et surtout, le calcul de des représentations de K]J\r,h]\,2 est difficile : il s’avere qu’il ne
peut s’expliciter qu’a l'aide de polynoémes de Kazhdan-Lusztig. Toutefois, on dispose de deux
renseignements sur les éléments f)‘+’)‘7 :

(a) pour deux couples (AT, A7), (uT, ™) de Pa(N), on peut calculer le produit scalaire

AT AT
( cusp s cusp ) dans C

(b) on peut introduire une filtration sur C, montrer que f>‘+’>‘_ appartient a un certain
terme de cette filtration et calculer son image dans le terme associé du gradué; ce calcul est
effectué au paragraphe VIII.

Pour calculer exactement fé‘;z’,xi, on doit utiliser la correspondance de Springer généralisée.
Pour tout entier n € N, notons W, le groupe de Weyl d’un systeme de racines de type B, ou C,.
Notons C(W,,) 'espace des fonctions sur W,,, a valeurs complexes et invariantes par conjugaison.
On introduit un espace K, somme de sous-espaces du type C(Wy,) ®c C(W,,) pour certains



entiers n,ns. La description des représentations unipotentes des groupes finis G permet de
définir un isomorphisme k£ : L — C. D’autre part, la correspondance de Springer généralisée
permet d’associer & (AT, A7) € Py(N) un élément Fp(A+, A7) de K. Enfin, on définit de facon
purement combinatoire des endomorphismes 7 et ¢ de . Le premier est insignifiant. Le second,
¢, mérite de s’appeler induction endoscopique. Il est 'outil combinatoire qui intervient dans
toutes les questions liées a I’endoscopie pour les groupes classiques (il intervient déja dans [W4]
et [MW]). On montre alors que, pour (AT, A7) € P;fdisc(N), on a I’égalité :
AT = Projeusp © ko 1o L(Fp(AT,A7)).

cusp

Pour le prouver, on montre que le membre de droite ci-dessus vérifie des propriétés analogues a
(a) et (b) et que les images des deux membres dans le gradué de C sont égales. Alors la ”matrice
de changement de base” entre les deux systémes :

(projeusp o ko T o L(Fp(AT, A7) A+ A )epst. (V)

2,disc

et :
(P

cusp )(A+’>‘7)E,P§,zdisc

(N)
doit étre a la fois unipotente et unitaire. C’est donc l'identité. Tout ceci est développé au
paragraphe IX.

Maintenant que l'on a calculé les fonctions fc);;’o)‘ , on peut calculer I'intégrale orbitale
J% (g, ( 2{;,3}‘_) &) de la fagon suivante. Parce que g est régulier elliptique, on peut décomposer
gen g = su,ous € G est compact et topologiquement semi-simple (s est semi-simple et ses
"valeurs propres” sont des racines de 'unité d’ordre premier & p), u € G est tologiquement
unipotent et s et u commutent. Bien siir, s n’est pas régulier, en général. Notons Zg(s)? la
composante neutre du commutant de s dans G. On montre que J(g, ( Nci‘;]’)x)é) se calcule
comme l'intégrale orbitale sur la classe de conjugaison de u dans Z(s)® d’une certaine fonction
explicite sur ce groupe (une fonction de Green). Parce que u est topologiquement unipotent,
on peut utiliser une application de Cayley (ou I’exponentielle si 'on est moins regardant sur
les conditions imposées a p) pour descendre cette intégrale orbitale en une intégrale orbitale
sur l'algebre de Lie de Zg(s)?. Celle-ci s’avere étre une valeur de la transformée de Fourier
d’une distribution qui est évidemment stable. Parce que la transformation de Fourier préserve
la stabilité, on peut en déduire la constance cherchée de J(g, ( fc);;’f‘_)é) sur les classes de
conjugaison stable dans Gg;. On obtient ainsi le premier théoreme. Cela est développé au
paragraphe XI.

Pour le second théoréeme, on se ramene de méme a comparer des intégrales orbitales sur les
algebres de Lie de commutants Zg(s)? et Zy(s')?, olt s et s’ sont des éléments compacts et topo-
logiquement semi-simples de G, resp. H, dont les classes de conjugaison stable se correspondent.
Ces groupes Zg(s)" et Zy(s")? se décomposent en produits de groupes soit symplectiques, soit
spéciaux orthogonaux, soit unitaires. Les facteurs de ces produits se correspondent deux a deux
et deux termes qui se correspondent sont, a une exception pres, des formes intérieures I'un de
l’autre. On sait effectuer le transfert entre deux groupes qui sont formes intérieures 'un de
Iautre et cela permet de comparer nos intégrales orbitales sur les facteurs en question. Il reste
un couple de facteurs exceptionnels : le facteur dans Zg(s)? est un groupe symplectique et
celui dans Zz(s')? est un groupe spécial orthogonal impair de méme rang. Pour comparer les
intégrales orbitales sur ces deux groupes, on utilise le lemme fondamental non standard énoncé
en [W1] IIT et dont les conséquences sont développées au paragraphe X. Le second théoreme
s’ensuit, ainsi qu’on le montre au paragraphe XII.

Comme on ’a dit, le présent article est la suite de [W1]. La numérotation des paragraphes
prend la suite de celle de cette premiere partie. Elle commence ainsi par le paragraphe VII. Un
renvoi & un paragraphe antérieur signifie implicitement un renvoi a [W1].



VII. Représentations de réduction unipotente du groupe GLy tordu

VII.1. Préliminaires sur les groupes finis

Considérons des groupes G et G comme en 1.1, & ceci prés qu’ils ne sont pas définis sur F
mais sur F,. On utilise les notations de I.1. Notons C (G) Pespace des fonctions sur G, & valeurs
complexes, invariantes par conjugaison par G. On munit C(G) du produit hermitien :

(F ) =1GI D fla)f (g
geG

Soient M € L(G), P e Pyp> notons U le radical unipotent de P. On définit les homomor-
phismes : i
Ind$, - C(M) — C(G), Res . C(G) — C(M)

par les formules usuelles :

(IndS,()(g) = |P| " 3 f(m),

zeGmeM uelU;z—gr=mu

(Res(g () (m) = [U]7" D f(mu).
uelU
Ils sont adjoints I'un de 'autre. On montre qu'’ils ne dépendent pas du choix de P, ce qui justifie
les notations I nd et Resq On dit qu'un élément f de C(G) est cuspidal si et seulement si

Res@ 77 (f) = 0 pour tout M € L(G), M # G. On note Ceysp(G) le sous-espace des éléments

cuspldaux de C (G) et projeusp la projection orthogonale de C (é) sur Ccusp(é) Remarquons
que, pour M € £(G), Ceysp(M) est invariant par Paction de Normg(M) Notons L(G)/conj
un ensemble de représentants des classes de conjugaison par G dans E(G)

Lemme. Pour tout M € L(G), on a I’égalité Indf/[(ccusp(M)) = IndC (CCUSP(M)NO’"WG(M)).

L’espace C(é) se décompose en la somme directe orthogonale des sous-espaces Ind]\G;[ (CCUSP(M)NOT”‘G(M)),

pour M € L(G)/conj.

La preuve est analogue a celle du cas ou le groupe est connexe, cf. par exemple [Au],
théoreme de décomposition. [

On sait définir la notion de représentation irréductible unipotente du groupe G. Disons
qu'une représentation irréductible de Gt est unipotente si et seulement si toutes les com-
posantes irréductibles de sa restriction & H le sont. Il revient au méme de demander qu’au
moins une telle composante le soit. On note Cynip(G) le sous-espace de C(G) engendré par les
restrictions & G des caractéres de représentations irréductibles unipotentes de G*. La projec-
tion projeusp conserve ce sous-espace. On pose Cunmcusp(é) = Cum-p(é) N Ccusp(é). Un lemme
similaire au précédent est valable pour ’espace Cum-p(é).

On aura & considérer des situations ol I'image naturelle de G dans G /G n’engendre pas
ce groupe fini. Dans ce cas, on définit les espaces C(G), Ccusp(é) etc... en remplacant le groupe
G par son sous-groupe engendré par G.

Dans les définitions du paragraphe 1.2, on peut remplacer le corps de base F par le corps
fini IF,. Pour tout entier N, on définit ainsi des groupes ou variétés sur ce corps que I'on note
Gy, G, Gy, V. Soient N,n, N’ des entiers > 0 tels que N = N’ + 2n. Considérons le
sous-groupe parabolique P de G, triangulaire supérieur par blocs, de blocs de tailles n, N,
Notons M sa composante de Lévi diagonale par blocs. On peut identifier M a G,, x G X G
Notons M Pensemble des g€ GN tels que gMg~! = M et gPg~! = P. C’est un Lévi de QN
et on a légalité M = 6yM. Soient peC(G,) et f € C(GN,) On définit une fonction f sur
M de la facon suivante. Soit m € M que Pon écrit m = (a,¢’,b), avec a,b € G, et g’ € G .



On pose f(Onym) = ¢(0,(a)b)f (On'g’). On vérifie que f est invariante par conjugaison par M.
On a ainsi défini une application linéaire :

C(G,) ®cC(Gy) — C(M)
(¢, f) = f

. . . . c 12 . G
C’est un isomorphisme. En particulier, on peut considérer que I’homomorphisme Resxf’ prend

ses valeurs dans C(G,,) ®c C(Gyv). Des constructions analogues valent en remplacant chaque
espace par son sous-espace des fonctions cuspidales ou unipotentes.

VII.2. Sous-groupes parahoriques
Soit F' un corps local non archimédien comme en 1.1, de caractéristique résiduelle p. On
fixe pour tout l'article un entier N > 1. On suppose :

p>N

. On introduit le groupe G = GLy sur F et les différents objets qu’on lui a associés en 1.2 :
G*t, G, V = Vy etc... Bien sir, si on définit un objet, disons X, relatif a G et s’il nous est
utile d’utiliser un objet analogue relatif & un groupe GLys pour N’ # N, on notera cet objet
X sans plus de commentaire. On fixe une mesure de Haar sur le groupe G.

Pour j € {0,...,N}, notons L; le o-réseau de V' engendré par les éléments ey, ...,en_j,
WEN—j+1,-..,wen. Pour N1, Na € N tels que N1y + No = N, notons Ky, n, le sous-groupe
parahorique des éléments de G qui conservent les réseaux Ly et Ly,. On note Ky, n, le radi-
cal pro-p-unipotent de Kn;,n,. Le quotient Ky, n, /KR, y, s'identifie a Gy, x Gy,. En effet,
L, /wLg s’identifie naturellement & V', et Lo/ Ly, s’identifie naturellement a V', . Un élément
de Ky, N, définit un automorphisme de chacun de ces quotients. Cela définit une application
de Ky, N, dans Gy, x G, , qui se quotiente en I'isomorphisme annoncé.

Pour tout o-réseau L de V, notons L* = {v* € V*;Vv € L,< v*,v >€ 0}. On note
Kn, N, Pensemble des & pour o € Isom(V,V*) tel que o(Ly,) = L et o(Ly) = N, On
pose KJTH,M = Kn, N, U Kn, N, Clest un sous-groupe de G et Ky, n, en est un sous-
groupe distingué. L’ensemble K NNy /Ky, , identifie a G N, X G N,- En effet, un élément o
tel que & € Ky, n, définit naturellement deux éléments oy € Isom(Ly,/wLo, L/ wly,) et
o2 € Isom(Lo/Ln,, Ly, /Lg). On aidentifié Ly, /Lo a Vy,, ce qui identifie L§/wLyy, a Vi, .
Alors 01 € Isom(V y,, V7, ) définit un élément 71 € QNl. On a identifié Lo/Ln, a Vy,, ce qui
identifie wly, /wlj a Viy,. Via la multiplication par w, cela identifie LY, /Lg a V. Alors
o3 € Isom(V ,, Vy,) définit un élément 5 € G N, Cela définit une application de Ky, N, dans
G Ny X G N, qui se quotiente en la bijection annoncée. Le quotient K]'Ch N2/ K}(,h N, S'identifie
ainsi au sous-groupe des couples (g1, 92) € Q}l X Qj\}z tels que g1 et go appartiennent a la
”méme” composante connexe, c’est-a-dire tous deux a la composante neutre ou tous deux a
I'autre composante. On note (Gp, x Gy,)" ce sous-groupe.

Plus concretement, introduisons 1’élément :

de G. Alors KM,NQ = Kny,n,0¢ —N2Par P’application précédente, 8C~N? s’envoie sur 1’élément
(9N179N2) de QNI X QNQ
On pose : ) )
C= @Nl-i—Nz:N(Cunip(QNl) R CUTLip(QNQ)),



Ccusp - @N1 +No=N (Cump,cusp (QNl ) QXc Cunip,cusp (QNQ ) ) .

Chaque composante de ces espaces est muni d’un produit hermitien. On munit ces espaces des
produits hermitiens somme directe des produits sur chaque sous-espace. On note projeysp la
projection orthogonale de C sur Ceysp.

On définit une application linéaire :

C — O
f = fa

de la facon suivante. Soient N1, Ny € N tels que N1+ No =N et f € Cump(QNl)@)(c Cump(QNz).
On identifie f & une fonction sur Ky, n, invariante par multiplication par Ky, y,. On la

prolonge & G par 0 hors de f(Nl,NQ. On la multiplie par mes(Kpn, n,)"'. On obtient ainsi la
fonction fg.

VII.3. Les représentations

On note P I’ensemble des partitions, c’est-a-dire des suites finies et décroissantes d’entiers
> 0, deux suites étant identifiées si elles ne different que par des 0. On écrit une telle partition
A= (M > A2 >..). On pose S(A) =35, A; et on définit la fonction multy sur N\ {0} par
multx(i) = |{j 2 1;\; = i}|. Pour n € N, on note P(n) 'ensemble des partitions A telles que
S(A) = n et Py(n) Pensemble des couples de partitions (A, p) tels que S(A) + S(u) =

Pour n € N, on note St(n) la représentation de Steinberg de G,,. Si 7 est une représentation
de G, et x un caractere de F'*, on pose xm = (y odet) @ m. Si n =nq + ... + n, et, pour tout
i =1,...,a, m; est une représentation de G, on note m; x ... X T, la représentation de G, induite
de la représentation m ® ... ® m, de G, X ... X G, relativement au sous-groupe parabolique
de G,,, triangulaire supérieur par blocs, de blocs de tailles successives ny, ..., ngq.

On note ¢ 'unique caractére non ramifié et d’ordre 2 de F'*.

Pour (AT, A7) € Po(NN), on définit la représentation de G :

T(AT, A7) = St(A]) x St(AF) x ... x ESE(A]) x St(A;) X

Elle est irréductible. On note E(A™, A7) son espace. Cette représentation est invariante par 6,
c’est-a-dire qu’il existe un automorphisme A de E(AT, A7) tel que :

T(AT,A7)(0(g)) 0 A= Ao (AT, A7)(g)

pour tout g € G. En normalisant A de sorte que A2 = 1, on prolonge m(AT, A7) en une
représentation 7H(AT, A7) de G en posant 7T (AT, A7)(0) = A. Il y a deux normalisations
possibles qui différent par un signe. On va en choisir une. Posons K = Ky et notons I le
sous-groupe d’Iwahori des éléments de G qui conservent chacun des réseaux Lg, L1,...,Ln_1.
Notons H ’algebre des fonctions sur K biinvariantes par I (I'unité est la fonction caractéristique
de I multipliée par mes(I)~!). Cette algebre admet un caractére dit de Steinberg. Elle agit
sur I'espace d’invariants E(AT, A7)! et ce caractere de Steinberg intervient avec multiplicité 1
dans cette représentation. Cela détermine une droite D C E(A*, A7), Or 'automorphisme 0
conserve K, I, H et le caractere de Steinberg de cette algebre. L’opérateur A conserve donc
D. On normalise A de sorte qu’il agisse par 'identité sur D. On note désormais 7+(A1, A7) la
représentation de GT ainsi normalisée.

VII.4. Pseudo-coefficients

Soit (77, E) € Reps(G™/Z3), cf. IL.1. Supposons que E soit engendré comme Gt-module
par Pespace d invariants E!. Pour N1, Ny € N tels que N; + Ny = N, on définit une fonction
le N, Sur K Ny,N, par :

Rl ny(9) = trace(n* (g)| B ¥1v2)



pour tout g € K N1,N - Cette fonction est invariante par multiplication par Kp, y, et s’identifie
donc & un élément de C(G, ) ®c C(Gy,), que nous noterons encore fj{,ﬁ N,- 1l est bien connu
qu’en fait, cet élément appartient & Cunip(G ;) @c Cunip(Gy,). On définit I’élément de C :

ot

f

st
= DNy Nos N+ N2 =N Ny Ny -
ot . Frt

On pose fZ,s, = Projeusp(f™ ).

Cette construction s’applique en particulier aux représentations 7 (AT, A7), pour (AT, A7) €

~ D ~ oy e O

P2(N). On note simplement f>‘+’)‘ , stA etc... les termes f”+()‘+’>‘ ), f(gl,sz(?)\ A7) ete... No-
tons P gisc(N) Pensemble des couples (AT, A7) € Pa(N) tels que, pour € = =+ et tout entier
Jj =1, on ait multye(j) < 1.

Proposition. Soit (AT, A7) € Py(N).

(i) Pour tout (u™, =) € Pa(N), avec (u*, u™) # (AT, A7), on a ’égalité (féf;z’,“i, N(;)?‘;I’))‘_) =

~ + —
(ii) Le terme fgﬁsl’;}‘ est mon nul si et seulement si (AT, A7) appartient P gisc(N).
~ ~ + —
(iii) Pour tout g € Gey, on a Uégalité tracesm™ (AT, A7))(g) = A(g)~12JC (g, (fc);sz’,A )a)-
La preuve est donnée dans les trois paragraphes suivants.

VII.5. Réduction a des fonctions cuspidales

Commencons par expliciter quelques définitions des paragraphes II.1 et 11.2, dont nous
reprenons les notations. En particulier, on note I'mm 'immeuble de PGLy sur F. On a défini
en VIL.2 les réseaux L; pour j € {0,...,N}. Prolongeons la définition a j € Z de sorte que
L+~ = wL; pour tout j. Notons A 'ensemble des sous-ensembles non vides de Z invariants
par translations par NZ. Le groupe Z agit par translations sur A. A tout élément A € A, on
associe la facette ¢(A) de 'immeuble Imm telle que les sommets appartenant & la cloture ¢(A)
soient exactement ceux associés aux réseaux L; pour j € A. On peut prendre pour ensemble
® /G 'ensemble des ¢(A) pour A € A/Z (on identifie ce quotient & un ensemble de représentants
dans A ; de telles identifications seront également effectuées dans la suite). Pour n € Z, 1’élément
0¢~™ de G envoie une facette ¢p(A) sur ¢(—A + n). Notons A Pensemble des A € A tels que
—A soit un translaté de A. On peut prendre pour ensemble ®/G Iensemble des ¢(A) pour
A € A/Z. Fixons A € A. Notons N(A) le plus petit entier > 1 tel que A + N(A) = A. Clest
un diviseur de N. Notons C(A) ensemble des n € Z tels que A = —A + n. Pour n € C(A4),
posons ¢(A,n) =0 "K(¢(A)). C'est un élément de C'(¢p(A)) et Papplication :

C(A) — C(o(A)

n  — c(An)

est bijective. De plus, C(¢(A))/Z, s'identifie & C'(A)/2NZ. D’autre part, C(A) est un espace
homogene sous N(A)Z, donc |C(A)/2NZ| = ]\?(—%.

Soit (7, E) € Reps(GT/Zs), supposons E engendré comme G*-module par E!. En parti-
culier 71 appartient & Repg)c((fr /Z3) et on peut lui associer un pseudo-coefficient f™ 0. Grace
aux descriptions ci-dessus, sa définition se récrit :

FO— S (e (o) A S e

AcA)z n€C(A)/2NZ

Notons B l’ensemble des couples (A,n) ou A € Aetn e C(A). Le groupe Z y agit par
(A,n)+m = (A+m,n+2m). On vérifie que c(A+m,n+2m) = ("c(A,n)(~™. Les fonctions

+ +
f:( A’%) et f:( A’f:m n+2m) sont conjuguées donc équivalentes pour notre probleme. On en déduit



d’abord, en considérant le cas m € N(A)Z, que la fonction f:(;’?ﬂ ne dépend essentiellement

que de n modulo 2N (A)Z. On peut donc remplacer f7"0 par la fonction :

= 3 () Dmes(K(o(A)) Y fI0

AcA)z n€C(A)/2N(A)Z

Celle-ci se récrit :

= 3 (D) mes(K(6(A) 1745,

(An)eB/Z

Notons N l'ensemble des familles N = (N7, No, ny, ..., n,.), tous ces termes étant des entiers
> 0, avec de plus nq,...,n, > 1 et Ny + No+2n1 +... +2n, = N. A une telle famille, associons
I'ensemble A(N) réunion des translatés par NZ de ’ensemble :

{-n1— ... = np,...,—n1 — n2, —n1,0, No, Ny + nq, ..., No + 11 + ... + n,. }.

On a Ny € C(A(N)). Associons & N D’élément (A(N), N2) de B. On vérifie que, quand N
parcourt N, ces éléments parcourent B/Z. Pour simplifier, remplagons dans quelques notations
les termes A(N) ou ¢(A(N), N3) par N. On obtient :

W =D (1) ™mes(kn) ! A
NeN

Soit N € V. Posons Kn = ¢(A(N), Ny) = (N2 Ky et

Gn =Gy, X Gy, X (G

1

X G )X ... x (G, xG, ).

Ty

On a un isomorphisme Kn/Kg = Gy et on peut définir un groupe non connexe Gf{T, de
composante neutre Gy, et une composante connexe GN de G de sorte que KN /K§ = Gn-
On note W(N) le groupe d’automorphismes de Gy engendré par :

- pour i,j € {1,...,7} tels que i # j et n; = nj, la permutation des facteurs (G,,, x G,,,) et
ny X Gp,)s

- pour tout i = 1,...,7, la permutation des deux facteurs de (G,,, X G,,,)-

L’action de W (N) s’étend en une action sur G qui fixe 'image de 6¢~N2. La restriction &

(G

K de la fonction fN+’ se factorise en une fonction sur QN que l'on note ff{ﬁ Cette fonction
appartient a Cump(GN) Inversement, tout élément ¢ de cet espace définit une fonction 1z sur
G : on la remonte en une fonction sur Kn, on Iétend & G par 0 hors de Ky puis on la multiplie
par mes(Kn)~!. La formule (1) se récrit donc :

2 =Y ).

NeN

Pour deux éléments N = (N1, No,ni,...,n,) et N’ = (N{, Ny, nf,...,n.,) de N/, disons que

N et N’ sont associés si N| = Ny, Ny = Ny, v’ = r et les suites (n1,...,n,) et (n},...,n.,) ne

different que par permutation. Notons N /ass un ensemble de représentants de N' modulo as-

sociation. Montrons que, pour tout N € A /ass, il existe un élément w§+ € Cumpmsp(QN)W(N)

de sorte que la fonction :
Gt +
(3) ;o= Y, WR)g
NeN /ass

Jouisse des mémes propriétés que f{r+ On doit faire la remarque suivante. Soient N € N,
M € L(Gy) et P € Py Notons Up le radical unipotent de P et Pt = MJFEB' Notons

P=Ptn QN et KB I'image réciproque de P dans Kn. Alors il existe N’ € A tel que KB



soit conjugué & Kpn par un élément de G. De plus, l'indice r relatif a N’ est strictement plus
grand que celui relatif & N si M # G. Cela étant, considérons une fonction (—1)4M( ff{;r)é
intervenant dans la formule (2). Utilisons le lemme VII.1 pour la remplacer par une somme de

fonctions (I nd%N (¥m))a o P est comme ci-dessus, et ¢y est un élément de Cunip,cusp(M ).

Par la remarque, on vérifie que 'on peut remplacer une telle fonction par (Yn) & pour un
N’ convenable et un élément ¢y, € CumP’cusp(QN,). Ayant ainsi transformé la formule (2),
on peut ensuite regrouper les fonctions a supports associés et les rendre invariantes par nos
groupes d’automorphismes. En effet, soient N = (N7, Na,ny, ...,n,) et N’ = (N1, No,nf,...,n.)
deux éléments associés de N. Posons Ny = (N — Na, No). Alors Kn et Kn sont égaux a des
ensembles K p et K pr comme ci-dessus, pour des couples (M, P) et (M/,E/), ot M et M, sont
des éléments conjugués de L’(QNO). De plus, le groupe W (N) s’identifie & Normay, (M)/M.
En travaillant dans ’ensemble QNO, on peut effectuer les transformations indiquées ci-dessus
et on obtient une fonction de la forme (3).

Le calcul direct des fonctions w17{r+ est délicat, sauf dans le cas des éléments maximaux de
N, c’est-a-dire les N tels que K n’apparait pas comme sous-ensemble ”parabolique” propre
d'un autre Kns. Ce sont les N de la forme N = (N1, N2). Un tel N n’est associé qu’a lui-
méme et le groupe W(IN) est réduit a {1}. La construction ci-dessus conduit alors a ’égalité
¢17{T+ = projcusp((—l)d(N) N ) Ce n’est autre que la fonction progcusp(le N,)- En effet, il
résulte des définitions que fN est le produit de le’ N, et de la fonction ey 4n)) de 111, ou
plus exactement de la fonction sur Gy déduite de cette fonction. Si Ny ou Ny est nul, d(N) = 0
et cette fonction eg(4(n)) est constante égale a 1 sur Kn. Si Ny et Ny sont tous deux non nuls,
d(N) =1 et la fonction ey 4(ny) est constante égale a —1 sur Kn.

VII.6. Identification du pseudo-coefficient
Soit N = (Ny, Na,nq,...,n,.) € N. Pour i = 1,...,2r + 1, notons V(i) le sous-espace de V'
engendré par les éléments de base e; pour :

 c {mi—1 +1,...,m;}, stiF£r,
J {my +1,.my + MYU{N —No+1,...,N}, sii=r+]1,

oll on a posé :
ny+ ... + n;, st 1 <,
m; = ..
! N —Ng—nj — ... —nopy1-4, Sti>71r+1.

Posons W (i) = V(1) @ ... @ V(i). Notons P le sous-groupe parabolique des éléments de G
qui conservent chaque espace W(i) et M sa composante de Lévi formée des éléments qui
conservent chaque V(7). Comme en 1.1, on note M l'ensemble des g € G tels que gMg~' = M et
gPg~! = P. Remarquons que M est non vide, précisément ¢ N2 ¢ M. Posons Klj\‘f = KnNM,
Klj\\fu =K§NM, KN = Kn N M. Les applications naturelles :

K¥ /K™ — Kn/K¥% = Gn, K /K — En/KY = Gn

sont bijectives. Via la seconde, on associe & un élément ¢ € C(Gp) une fonction Yy sur
M (en copiant la définition de 15). Notons Ay le plus grand tore central dans M. Soit
Y € Ceusp(Gn). Pour f € C°(M), posons :

Df))/‘[(f) / \M/ Yy f (@ ' ma)dmda.

En utilisant la cuspidalité de v, on montre que les intégrales sont convergentes dans ’ordre
indiqué. Cela définit une distribution sur M invariante par conjugaison par M. On définit la
distribution DG = IndC (DM ) sur G. On a alors la proposition suivante :
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Proposition. (i) Soient N, N’ € N deux éléments qui ne sont pas associés. Alors Dg(w’é)
0 pour tous ¥ € Ceusp(Gn), V' € Ceusp(GNr)- i

(i) Soit N € N. Il existe un réel e > 0 tel que Dg(w’é) = N (¥, 9") pour tous ¥, €
Ceusp(GN)" .

La preuve est la méme que dans le cas connexe, cf. [Co] lemme 3.12 OJ

Rappelons que la fonction f2 du paragraphe précédent a par construction les mémes pro-
priétés que la fonction de départ f7r 0. Soit alors N un élément de N qui n’est pas maximal
au sens du paragraphe précédent. Le Lévi M qu’on lui associe ci- dessus est propre. D’apres le
corollaire I1.2(ii), on a donc Dg( 7") = 0 pour tout ¢ € Ceusp(Gy). Appliquons cela pour
P = ¢17{I+' D’apres 'égalité (3) du paragraphe précédent et la proposition ci-dessus, on a
Dg”( 7r+) = N ( 1’{I+, 1/1{{#), donc w§+ = 0. En joignant ce résultat aux derniéres remarques
du paragraphe précédent, on obtient 1’égalité :

(fcusp)

VII.7. Preuve de la proposition VII.4

Soient (7, E) et (md , Ep) deux éléments de Rep (G /Z5) tels que E et Ey sont tous deux
engendrés comme GH-modules par leurs sous-espaces d’invariants E7 et EO Soient N1, Ny € N
tels que N1+ No = N et soit 1) € C(Gy,) ®C(Gy, ). L'opérateur g (¢5) prend ses valeurs dans
le sous-espace Eé et un calcul immédiat conduit a 1’égalité :

trace(rg (1g)) = (Mle Ny)-

L+
Si 4 est cuspidale, on peut remplacer ce produit scalaire par (¢, projeusp( f;\r,(i NQ)). En appli-

quant cela & ¥ = projeusp( fj{fr NQ), puis en sommant sur Ny, N, on obtient :

tT‘CLCe( ((fcusp) )) (fcusp7 Cé;p)

D’apres les deux paragraphes précédents, on peut remplacer a gauche la fonction ( cu-;p) & par
la fonction de départ f™ "0 On obtient :

(1) trace(nd (F70) = (f75 ) Fro,).

Appliquons ceci & 7t = 77 (ut,u7), 7y = 7H(AT,A7), pour deux couples distincts
(T, 17), (AT, A7) € P2(N). Notons 7 et g les restrictions de 77 et 74 & G. On sait définir
le support cuspidal d’une représentation irréductible de G. Ici, les supports cuspidaux de 7 et
de my sont des classes de conjugaison modulo le groupe de Weyl de caracteéres non ramifiés du
tore diagonal de G. Parce que les couples sont distincts, on voit que les supports cuspidaux
de 7w et my sont distincts. De plus, il sont tous deux fixes par 6. Il en résulte que le centre de
Bernstein Z(G) (cf.1.1) n’agit pas par le méme caractére dans 7+ et dans . D’apres [BW]
théoreme 1.4.1, les caractéristiques d’Euler-Poincaré EP(n, 7)) et EP(m, mp) sont donc toutes
deux nulles. D’apres 11.2(1), le membre de gauche de 1’égalité (1) ci-dessus est nul. Le membre
de droite aussi, ce qui est I’assertion (i) de la proposition VII.4.

On considere maintenant un couple (AT, A7) € Po(N) et on pose 77 =75 = 7T (AT, A7).
Supposons de plus (AT, A7) & Pa.disc(N). On peut par exemple supposer qu'il existe j > 1 tel
que multy+(j) > 2. Fixons un tel i. On a I'égalité :

(AT, A7) = St(j) x 7(AF, A7) x St(),
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ot X't est la partition déduite de AT en retirant deux termes égaux & j. Notons P le sous-groupe
parabolique de G, triangulaire par blocs, de blocs de tailles j, N —2j,j et M = G; X Gn_2; X G;
sa composante de Lévi diagonale par blocs. On déduit de ce couple un ensemble M, cf. 1.1, qui
n’est autre que M0, et un groupe M. Il est clair que I'induite de M & M de la représentation
St(j) @ 7N, A7) @ St(j) de M se décompose en deux composantes irréductibles. Alors
7T (AT, A7) est I'image par induction de PT & G de I'une de ces composantes irréductibles.

Sa trace est une distribution induite, qui annule Cgyqp(G). Donc le membre de gauche de (1)

est nul. Le membre de droite aussi, ce qui entraine fé‘;;f‘i = (. Supposons maintenant qu’au
contraire (AT, A7) € Pa gisc(N). Il résulte de la description de IV.4 que 7 appartient a l'en-
semble noté E\ZZ(G) dans ce paragraphe. Grace & IV.5(1), la fonction f™ * a une image non
nulle dans I,s,(G). Cette image est la méme que celle de (?{;;)}‘7)@ A fortiori f;ﬁ,;” n’est
pas nul. Cela démontre le (ii) de la proposition.

Enfin le (iii) résulte de I'assertion (iii) du corollaire II.2, dans laquelle on remplace une fois
de plus f’r+’0 par (fgjsp)é. O

VIII. Détermination des pseudo-coefficients

VIII.1. Une filtration de I’espace C

Pour p € P(N), notons (mw(p), E(p)) la représentation irréductible unipotente de G pa-
ramétrée par p. En particulier, pour g = (N), () est la représentation triviale. La représentation
m(p) s’étend de deux facons distinctes en une représentation de G*. Nous allons en choisir une.
Notons B le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur de G et H ’algeébre des fonctions sur
G biinvariantes par B (elle est naturellement isomorphe a l'algebre introduite en VIIL.3). Elle
a pour base les éléments habituels Ty, pour w € Sy. De w(p) se déduit une représentation
de H dans E(u)2, que I'on note encore m(p). Notons wya, 1'élément de Sy de longueur
maximale. Soit 77 () un prolongement de m(u) & G*. On vérifie que I'opérateur 7+ (u)(6)
conserve ’espace F (u)ﬁ et qu’il existe un signe € = £1 et un entier ¢ € Z de sorte que, dans
ce sous-espace, w1 () (#) coincide avec eq?/?m(p)(Ty,,.. ). On choisit le prolongement 7+ () de
sorte que € = 1. On note x* () le caractére de m+(p) et x(u) sa restriction & G. La famille
(X()) pep () forme une base de Cunip(G). On a introduit en VIL.2 Iespace C. Il a pour base
la famille des x(ptq) ® X () pour (pq, py) € Po(N). On définit sur ’ensemble des partitions
lordre usuel ainsi que les opérations de transposition, de réunion et de somme. On définit sur
C une filtration indexée par P(N) : pour p € P(N), C<,, est le sous-espace engendré par les
X(p1)@X (o) pour les (pq, o) tels que py Uy < . On définit de fagon similaire le sous-espace
C<p. Les quotients de la filtration sont les espaces C<,,/C<y. Notons proj,, : C<; — C<pu/Cap
la projection naturelle. Alors C<,,/C~,, a pour base la famille des proj,(x(p) ® X(p9)) pour

les (py, po) tels que py U py = p.

VIII.2. Restriction des représentations de G aux sous-groupes compacts : premieére
propriété

Soit (AT,A7) € Po(N). Posons A = AT UX", 7 = 71(AT, A7), 77 = 2t (AT A7), E =
E(XT,X7). Soient N1, No € N tels que N; + Ny = N. Comme on I'a dit, 7 se restreint en
une représentation de KJTH, No dans EKKH,N% qui se quotiente en une représentation du groupe
(Gn, xGp,)*, cf.VIL2. Notons 7rj\r,17N2 cette représentation et mn, n, sa restriction a G, X Gy, -
Dans le cas ot N1 = N et N = 0, Ky est le sous-groupe compact maximal standard de G et
le calcul de la représentation my est aisé. On a :

N0 = St(A) x St(AF) X ... x SE(A]) X St(Ay) X ...
Pour tout entier n, on a noté St(n) la représentation de Steinberg de G,, paramétrée par la

partition (1,...,1).
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Rappelons que si gy, ...,y sont des partitions telles que S(pq) + ... + S(p) = N, la
représentation induite w(p;) X ... X () de G se décompose en somme de représentations
m(p) pour p € P(N) tel que :

U Uy < e <opig e

Si 'une des inégalités est une égalité, la multiplicité de m(p) est 1.

Appliquons cela aux partitions gy, ..., g, toutes de la forme (1,...,1), de longueurs suc-
cessives )\T, )\;7 s AL 5 Ay s e Alors pg + ..o + py, = P Donc 7o se décompose en somme de
représentations w(p) pour p < *A. En général, Ky, n, est un sous-groupe de K o et son image
dans G est le groupe des points sur [F, d’'un sous-groupe parabolique de composante de Lévi
Gp, X Gy, Alors my, N, n’est autre que le module de Jacquet de 7y o relatif a ce sous-groupe
parabolique. On en déduit que 7y, n, est somme de représentations m(p;) ® 7(py) pour des
couples (pq, tty) € P(N1) x P(No) tels que pog U g < P Si g U g = X alors 7(py) @ w(ps)
intervient avec multiplicité 1.

La représentation 7TX[17 N, €st somme de prolongements a (G, X G N,) T des représentations

précédentes. Par définition, f ATAT est la somme directe des restrictions & G N, X G N, des traces
de 7T]—’\—717 N, On en déduit le lemme suivant.

Lemme. La fonction fA** appartient a C<tx. Pour tout (py, py) € Pa(N) tel que py U
to =N, il eziste (AT, AT g, py) € {£1} tel que :

. X\t \— _ . ~ ~
projex(FAX 2 )= > aN AT g, pa)projea(X () ® X(ps))-
HysHgi i Upp =t

VIII.3. Réduction au cas du sous-groupe compact maximal

Notons H D'algebre des fonctions sur G biinvariantes par le sous-groupe d’Iwahori I (cf.
VIL.3). Elle contient la sous-algebre des fonctions a support dans K = Ky, qui s’identifie
a H. Celle-ci est engendrée par les éléments T; = T,, pour ¢ = 1,...,N — 1, ol s5; € By
est la symétrie élémentaire usuelle. L’algebre H contient aussi une sous-algebre isomorphe a
ClXy, X, Lo XN, X ;,1] (on utilise la présentation de [R] paragraphe 5). Les deux sous-algebres
engendrent H et on a les relations :

(T; — @)(T; + 1) = 0, X;T; = T,X; pour j #i,i + 1,

Xl =TiXip1 — (g — )Xoy, XiiTi =TiX + (¢ — 1) X

Notons ¢ la fonction caractéristique de (I multipliée par mes(I)~!. Elle appartient & H et on
vérifie I'égalité :
_N-1 N-1 1
C=q 2 1,X1=q 2 XNT .,

oll 0 € Gy est la permutation circulaire envoyant 1 sur N et ¢ sur ¢ — 1 pour ¢ = 2, ..., N.

Soient x = (x1,..-, x) une famille de caractéres non ramifiés de F*. Notons E(x) I'espace
de la représentation induite x; x ... X xn. On sait que la représentation de H dans E(x)’ est
isomorphe & la représentation par multiplication & gauche dans l'espace H/Z(x), ou Z(x) est
I'idéal a gauche de H engendré par les X; — x;(w) pour i = 1,..., N.

Reprenons les notations du paragraphe précédent. Soit (g, py) € Pao(N) tel que pqy U
1o = ‘A Le signe a(A1, A 7; uy, py) se détermine de la facon suivante. Identifions de fagon
évidente G, X G, a un sous-groupe de Sy. L'algebre Hy, ®c Hy, s’identifie a la sous-
algebre de H engendrée par les T, pour w € Sy, x Gp,. Notons-la H'. Notons w),,,,, 1’élément
(WNy mazs WNy maz) de Sn; X Sp,. Il 'y a un unique sous-H'-module de ET dans lequel cette
algebre agit par la représentation m(p;) ® 7w(py) (comme on l’a dit, on note de la méme fagon
les représentations des groupes et les représentations des algebres de Hecke qui s’en déduisent).
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Notons E' ce sous-module, qui est donc isomorphe & E(p)2M @¢ E(pq)2V2. L'opérateur
7t (0)m(¢N?) conserve ce sous-module et il existe un réel ¢ > 0 tel que cet opérateur agisse
sur ce sous-module de la méme fagon que ca(AT, A7 py, po) o (T, )

Pour j = 1,2, posons v; = tuj. Pour € = + et j = 1,2, définissons une partition V] de
la facon suivante. Puisque ‘A = p; U po, on a A = vy + vo. Soit 4 un entier > 1. Puisque
A=2ATUX, il existe k > 1 tel que A{ = A\;. L’entier k n’est pas forcément unique. Mais, si
Ak = Ag, I'égalité A = v1 + vo entraine que v, = v . L'entier v;y est donc bien déterminé.
On le note v5; et cela définit la partition 5. On a les égalités :

Vi +v5 =, V;“UV;r:uj.
Posons a(AT, A7; py, pg) = S(v3 ). Enfin, posons a(AT, A7) = a(AT, A 751N, 0).

Lemme. On a l’égalité :

O[(A+7 Ai; M1, “2) = (_1)a()‘+7)\_;“17“2)a(A+7 Ai)

Preuve. Appliquons les définitions en remplacant le couple (uq, ) par (*A,0). L’ana-
logue de 'algébre H' est simplement H. Notons E l’analogue du module E'. Puisque E ~
7(*A) et py U py = A, la représentation de H' dans E contient la représentation () ®
7(py). Puisque cette représentation n’intervient qu’une fois dans ET cela prouve que E' C E.
L’opérateur 7+ (#) agit dans E comme ca(AT,A7)w(Ty,...), ot ¢ est un réel > 0. Alors
Vopérateur ©+(0)w(¢N2) = n(¢N2)nt(0) agit dans E' comme ca(AT, X7 )n(¢N2 T, . ). On
vérifie que CNQTwmaz = q’"/zXNlJrl...XNTw;nM pour un entier r € Z. Cela entraine que (X, 41...Xn)
conserve E', y agit comme une homothétie de rapport ¢’ réel non nul, et que a(AT, X7y, i)
est le produit de a(A*, A7) et du signe de ¢

Posons H' = Hy, ®c Hn,- Identifions de fagon naturelle H' & une sous-algebre de H. Pour
calculer la représentation de H' dans E!, on peut commencer par calculer la restriction & H’
de la représentation de H dans E!, puis restreindre la représentation obtenue & la sous-algebre
‘H' de H'. Notons P le sous-groupe parabolique triangulaire supérieur de G de composante de
Lévi Gy, X Gp, et (mp, Ep) le module de Jacquet normalisé de (7, E) relatif & ce parabolique.
Comme on le sait, en tant que H’-module, E est isomorphe & (EP)INl *INy | La représentation
(mp, Ep) est filtrée d’apres la théorie de Bernstein-Zelevinsky. Le gradué de cette filtration
possede la propriété suivante : soit (p,&) un terme de ce gradué; alors le centre Z(H') de
H' agit dans EM1*N2 par un caractére Xp- Par unicité, il y a un unique terme (p,&) du
gradué tel que la représentation 7(u,) ® 7(p,) intervienne dans la représentation de H’ dans
ElnixIny  Puisque X, 41...Xn appartient au centre Z(H'), le réel ¢’ est nécessairement égal &
Xp(XNy+1---XN).

Les termes du gradué de la filtration de Bernstein-Zelevinsky sont indexés par les familles
d= (de"l')€=:|:,j=1,2,i21 telles que :

dig €N, dig+dy; =X, ) dj; =N

e==+,i>1

La représentation pq de G, X Gy, dans le terme correspondant a une telle famille est le produit
tensoriel de la représentation de Gy, :

+ + - _ — _
1B 28t (df ) x || %2272 88(d] 5) x ... x €| B2 St(dy ) x €222 St(dy ) x ...
et de la représentation de Gy, :

[T 2S0(df) x 7285 ) x o x €L 28 t(dgy) x €17 28 (dg)
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La valeur x,,(Xn,+1...Xn) est la valeur en w du caractere de F* produit des caracteres
intervenant dans le support cuspidal de cette deuxieme représentation. C’est un réel de signe

(—1)S(d)v ot 5(d) = Zigl d2_z

Pour d comme ci-dessus et j = 1, 2, notons d; la partition qui a pour termes dr..df,, ...d,d;

J71, ]72’ Y j717 ‘772,.‘.

rangés en ordre décroissant. Comme en VIIL.2, la représentation de Gy, x Gy, déduite de pq
est I'induite :
&(d]al) X &(d]72) X ...

Cette représentation ne contient () ® m(pg) que si p; < td; pour j = 1,2. Nous allons
montrer que :

(1) cette condition n’est réalisée que pour 'unique famille d telle que d5; = v§,; pour tous
e=+,j=1,2i>1.

En effet, puisque A = AT UAX™, on peut fixer une bijection 7 : N\ {0} — {£} x (N\ {0}) de
sorte que, pour tout i € N\ {0}, on ait I’égalité \; = Af,, ou (€, k) = 7(4). Définissons des suites
d’entiers & et d2 par §;; = ds . pour tout ¢ > 1, o (e,k) = 7(i). Ce ne sont pas a priori des
partitions, les termes n’ayant pas de raison d’étre décroissants. Toutefois, quand on range les
termes de d; en ordre décroissant, on obtient la partition d;. Les suites d; vérifient I’égalité :

(2) 01,0 + 625 = \i, pour tout i.

On a imposé 1'égalité pu, U py = tA, ou encore vq + v = A. Supposons vérifiées les relations
Ky < tdj pour j = 1,2, ou encore v; > d;. Pour toute suite d’entiers n = (n;);>1 et pour tout
i € N, posons S;(n) = ny + ... + n;. Les relations précédentes entrainent la relation :

SZ'()\) = Si(l/1) + Si(l/g) > Si(dl) + Si(dg)

pour tout ¢ € N. Remarquons que S;(d;) est la somme des i plus grands termes de d;. Puisque
0, ne differe de d; que par I'ordre des termes, on a S;(d;) > S;(d;). Grace a (2), les inégalités
précédentes se completent en la suite d’inégalités :

Sl()\) = Si(lll) + Si(llg) > Sl(dl) + Sl(dg) > 52(51) + SZ((SQ) = SZ(A)

Le premier terme de cette suite étant égal au dernier, cela entralne que ces inégalités , ainsi
que toutes celles utilisées au cours du calcul, sont des égalités. En particulier S;(d;) = S;(6;)
pour j = 1,2. En en soustrayant les égalités analogues relatives a ¢ — 1, on en déduit d;; = v;;
pour tous j = 1,2 et i > 1. Mais cela équivaut a la conclusion de (1).

Remarquons que, pour la famille déterminée par (1), on a s(d) = a(AT,A7; uy, py). On
a ainsi déterminé le "bon” terme d du gradué et son signe x,,(Xn,+1...Xn). Cela acheve la
preuve. [

VIII.4. Détermination du dernier signe

On conserve les notations de VIIL.2. On va déterminer le signe a(A™, A7). Introduisons
quelques notations. Soit r un entier > 1. Notons N(r) ensemble des familles n = (nq, ..., n,)
d’entiers > 1 telles que nq + ... +n, = N. Pour toute telle famille, notons &, le groupe &,,, x
... X Gy, plongé naturellement dans Gy, H,, I'algebre H,,, ¢ ... ®c H,,, plongée naturellement
dans H, et définissons les deux éléments de H,, :

€n = Z Tw, fn= Z (*Q)_l(w)Twa
weEGn weGp

ou [ est la fonction longueur. Appelons décomposition en intervalles associée a n la décomposition
{1,.,N}=hLuU..ul,,oul;={n1+..+ni—1+1,....n1 + ...+ n;}. Le groupe &, agit na-
turellement sur N (r). Soit n € N (r) et 0 € &,. On définit un élément w(o,n) € Sy : si
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{1,..N}=LU..UI =I{U..UI sont les décompositions associées & n et o(n), w(o,n) est
croissante sur chaque I; et envoie I; sur ; (@)

Notons N'*(r) 'ensemble des couples (n, €) ott n = (ny,...,n,) € N(r) et € = (€1, ..., ) est
une famille de signes +. Notons £; = 1 et £_ = £ les deux caracteres non ramifiés d’ordre < 2

de F*. Pour (n, €) comme ci-dessus, définissons la représentation (St(n,€), E(n,€)) de G par :
St(n, €) = &, St(n1) X ... x &, St(ny).

On définit la famille de caracteres :

ny—1 1—-nq ny—1 1—ngp
2

Em,e) = (&, || 77 el el e el T2 ).

Plus généralement, pour une famille z = (21, ..., 2,) de nombres complexes, on définit &(n, €, z)
en remplacgant les &, par &, |.|* dans la formule précédente. Le groupe &, agit naturellement
sur N=(r).

Soit x = (x1,-..,xn) une famille de caracteres non ramifiés de F*. On a déja dit que
E(x)! était isomorphe & H/Z(x). Précisons cet isomorphisme. L’application naturelle H —
H/Z(x) est bijective. On définit une application linéaire H — E(x)! en associant & T,,, pour
w € Gy, I'unique élément de E(x)! (donc une fonction sur G) dont la restriction & K est la
fonction caractéristique de Tw~'I, en identifiant &y au sous-groupe de G formé des matrices
de permutation. On peut supposer que le diagramme :

E(x)"
/
H !
AN
H/Z(x)

est commutatif. Ses fleches sont des isomorphismes de H-modules. Si x est en position générale,
il existe un unique isomorphisme de H-modules de E(x)! sur E(w(x))! qui, en identifiant ces
espaces a H, fixe I'élément f(yy (c’est-a-dire I'élément f, pour n = (N) € N(1)). Il se traduit
par la multiplication & droite par un élément N (w, x) de H. En particulier, si w est une symétrie
élémentaire s;, on a :

N(si,x) = (qxi(@)xit1 (@) = 1) 7H(T(1 = xi(@)xi+1(@) 1) + (¢ — Dxi(@)xis1 () 7).

Posons 0(x) = (Xx's - X1 ') et définissons I'homomorphisme O(x) : E(x) — E(0(x)) qui,
a une fonction ¢ € E(x), associe la fonction ¢ o 6. Il se restreint en un homomorphisme de
E(x)! dans E(8(x))!. En identifiant ces espaces & H, celui-ci se traduit par ’'homomorphisme
qui, pour tout w € Gy, envoie Ty, sur T, Mais T, owwwmar = Lwmas L wTJ,,lwz- Cet
homomorphisme est donc la conjugaison par Ty, .., que 'on note Ad(Ty,,,.)-

Soit (n, €) € NE(r). Alors E(n, €) est un sous-module de E(x(n,€)) et F(n,€)! s'identifie
au sous-H-module H f, de H = E(x(n,€))!. Soit o € &,. Il y a un opérateur d’entrelacement
de E(n,€) sur E(o(n),o(€)). On peut le normaliser de sorte qu’il se traduise sur les éléments

invariants par I par l'application :

mazWWmazx *

Hfn —  Hfowm)
h +— hN(o,n,e),

ou N(o,n,€) est un élément de H construit de la fagon suivante. Pour z = (z1,...,2,) en
position générale, on dispose de I’élément N (w(o,n), x(n,€,2)) de H. Pour h € H fy,, ’élément
hN(w(o,n), x(n,€,2z)) est régulier en z = 0. Sa valeur en z = 0 est égale a hN (o, n, €) pour

une certain élément N(o,n,€) € H qui est I’élément cherché.
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Remarque. Pour étre précis, cela ne définit cet élément que modulo 'annulateur a droite
de H fn, mais cela n’a pas d’importance.

Notons maintenant 7+, resp. r—, le nombre de termes non nuls de AT, resp. A~, posons
r =1t 4+~ et définissons (n, €) € NF(r) par :

(ni, €) = (A5 ), pour i =1,..r",
DT O ), pouri=1t 41,

Evidemment m = St(n,€). Posons x = x(n,€) et notons o4, 1’élément maximal de G,.
Remarquons que 0(x) = X(0maz(n), Omaz(€)). L’homomorphisme ©(0(x)) se restreint en un
homomorphisme de E(0maz(N), 0maez(€)) dans E(n, €). On dispose d’autre part de 'opérateur
d’entrelacement de E(n,€) dans E(0mae(n), 0maz(€)). Le composé de ces deux opérateurs est
lopérateur 7 (0) de E = FE(n,€). En effet, il entrelace les représentations 7 et 0(r) et vérifie
la condition de normalisation imposée en VIL.3. Donc 77 () se restreint & B! = Hf, en le
composé des deux applications :

1 B Rlonem o Moy Adlgnas) H fn

h  +— hN(omaz,n,€) h R T hT—1

Wmazx Wmazx

Posons gt = *A et notons E le sous-H-module de E! = Hf, dans lequel H agit par la
représentation m(p). Pour déterminer ’action de 71 () dans E, on doit restreindre I’application
ci-dessus a E et la comparer a l’action de T3, ... Ces deux actions étant proportionnelles, on
va se limiter & un élément bien choisi de E. Par définition de 7(p) (vue comme représentation
de H), sa restriction a H,, contient la représentation ”triviale”, plus exactement celle qui
correspond & la représentation triviale de G, X G,,, X .... Or celle-ci n’intervient qu'une fois
dans Hfn. En effet, le sous-espace isotypique de H f, associé a la représentation ”triviale” de
H,, est engendré par les éléments e, T}, fn pour les w € Gy de longueur minimale dans leur
double classe &,wSy,. Pour qu'un tel élément soit non nul, il faut que wS,w™ 1 NG, = {1}.
Mais un seul w vérifie ces conditions. Notons wy cet élément et hy = e, T, fn. Par unicité, on
a forcément h; € E C Hf,. On a donc :

7H(0)(h1) = (AT, A7) ¢/ T, a1,

mazx

ol t est un certain entier.
Soit o € &,. On peut remplacer n par o(n) dans les constructions ci-dessus. Au lieu de w;
et h1, on obtient des termes analogues w, et h,. Posons aussi :

ko = hTu(o-1 o(n))-

Il est non nul car T,yo-1 () est inversible. Il appartient & Hfom) car folyo-1,0m) =

Tw(o-1,0(m))fo(m)- 1l se transforme par la représentation "triviale” de H,. Par unicité, les

éléments h, et k, sont donc proportionnels. La premiere application de (1) est équivariante
pour l'action de H. Elle envoie forcément hq sur un multiple de & Posons donc :

Omax*

hiN (0 maz, 1, €) = ck

Omax *

sur T,

Wmax

k T‘laz. Notons wn mae 1'élément

Tmaz > Wm

La deuxieme application de (1) envoie k.
de longueur maximale de &y,. On a 1'égalité wpmaz = WnmazW(Omaz, o(n)) et la longueur du
terme de gauche est la somme des longueurs des deux termes du membre de droite. Donc

Twnw = Twn,masz(amw,a(n))- On en déduit :
Tmaskomas Taomae = Tomar?1 T s
Mais fnTJimM = (=Dl fy,only = [(wn,maz)- On obtient alors :
7 (O) () = e(—1)1To, P,
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d’ou :
a(AT, A7) = ¢(-1)1g /2.

Décomposons o4, en produit de symétries élémentaires, notons o, = 04...01 cette
décomposition. Pour j = 0,...,d, posons o<; = 0j...01 et (nj,€;) = o<;j(n,€). Comme ci-
dessus, il y a un nombre complexe C; # 0 tel que :

th(USjv n, 6) = Cjkagj‘

On a Cy =1 et ¢ = Cq. Supposons j > 1 et considérons les deux éléments hy;  Tiy(o; n;)
et ho;_, N(oj,nj_1,€;-1). Ils appartiennent a H fy; et vérifient des conditions similaires aux
éléments h,_; ou ky_;. Ils sont donc proportionnels. Soit ¢; le nombre complexe tel que :

h05j71N(0’j7 nj_l, E]’_l) = cjh’O'ijlT’UJ(O'j,n]')‘

Puisque h et ky_,_, sont proportionnels, on a aussi :

0<j—1

k N(Uj,nj,l,ej,l) :Cjk? T (

w(oyng) = Cikos;

0<j-1 0<j—-1

On a alors :
hiN(o<j n,€) = hiN(o<j1,m,€)N(0j,n5-1,€1) = Cj1ko.;  N(0oj,mj1,€-1) = Cja¢iko,

donc € = Cj_1¢;. On en déduit :
= II &
Jj=1,...d
puis :
2 oAt A) =D ] g
Jj=1,...d

Comme on va le voir, pour tout j = 1...,d, ¢; est en fait la valeur en ¢*/? d’une fraction

rationnelle ¢;(X) sans pole en X = 1. Notons ¢(X) le produit de ces fractions rationnelles.
Dans tous ces calculs, on peut remplacer ¢ par une puissance entiere g™ arbitraire. On ne sait
pas a priori que a(AT, A7) et ¢ sont indépendants de n (on pourrait facilement prouver que t
Pest, mais peu importe). En tout cas, pour tout entier n > 1, on obtient une égalité c(q”/Q) =
e(n)g™™/2 avec €(n) € {£1} et t(n) € Z. Faisons tendre n vers Iinfini. Nécessairement,
e(n) et t(n) deviennent constants : e(n)X*™ est le quotient des termes de plus haut degré du
numérateur et du dénominateur de ¢(X). Notons €(c0) et t(co0) ces valeurs constantes. Alors
c(q"?) = €(00)g™>)/2 pour n assez grand. Cela entraine ¢(X) = €(c0) X (). Alors D'égalité
(2) devient :
t(c0)—t

aAT A7) = (=D)e(o0)g 2,

d’ott t = t(00) et a(AT, A7) = (=1)1¢(00) = (—1)"¢(1). On a obtenu I'égalité :
(3 et A =00 [ 0

j=1,.d

I nous reste a démontrer I’assertion concernant les ¢; et a calculer ¢;(1).

Fixons j € {1,....,d}, notons k I'élément de {1,...,7 — 1} tel que la symétrie élémentaire
o; permute k et k4 1. Posons N’ = ny + ngt1, n' = (ng, ngy1), € = (€, €x41). Notons o7,,,,
I’élément non trivial de Go, A’ la partition qui a les mémes termes que n’, rangés en ordre
décroissant, et posons p' = tX". Tous ces objets sont des analogues, quand on remplace N
par N', de n, €, 0/paz, A et p. En leur appliquant les constructions précédentes, on définit un
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élément wy € G et des éléments ey, b, N(0),4,, 10, €) et Ty

maz 1ol () de Hpap Iy aun
nombre complexe ¢’ # 0 tel que :

(4) ,1N( 1’1,, 6/) = ClhllTw(o./ o (n’))'

/
g,
max’ maz>'Ymazx

Posons m = (ni,....,ng_1, N',ngyo,...,n,.). Le groupe Gy se plonge de fagon évidente dans
Gm, puis dans Sy. De méme, Hpy» se plonge dans H,, puis dans H. On vérifie que les
images par ce plongement de N(o},,.,n',€) et Tw(o!, ..o (n)) Sont égales respectivement
a N(oj,nj_1,€j-1) et T'w(o;n;)- Identifions désormais les ensembles de départ de ces plonge-
ments a leurs images. Décomposons wy_;_, en produit vw’, ol v est de longueur minimale
dans sa classe 6,06, et W' € Gp,. On a I'égalité hoo; , = e“Tva/fUSjil(n). On vérifie que
v_16”v N Gm est égal au sous-groupe &, de Snv. On en déduit que e, T, est proportionnel
& epTyey. On voit aussi que w' = wy. Alors ey Ty fo_ | (n) appartient a 7h}. On en déduit
que hy_,_, appartient lui aussi & Hhj. En utilisant (4) et les identifications que I'on a déja
explicitées, on obtient :

/
hoe; 1 N(0j,m5-1,€j-1) = Choe; , Tuo; ;)

En comparant avec la définition de ¢;j, on voit que ¢; = ¢. Cela ramene le calcul de ¢; & un
calcul dans M, relatif & la partition A’. Cette partition n’a que deux termes.

Oublions les notations N/, X" etc..., supposons simplement que X n’a que deux termes, i.e.
r = 2. On va alors calculer le terme c. On simplifie les notations en posant (m,n) = n, (d,€) = €.
Pour fixer les idées, on suppose m > n. Alors p ne contient comme termes non nuls que des
1 et des 2, avec mult,(2) = n, mult,(1) = m — n. Introduisons la famille n" = (m,1,...,1) €
N (n + 1), définissons la représentation (7, E') de G par :

7= EStm) x &' T X o x &2

Elle n’est pas du type considéré précédemment a cause des caracteres valeurs absolues, mais
elle conserve une partie des propriétés que 'on a décrites. En particulier E'l gidentifie & H for-
Pour o € &,,41, on définit de fagon évidente la représentation o (7). Pourvu que o soit croissant
sur {2,...,n + 1}, on définit un opérateur d’entrelacement entre 7’ et o (7). Il se traduit dans
les espaces d’invariants par I par la multiplication a droite :

Hfw — ﬂfa(n’)
h +— hN(o,7)

ou N(o,7') est un certain élément de H. Cela est vrai parce que les deux hypotheses "o

croissant sur {2,...,n 4+ 1}” et m > n entrainent que ¢ ne permute que des segments non liés
au sens de Zelevinsky. Toujours parce que m > n, on vérifie que la représentation ”triviale” de
H,, intervient dans H fns avec multiplicité 1. On définit dans cet espace 'élément h analogue
de hi, qui n’est autre que eyw; fry. Notons maintenant o € &,41 la permutation telle que
o(l)=n+1,0(i) =i—1pouri=2,..,n+ 1. Comme précédemment, il existe un nombre
complexe ¢’ non nul tel que :

hllN(O', 71'/) = C/hllTw(J—lp(n/)).

La représentation 7 est sous-module de 7/, ce qui se traduit pour les éléments invariants par
I par I'inclusion Hfn C Hfy. Les termes N(0maz, 0, €) €t Ty (o,00,0man(n)) SONE Tespective-
ment égaux a N(o,7’) et Ty(o-1 o(ny)- En multipliant & droite 'égalité ci-dessus par fg, .. (n)s
on obtient 1’égalité ¢ = ¢/. Cela nous rameéne a un probléme concernant la représentation 7.
Un procédé de réduction analogue a celui expliqué plus haut nous rameéne alors a la situa-
tion suivante. Soit k € {1 —n,...,n — 1} un entier de méme parité que n — 1. Définissons la
représentation

= £5St(m) x &|.|F?
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de Gpp41. On définit pour cette représentation un nombre complexe ¢j, analogue & ¢’. On a alors
Végalité :

le produit portant sur les k ci-dessus.

Fixons donc k. On s’est ramené a une situation ou N = m + 1 et 7 est remplacée par la
représentation 7, ci-dessus. Notons v, w les éléments de G définis par v(1) =1, v(j) =75+ 1
pour j =2,... N—1,v(N)=2, w(j)=j+1pour j=1,... N —1, w(N) = 1. Notons aussi o
I’élément non trivial de &;. Remarquons que w(o,o(n)) = w™! et wy; = v. La définition de ¢},
se traduit par 1’égalité :

(6) enTyfaN (0, 7,) = chepnTy faTp-1.

Calculons N(o, ;). Pour cela, on introduit une variable z € C, on considere la famille de
caracteres :

m—1 1-m k
X(Z) = (€5|| 2 a"-a§5"| 2 >£e|'|z+2)v
et I'élément N(w,x(z)) € H. En notant s; les symétries élémentaires usuelles de Sy, on a
I'égalité w = s152...8y,, d’ou :
N(w,x(2)) = N(sm; X(2))N(sm-1, 5m(x(2)))---N (51, 52...5m(x(2)))-

Pour j =1,...,m, posons :

1— (56qj+z+% (1 _ q)éeqj—l-z-&-%

1 _5€qj+z+1+k—2N7 ]( - 1_56qj+z+1+k_2N .

Aj(2) =

On a ’égalité :

N(sj; sj41--5m(x(2))) = A;(2)T; + Bj(2).
Pour tout sous-ensemble J C {1,...,m}, notons Ty le produit des T; pour j € J, pris dans
'ordre décroissant, Aj(z), resp. B”(z) les produit des A;(z), resp. B;(z), pour j € J, resp.
j ¢ J. Alors :

NwxE) = Y AB D
JCA{1,....m}

Posons Q@ =) 6, ¢ "®). On a 'égalité fyfn = Qfn. Parce que N(w,x(z)) est un entrelace-
ment, on en déduit :

an(U)?X(Z)) = Qilan(wa X(Z))fw(n)
Soit J & {1,....,m}. Il existe t € {1,...,m} et deux sous-ensembles J' C {1,....t — 1}, J” C
{t +1,...,m}, tels que Ty = TyTy = TypTyn. Pour j < m, on a s; € S,. On en déduit
foTy = (=)'l f,. Pour j > 1, on a 8j € Gyym)- On en déduit Ty fiym) = (—1)|J”|fw(n). D’ou
légalité fnT) fum) = (—1)‘J|fnfw(n). On obtient alors :

faN(w,x(2)) = fa(A(2)Tp-1 + B(2)) fu(n),

ou :

A2) =Q'Ap,my(2), Bx) =@ Y (-1)VIA,(2)B(2).

JGA{1,..m}
On calcule immédiatement :
1 — 6eq”™ Em
_ m—1
A(Z) - ( 1) Q 1 B 56qz+k+12+m 9
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B(z) = (-)"™"Q ' Ap, () + Q7 Y. (-)VAs(2)B(2)),

= ()™M A (@) + Q7 [ (Bi(2) — 45(2) = ()" A=) + Q@

Jj=1,....m

Les termes A(z) et B(z) sont réguliers en z = 0 (parce que k > 1 —n et m > n). Par définition,
N(o,m,) est un élément de H tel que fuN(o,m;,) soit la valeur en z = 0 de fuN(w, x(2)). On
peut donc supposer que N (o, ;) = (A(0)T,,—1 + B(0)) fum)- On voit alors que les coefficients
de ce terme dans la base (T})zcs, de H sont des fractions rationnelles en ¢*/? qui n’ont pas
de poles en ¢'/2 = 1. Il en est donc de méme du terme ¢}, puis du terme c. Cela démontre
la premiere assertion concernant ce terme. Comme on I’a expliqué, il nous suffit de calculer la
valeur ¢} (1) que prend ¢}, quand on y remplace ¢'/2 par 1. Quand on remplace ainsi ¢'/2 par
1, H devient l'algebre de groupe C[&y]. Afin de ne pas submerger le lecteur d’un déluge de
notations, on travaille pour quelques temps dans cette algebre, tout en conservant les notations
déja introduites. Notons a et b les valeurs de A(0) et B(0) en ¢'/? = 1. Alors N(o, 7)) devient
(aTy-1 +b) fuym) ou encore afnTy—1 +bfy(n). Maintenant fy, fn = m!fy et le membre de gauche
de (6) devient :
amley Ty foly-1 + bep Ty fu fum)-
Le premier terme est directement comparable au membre de droite de (6). Etudions le second.
On a I’égalité :
Tofa= (-1 > (-0,
€6 N,z(N)=2
D’ou :
6uvanfw(n) = (71)m—1 Z (*1)l(z)6uTxfw(n)'
zeSN,z(N)=2
Mais e, Ty fipm) = 0 si (1) et 7(2) sont tous deux > 2. On peut donc ne garder dans la
somme que les 2 pour lesquels 2:(1) = 1. Un tel x appartient & Sum) et T fum) = (—1)l(z)fw(n).
D’ou I'égalité :
euvanfw(n) = (_1)m_1(m - 1)!eufw(n)'
D’autre part,
ep,vanTw*1 = €u,Tvuﬁlfw(n)-
Mais vw™! = s et e, Ts, = ey. D’ott I'égalité e, Ty fnTy-1 = epfuw(n)- Finalement, pour g2 =
1, le membre de gauche de (6) devient égal a :

(am! + (=)™ to(m — 1)Dep Ty fuTy-1.

D’ou I'égalité :
(1) = am! + (=1)™"1b(m — 1)!

Distinguons maintenant deux cas. Si de = —, on calcule a = (_T}L)!m, b=0, dou ¢ (1) = (-1)™.
Si e = +, on calcule :

(—1)"k+1-m 2 1
a = =
m! k+1+m’ (m—-—1k+14+m’

SN ) _ m+1m+1—k
d’ou ¢ (1) = (1) e
Il faut maintenant remonter les différentes réductions que 'on a effectuées. On commence

par reporter les valeurs ci-dessus dans (5) pour calculer la valeur ¢(1) que prend ¢ en @2 =1.
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On se rappelle que 'on a supposé m > n. Un calcul similaire vaut dans le cas m < n et la
formule générale que 'on obtient est :

c(1) = { (=™, 5i 6+ €,

(fl)mnﬂnf(m’”), 510 = €.

Revenons aux hypotheses initiales et utilisons la formule (3). Les termes ¢;(1) intervenant
dans cette formule sont calculés par la formule ci-dessus. Les familles (m,n,d,€) qui inter-
viennent sont d’une part les (A}, Ay, €,€) pour € = & et j < k, d’autre part les ()\;r, Ap s+, —)
pour tous j, k. D’autre part, on calcule :

nini—l )\E/\g—l
oy s N ),

A 1,€

d(v) =) v

Jj=1

Pour toute partition v, posons :

Remarque. Pour tout ¢ > 1, posons mult, (> i) =Y ,-, mult,(¢). On vérifie I'égalité :

1 — mult,(7)

z(v) = Zz’multu(i)(multu(z i) + 5 )

i>1

A partir de la formule (3), un calcul simple conduit a la proposition suivante.
Proposition. Soit (AT,A7) € Po(N). Alors on a ’égalité :

a()\+,)\_) — (_UL;N—FZ(X*')—&-Z(A_)‘

IX. Pseudo-coefficients et correspondance de Springer

IX.1. L’espace Cyp
Soient n, N’ € N tels que 2n + N’ = N. On définit une application linéaire :

res(n)i : C — Cunip(G,,) @c Cnv

de la facon suivante. Soient N7, No € N tels que N; + No = N. On va décrire la restriction
de res(n); au facteur Cump(QNl) Rc Cump(QNQ) de C. Si N1 < 2n, cette restriction est nulle.
Supposons N1 > 2n. On a construit en VII.1 une application de restriction qui envoie Cypnip (Q Ny)
dans Cunip(G,,) ¢ Cunip(G Ny —2n)- Par tensorisation avec I'identité de C (G N, ), on obtient une
application de Cynip(G n, ) @cCunip(Gy,) dans C(G,,) @cCunip(G N, —21) @CCunip(Gy, )- Ce dernier
espace se plonge dans Cypip(G,,) ®c Cn. La composée de ces deux applications est 'application
cherchée.

En échangeant les roles des indices 1 et 2, on définit de méme une application linéaire
res(n)2. On pose res(n) = res(n); — res(n)2. On note Cgyop 'ensemble des ¢ € C tels que
res(n)(y) = 0 pour tout n > 1 tel que 2n < N. Bien siir, Ceusp € Cyiop-

Lemme. Soit (17, E) € Reps(G™/Z3) une représentation telle que E soit engendré comme
Gt -module par E'. Alors f”+ appartient @ Cyiop.

Preuve. Soient n, N1, Nj € N tels que n > 1 et 2n 4+ N{ + Nj = N. Reprenons les notations
de VIL5. Notons 4; la réunion des translatés par NZ de I'ensemble {—n, 0, N5, N} +n}. Il ap-
partient & A et N} appartient & C'(A;). On a défini le groupe K (¢(A;)) et ensemble ¢(Ay, N3).
Posons :

ﬂ:gz\/{ XgNé x G, xG,.
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On a :
K(¢(A1))/K"(¢(A1)) = H.

On peut définir un groupe ﬂf sur I, de composante neutre H, et une composante El de ﬂf

de sorte que : )
c(Ar, N3) /K" (¢(A1)) ~ H,.

On montre comme en VIL.1 que :
(1) Cunip (El) =~ Cunip (Qn) Qc Cunip (QN{) Xc Cunip (QN%)
Définissons une fonction ¢ sur ¢(Ay, N3) par :
p1(g) = trace(r ™ (g)| B @A),

Elle se quotiente en une fonction sur H 1, qui appartient a Cump(ﬂ 1) et a laquelle on 'identifie.
Mais ¢(A1, N3) est inclus dans K NI+2n,N} €t apparait comme un ”sous-ensemble parabolique”

de cet ensemble. 11 résulte des définitions que la composante de res(n)y(f™ ) dans I'espace de
droite de (1) n’est autre que I'image de ¢; par l'isomorphisme (1).

Notons Aj la réunion des translatés par NZ de I'ensemble {0,n, N}, +n, NJ+2n}. C’est un
élément de A et N}, + 2n appartient & C'(Az). En copiant les constructions ci-dessus, on définit
un groupe Hy , une composante Hy de ce groupe, avec un isomorphisme :

(2) Cunip (EQ) = Cunip (Qn) c Cunip (QN{ ) Qc Cum'p (QNé )’

et un élément @y € Cynip(H,). L'ensemble c(As, N + 2n) est un ”sous-ensemble parabolique”
de K7 njion et la composante de res(n)2(f™") dans I'espace de droite de (2) n’est autre que
I'image de g9 par I'isomorphisme (2).

Mais les couples (K (¢(A1)),c(A1,N3)) et (K(p(As2)),c(A2, N5+ 2n)) sont conjugués par
un élément de G : en effet, Ad(C"™) envoie le premier sur le second. Il en résulte facilement
que 'on peut identifier El a EQ de sorte que ¢ s’identifie & @9 et que les applications (1) et
(2) deviennent identiques. Cela prouve que res(n)i(f™ ) = res(n)z(f™"), d’ott assertion de
I’énoncé. O

IX.2. Base de Cgyop

Pour tout ensemble E, on note C[E] l'espace vectoriel sur C de base E. On définit sur
Po(N) une relation d’équivalence notée ~. Pour (AT, A7), (ut,u™) € Po(N), on a (AT, A7) ~
(ut, ) si et seulement si AT UAX™ = put U p~ et, pour tout entier i > 1 et tout ¢ = +,
on a la congruence mulxe(i) = multye (i) mod 2Z. Notons Pa(N)/ ~ T'ensemble des classes
d’équivalence.

Proposition. Considérons application qui, a (AT,A7) € Pa(N), associe f>‘+’>‘7 € Cyiob-
Elle est constante sur les classes d’équivalence. L’application linéaire de C[P2(N)/ ~| dans
Cgiop qui s’en déduit est un isomorphisme.

Preuve. L’équivalence est engendrée par la relation élémentaire suivante. Soient (AT, A7) €
Pa(N) et k un entier > 1 tel que multy+ (k) > 2. Définissons (u™, p™) par :

mult e (5) = multye(j) pour € = & et tout j > 1, j # k;

multye (k) = multye (k) + { +§: ]])3005:66: j_

Alors (AT,A7) ~ (uT, ™). Pour prouver la premiere assertion, il suffit de prouver que
f)‘+’)‘7 = f’ﬁ"f sous les hypotheses ci-dessus. Pour tout nombre complexe s, introduisons la

représentation de G :
7(s) = |.|°St(k) x m(ut, A7) x |.|*St(k).

Elle est O-stable. Limitons-nous aux s imaginaires purs. Alors m(s) est irréductible et on peut
la prolonger en une représentation 7+ (s) de G* que I'on normalise comme en VIL3. Il est clair
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. rrt . . A .
par construction que f™ (*) varie contintiment en s. Mais les composantes de ce terme sont des
N / . / ’ . A ot
caractéres de représentations de degré borné de groupes finis. Cela entraine que s — f7 (8

est constante. Or 77 (0) = 77(A*, A7) tandis que 7T+(lo;r(iq)) =7t (pt, ™) (dans la premiere

parenthese, m = 3,14... et i = /—1). D’ou1 I’égalité cherchée f>‘+’>‘_ = f‘ﬁ’“_.

On veut prouver que l'application linéaire de C[P2(NN)] dans Cgop est injective. On peut
remplacer Cyiop par C. Pour A € P(N), notons P2(N, X) ensemble des (AT, A7) € Po(N) tels
que AT UX™ = A. Cet ensemble est stable par I'équivalence, on note P2(NN, )/ ~ I'ensemble
des classes. Introduisons sur C[P2(NN)/ ~] une filtration indexée par P(N) de sorte que, pour
tout A € P2(NN), le terme C[P2(N)/ ~|>x de cette filtration ait pour base [J,> 5 P2(N, p)/ ~.
Le lemme VIIIL.2 nous dit que cette filtration est compatible, a transposition pres, avec celle
introduite en VIIL.1 sur C. Précisément, notre application linéaire envoie C[Py(IN)/ ~]>x dans
C<ix. Il s’en déduit une application linéaire entre les gradués. Pour les termes indexés par A,
c’est :

ClPa(N,A)/ ~] = Caen/Catx
(AT, A7) — projt,\(f)‘+’>‘_).
11 suffit de prouver que cette application est injective. Avec les notations de VIII.2, considérons
la matrice :

(Oé(A+, )‘7; K1, “2))

indexée par les couples (AT, A7) € P2(N,X)/ ~ et les couples (py, pt5) € P2(N,X). 1l suffit de
prouver que cette matrice est de rang [P2(N,A)|. D’apres le lemme VIII.4, on peut aussi bien

considérer la matrice :
(1) ((_1)a(>\+7>\*;u17u2))

indexée par les mémes couples. Posons Jord(A) = {i > 1;multy(i) > 1}, notons X ’ensemble
des sous-ensembles de Jord(\). Pour X € X, définissons des partitions AT (X), A7 (X) par les
relations suivantes, pour € = 4+ et tout ¢ > 1 :

multx(i), sie=+etigX,

mult (i) = 0, ste=—eti &€ X,
MO TN mulia(i) —1, sie=+etic X,
1 site=—cetic X.

On vérifie que la famille (AT (X), A7 (X))xex forme un systéme de représentants des classes
d’équivalence dans Pa(N, A). Pour Y € X, définissons des suites d’entiers v1(Y) et v2(Y') par
les égalités suivantes, pour tout ¢ > 1 :

VQ(Y)Z' = |{k ey, k< )\1}‘, Vl(Y)i =\ — V.

On vérifie que ce sont des partitions. On note p;(Y') la transposée de v;(Y’). On a évidemment
(11 (Y), 115(Y)) € Po(N,*X). Pour X,Y € X, on aassocié en VIIL.3 au quadruplet A™(X), A~ (X),
p1(Y), po(Y) un quadruplet de partitions (v/§);=12.e=+. On calcule la partition v, ainsi. No-
tons x1 > ... > x4 les éléments de X. Alors, pour tout i > 1, v, = {k € Y;k < 2;}|, avec la

convention x; = 0 si ¢ > ¢. Alors :
aAT(X), AT (X); 11 (V), pa(Y)) = S(vy) = {(z,y) € X x Viz >y},

et la matrice carrée :
((_1)|{<x,y>exw;xzy}|>
X,Yex
est une matrice extraite de (1). Il est élémentaire de prouver que cette derniére matrice est
inversible, de rang |X| = |P2(N, )/ ~ |. Cela prouve I'injectivité.
Pour prouver la surjectivité, il suffit de comparer les dimensions. Un ensemble de représentants
de Py(N)/ ~ est formé des couples (AT, A7) € Py(N) tels que multy- ne prend pour valeurs
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que 0 ou 1. Pour tout entier n € N, le nombre d’éléments de P(n) est le coefficient de X™ dans
la série formelle [],~;(1 — X*)~!. De méme, le nombre de A € P(n) tels que multx ne prend
pour valeurs que 0 ou 1 est le coefficient de X™ dans la série formelle [T>:(1+ X?). Donc le
nombre d’éléments de Py(N)/ ~ est le coefficient de XV dans la série :

2  JIa+xHa-xHh

i>1

Généralisons la définition de P2(NN) en notant, pour tout entier k > 2, Py (V) 'ensemble des
k-uplets de partitions (Ag, ...., Ag) tels que S(A1)+...+S(Ax) = N. On montrera au paragraphe
IX.6 que :

(3) dimcColop = Z [Ps(n)],

mi,m2,n

ol on somme sur les mq,mo,n € N tels que :

mi(my +1) n ma(ma + 1)

o = N.
2 2 +an

Le nombre d’éléments de P3(n) est le coefficient de X" dans la série formelle [[is:(1-X 26)=3,

Posons : (i)
Q) = 30 XM

m>0

Alors dimcCyop est le coefficient de X N dans la série formelle :

@) QT - x>,

i1

D’apres [HW] 19.9.2, on a ’égalité :

QX) =JJa-xHa+xh2

i>1

Alors les deux séries (2) et (4) sont égales. On en déduit I’égalité cherchée |Pa(N)/ ~ | =
dimcCgiop, ce qui acheve la démonstration. [

IX.3. Base de Ceysp
Définissons ’application linéaire :

C[P2,disc(N)] - CcuSNp
ATAT) = projas (A7),

Corollaire. Cette application est un isomorphisme.

Preuve. On peut étendre la définition en une application linéaire de C[Py(V)] dans Ceysp-
D’apres la proposition précédente, cette application est surjective. D’apres la proposition VII.4(ii),
cette application annule les éléments de Pa(INV) \ P2 gisc(N). Sa restriction a C[Py gisc(N)] reste
donc surjective. Il reste a comparer les dimensions des espaces de départ et d’arrivée. Comme
dans le paragraphe précédent, le nombre d’éléments de Pz gisc(IV) est le coefficient de X N dans

la série formelle : '
O JLa+xh
i>1

Posons :

R(X) = dimc(Cunipcusp(Gy)) X"
k>0
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Par définition de Cysp, sa dimension est le coefficient de X N dans R(X)2. On montrera au
paragraphe I1X.5 que, pour tout k£ € N, on a I’égalité :

(2) dimC(Cunip,cusz)(Qk)) = Z |P(n)],

m(m+1)
2

ou on somme sur les m,n € N tels que 4 2n = k. Il en résulte que :

R(X)=Q)[J1—x%)7",

i>1

o Q(X) est comme dans le paragraphe précédent. A I'aide de [HW] 19.9.2, on en déduit que
R(X) = [[;5, 1+ X%, puis que dimc(Ceusp) est le coefficient de XV dans la série (1). Cela
acheve la preuve. [J

IX.4. Quelques rappels combinatoires

On considérera différents groupes de Weyl. Pour un tel groupe W, on note C(W') I'espace
des fonctions sur W, a valeurs complexes, invariantes par conjugaison. On le munit du produit
hermitien habituel. A toute représentation (de dimension finie) p de W est associé son caractere,
qui appartient a C(W). Pour simplifier les notations, on notera encore p ce caractere.

On note Wiy le groupe de Weyl d’un systeme de racines de type By ou Cy. On l'identifie
au groupe des permutations w de lensemble {£1,... £ N} telles que w(—i) = —w(i) pour
tout 4. Les représentations irréductibles de Wy sont paramétrées par P2(N), cf. [Ca] 11.4.2.
Pour (e, B8) € P2(N), on note pq g la représentation irréductible paramétrée par ce couple. En
particulier, p(ny g est la représentation triviale. On note sgn I’homomorphisme signature usuel
de Wy dans {£1}. Autrement dit, sgn = py (1, 1). On note sgncp ’homomorphisme de Wy
dans {£1} dont le noyau est le groupe d’un systéme de racines de type Dy. Autrement dit,
sgncp = py,(n)- On note WJQ le noyau de sgncp.

Les classes de conjugaison dans Wy sont aussi paramétrées par Pa(N). Rappelons ce pa-
ramétrage. Soit w € Wy. Décomposons I'ensemble {£1,...,£N} en orbites sous 'action du
sous-groupe engendré par w. Il y a deux types d’orbites : les orbites J telles que J N (—J) = 0;
les orbites J telle que J = —J. On note a et 3 les partitions telles que, pour tout ¢ > 1,
2multq(i) soit le nombre d’orbites J du premier type, telles que |J| = 4, et multg(i) soit le
nombre d’orbites J du deuxiéme type, telles que |J| = 2i. L’application qui & w associe (a, 3) se
quotiente en le paramétrage annoncé des classes de conjugaison. On dit qu’un élément w € Wy
est elliptique si sa classe est paramétrée par un couple de la forme (0,3). On note Wi o
I'ensemble des éléments elliptiques de Wi, C(Wi ¢i1) le sous-espace des éléments de C(Wy) a
support dans Wi ¢ et projey la projection orthogonale de C(Wy) sur C(Wi ).

Notons 7 (IN) l'ensemble des triplets (m,n,p) ou m,n € N, W +2n = N et p
est une représentation irréductible de W,. Soit p € P(N). On va lui associer un triplet
(m(p),n(p), p(p)) € T(N). Soit ¢ un entier assez grand, tel que t = N + 1 mod 27Z. Posons :

E={p+t—ii=1,..1},

x x—1
ET = {5,.%' € E, x pair}, E- = {T,m € E, x impair},
notons t*, resp. t~, le nombre d’éléments de ET, resp. E~. On pose :

N m(u)(mQ(u) + 1))‘

On vérifie que n(p) est un entier > 0. Notons « et 3 les uniques partitions telles que :

() = suplt™ — %65 1~ 1), n() =

Et ={aj+tT —i;i=1,..,t"7}, a; =0 pouri>t",
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E-={pi+t —isi=1,..,t7}, B =0pouri>t .

On vérifie que (a, B) € Pa(n(p)). On pose p(p) = pa,a-
L’application p — (m(p), n(p), p(pe)) est une bijection de P(N) sur 7 (V). Les remarques
suivantes nous seront utiles :
(1) pour tout p € P(N), on a I'égalité (m("n), n(*p), p(*pn)) = (m(p), n(p), p(p) ® sgn).
C’est immédiat ;

(2) dans la construction ci-dessus, on a la congruence t = [%] mod 27 et les égalités :
1 m(r) 1 1
+ =z =l Yo
t 2<t+( )2 (m(u)+2)+2>,

v = (1= O + ) - 3).

(selon 'usage [x] est la partie entiere de ). En effet, on a déja dit que n(u) était entier, donc
N = m(u)(rg(u)ﬂ) = [m(t;)ﬂ]

= mod 27Z. Puisque t = N + 1 mod 27, cela entraine la premiere
relation. Puisque m(p) est égal soit & t— — ¢+, soit & t7 — ¢t~ — 1 et que t— —tT = ¢ =

[m(u)*l

5—] mod 27, on a :

_ = —tT, sim(p) = 5
min) = { tt—t— =1, sim(p)# [%] mod 27.

La relation m(p) = [m(";)_l] mod 27 équivaut & [w] = 1 mod 27Z. Les égalités ci-dessus sont
alors équivalentes a :
1 m(p) 1
t =t — 5 = (D () + ),

2 2

dont on déduit les égalités de (2). O

On a défini en VIIL.3 la somme Si(p) pour k& € N. Dans la preuve ci-dessous, on étend la
définition de la fagon suivante : pour tout ensemble fini X de nombres réels et tout & € N, on
note Sk(X) la somme des k plus grands termes de X.

Lemme. Soit p € P(N), notons (o', 8") € Pa(n(p)) le couple de partitions paramétrant la
m(p)
représentation p(p) @ sgn[CD2 ] de Wy (- Pour tout entiers k,£ € N, on a l'inégalité :

Y
E O ke ) m) + ).

Skre(p) > 28k (a’) +25(8') -

Preuve. Avec les notations ci-dessus, on a 1’égalité :

Skte() = Ske(E) — Spve({t — 1,...,0}).

La somme des k + ¢ plus grands termes de F est au moins aussi grande que la somme des k
plus grands termes pairs de F plus celle des ¢ plus grands termes impairs. D’otu :

Sk4e(E) > 2Sk(ET) + £+ 2S,(E7)

> 25k (a) + 28, ({tT —1,...,0}) + £+ 2S,(B) +2S,({t” — 1, ...,0}).

On obtient :
k—0)? _ 1
Seerln) = 250e) +25,8) - " et - L)
. m(p) . rm .
Comme on l'a vu ci-dessus, tF — ¢~ — 1 = (=D (m(p) + 3). Si [%] est pair, on a
(,3) = (a,3) et I'inégalité précédente est celle de 1’énoncé. Si [%] est impair, on a
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(a/,3") = (B, ) et I'inégalité de 1’énoncé se déduit de la précédente en échangeant les roles de
ket O

On rappelle que, pour toute partition g € P(N), on a défini en VIII.4 lentier z(u). On
pose :
m(u)(gl(u)Jr1

v(p) = (_1)Z(tu)+n(u)+

IX.5. Fonctions caractéristiques de faisceaux-caractéres sur les groupes finis
m(m+1)

Notons M 1(N) 'ensemble des couples (m,n) d’entiers > 0 tels que ==5— + 2n = N.
Posons :

K = ®mn)jer, . (v)C(Wh).

On munit cet espace du produit hermitien défini positif somme directe des produits usuels sur
chacun des facteurs.

Soient (m,n) € Mj1(N) et p une représentation irréductible de W,,. Notons p 1’élément
de P(N) dont 'image dans 7 (N) est (m,n, p). Posons :

k(p) = v(m)x(p).

On étend cette définition par linéarité, obtenant ainsi un homomorphisme :

C’est un isomorphisme isométrique.

Remarque. En fait k(p) se définit plus naturellement comme la fonction caractéristique
d’un faisceau-caractére sur G. La base de K formée des représentations irréductibles de chaque
W, intervenant parametre naturellement ces faisceaux-caracteres. De ce point de vue, I'égalité
que l'on a prise ci-dessus comme définition est un théoreme ([W2] théoreme 17).

Soient r,n € N tels que » < n. Le groupe &, x W,,_, se plonge naturellement dans W, :
il s’identifie au groupe des permutations w de {£1,...,£n} qui vérifient w(—i) = —w(i) pour
tout i et conservent I’ensemble {1,...,7}. Il y a donc une application de restriction :

C(Wy,) — C(6,) @c C(Whp—p).
Soit maintenant r un entier > 0 et tel que 2r < N. On définit une application linéaire :
res(r) : K — C(&;) ® Ky_o,-

Elle est nulle sur les composantes C(W,,) de K telles que n < r. Sin > r, elle envoie C(W,,) sur la
composante C(&,) ®cC(W,,—,) de 'espace d’arrivée et coincide sur ce facteur avec I’application
de restriction précédente. Définissons une application linéaire :

hr : C(Gr) - Cu'mjp(Qr)'

Pour tout p € P(r), elle envoie la représentation irréductible de &, paramétrée usuellement
par p sur le caractere trace m(p). Alors le diagramme suivant est commutatif :

K £ Cunip(@)

(1) | res(r) | Res,
h, Rk _o, ~
C(Gr) &c EN—QT = Cum‘p(gr) Xc Cunip(QN—Qr)

ou Resy est I'application décrite en VIL.1. Cf. [W2] lemme 18. 3
Par définition, Cunip,cusp(G) est le sous-espace des éléments de Cypip(G) annulés par toutes
les applications Res,, quand n parcourt tous les entiers tels que n > 1 et 2n < N. D’apres la

commutativité du diagramme ci-dessus, c’est I'image par k£ du sous-espace :

69(7’%”)6/‘/11,1(N)C(an,ell)
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de K. Puisque dimcC(Wy, i) = |P(n)|, on en déduit I'égalité IX.3(2) qui restait a prouver.

IX.6. L’espace K
Notons Ma 2(N) 'ensemble des quadruplets (my, ma, n1, ng) d’entiers > 0 tels que

mz(m2+1)
2

my (W;H-l) +

+ 2n1 4 2ny = N. Pour un tel quadruplet, on définit I'espace :
Kl[m1,ma,n1,n2] = C(Wy,) @c C(Wh,).

On le munit du produit hermitien produit tensoriel des produits usuels sur chacun des facteurs.
On pose :
K= @(ml,mz,nl,m)EMz,z(N)IC[ml? ma, ny, n2]‘

On munit I du produit hermitien somme directe des précédents. Puisque ’application :
Mo 2(N) = UNy Nos Ny + N =N M1 (V1) X M1 (Na)

(m17m2,n17n2) = ((mlvnl)v(m27n2))

est bijective, on a un isomorphisme naturel :
K= @Nl,N27N1+N2:NEN1 Xc ENQ'

On définit I'application linéaire k : K — C qui, sur toute composante Ky, ®c Ky, est égale a
kn, ® kp,. C’est un isomorphisme isométrique.

Soit 7 un entier tel que r > 0 et 2r < N. En copiant la définition de IX.1, ou on remplace
les applications Res par les applications res,, définies dans le paragraphe précédent, on définit
deux applications linéaires :

res(r); : K — C(6,) @ Kn—_2r

pour j = 1,2. On pose resi(r) = resi(r)1 —resi(r)2. Grace a la commutativité du diagramme
IX.5(1), le diagramme suivant est lui aussi commutatif :

K *, C
| resi(r) | res(r)
h kN _or
C(Gr) ®c ’CN72T 7T®_]>\r : Cump(gr) Q¢ CN727"-

Notons Kgi0p le sous-espace des éléments de K annulés par 'application resg(r) pour tout r tel
que 7 > 1 et 2r < N. Alors k se restreint en un isomorphisme de Ko, sur Cgiop-

Notons Mj1(NN) Pensemble des triplets (mg,mg,n) d’entiers > 0 tels que W +

% + 2n = N. Pour un tel triplet, on pose Q[mi,ma,n] = C[Ps(n)]*. Cet espace est
le dual de I’espace vectoriel complexe de base P4(n); on identifie a 'espace des fonctions a

valeurs complexes sur I’ensemble P4(n). Posons :

Q= EB(m1,mg,n)e./\/lz,l(N) Q[mlv ma, TL]

On va définir une application linéaire de K dans Q. Pour tout n € N et tout couple (e, 3) €
Pa(n), on fixe un élément wqa g € Wy, dans la classe de conjugaison paramétrée par (o, 3).
Soit f € K et soient (m1,ma,n) € Ma1(N) et (a1,8;, a2,B85) € Pa(n). Pour j = 1,2, posons
nj = S(a) +5(B;). On a (m1,ma,n1,n2) € Ma2(N). Notons f[mi, ma,n1,n2] la composante
de f dans K[m1, ma, n1,ng]. C'est un élément de C(W,,, ) ®c C(W,, ), autrement dit une fonction
sur Wy, x W,,. Posons :

@[mlam27n](alaﬁl?a27ﬁ2) = f[mlam27nlan2](wa1,ﬂl X wa27ﬁ2)'
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Cette formule définit un élément de Q[my,ma, n] = C[P4(n)]*. On pose :

Y= @(ml,m%n)EMz,l(N)gp[mla ma, n] € Q

L’application linéaire annoncée est 'application f +— . Il est clair que c¢’est un isomorphisme
de IC sur Q.

De méme, soit r € N tel que 2r < N. Pour (my,ma,n) € Ma1(N—2r), posons Q") [my, mg,n] =
C[P(r) x Pa(n)]*. Et posons :

Q) = B (m1,ma,n)eMa.1 (N—2r) Q" [my, ma, ).

En copiant la construction ci-dessus, on définit un isomorphisme de C(S,) ®c Kn_g, sur o,
Modulo ces isomorphismes, application resi(r) devient une application resg : Q — Q)
qui s’exprime de la fagon suivante. Soit ¢ = @(mhmz,n)EMQ,l(N)(p[ml?mQ?”] un élément de
Q. Alors resg(p) est élément ' = @, myn)eMs (N—20)@ M1, M2, 1] tel que, pour tout
(m1,ma,n) € Mo (N —2r), tout p € P(r) et tout (a1, 31, a2, By) € Pa(n), on ait 1'égalité :

Sol[mbm% TL]([J;, a171817 02,52) = (p[mlym% n+ r](al U “11617 a2a162)

_¢[m17m27n+r]<a171617a2 UM:BQ)

Alors Ko est isomorphe a I'espace des ¢ € Q tels qu’avec les notations ci-dessus, pour tout
mi,mo,n) € Mo1(IN), p|m1, ma,n] se factorise par 'application :
, ¥

7)4(71) — 733(”)
(a17517a27/62) = (OélUOég,,@l,,@Q)

Cette application étant surjective, Ky, est isomorphe a :
@(ml,m27n)€M2,1(N)C[P3(n)]*~
On en déduit I'égalité IX.2(3) qui restait a prouver.

IX.7. Induction endoscopique et produits elliptiques
On va définir un endomorphisme ¢ de K. Il suffit de fixer deux éléments (m1,mg, n1,n2) et
(mf, mh,nf,nb) de Mao(N) et de définir la composante de ¢ dans :

Hom(K[m1, ma,ni,ng], K[my, mh, nl,nb]).
Si (m1,mg) # (mf,m)), cette composante est nulle. Supposons (m1,mg) = (m/, m,). Notons
N Tensemble des familles n = (n; j7); j7=1,2 d’entiers > 0 telles que, pour j, j/ = 1,2, on ait les
égalités :
MjL N = Mg, Nyt Ny =

Pour une telle famille, posons :
Wa=Wpy s X Why o X Wiyt X Wiy s
Il y a deux plongements évidents (au moins & conjugaison pres) :
I/Vn1 X Wn2 — Wh — Wn/l X Wné,
d’ou sont issus un homomorphisme de restriction :

resn : C(Why,) ®c C(Why) — C(Wh),
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et un homomorphisme d’induction :
indy : C(Wy) — C(Wn’l) Qc C(Wn’z)'

On définit un couple (e, €’) par les formules suivantes :

- sl m1 = mg mod 2Z et my > ma, (e, ') = (2,2);

- 81 m1 = mg mod 27 et my < ma, (e,€') =(2,1);

- 81 m1 Z ma mod 27 et my > ma, (e,€') = (1,2);

- s m1 # ma mod 27 et m1 < ma, (e,€’) = (1,1).

Notons xn la fonction sur Wy, qui est le produit du caractere sgnop du facteur W, el et
des caracteres triviaux des trois autres composantes. L’homomorphisme cherché est alors

Klmi,mg,n1,n2] — Klmi,mg, nf, nb)]

f = ZnGN indn(XnTesn(f))-

Soit n € N. On définit sur C(W,,) deux produits hermitiens que ’on peut appeler ”ellip-
tiques”. Ils sont tous deux positifs ou nuls, quoique dégénérés. Le premier, noté (.,.)cysp, est le
produit ”"naif” défini par :

(fv f/)cusp - (projell(f> projell( ) ’W ’ ! Z f

weWn ell

Notons 9,, la représentation naturelle de W,, dans C". Les éléments elliptiques de W,, sont
précisément les éléments w tels que det(1 — 0, (w)) # 0. Le second produit scalaire, noté (., .)e,
est défini par :

(f Dew = Wal ™ D det(1 = 6,(w)) f(w) f'(w).

’LUEW,LE”

A Taide de ces produits, on définit deux produits sur l'espace I notés encore (.,.)cusp €t
(-y)er- Remarquons que l'on peut définir un sous-espace K¢y de K en remplacant dans les
définitions les espaces C(W),) par C(Wp, c;1). Notons proje; la projection orthogonale (pour le
produit non dégénéré usuel) de K sur K¢;. Alors le produit elliptique naif de K est défini par
la formule :

(f, f,)cusp = (p'rojell(f)aprojell(f/))-

Remarquons aussi que I'isomorphisme k identifie ey & Ceusp €t projen & projeusp-
Proposition. L’image de l'endomorphisme v est contenue dans Kgiop. Pour f, f' € IC, on
a l’égalité :

(L(f)ub(f ))cusp (f f)ell

Preuve. Pour toute partition wp, posons :

mult,! = H mult (1)

i>1
Pour n,nq,ne € N tels que ny + ne = n, les homomorphismes d’induction et de restriction :
C(Wm) ®c C( nz) S C<Wn)

s’expriment concretement par les formules suivantes. Pour (e, 3) € Pa(n) et f € C(W,,) ®c
C(an),

) multa!multg!
d = X
nd(f)(we.p) Z multm!multﬁl!multazlmultﬁz!f(wal’ﬁl Weez B,);
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ou on somme sur les couples (a1,3;) € P2(ni), (a2,B5) € Pa(n2) tels que a1 U s = a,
B1 U By = B. D’autre part, pour (a1, 3;) € P2(n1), (ag,B35) € Pa(ng) et f € C(W,,), on a:

res(f)(Way,8, X Wau,8,) = f(WayUas,8,U8,)-

On a aussi la formule sgnep(wa,g) = HiZI(—l)m“ltﬁ(i)_

On a défini en IX.6 un espace Q et un isomorphisme de K sur Q. Identifions ces deux
espaces. Alors ¢ devient un endomorphisme de Q@ que 'on peut calculer a ’aide des formules
ci-dessus. Il est clair qu’il est somme d’endomorphismes des sous-espaces Q[m1, mo,n]. Fixons
donc (my,mg,n) € Mg 1(N) et décrivons la restriction de ¢ au sous-espace correspondant.
Pour deux éléments A = (a1, 81, a2, 35) et A’ = (o, 8], &, 35) de Py(n), notons A(A,A’)
I'ensemble des familles D = (au1,1, 12,811,812, a2,1, @22, 82 1, B22) € Ps(n) telles que, pour
7,7 = 1,2, on ait les égalités :

a] — aj,]_ U aj72, B] — ﬂ]J U ﬂj727 a;/ — a17j/ U a2,j/, ﬁ;/ — /Bl,j/ U /627j/'

1)multﬂc’€, (%)

Pour une telle famille D, on pose s(D) = [[;5,(— , ol e et ¢ sont associés & my et

my comme ci-dessus. Posons aussi :
multa! = multe, !multg !multe,'multg,!

On définit de méme multa/! et multp! pour D comme ci-dessus. On pose :

multa!

(A, A=) 5D

E
DEA(A,AY) multD.

Avec ces notations, pour f € Q[m1, ma,n| = C[Ps(n)]* et A € Py(n), on a I'égalité :

Uf)A) = D c(AA)f(A).

A'ePy (n)

Pour quatre entiers ay,as,a},ay > 0, notons A(ai,az,a),al) I'ensemble des familles a =
(ajjr)j,7=1,2 d’entiers > 0 telles que, pour j,j = 1,2, on ait les égalités :

/
-/

aj = a1 +aj2, ay =aiy +ag;.

Pour une telle famille, on note al = []; ,/_; 5 a; 5! et s(a) = (=1)"". On pose :

lao!
’ ’ ai:ag:
C+(a17a27a17a2) - Z a' )

acA(a1,a2,a,a})

ailas!

c_(ay,as,a,ah) = Z s(a)

acA(a1,a2,a,a})

al

Pour deux éléments A = (a1, 81, as, B5) et A’ = (), B8], oy, B5) de Py(n), il y a une bijection
naturelle :

AAA) = | [T Alnulta, (i), multe, (i), mult o (i), multe (1)) |

i>1

H A(multg, (1), multg, (i), mult g, (i), mult g, (1))
i>1
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qui, a D = (a11,01.2,0811,B12 @2,1,22,821,822) € A(A, A’) associe 'élément de l'en-
semble de droite dont la i-iéme composante dans le premier, resp. second, produit est (multaj p (4))j,57=1,25
resp. (multgj i () j/=1,2- A I'aide de cette bijection, on obtient I’égalité :

(A, A) = | [] v (multa, (i), multa, (i), mult o (i), multe (i) |
i>1

[ e (muitg, (i), multg, (i), multg, (i), mult g (i))
i>1
Un terme cy(ay,as,al,ay) est facile a calculer. C’est le produit de ajlag! et du coefficient de

XY dans la somme :
X @,1+a1,2yaz,1+a2,2

Z al

a

N _ A -/
ou on somme sur les a = (aj,j/)M/:Lg tels que aj = ay;j + agj pour j' = 1,2. Cette somme
est égale a :

(X+Y)a'1+a'2
IAPA ’
aylas!
et on obtient :
( ) 0, st a1 + ag # a) + d,
cilayr,as,ay,09) = a’ +al)! .
HEL TS T T2 (al,,a,%), si a1 + ag = ay + ab.
1°72°

En particulier, ¢4 (a1, ag, a}, a5) ne dépend de a; et ag que via leur somme aj 4 az. Cela entraine
que ¢(A,A’) ne dépend des composantes a; et aa de A que via leur réunion a; U . 1l en
est de méme de ¢(f)(A). D’apres I'interprétation de K0y donnée en IX.6, cela signifie que ¢( f)
appartient a Kgjop.

Pour f, f' € Q[mq,ma,n| = Ps(n), le produit elliptique naif s’exprime ainsi :

—mault g (2) —mult g ()
B B
Hizl 2 1 2

(fv f/)cusp = Z f(B)fI(B),

(B1,85)€P2(n)

otton a posé B = (0, 87,0, 35). De méme, en remarquant que, pour tout r € N et tout 3 € P(r),
on a I'égalité det(1 — d,(wp g)) = [[;51 2multa (i) - on obtient 'égalité :

/ o 1 F /
(1) (i feu = ) Z multﬂ//!multﬂu!f(B)f (B).
(B1,B3)EP2(n) ! 2
On calcule :
@) W)l Newsp = >, =(AA)F(A)F(A),
A,A’eEPy(n)
avec :

—mult 51/ (i)fmult " (’L)
2 By By
iz ¢(B,A)c(B,A’).

z(AA)= )
(BY.,B%)€P2(n)
Calculons ce coefficient. Pour B comme ci-dessus, il est clair que A(B, A) = () donc ¢(B, A) = 0,
si A n’est pas de la forme A = (0, 3,0, 35). On peut supposer que A est de cette forme et,
de méme, que A’ = (0, 3],0,3,). Pour quatre entiers by, ba, b}, b}, > 0, posons :

mult,@/l/ !multﬁg !

by —by

/! /! /! /! / /
g 6 (01 b, brs ba)e— (b, by, b, By ).
1-02°

x(blab27 Il7b/2) = Z

b by >0
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Comme précédemment, on voit que :

r(A,A) = I_Ia:(multﬁ1 (1), multg, (i), mult g, (i), multg, (i)).
i>1

Le terme x(by, b, b}, by) défini ci-dessus est égal & la somme :

> 2 bua-bia—baa—baa ()l e (b)) + by o)l (ba + bop)!
b’ [ jr=1,2(b3.3710] 31 ’

olt I'on somme sur les familles b = (b; 1) jr=1,2, " = (] ;1) jo=12 dentiers > 0 telles que, pour
J,i' =12
brgr + b, = bjry By + by 50 =y, bja +bjz = by + 0.

Cest le coefficient de X1Y?2 21 T% dans la série formelle :

—b —b —b —b be,e’—"_b/ /
> 2o (1) o e (buy + b12)! b2t +02,2)! <y g sy by g tbas b b b 40
/ Y
b,b’ [T j=1,2(b55710] 5:1)

oll on somme maintenant sur les b, b’ vérifiant seulement :
Y /
bji +bj2 = b, +bj,

pour j = 1, 2. Pour fixer les idées, supposons (e, ') = (2,2), un calcul analogue valant dans les
autres cas. Pour b fixé, la somme en b’ se calcule aisément. La série ci-dessus est égale a :

2 hramhiebaahea (1) bt bi1+b bo,1+b
X b11tb2,1yb1,2 2'2(Z+T) 1,1 1,2(Z_T) 211b2,2

b [T j=12055"

sommé maintenant sur tout b. Cette série est encore égale a :

exp(%X(Z + T))exp(%X(Z - T))ea:p(%Y(Z + T))exp(—%Y(Z -1)),

ou encore exp(X Z 4+ YT). Le calcul du coefficient de X*1Y?2 7 M est immédiat, on obtient :

L0 s () £ ()
x(b17b27 1?b2) - { 1 S1 (bl,bZ) = (bll,bé)

b1lba!?

On en déduit :

0 si A+ A

n o ) 3

$(A7A)—{ o '1 ; . S'iA:A/.
gl.mut52.

Alors les membres de droite des expressions (1) et (2) sont égales, ce qui acheve la preuve. [J

IX.8. Correspondance de Springer
Soit r € N. Pour toute partition XA € P(r), posons :

Jord(A) = {j € N;j > 1, multx(j) > 1},

Jordpgir(X) = {j € Jord(\); j pair},
Jordimpair(X) = {j € Jord(X), j impair},

et, pour tout entier k > 1,

Jord®(X) = {j € Jord(\); multx(j) = k}.
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On dit que A est symplectique, resp. orthogonale, si multy prend des valeurs paires sur
Jordimpair(X), resp. Jordpgir(X). On note Zgymp(r), resp. Zoren (1), ensemble des couples £ =
(A,€) ol A est une partition symplectique, resp. orthogonale, de r et € est une fonction de
Jordpair(X), resp. Jordimpair(X), dans {£1}.

Soit € = (A,€) € Zgymp(r) (cela impose bien str que r est pair). La correspondance de
Springer généralisée associe a € un entier h = h(E) € N tel que h(h+1) < r et une représentation
irréductible p(€) de W, oun = LQ}ZH) En suivant Lusztig, on définit une autre représentation
p(E) de W,,. Indiquons simplement que p(&) est la représentation qui intervient dans I’espace de
cohomologie de degré maximal d’une certaine variété, tandis que p(€) est la représentation dans
toute la cohomologie de cette variété. En général, cette représentation n’est pas irréductible.
Elle se décompose en représentations irréductibles sous la forme suivante :

1 pE)= D pEEE)

&’ EIsyan (T)

ou les coefficients p(&, ') vérifient les propriétés suivantes :

p(€, &) €L,

p((‘:, 5) =1;

soit &' = (X, €) € Lgymp(r) ; supposons &' # E et p(€,E') # 0; alors h(E') = h(E) et X' > A.

Soient £ = (A, €) et &' = (X, €) deux éléments de Zgymyp(r). St h(E) = h(E'), les représentations
p(€) et p(&') sont des représentations d’un méme groupe W,,. On a défini en IX.7 leur produit
elliptique (p(€), p(E'))eu- Si h(E) # h(E'), on pose simplement (p(E), p(€’)) = 0. Considérons
la condition :

(2) A = X, Jord(X\) = Jordpair(X), Jord*(X) = () pour tout k > 3 et les restrictions de €
et ¢ & Jord' () sont égales.

Si elle n’est pas vérifiée, on pose (£,E")ey = 0. Si elle I'est, on pose :

(gagl)ell = H 6(])6,(])

jeJord?(X)

On a alors ’égalité :
3)  (p(&),p(EN)en = (€,ENer

cf. [W3] corollaire 13.

Soit maintenant & = (X, €) € Loy (1). Considérons ’ensemble des fonctions sur Jordimpair (A)
a valeurs dans {£1}. Le groupe {£1} agit sur cet ensemble par multiplication sur ’ensemble
d’arrivée. Cela définit une relation d’équivalence sur notre ensemble de fonctions. Notons €
la classe d’équivalence de € et posons & = (X, €). La correspondance de Springer généralisée
associe & £ un entier o € N tel que h? > r et h = r mod 2Z. Posons n = # Si h > 0,
cette correspondance associe également & £ une représentation irréductible p de W,. Si h =0,
la correspondance associe & £ une représentation irréductible p du sous-groupe WnD défini en
IX 4.

Notons ji1 > ... > j; les éléments j € Jordimpair(A) tels que multy(j) soit impair. Posons :

N(€) = > (—1)%.
s=1,...,t;e(js)=—1

On vérifie que :
P 2IN(E)], si r est pair,
| I2N(E) + 1], sir est impair

cf. [W4], lemme XI.4. On pose :

hE) = 2N (&), si r est pair,
| 2N(E)+1, sir est impair.



Si h # 0, on pose p(€) = p. Si h = 0 et I'induite de p de WP & W, est irréductible, on note p(€)
cette induite. Si cette induite est réductible, on note p(€) 1’ extension de p a W,, déterminée
de la fagon suivante. Notons jyq, le plus grand terme de Jordimpaeir(A). La représentation
p est paramétrée par un ensemble {a, 3} de partitions telles que S(a) + S(B) = n. Ces
deux partitions sont distinctes parce que l'induite de p est supposée réductible. Choisir un
prolongement revient & ordonner l’ensemble {a, 3}. Notons > l'ordre lexicographique : on a
a > 3 si et seulement si a; > 0; pour le plus petit entier i tel que «; # 3;. Quitte a échanger
«a et (3, on peut supposer que :

a - B si €(Jmaz) =1,
B> a si €(Jmaz) = —1.

On choisit alors p(£) = pa,a-

On peut encore définir une autre représentation p(€) de W, essentiellement de la fagon
indiquée dans le cas symplectique. Elle vérifie la propriété (1) (au remplacement pres des indices
symp par orth). Soient £,&" € Zyyp(n). On définit les produits (£,& )y et (p(E), p(E"))eu
comme dans le cas symplectique (au remplacement pres des indices pair par impair). Insistons
sur le fait que c’est I’égalité des entiers relatifs h(E) et h(E’) qui conditionne la non nullité du
second produit. On a encore 'égalité (3), cf. [W3] corollaire 14.

On aura besoin ci-dessous de la remarque suivante. Considérons ’application :

(4) NxZ — NxN
(hi,h2) +—  (mi,mg)

N

ou :
(ml, Tng) = (sup(h1 + (—1)h1h2, —hy — (—1)h1h2 — 1), 8up(h1 — (—1)h1h2, —h1+ (—1)h1h2 — 1))
C’est une bijection. Avec les notations de cette formule, on a 1’égalité :

1 1
() it e D g ) 43

On note Z ’ensemble des couples (&1, ) tels qu'il existe deux entiers Ni, Ny > 0 de sorte

que N = Ny + No, &1 € Lymp(N1), E2 € Zopin(N2). Considérons un tel couple. A & sont

associés un entier hy = h(&1) € N et une représentation p(&;) de Wy, ou n; = %(hlﬂ)

A & sont associés un entier hy = h(&;) € Z et une représentation p(&2) de Wy,, ot ng =
No—h
2

. Associons & (h1, ha) un couple (my,ms) par la formule (4). Grace a (5), le quadruplet
(m1,ma,n1,n2) appartient a Ma2(N). Posons p(&1,&2) = p(&1) ® p(&2) € C(Why,,) @c C(Wh,).
Puisque C(W,,,) ®c C(Wy,) = K[m1,ma,n1,ns2], on peut identifier p(&1, &) a un élément de
K[mi,m2,n1,n2], donc de K. On a ainsi défini une application :

p:IT—K.

I1X.9. Elements de C associés a la correspondance de Springer
Définissons un automorphisme 7 de K. Il respecte chaque facteur K[my, ma,n1, nol, il suffit
donc de fixer (m1, ma,ny,ng) € ./\/1272(]\7 ) et de définir la restriction de 7 au facteur correspon-
dant. On pose :
N2 mi(mi+1) ma(me+1) N?—-N

/ _ v _ =
c'(my,mg) = 5 1 1 5 + ni + no.

Ce nombre est entier d’apres la seconde égalité et ne dépend que de m; et mo d’apres la
premiere. On pose :

c(my,my) = (~1)7(mma).
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Notons s[mq,mg,n1,ng| la fonction sur W,,, x W, :

(w1, w) — sgnCD(wl)[%}sgn(wl)sgnCD(wg)[%]sgn(wg).

Rappelons que I'on peut considérer K[m1, mg, n1, ne] comme un espace de fonctions sur W,,, x
W, . Alors la restriction de 7 & cet espace est la multiplication par la fonction ¢(mq, mg)s[my, ma, ni, nsl.
Soit (&1,&2) € Z. Ecrivons & = (Aj,¢€;) pour j = 1,2, posons A = A1 U Az. On associe a
(&1,&2) des entiers Ny, hj,n;,m; comme dans le paragraphe précédent.
Considérons deux partitions v, vy telles que v + vo = A. Pour i € Jord(), choisissons
¢ >1 tel que A\; = 4. Les termes vy 4 et vo¢ ne dépendent pas du choix de £. On les note v (7)
et v9(i). On pose :

61(1/1, Vg,i) = I/Q(i) + mult,\2(2 Z) + N; 62(1/1, Vg,i) = Vl(i) + multAl(Z Z)

Notons G7 (€1, E2) Pensemble des couples (py, ) € P2(N) tels qu’en posant vj = u; pour
7 =1,2, on ait :

p Uy ="A; A

pour tout i € Jordpar(A1), €1(i) = (—1)c1 w20

pour tout i € Jordimpair(A2), €2(i) = (—1)62(”1’”2’1').

Proposition. (i) Pour tout (py, o) € Gr(€1,E2), on a l’égalité (m(py), m(py)) = (M1, ma).

(ii) L’élément ko7 ovo p(E1,&) de C appartient au sous-espace C<ty.

(i) L’image de cet élément dans le quotient C<tx/C.ty est égale a :

c(my,ma) > Y(pey)y (o) projex(X (1) @ X(12))-
(1,12)EGT(£1,E2)

Preuve. On a une égalité :

p(E1,E) = Y p(E1,E)p(E, E3)p(E]) ® p(E3).
&8

La somme porte sur les & € Zgymp(N1) tels que h(E]) = hi et les £ € Zyip(N2) tels que
h(&5) = ha. Le membre de droite s’interpréte comme un élément de K[my, ma, ni, na]. Pour tout
tel couple (€7, &) et tout couple (n), nf) d’entiers > 0 tels que n) +nl, = ny+n2, la composante
dans K[my, ma, ), nb] de t(p(E]) @ p(EL)) est par construction une somme & coefficients entiers
relatifs de produits tensoriels de représentations irréductibles de chaque facteur Wn;_. FEcrivons
cette somme :

Up(E]) @ p(E)) = Y (&, &5 p1, p2)p1 @ pa

P1.P2
Alors :
top(&,&) : Z z(p1, p2)p1 @ p2,
p1,p2
ou :

«T(PMPQ) == Z p(glagi)p(éévgé)x(givgévpla102)
1,85

En utilisant la remarque IX.4(1) et les définitions des applications k et 7, on en déduit 1’égalité :
(1)  koTovop(&r,&) = > c(m1,ma)y('v1)y(‘v2)
(v1,v2)€l(m1,ma2)

my [%]

z(p(r1) ® sgnc , p(ve) @ sgned, )x(‘v1) @ x(‘va),
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ot I'(m1, my) est I'ensemble des (v1,v2) € Po(N) tels que m(v;) = m; pour j = 1,2.
Pour prouver le (ii) de I’énoncé, on doit prouver :
my my
(2) soit (v1,v2) € I'(m1, m2) tel que :L‘(p(vl)®sgn[cfj], p(ug)®sgn[(ﬁ3]) # 0; alors vy +vg >
A

7YLj

Soit donc (v1,v2) € T'(m1,ma), posons p; = p(v;) ® sgns% pour j = 1,2, supposons
x(p1, p2) # 0. On peut fixer &7, &) tels que :

p(E1, E1)p(E2, E3)x (&1, Ey: p1, p2) # 0.

Calculons le coefficient (&7, EY; p1, p2). Pour simplifier la rédaction, convenons que, dans ce
qui suit, j et j" désignent des éléments quelconques de {1,2}. Notons (v, 3;), resp. (a;, B;) le
couple de partitions paramétrant p(EJ/-), resp. p;j (attention & 'incohérence des * que I’on n’a pas
réussi & éliminer). Introduisons le couple (e, €’) associé en IX.7 & my et ma. Alors (&7, E%; p1, p2)
est la somme, sur les quadruplets (o j/, ijj/) de couples de partitions, des produits des termes
suivants :

- la multiplicité de Paj1,8;1 @ Paj2.8; dans la restriction de PoB; 5

- la multiplicité de Py 8y @ Py ji8y dans la restriction de pa;”ﬁ;,, ol on a posé
(FYj,j’v 5j,j’) = (aj,j’v Bj,j’) si (]7 ]/) # (67 6/), ('76,6’1 66,6’) = (168,6/7 ae,e’)'

Remarques. (a) Dans les deux cas, des égalités sont sous-entendues. Par exemple dans
le premier cas, posons rj1 = S(ay1) + S(B1), 12 = S(ay2) + 5(B,2) et rappelons que
nj = S(a;) + S(B;). On suppose implicitement que 71 + ;2 = n; et la restriction dont on
parle est la restriction de Wy, a W, | x W, .

(b) L’introduction des partitions (v; j,d; ;) traduit la torsion par yn dans la définition de

Puisque x(&], &S p1, p2) # 0, on peut fixer un tel quadruplet pour lequel toutes les multi-
plicités ci-dessus sont non nulles. Il est bien connu que cela entraine les relations :

3] @St Bj = Bjit B
Y150 YUY < a;‘u 61,50 Udgj < ﬂ;'"

Ecrivons &£ = (X}, €)), X' = A} U X5. Puisque p(€;,E7) # 0, on a X; > A, d’ott X' > A 1 suffit

de prouver que vq + vy > X. D’apres le critére de [S] lemme 3.4, page 182, il suffit de montrer
que, pour tout ¢ > 1, on a la relation :

(4) Sty (>i) (v1+wv2) > Smult)\/(zi)()‘/)'

Fixons i > 1, posons r; = multA;(Z i), r=multy(>1). Onar=ry +ryet:
ST(X) = Sn(}‘/l) + Sy ()‘/2)

Pour toute fonction f : N — R a support fini, posons f(> 1) = 3,5, f(£). On a défini en [W4]
X1.3 une fonction w; : N — {—1,0, 3} associée & £. Posons w; = w;(> ). On a prouvé en
[W4] XI5 la congruence w; = % mod Z et I'égalité :

Sy (X)) =281, (@) + 257 (B)) — Aw] — 4H;w;,

J j

ou Hi = hy + %, Hy = ‘h2|
Grace a (3), on a :

Srj () <Sr o (ag1)+ S (B2),
2 J 2 J 2 J

et une relation similaire pour S Y w, (B,)- On obtient :

S,(\) < 2 Z(S%_Wj () + Sry y, (B550)) — 4w — 4w} — dHywy — AHow.
33’
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Définissons des fonctions y; ;/, z; ; sur N par :
Y / _ 1 . ., =1 .
S1 (]7] ) ?é (6,6 )7 Yj5 = imu“)\; - Wy, %55 = 2mUlt)\; + wy,
_1 _1
Yeo! = §mUltXe + We, Ze,e! = §mult>\/e — We.
Posons y; j» = y; /(= ), zj ;7 = z;,;(> 1). L’égalité précédente se récrit :

S () <22 (Vi) + Sa, ,(8550)) — 4w] — dwh — AHywi — AHyw.

Considérons une somme Sy, (v15) + Sy, , (¥2,). Cest la somme de yy; + ys ;v termes de
la partition v, j Uy . Elle est donc < Sy 1y, ,(y1,0 U ¥2,5). Grace & (3), elle est aussi
< SY1,j/+y2,j/ (a;/). En introduisant les fonctions y;r = y1 jo +ya j, 2y = 21,5 + 22,5 et les termes
yjr =y;:(> 1), 2z = zj(> i), on obtient :

S,.(X) <2Z v (&) + S, (B))) — 4w — dws — AHywy — 4Hyw.

Appliquons le lemme IX.4 & la partition v; et aux entiers y; et z;;. Remarquons que y; +2zj =
r1 4+ ro = r. En posant :

_ (- Zl)2+(YQ — 79)?
2 2

on obtient alors I'inégalité :

1 1
_(yl_Zl)(m1+*)—(y2—Z2)(m2+*)—4W%—4Wg—4H1W1—4H2W2,
2 2

S-(N) < 8.(v1) + Sp(v2) +c.

On calcule ¢ en considérant les différents cas : m1; = mo mod 27 ou my1 £ ms mod 27, m1 > mo
ou my; < mg. On trouve ¢ = 0. Cela démontre I'inégalité (4) et acheve de prouver l’assertion
(ii) de I’énoncé.

Notons I'(&7, &) lensemble des (v1,v2) € T'(mi,me) tels que v1 + vy = X et z(p(v1) ®

sgn[CD],p(l/g) ® sgn[ 2°) # 0. D’apres (1), pour prouver assertion (iii), il suffit de prouver
que :

T(&1,&) = {("py, ' po); (111, o) € Gr(&1,E)},

et que, pour (v1,v2) € I'(&1, &), on a l'égalité x(p(vi) ® sgn[cg},p(ug) ® sgn[ 2 ]) =1.

Soit (v1,v2) € I'(€1,&). On reprend la démonstration précédente. On y a prouvé les
inégalités X < X' < vy + vy. Maintenant 'hypothese (vq,v2) € T'(€1,&2) impose que les
deux termes extrémes de cette suite d’inégalités sont égaux. Donc X' = X, ce qui implique
i = Aj. Puisque p(&;,E) # 0, cela entraine £ = &;, cf. IX.8 (1). On a utilisé une suite
d’inégalités pour prouver (4). Mais (4) est malntenant une égalité. Il en est donc de méme de
toutes les inégalités que l'on a utilisées. On a aussi utilisé le lemme IX.4 pour la partition v
et les entiers y; et z; . L’inégalité de ce lemme doit maintenant étre une égalité Reprenons la
preuve de ce lemme en affectant les objets d’indices j' et en supposant [ ] pair pour fixer les
idées. On voit que I'ensemble des y ;s +z; plus grands termes de E; est egal a la réunion de celui
des y; plus grands termes de E;C et de celui des z;, plus grands termes de EJ_, Soustrayons de
cette égalité ensembliste la méme égalité relative a l'entier ¢ + 1. Par définition des ensembles
Ej E S B 75 on obtient ’égalité suivante, avec des notations évidentes :

(5) {tjy =+ vy ;€ =multx(> 1)+ 1,...,multx(> 1)} =

{2t;—2€+2a;-/’5;€ =y (>0)+1, ..,y (> i)}U{Qt;—%%—Qﬁ}/,g—l—l;f =zj(>9)+1, ..., zp(> )}

Les ensembles de droite ont respectivement y; (i) et z; (i) éléments. Notons €, resp. €, 1’élément
de {1,2} autre que e, resp. /. On a les égalités :

1 1
Yar = imulb\ — w1 — Wy, 2z = §mult)\ + w1 + wo,
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1
Ye! = imulb\ — Wg + We, Zer = §mult>\ + wg — We.

A ce point, on doit rappeler la définition des fonctions wj, cf. [W4] XI.3. On doit légerement
modifier les formules de cette référence car, dans le cas orthogonal, on n’avait considéré que des
fonctions €5 pour lesquelles ho était > 0. Les formules se modifient ainsi. On note s la fonction
sur Z telle que s(¢) = 0 pour £ > 0, s(¢) = 1 pour £ < 0. Alors :

(_1)mult)\j(2i)+h]-+s(hj)
w;(i) = €;(7) 5 , st multy, (i) est impair,
0, st multA (i) est pair.

Supposons d’abord multx(i) pair. Alors multy, (i) et multy, (i) sont tous deux pairs : pour
I'un de ces termes, cela résulte du fait que A est symplectique et Ay orthogonal ; pour ’autre,
cela résulte de 'égalité multy(i) = multy, (i) + multy, (7). Donc wy (i) = we(i) = 0 et y;(i) =
zj (1) = %’\(Z) On a déja dit que, puisque v1 +vo = X, vj/ ¢ était constant pour £ = multx(>
i) + 1,...,multx(> 1). Notons v; (i) cette valeur constante.

Remarque. Cette définition n’a de sens que si I’ensemble d’indices ¢ ci-dessus n’est pas
vide, i.e. multy(i) > 0. Chaque fois qu’intervient v; (i), on suppose implicitement que cette
condition est vérifiée. La méme remarque s’applique a d’autres termes que nous définirons
ci-dessous.

Le membre de gauche de (5) est un intervalle d’entiers consécutifs qui a multx(i) éléments.
L’égalité (5) donne la décomposition de cet intervalle en multa (@) termes pairs et multa(®) tormes
impairs. Il en résulte que O‘;",K est constant pour £ = y; (> i)+1,...,y;:(> 1) et ﬁ;',e est constant
pour £ = zy(> i) + 1,...,25(> 7). Notons o/, (i) et (3},(i) ces valeurs constantes. Elles sont
données par les égalités :

tjr —multx(> i) + vy (i) + 1
2

ol (i) = yy (= 0) — £+ [2

I,

/%@:WQ@_G+[“WWU()+W@L

En utilisant les égalités 1X.4(2), on transforme ces égalités en :

m .
]/

, (i) —maulta(>4) + 5 4 (=) iy + 1)
ol i) =y (2 ) + 2 3 v 3,
, (i) — madta(2 0) + L+ (<D F my + 1)
B (0) = 2 (2 1) + [ . 13
On avait supposé [%] pair. Dans le cas ou [%] est impair, la démonstration du lemme IX.4

conduit & échanger les roles de oz;-, et ﬂ;-,. La formule générale est alors :

—multy (>1)+m ./ +1

(1) =y (= 0) + [ & R

Supposons maintenant multx (i) impair. Posons j(i) = 1 si ¢ est pair, j(i) = 2 si ¢ est impair. Si
7 (i) est Pélément de {1,2} autre que j(i), multy; , (i) est pair puisque Aj;) est respectivement

. v (i) —mult (>i)—m
(6){ o (i) = gy (> i) + [ 5 EE,

orthogonal ou symplectique. Donc multy. it )( i) est impair. On vérifie alors les égalités :

) multy (i N (i(i)— .
y; (i) = 2)‘() — (—1)' =G )wj(z’)(z)a

 multa(i e\ —& ,
W@F=2“)+04W GOy o ().
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Le membre de gauche de (5), qui a un nombre impair d’éléments, doit posséder y;/ (i) termes
pairs et zj () termes impairs. Cela impose que tj —multx(> i) +v; (i) est pair si yj (i) > zj (i),

impair si y; (i) < zj (). On a supposé [ '] pair. Dans le cas ofl [ 2”] est impair, on doit échanger
les roles de y; et zj. Cela revient a remplacer tj par tj + [mjl] dans ’assertion précédente.

-1

On peut ensuite, grace a IX.4(2), remplacer ¢; + [ "] par [ — =]+ [mj/] Cette expression est
= mj + 1 mod 27. En utilisant les formules pour y;/(7), z;/ (z) et w;(;)(), on obtient I'égalité :

€0 (i) = (1)),
ol :
[y (@) = vy (i) — multx(>4) + my + (5 — &) (j(i) — e) + multxj(i)(z i) + hj) + 5(hy))-
En traitant tous les cas possibles, on vérifie que :
mj +hi +he = (j' — &) (e — 1) mod 2Z,

s(hj) = (§(i) = 1)(ha + & — 1) mod 2Z.
De plus, j(i) — 1 =i mod 27Z. Alors :

fi (@) = vjr (i) — multx(= 1) + multx, , (= ©) + by — ha — ha + i(h1 + j' —1) mod 27Z.

Parce que v (i) + ug( ) = i, on vérifie que la parité de v; (i) + i’ ne dépend pas de j'. Alors
la parité de f;/(i) n’en dépend pas non plus. Remarquons que hy = No = N mod 2Z. On voit
alors que fj/(i) = ej(;)(v1,v2,1) avec les notations utilisées avant I’énoncé. On a ainsi obtenu
les égalités :
(7 { El(i) = (*1)61('!1”/2’1:), st 1€ Jordpair(Al)y
62(i) = (—1)62(1'1’”2’1), st 1€ JOT'dimpair()\Q),

sous I’hypothese multy (i) impair. L’égalité (5) a aussi les mémes conséquences pour les parti-
tions o, et B’ que dans le cas ot multx(i) est pair. On obtient encore les formules (6).
On a prouvé 'inégalité :

Sy, (Y1,5) + Sy, (V2,0) < Syj/(a;")‘

C’est maintenant une égalité. Un raisonnement analogue & celui qui conduit a 1’égalité (5)
montre que la famille (a;%)g:yj,(>Z-)+17m7yj,(22-) est égale, & l'ordre des termes pres, & la réunion,
en un sens évident, des deux familles :

(VI,j’,K)Z:ij/(>i)+1,...,y1’j/(zi) U (727j',€)€:y2’j/(>i)+1,...,y2’j/(2i)'

Or les termes de la famille (Oé;-/x)g:yj,(>i)+1’m’y]_,(2i) sont tous égaux a a;,(i). Il en est donc de
méme des termes des deux familles ci-dessus. Un raisonnement similaire vaut pour les partitions
d; . En traduisant les relations obtenues en termes des partitions e j» et 3; ;/, on obtient le
résultat suivant. Posons :

multy. (> 1 multy. (> 4

A; = {AQJ() —wj(> i) +1,..., *2() —wj(= 1)},
multy. (> 1 multy. (> 1

B = (TN s TN ED L gy,

Alors o j o, resp. [3; j1 4 est constant pour £ € Aj, resp. £ € B;. En notant «; j (i), resp. 3; j/ (i),
ces valeurs constantes, on a les égalités :

si (4,7") # (e, €), a” (1) = o (i), By (i) = B (i),
(8) { ae,e’(i) - ()7 ﬁe,e’j(z) =« ’( ) ’
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On a calculé les partitions a; et 3; en [W4] XL.3. Les termes « ¢, resp. 3;¢ sont constants pour
¢ € Aj, resp. £ € Bj. En notant (i), resp. 3;(4), ces valeurs constantes, on a les égalités :

N . 0, si.j 7 j(1);
Cvj(l) = 5 — Hj — 2'[1)](2 Z) + { ejT(i)(_lynult)\j(2i)+hj+5(hj)’ sij = ](1)7

Bj(i) = i — (i)
Les inégalités (3) sont des égalités. Alors, pourvu que Aj, resp. Bj, ne soit pas vide, on a
les égalités (i) = a;1(i) + aj2(i), resp. B;(i) = Bj1(1) + Bj2(i). Grace a (6) et (8), on
calcule a1 (2) + aj2(i) + B (i) + Bj2(i) = o (i) + B1(i) + ab (i) + B5(7) = i. Les deux égalités
précédentes sont donc équivalentes. Elles doivent étre vérifiées pourvu que A; ou B; soit non
vide, c’est-a-dire pourvu que multy; (i) # 0. En explicitant grace a (6) et (8), on obtient :
(9) si multy, (i) # 0,
a;j(i) = multx(> ) — 2w (> i)+

[1/1 (i)—mult)‘(Zi)—ml] + [l/g(i)—mul;)‘(Zi)—T/LQ]’ si ] 7£ e
[Vé/(i)—mul;A(Zi)—mé/] + [I/E/ (i)—multz(Zi)—kmE/—&-l]’ sij=e.

En fait, cette égalité est automatique pour j # j(i). En effet, supposons j # j(i) et, pour
fixer les idées, supposons j(i) = e. On a v1(i) + v2(i) =i = j(i) + 1 = j mod 2Z. Egalement
my +mg = e = j+ 1 mod 2Z. Les nombres vy (i) — multx(> i) —mq et vo(i) — multy(> i) —mo
sont donc de parités distinctes. Si a et b sont des entiers de parités distinctes, on a évidemment
[4] + [2] = =L, Le membre de droite de (9) vaut alors :

v1(1) + (i) — 2multx(> i) —my —mg — 1
2 )

multy(> 1) — 2w;(> i) +

ou encore : i n +1
Lomtmetl g,

En traitant tous les cas, on vérifie que %’”QH

égale a ay(1).

Pour j = j(i), on peut faire un calcul similaire. Cette fois (en supposant encore j # e), les
nombres vy (i) —multx(> i) —mq et vo(i) — multy(> i) —mg sont des entiers de méme parité. Si
a et b sont des entiers de méme parité, on a I'égalité [4] + [2] = &=L 4 % Alors le membre

2
de droite de (9) est égal a :

= H; = Hj et l'expression ci-dessus est bien

(_ 1)1151 (2)—multy (>1)—my
2

7 .
5 —Hj—QU)j(Z l)+

L’égalité de cette expression avec ay;)(i) est équivalente a :

€y (i) = (=1)7& @),

ou encore a la relation (7), et cette fois que multx(i) soit pair ou impair. Par définition de
Gr(&1,&), la relation (7) entraine que (‘vy,‘vy) appartient & Gr(&y, &).

Posons p; = p(v;) ® sgn[cg] et calculons x(p1, p2). On a vu que seul le couple (&7,&)) =
(&1,&2) intervenait dans notre calcul. Puisque p(£5,&;) = 1, on a x(p1, p2) = x(E1, E2; p1, p2)-
Ce terme est une somme sur des quadruplets de couples (aj’j/,,ﬂml) vérifiant (3). On a vu
qu’il n’y a qu’un seul tel quadruplet : il est déterminé par (8). Il ne reste plus, pour cet unique
quadruplet, qu'un produit de certaines multiplicités. Mais les inégalités (3) sont des égalités et,
comme il est bien connu, cela entraine que ces multiplicités sont égales a 1. Donc x(p1, p2) = 1.

Supposons réciproquement que (‘v1, tvs) appartient a Gr (&1, &) et supposons I'assertion (i)
démontrée. On peut alors inverser le raisonnement ci-dessus. On connait le nombre de termes
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pairs, resp. impairs, du membre de gauche de (5) : c’est évidemment [%*(1)] si multy(i) est
pair; sinon, ce nombre est déterminé par le raisonnement conduisant & la relation (7). On en
déduit par récurrence le calcul des partitions a;., et ,6;/. On définit des partitions a5, B; ;» de
sorte que, pour £ € Aj, a; ¢ soit égal a «; y/(¢) et, pour £ € Bj, 3; ;¢ soit égal a 3; (i), ces
entiers étant définis par (6) et (7). On a alors :

/ /
717‘77 U')’QJ'/ = aj/, 51’]'/ U 527]'/ = B]/

On vérifie comme ci-dessus 1’égalité (9), qui entraine :

o = a1+ ajo, B =061+ 08,

Comme ci-dessus, le produit des multiplicités relatives au quadruplet de couples (a; 7, ﬂ“-,) est,
égal a 1, ce qui entraine (&1, & p1, p2) > 0, a fortiori x(p1, p2) > 0, donc (v1,v9) appartient
a I'(&1,&). Cela acheve la preuve de (iii), sous réserve que (i) soit vérifié.

Il nous reste & vérifier (i). Soit donc (v, vs) tel que (*vy, 've) € Gr(€, ). On veut montrer
que mj = m(v;). Par définition :

m(vj) + % = [t} —t; — 5|

L’ensemble Ej est réunion des membres de gauche de (5) pour i > 1 et de I'ensemble {t;; —¢; ¢ =
multy(>1)+1,...,t;}. Le nombre t;ﬁ — 1, est la somme sur tous ces ensembles de la différence
entre le nombre de leurs termes pairs et celui de leurs termes impairs. La contribution d’un
membre de gauche de (5) a t;? —t;, est nulle si multx(i) est pair et vaut (—1)ty —mulia (Z0)Fv (3)
si multx(i) est impair. On a déja expliqué que multy(i) était impair si et seulement si I'un
des termes multy, (i) ou multy, (i) I'était et alors un seul de ces termes l’est. La contribution
du dernier ensemble est de méme 0 si tj + multy(> 1) est pair, 1 si ce terme est impair. On
obtient donc :

N 3 . . 1 (_1)t]~/+mult)‘(21)
ty—t, = (1) S + (1) S5 + 5 — )

J 2 2
ou :
Sj = Z (_l)uj/(i)—mult)‘(zi).
izl;multAj (2) impair
Puis :
_1)mult>\(21)+1

1
(10) m(vj) + 5= |S1,50 + Sa,jr + 5 I

Calculons Sy jr. Pour i > 1 tel que multy, (i) est impair, i est pair puisque A1 est symplectique,
donc vy (i) = vy(i) mod 2Z. Puisque (‘v1,'v2) € Gr(£1,&), on a e (i) = (—1)er(viv2d) —
(—1)vy @Fmultxy (Z0)+he (o ytilise ici la congruence hy = N mod 27). On obtient :

Sl,j’ = (—1)h2 Z €1 (’L-)(—]_)mult)‘l(zi)’
i>1;multy (i) impair
ou encore :

Sty = (—l)h2Jr1 ﬂ(_l)multh(zz‘)

(]

i>1L;maulty (i) impair

+(_1)h2 (_1)mult)\1(2i)

i>1;multy

—~

1 (1) impair
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La deuxieme somme est une somme alternée. Elle vaut 0, resp. —1, si le nombre de termes est
pair, resp. impair, ou encore si multy, (> 1) est pair, resp. impair. Elle vaut donc :

1 (_1)mult,\1(21)
- _|_ - 7 0000000
2 2
On voit que la premiere somme est égal au terme N (&) que 'on a défini en IX.8 (en fait, on
a défini ce terme pour les partitions orthogonales, mais la définition est identique dans le cas
symplectique). D’apres [W4] X1.3, on a hy = 2N (&) ou hy = —2N (&) — 1. En tout cas,
1

IN(Er) = —5 + (~1) (hn + ).

Alors :

1 -1 h2+mult)\1(21)
Sy = (—1)mthetl(py 4 3+ =) 5

Calculons S j. Pour i > 1 tel que multy, est impair, i est impair donc vy (i) # v2(i) mod 2Z.
Cette fois :

Eg(i) _ (_1)62(1/1,112,1') — (_1)V1(i)+mult,\1 (>1) _ (_1)uj/(i)+j/+1+mult)\1(Zi).

Le calcul se poursuit comme ci-dessus et on obtient :

(_1)mult>‘2(21)+j/+1

2

i1 1
Sag = (=) (ha + 3) +

On remarque que, A2 étant orthogonale, on a multy,(> 1) = S(A2) = he mod 2Z, d’ou
multx(> 1) = multx, (> 1) + he mod 2Z. Un certain nombre de termes se simplifient et on
obtient :

(_l)mult)\(21)+l

y 1
S+ Sa + 5 = (=) (g 4 (1) g + ).

Par définition :
1 1 1 1
mi+ 5 = [k + (=1)" hy + Shoma+ o =h - (=1)"hy + 5

La valeur absolue de I’expression ci-dessus est donc égale a m + % Grace a (10), cela démontre
que m(vj) = mj. Cela acheve la preuve. O

1X.10. Egalité de deux termes dans le gradué de C

Soit A € P(N). Notons Aj, resp. Ag, la partition formée des termes pairs, resp. impairs, de
A. Pour toute fonction € € {:I:l}‘]‘”"d()‘), notons €1, resp. €z, la restriction de € a Jordpgir(X) =
Jordpair(A1), resp. Jordimpair(A) = Jordimpair(A2). Posons £ = (A1, €1), £2 = (A2,€2). On a
(£1,&2) € Z. On pose p(A,€) = p(&1,E2).

Soit (AT, A7) € Pa(N), supposons AT UAX™ = X. On pose NT = S(AT), N = S(A7).
Pour e € {£1}/74N  posons :

<EANT >= H e(i)m™uita- (),
i€Jord(\)

On définit ’élément de K :

FpAt AT ) =D Y <X > p(Ae).
Ee{il}Jo'rd()\)
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Proposition. Soit (AT, A7) € Po(N) tel que AT UX™ = X. Lélément koTou(Fp(AT,A7))
de C appartient @ C>ty. Son image dans Ctx/C.ty est égale a celle de f)‘+’)‘_.

Preuve. La prerﬁiére assertion résulte immédiatement de la proposition précédente. Pour
e € {£1}7N) | définissons & et £ comme ci-dessus et posons Gr(e) = Gr(&£y,E). Quand
¢ parcourt {#1}7974N les ensembles Gr(e) sont deux & deux disjoints et leur réunion est
I'ensemble des couples (p, py) € P2(N) tels que p; U g = tA. Plus précisément, pour un tel
couple, notons €, 1'élément de {£1}’ ord(A) défini par :

. (—1)t“2(i)+m“lt'\2(2i)+N, si 1 est pair,
€p, (1) =

(—1)t“2(i)+m“lt*1(2i)+l, si i est impair.

Cet élément €, est 'unique € tel que (g, o) appartienne a Gr(e). Alors I'image de ko1 o
UFp(AT,A7)) dans Csex/Coiy est égale & :

(DM elm(pe), mpe)) v (1) (1a) < €y AT > projex(X(p) @ X)),

olt on somme sur les (g, py) tels que pq U py = ‘A, En comparant avec le lemme VIIIL.2, il
suffit de prouver que, pour tout tel couple, on a 1’égalité :

(1) (AT, ATy, ) = (1) e(mpy), m(pea))y ()7 (12) < €pgs A >

Fixons un tel couple (py, py) et posons v; = tuj pour j = 1,2. On a ’égalité :

N24N o Vs
c(m(pay), m(pg)) Y (ke )y (po) = (—1) 2 I F=(22),
Par définition de ces termes et d’apres 1'égalité v +vo = A, on a I'égalité 2(v1) +2(v2) = z(A).
On a aussi : |
< 6“27>\7 >= H GNQ(Z')mult)\—(l) — (_1)b(u2)+d?

i€Jord(N)
ou :
b(va) = Y wa(i)multy- (i),
i>1
d=| Y maulty-(i)(multa,(> i)+ N) | + > multy- (i) (multa, (> i) + 1)
1>1,1 pair i>1;4 impair

On reconnait dans b(vz) le terme noté a(A*,A7; uy, ty) en VIIL3. Le membre de droite de
I'expression (1) est donc égal a :

2
(—1)NN7+W+Z(>\)+G(>\+,A’ i o)+

D’apres le lemme VIII.3 et la proposition VIII.4, le membre de gauche est égal a :

(_1)@+Z(>\+)+Z(A*)+a(>\+,>ﬁ;u1,uz)_

Il reste simplement a prouver :
(2) zZAY) +2(A7) +2(A) + NN~ +d =0 mod 2Z.

On pose M = multx, M = multy+, M~ = mult,-. Pour calculer les termes z(X) etc...,
on utilise la remarque qui précede la proposition VIII.4. Pour tout ¢ > 1, impair, la contribution
de i a z(AT) +2(A7) + 2z(X) est :

_ M) — MT(3)
- 2

FMT@M (2 D4



Ici comme dans la suite de la démonstration, = signifie congru modulo 2Z. En utilisant ’égalité
M™ 4+ M~ = M, on voit que cette expression est :

= M~ (i) + M()M~ (i) + M~ (i)M(> i) + M(&)M~ (> 9).

Et 2(AT) + 2(A7) + 2(A) est congru & la somme de ces termes pour i impair.

Parce que Ay est orthogonale, multy,(> 1) = S(Az2). De plus S(A1) est pair puisque A; est
symplectique, donc S(A2) = N. Alors, pour tout i > 1, N +multx, (> 9) = 32,1 <, multx, (7).
On utilise de plus les égalités :

L[ M(@i), siiest pair,
multx, (i) = { 0, st 1 est impair,

. 0 si 1 est pair
Itx, (i) = y i est impai
muttn, (l) { M(Z), S1 1 est mpantr,

Alors on a la congruence :

.
Il

> M(G)M~ (i) | + > M@GM=(@) | +{ > M ()

7<i; j tmpair, © pair 1<J; © impair, j pair i impair

Dans la premiere double somme, on peut remplacer la somme en ¢ par la somme sur tout 7 > j,
moins celle sur les ¢ > j, ¢ impair. Un raisonnement analogue s’applique a la deuxiéme double
somme et on obtient :

d=( > MEGM G) |+ Y (M@EM (> i)+M(i)M(> i)+ M~ (i)+M(G)M(i)).
1,7 1mpairs 1 impair
En comparant avec ’expression trouvée un peu plus haut, on obtient :

AAT) (AT 2N +d= Y MM ().

1, 1mpairs

Mais :
Y. M@ =) M) =N.
J tmpair 7j>1
De méme, ), impair M~ (i) = N7. Le membre de droite de I'égalité ci-dessus est donc = NN,

ce qui prouve (2). O

IX.11. Utilisation de I’orthogonalité '

On a défini en VIL4 'ensemble Ps gisc(N). On note quzl‘;jz_St(N ) le sous-ensemble des
(AT,X7) € Pagisc(N) tels que les termes non nuls de A et A~ sont tous pairs si NV est pair,
tous impairs si NV est impair. ‘

Proposition. Pour tout (AT, A7) € PSZ‘;ES“(N), on a l’égalité :

AT — projeusp © kot o L(fp(}‘+’ A7)

cusp

Preuve. Pour simplifier, posons :
kAT, A7) =koTou(Fp(AT,A7)).

Pour A € P(N), notons 31 (), resp. Xa2(A), la somme de ses termes pairs, resp. impairs. Notons
E(X) Pensemble des (uh, ™) € Pagisc(N) tels que, en posant g = p™ U p™, on ait p > A,
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Yi(p) = E1(N), Xa(p) = Xa(A) (ces deux dernieres égalités sont d’ailleurs équivalentes).
Notons E.(A) = E(A) \ {A}. Montrons d’abord :
(1) pour tout (AT, A7) € Pagise(N), on a une égalité :

. _ It NP S
pro]cusp(ﬁ(A+7 A )) = Jeusp + Z Jf(qu, n ) c‘tusz’)“ )
(B pm)EEL(ATUAT)

pour des coefficients z(u*,u~) € C.

On démontre cette assertion par récurrence descendante sur ATUX™. D’apres la proposition
IX.7, o(Fp(AT,X7)) appartient & K. I est facile de voir que 7 respecte cet espace Kgiop-
Donc (A1, A7) appartient & Cgiop- Le terme f)‘J“)‘* appartient aussi a Cy, d’apres le lemme
IX.1. D’apres la proposition précédente, on a donc k(AT, A7) — f>‘+’>‘_ € Cgiob N Ccity, oOU
A = AT UX . Une preuve similaire & celle de la proposition IX.2 montre que cet espace est
engendré par les f# 1 pour (ut, =) € Po(N) et pUp™ > A. Ecrivons s(AT, A7) — fATA
comme combinaison linéaire de tels termes et projetons sur Ceysp. On se rappelle (proposition
VILA(ii)) que cette projection annule f# # si (u, u™) & Pagise(N). On obtient :

. _ At A o
pro]cusp("i(AJrv A7) = fc)l\LS’p)\ + Z x(ﬂ'+7 o) c’&sfoﬂ .
(nt 7 )EP2 gise(N),ptUpn= >

Il suffit de montrer que, pour (™, u™) € Pagisc(N) et pt U p™ > X, le coefficient z(pt, u™)
est nul pour (u™, u~) € E(X). Or I'égalité ci-dessus exprime projeusy(K(A1, A7)) dans une base
orthogonale (proposition VIL.4(i)). Donc z(u*, ™) est le produit d’'un réel > 0 et du produit
scalaire : .

(Projeusp(KAT, A7), FHGHT).

» J cusp
L’hypothese de récurrence nous permet d’inverser la formule (1) sous une forme :

o _ -
bl = > y(wt Rt v,

(vt w)eE(ntup)

Il suffit de montrer que :
(projcusP(ﬁ()‘—i_: )‘_))7p7"0jcu3p(’€(’/+7 v7))=0

pour tout (vt,v~) € E(ut U p~), pourvu que (ut, u~) € E(X). L’application projeysp o k
entrelace le produit elliptique "naif” sur Ky;qp avec le produit sur C. L’automorphisme 7 conserve
le produit elliptique naif et ¢ entrelace le (bon) produit elliptique avec le produit elliptique naif.
Le produit scalaire ci-dessus est donc égal a :

(2) (fp()‘+a}‘_)afp(y+ay_))ell-

Par construction, Fp(AT, A7), resp. Fp(r*,v~), n’a de composantes non nulle que dans les

sous-espaces K[mi,ma, ni,na] tels que, pour j = 1,2, on ait W + 2nj; = X;(A), resp.

Yi(vtUr™).Ona (vt Ur™)=3,;(p" Up) et, puisque (ut,u™) € EQX), Z;(pTUp™) #

¥;(A). Alors le produit scalaire (2) est évidemment nul, ce qui acheve la preuve de (1).
Montrons que :

(3) pour (AT, A7), (ut,u7) € 7332?5275{/(]\7), on a 'égalité :

. _ . _ 0, st (AT, A7) # (nhp7),
(Projeusp(K(AT, A7), projeusy (k(p ™, 17))) Z{ plJord(N*)|+1Jord A7) i (AT, A7)

Comme ci-dessus, le membre de gauche est égal & :
(fp()‘+v )‘_)7 fp(l‘l‘+7 “_))ell-

47



Posons A = AT UAX™, u = put U p~. En se reportant aux définitions de IX.10, un calcul
immédiat de transformation de Fourier montre que 1’égalité (3) résulte des égalités suivantes,
pour € € {£1}774N et § € {£1}/ordm) .

0’ Si )‘ 7& M,
(P(A,€), p(1,0))etr = 0, st A= p et € orar(N) 7 O Jordl (M)
Hie]ordQ()\) 6(1)5(1)7 siA=pet €| Jordt(A) = 5|Jo7‘d1()\)'

Mais supposons par exemple N pair. Avec les notations de IX.10, I'hypothese (AT, A7) €
Pg}égjzﬂt(N) entraine Ay = A, €1 = € et p(A,e) = p(&1). On calcule de méme p(p,d) et les
égalités ci-dessus résultent de IX.8(3). Cela démontre (3). .

Remarquons que, pour (AT, A7) € Pg}égjéfst(N), ona E(ATUXT) C Pg}égjéf‘gt(N). En effet,
pour (pt,u™) € EQATUAT),ona Sj(pTUp™) =S;(AT UXT) pour j = 1,2. Donc pt et
p~ sont, comme AT et A7, tous deux a termes pairs si N est pair, & termes impairs si N est
impair. La formule (1) exprime donc la matrice de passage entre les deux bases suivantes d’'un
meéme espace :

. _ ~>\+7>\7
(Projeuss (R, A7) xmyepguasi=sty € (eusp )i amyepguasi=st v

Cette matrice est unipotente. Grace a (3) et a la proposition VIL.4(i), les deux bases sont
orthogonales. La matrice est donc I'identité, d’ou I’énoncé. [

X. Conséquences d’un lemme fondamental non standard

X.1. Fonctions de Green et distributions invariantes sur les algebres de Lie
symplectiques

Soit n € N. On a introduit en II1.2 un espace V,;” de dimension 2n sur F', muni d’une forme
symplectique ¢, , et son groupe symplectique H, . L’entier n étant fixé, on abandonne ici les
indices n superflus. On va adapter au groupe H ™ les constructions effectuées pour les groupes
spéciaux orthogonaux dans [MW] paragraphes 2.14 et 3.11. On le fait briévement, renvoyant
a cette référence pour plus de détails. Signalons que [MW] contient un certain nombre de
facheuses erreurs de détail. Il est facile de les corriger et le lecteur trouvera a la fin du présent
article une liste de corrections.

Soient A/, h",n’,n" € N tels que :

R(W+1) A"(R"+1)

n = 5 + 5 —|—n’+n”.

Fixons un réseau L de V'~ tel que, en notant L* = {v € V—;Vv' € L,q" (v,v’) € 0}, on ait :
L*DLDwl*;

dimg,(L*/L) = K" (h" + 1) 4+ 20", dimp,(L/wL*) = h'(h' +1) + 2n'.

Posons V' = L/wL*. La forme ¢~ se réduit naturellement en une forme symplectique ¢’ sur V.
Décomposons V' en somme orthogonale Vi & V1, ot dimg, (V) = B/ (R + 1) et dimg, (V) =
2n’. Notons Sp(V’), Sp(V]) etc... les groupes symplectiques de V', V|, etc... Soit w' € W,.
Un tel élément parameétre une classe de conjugaison de tores maximaux définis sur F, du
groupe Sp(V’). Fixons un tel tore T,,. Le groupe T,, x Sp(V{) est un Lévi de Sp(V’'). Le
groupe S?(Ké) porte un faisceau-caractere irréductible cuspidal, que I'on prolonge trivialement
a T, x@(%) et que 'on peut ensuite induire & Sp(V’). A ce faisceau-caracteére induit est

ensuite associée une fonction caractéristique dans C(Sp(V')). On note Q(h', w’) la restriction de

cette fonction caractéristique a I'ensemble des éléments unipotents de Sp(V"). Une construction
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analogue vaut pour I'algebre de Lie, conduisant & la définition d'une fonction Q(h/, w’)** sur
Q(K’ ), & support dans ’ensemble des éléments nilpotents. On sait bien que I'application :

E:XH(1+§)(1—§)—1

est une bijection de 'ensemble des éléments nilpotents de sp(V') sur ensemble des ¢léments
unipotents de Sp(V’). On a I'égalité Q(h',w') o E = Q(h',w') .

La définition ci-dessus est imprécise car on n’a pas fixé le Frobenius sur le faisceau-caractére
cuspidal. On a fixé dans [W4] II une normalisation précise et défini une fonction que l'on a

notée ),y On normalise ici nos fonctions de sorte que :
QN ) = (=1)" gP D2 Q,,

ol dgymp(h') = w. Remarquons que dgymp(h') est entier mais pas toujours pair. Par
définition ¢dsvme(h)/2 = (q1/2)55ymp(h/), ot ¢*/2 est la racine carrée > 0 de gq.

On pose V" = L*/L. 1l est aussi muni d’une forme symplectique ¢”, réduction de wq. Pour
w” € Wy, on définit de méme des fonctions Q(h”,w”) sur Sp(V") et Q(h",w")*® sur sp(V").

Notons K (L) le stabilisateur de L dans H~ et K (L)" son radical pro-p-unipotent. Le groupe
K(L)/K(L)" est isomorphe & Sp(V') x Sp(V"). On munit H~ de la mesure de Haar telle que
mes(K(L)) = ¢ ¥P/2|K(L)/K(L)"|, ot d(L) est la dimension sur F, de sp(V') @ sp(V").
On vérifie aisément qu’en fait, cette mesure est indépendante des données 1/, h”,n’,n”. Pour
(', w") € Wy x Wy, la fonction Q(h/, w") @ Q(h”,w”) se releve en une fonction sur K (L). On
la multiplie par mes(K(L))™! et on I’étend & tout H~ par 0 hors de K(L). On obtient ainsi
une fonction notée Q(h', h”; w’, w"). Une construction analogue s’applique dans I’algebre de Lie
et conduit & une fonction Q(A/, h";w’, w”) ¢ sur h~. Evidemment, ces fonctions dépendent du
choix du réseau L. Mais leurs intégrales orbitales ne dépendent pas de ce choix et c’est ce qui
nous importe.

Fixons une décomposition orthogonale V'~ = Vy & V1 de sorte que :

L=(%hnL)e(inkL),

pour i =0,1, (V,NL)/(ViNnwL*) =V, (V,nL*)/(V;NnL)=V".

Notons £(L) le stabilisateur de L dans h~. Il y a une projection naturelle :
E(L) Nsp(V1) — sp(V1) & sp(VT).

Soient (w', w"”) € Wiy et X Wy e On fixe un élément X, v € £8(L) Nsp(V1) qui s’envoie par la
projection précédente sur un élément semi-simple régulier de t,, & t,,~». Dans les constructions
de II1.5, on choisit 1 trivial sur wo et non trivial sur 0. On munit h~ de la mesure autoduale
pour ce choix de 1. On vérifie d’ailleurs que ce choix est cohérent avec celui qu’on a fait sur
H~, c’est-a-dire que 'application F, qui est définie au voisinage de 0 dans h~, préserve les
mesures au voisinage de 0. On définit de méme une mesure sur h, = sp(Vp). Les constructions
précédentes, appliquées & n' = n” = 0, définissent une fonction Q(h',h"; —, —)F€ sur b .
Notons-la simplement §. Pour § € C°(h~), on pose :

D) = [ [ 1 (X + V)P (Y)Y
H—- ho

Les intégrales sont convergentes dans l'ordre indiqué (parce que w’ et w” sont supposés ellip-
tiques). La distribution f — DO() est localement intégrable. Notons 7o la fonction sur b~ telle
que :

D)= | imn()AW) 2 ay.
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Elle est localement constante sur .. Le caractere ¢ définit par réduction un caractére encore
noté ¢ de F,. Notons v I'unique caractere d’ordre 2 de qu et posons :

() =q > v(@)(a).

mEF;

On sait que €(1)) est une racine de 'unité d’ordre au plus 4.
Proposition. Soit Y un élément semi-simple régulier elliptique et topologiquement nilpotent
de h~. On a l’égalité :

R (1) (R 41
2

ipo(Y) = ¢ () N T T (Y, QU WY ! ),

La preuve est identique & celle de [MW] proposition 3.13. [

X.2. Expression de i comme combinaison linéaire de transformées de Fourier
d’intégrales orbitales

On conserve les données h/, b’ n',n” w',w"”. Dans [W4] IV.1, on a associé a h', h’ (notés
k' K" dans cette référence) un ensemble fini T', une fonction o sur I', un ensemble & =
(0% /0*2)swp(M.2") “une fonction kg sur £ et, pour 4 € T, un ensemble A(y). Cet ensemble
A(7) est naturellement un espace principal homogene sous ’action d’un certain groupe abélien
compact. De la mesure de Haar de masse totale 1 sur ce groupe se déduit une mesure sur A(y).
Pour y €T', a € A(y) et e € £, on a défini un élément X|a, ] € b, . Disons simplement que les
valeurs propres de X|a, €] sont paramétrées par a et que, quand on fixe a, la famille (X[a, €])cce
forme un systéeme de représentants des classes de conjugaison dans une méme classe de conju-
gaison stable. L’élément X[a,e] + X,y v de h~ est semi-simple régulier, il lui est associé une
fonction i~ (X [a, €] + X', -) sur b, cf. IIL5, que I'on note simplement i~ [a,e,w,w"]. La
fonction (a,Y) — i~ [a,e,w’, w”](Y) est localement constante sur A(7y) x Breg» C€ qui donne un
sens a la formule ci-dessous.

Proposition. Pour tout élémentY € h—, semi-simple régulier elliptique et topologiquement
nilpotent de b=, on a l’égalité :

ipo(Y) = 272w N7 o () /A ( )Zﬂg(e)ﬁa,e,w’,w"](m da.
ol

~vel ec€

C’est essentiellement la proposition IV.3 de [W4]. Cf. aussi la proposition 3.14 de [MW].
On a seulement a effectuer le calcul des constantes pour passer de nos normalisations a celles
de [W4]. O

Considérons un instant le cas o n” = 0. Pour w € W,,, v € ', a € A(7) et e € &, on dispose
de 1'élément X|a,e] + X,, € h~. Il dépend de certains choix mais, comme on ’a dit, sa classe
de conjugaison stable ne dépend pas de e. On a défini en IIL.5 la fonction D~ (X|[a, €] + Xy, .)
sur b, . Elle ne dépend pas non plus de e. On la note simplement D~ [a,w].

X.3. Un résultat de stabilité

Soient 1/, h”,t € N tels que :

hl(h/+ 1) h//<h”+ 1)
2 + 2 '

n=t

Posons :
ICt — @n’,n”eN,n’Jrn”:tC(Wn/) ®(C C(Wn//)
On définit un homomorphisme :
RS SNy o
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de la méme fagon qu’en IX.7, en identifiant K* & @/ yren n/4nr=tK2:[0, 0,7/, n"]. Posons :

t
’Cell = @n’,n”GN,n’Jrn“:tC(Wn’,ell) Qc C(Wn”,ell)-

t

Remarquons que ¢* conserve ICEH. On définit un homomorphisme :

QT (M, ") Koy — C2°(h7).
Pour n’,n" tels que n' +n" =1t, ¢’ € C(Wy i) et ¢" € C(Wy 1), on pose :

Q™ (W W")He(' @ ") = [Way |71 Wi ™! > ¢ (w') " (W) QR 15w w") e,

/ 7"
w EWn/,e”,’u) GWTL//’E”

Pour w € Wy, on note O(w) sa classe de conjugaison dans W; et ¢ la fonction ca-
ractéristique de O(w) dans Wi ;.

Proposition. Soient n’,n” € N tels que n' +n" =t.

(1) Soit ¢ un élément non nul de C(Wyy i) @C(Wyyp cip). Alors les deuzx conditions suivantes
sont équivalentes :

- les intégrales orbitales de la fonction Q= (h',h' )€ o 1t (p) sont constantes sur les classes
de conjugaison stable d’éléments semi-simples réguliers ;

- =h"etn" =0.

(ii) Supposons K’ = h" et n” = 0. Soit w € Wy ¢y Pour tout élément semi-simple régulier
elliptique et topologiquement nilpotent Y de h™, on a l’égalité :

~1|0(w)]

T -1

TV, Q™ (W, )M 0 M (") = 47 g Pu(= )M DRy, (57)

S o) /A( Dl () do.

vel

A Taide des propositions X.1 et X.2, la preuve est identique a celle de la proposition 3.12
et du lemme 3.15 de [MW] (compte tenu des errata). O

X.4. Un résultat de transfert

Soit n € N. En IIL.2, on a introduit un espace V' de dimension 2n + 1 sur F, muni
d’une forme quadratique g7, et son groupe spécial orthogonal H;". On va se placer dans une
situation un peu plus générale. Fixons € F* (en fait, seule son image dans F*/F*? importe).
Fixons deux espaces szo et VI de dimension 2n + 1 sur F', munis de formes quadratiques non
dégénérées q;g , et ¢;,. On suppose que le noyau anisotrope de q;: ,, est de dimension 1, isomorphe
a F muni de la forme quadratique na?. On suppose que ¢}, a méme discriminant que q;g , mais
a un noyau anisotrope de dimension 3. On note H;’; , et H les groupes spéciaux orthogonaux
respectifs.

Soient 1/, h”,t € N tels que :
K24h?+2t=2n+1

et :
(1) h' = wval(n) + 1 mod 2Z, h" = val(n) mod 27Z.

Pour § = iso ou § = an, on a défini en [MW] 3.11 une application :
QLT(h/vhH)Lie : ’Ctell - Cgo(hg_)7

évidemment similaire a application de X.3 (il y a quelques différences de notations avec [MW] :
les entiers 2n + 1,h’, h”,t étaient notés d,r’,r”, N dans cette référence; on a ici ajouté un
exposant T pour distinguer la présente application de celle de X.3).
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Remarque. Avec les notations de II1.2, on peut supposer que Vi, = V.F et ¢ = ng,'.

Alors Hf, = H,. Mais les applications Q;(h’ , h")Fie dépendent de 7, car les paramétrages des
différents objets qui interviennent dans leur définition en dépendent.

Comme en II1.3, on définit une bijection :

br_eg/St ~ h;;o,reg/St

(on a abandonné l'indice n de b ). C’est exactement la bijection de II.3 quand on identifie
[);O et h. Pour X~ € Dreg €t Xgo € hgweg, on note X~ ~ X;go si les classes de conjugaison
stable de ces éléments se correspondent par cette bijection.

Parce que H:; , est la forme intérieure quasi-déployée de H,

an» Ol & aussl une injection :
+ +
han,reg/St - hiso,reg/St'

Pour X}, € bl oo et X;5, € b, o on note X5, ~ X[ si les classes de conjugaison stable

de ces éléments se correspondent par I’injection ci-dessus. Pour X~ € f),?eg et X jn € hjmreg, on
_ s . 12 + + - +

note X~ ~ X, s'il existe un élément X7, € b/, .., tel que X™ ~ XL ~ X7

Soient maintenant h,t € N tels que h(h + 1) +t = n. Soient A/, h” les deux entiers > 0
vérifiant (1) et tels que {h', h"} = {h,h + 1}.

Proposition. Supposons vérifiée l’hypothése (Lemmefond),, de II1.5. Soit w € W,. Identi-
fions C(Wyen) au facteur C(Wyen) @c C(Woenr) de Kty et, par conséquent, ¢ d un élément de
cet esp(fce I.Ci;ll' Soient f = iso ou f =an, Y~ € b, Yﬁ—" € b;:reg. Supposons Y~ ~ Y;‘. Alors
on a l’égalité :

_ . + .
T (Y =,Q 7 (h, )M 014 (")) = v(=nw D) rsgnep (w)" T (Y, QF (W, 1) H 0 F ().

Preuve. Les fonctions qui interviennent sont cuspidales et & support topologiquement nil-
potent. Leurs intégrales orbitales sont donc nulles hors des éléments elliptiques topologique-
ment nilpotents. On peut donc supposer Y~ et Y;' elliptiques et topologiquement nilpotents.
Le membre de gauche est calculé par la proposition X.3(ii). Les objets se simplifient parce que
les termes A/ et h” de X.3 sont ici tous deux égaux & h. En particulier I' = (0% /0*2)" et, pour
v=V)j=1,.h ELs0(v) =121 v(7;)?, en identifiant v & I'unique caractére non trivial de
0% /0%,

On a défini ci-dessus une application ¢!. Elle coincide avec une application intervenant dans
[MW], & savoir 'application notée p* o ¢ dans cette référence. On voit alors que l'intégrale
orbitale du membre de droite est calculée par le lemme 3.15 de [MW] (les constantes y sont
particulierement fausses, cf. errata). Sous nos hypotheses simplificatrices concernant b’ et h”,
la formule de ce lemme devient :

+ . r_p _
T (Y QF (W WY 0 () = 2170 g2, =)y (B 1 v (6

>t /. D laswl07) da
=

N

ou :
a(w, =)y et y(h',h")4 sont définis en [MW] p.536 et 532;
pour ¥ = (7;)j=1,...n € I,

or(v) = [ vl =v(=)""D0(y);
j=1,...,h

D; [a, w] est défini de fagon similaire & D~ [a, w].
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Soient v € I' et a € A(y). On a défini D~ [a,w] comme la fonction D~ (X~,.) pour un
certain élément X~ € b,.,. De méme, D;’[a,w] est la fonction D;(Xﬂ"’, .) pour un certain
élément Xﬁ+ € f);;, eg> Cette fonction étant elle-méme définie comme en III.5. En se reportant
aux définitions, on voit que X~ ~ X ;r , ou plus exactement on peut effectuer les choix faits dans
les définitions de sorte qu’il en soit ainsi. Si § = iso, on peut identifier h;;o a b, . Alors D est la
fonction D définie en IIL5. et la proposition II1.5 nous dit que D~ (X ~,Y ™) = D (Xt Y.h

150 1507 iso)'
Si § = an, introduisons des éléments X;;o, YZ;,FO e bt tels que X ~ Xt et Vb ~ Y. En

iso0,req 150 150"
appliquant successivement [W5] théoréme 1.5. et notre proposition II1.5, on obtient :

DX, Yah) = Dy (X, Vi

an’ 150 1507 iso) = D_(X_,Y_).
En tout cas, D™ [a,w|(Y ™) = D; [a, w] (Yf) En comparant les formules, il ne reste plus qu’a
prouver ’égalité :

47y (7)) = 25 (O sgnep (w) a(w, =) gy (B B )y (6) 7
C’est un simple calcul. OJ
XI. Calcul d’intégrales orbitales

XI.1. Classification des éléments topologiquement semi-simples

On revient désormais & notre groupe G = G;{,. . On a paramétré en 1.3 les classes de
conjugaison semi-simples dans G. On a besoin de rendre notre paramétrage plus explicite.
Soit s un élément semi-simple auquel on associe des données I, I*, (a;);es etc... comme en 1.3.
Remarquons qu’a isomorphisme pres, la forme ¢_ est uniquement déterminée par d_.

De méme, la classe d’équivalence de ¢4 est déterminée par di et par un quadruplet :

(A1t dops o tios) € Z2Z x Z)2L x {£1} x {£1}

tel que dy 4+ + do+ = d4 mod 2Z (on ne dit pas que tout tel quadruplet détermine une forme
quadratique ; c’est vrai si d4 > 3 mais faux si dy < 2). Rappelons la définition de ce quadruplet.
On choisit un réseau L C V4 tel quen posant L* = {v € Vi;Vv' € L,qy(v,v") € o}, on
ait L* O L O wlL*. On pose di y = dimp,(L/wwl*) mod 2Z, da = dimg,(L*/L) mod 2Z.
L’espace L/wL* est muni naturellement d’une forme quadratique ¢; 4 dont le déterminant est
bien défini dans F*/F?. On pose :

M.y = v(det(qyy)(—1)Pr+/2,

ot D14 = dimg,(L/wl*). Si D1y = 0, m 4 = 1. De méme, L*/L est muni d’une forme
quadratique g2 1, la réduction de wq,. On définit 72  de facon similaire.
Pour i € I*, la classe d’équivalence de ¢; est déterminée par d; et un couple :

(d17i,d27i) S Z/2Z X Z/2Z

tel que di1; + d2; = d; mod 27Z. Pour le définir, notons o; I'anneau des entiers de F; et f; son
corps résiduel (on a f; = F 25, puisque F; /F est non ramifiée). On choisit un o;-réseau L dans
V; tel quen posant Lf = {v € V;;V' € L,q;(v,v') € 0;}, on ait L* DO L D wLf On pose
dl,i = dimfi (L/wLﬁ), dgﬂ' = dimfi (Lﬁ/L)

Remarques. (1) s est elliptique si et seulement si [ = I*;

(2) si s est elliptique, il est compact (cf. I11.4).

En suivant Labesse, on a défini en III.1 la conjugaison stable dans I’ensemble des éléments
semi-simples de G. Soient s, s’ deux tels éléments. Ils sont stablement conjugués si et seulement
si:
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- si N est impair, s et s’ sont conjugués par un élément de G(F);

- si N est pair, il existe g € G(F) tel que gsg~! = s’ et, pour tout 7 € Gal(F/F), on a
r(g7Y)g € Za(s)(F).

La différence entre les cas N pair ou impair vient de ce que le centre de G™ est contenu
dans Zg(s)" si IV est pair et ne l'est pas si N est impair.

On peut alors paramétrer les classes de conjugaison stable d’éléments semi-simples de G. Le
paramétrage se déduit de celui de 1.3. Si N est impair, on oublie les données (¢;)icr+ et ¢+ (et
g— que l'on peut de toute facon oublier). Si N est pair, on oublie les (g;);cr+ et on ne conserve
de g4 que son déterminant qui est un élément de F*/F>*2. Autrement dit, on ne conserve que
I,1I*,(ai)icr, (di)ier, d+,d— plus, si N est pair, le triplet (di ,da+, m,+72,+4)-

Il nous sera commode d’utiliser une notion plus fine que la conjugaison stable, que nous al-
lons définir. On définit d’abord une application det : GT — F* /F*2. Sur G, c’est le déterminant
composé avec I’homomorphisme F'* — F* /F*2, Pour o € Isom(V,V*),det(5) est 'image dans
F*/F*? du déterminant de la matrice exprimant o dans deux bases de V et V* sur F duales
I'une de lautre. On vérifie que det est un homomorphisme. Soient s et s’ deux éléments semi-
simples de G. On dira que s et s’ sont fortement stablement conjugués si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

- s et s’ sont stablement conjugués;

- det(s) = det(s').

Cela définit une relation d’équivalence. Notons Zg le centre de G.

Lemme. Soient s et s' deuz éléments semi-simples de G.

(i) Si N est pair, s et s sont stablement conjugués si et seulement s’ils sont fortement
stablement conjugués.

(i1) Si N est impair, s et s' sont stablement conjugués si et seulement s’il existe z € Z¢ tel
que zs et s’ soient fortement stablement conjugués.

Preuve. Supposons que N soit pair et que s et s’ soient stablement conjugués. Soit g € G(F)
tel que gsg~! = s’ et 7(g71)g € Za(s)"(F) pour tout 7 € Gal(F/F). Il résulte de la description
ci-dessus que le déterminant est trivial sur Zg(s)?. La relation précédente entraine que det(g)
appartient & F'*. Mais det(s") = det(gsg™") est le produit de det(s) et de I'image dans F* /F*?
de det(g)~2. Donc det(s') = det(s) et s et s’ sont fortement stablement conjugués.

Supposons que N soit impair et que s et s’ soient stablement conjugués. Soit g € G(F) tel
que gsg~t = §'. Pour 7 € Gal(F/F), on a 7(g~1)g € Zg(s)(F), donc det(r(g~1)g) € {*1}.
Identifions {£1} au sous-groupe d’ordre 2 de Zg. Par le théoreme de Hilbert 90, on peut
trouver zy € Zg(F) tel que, pour tout 7, on ait I'égalité 7(z5 )20 = det(t(g')g). Posons
z =22 et go = 2y 'g. On vérifie que » € Zg, gozsgy ™ = 8" et 7(g5 )9 € Za(s)°(F) pour tout
7 € Gal(F/F). Par le méme raisonnement que dans le cas N pair, zs et s’ sont fortement
stablement conjugués. La réciproque est facile. [

On parametre aisément les classes de forte conjugaison stable : on oublie les (¢;);cr+ et on ne
conserve de ¢4 que son déterminant , autrement dit, on ne conserve que I, I'*, (a;)icr, (d;)icr, d+,d—
et le triplet (di 4,d2+, M +72,4+) (cela redémontre d’ailleurs le (i) du lemme).

On a défini en II1.4 la notion d’élément d’élément compact et topologiquement semi-simple
de G. Pour s comme ci-dessus, s est compact et topologiquement semi-simple si et seulement si
tous les a; sont des racines de 'unité d’ordre premier a p. On obtient ainsi un paramétrage des
classes de conjugaison, resp. de conjugaison stable, resp. de forte conjugaison stable, d’éléments
compacts et topologiquement semi-simples de G.

XI.2. Une formule de descente
Soient (m1,ma,ni,ng) € Mao(N), w1 € Wy, i et wa € Wiy, oy Pour j = 1,2, notons ¢™i
la fonction caractéristique de I'orbite O(w;) de w;. Posons p = ¢"1®@p"? € C(Wy, )@cC(Wh,) =

Koy imany na- Posons f = k(p) € C, cf. IX.6, et associons a f la fonction fz € C2°(G), cf. VIL2.
On se propose de calculer J G(x, fa) pour un élément x € G semi-simple régulier elliptique.
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Fixons un tel élément . Comme on I’a dit dans le paragraphe précédent, il est nécessairement
compact. On peut décomposer x en produit z = su, ou s est compact et topologiquement
semi-simple, u est topologiquement unipotent, s et © commutent. Parce que z est elliptique, s
l'est aussi. Associons a s les données I = I*, etc... (d1,i,d2)icr+, (di+,d2 4,71 +,M2,+) comme
dans le paragraphe précédent.

. mi mi+1
Pour j = 1,2, posons m; _ = [5], m; 4 = [

]. Considérons I'hypothese :

di+ = m1 4+ mod 27, da_ = mao  mod 27
dy > mi+ + m§’+, d->mi_(mi—+1)+mg_(mg_ +1).

(Hyp) {
Sous cette hypothese, posons :
Ny = (dy —mf, —m5)/2, No = (d- —my—(m1- +1) = ma—(ma,— +1))/2.

Ces nombres sont entiers. Pour simplifier les notations, étendons l'ensemble d’indices I en
lui adjoignant des indices + et —, i.e. posons I = I U {+,—}. En fait, l'indice +, resp. —,

ne jouera aucun rdle si dy = 0, resp. d— = 0. Notons N(x,ny,ny) Pensemble des familles
n = (nj;);_ 9 ;c; d’entiers > 0 telles que :
niy +na4 =Ng, ni_+no_ =N_, ni;+no;=d; pour tout i € I,

nj 4+ +nj_ + Znﬂfz =nj pour j =1,2.
el
Pour une telle famille n, on pose :

W(n) =Wy, . X Wy, X Wy X Way - x [[(Sny, X Gny,)-
el

Soit v = (vji) j—1 94e7 € W(n). En X.1, on a défini une fonction de Green Q(my,—, ma,—;v1,—, v2,-)
sur le groupe symplectique Sp(g—) (elle est en tout cas bien définie & conjugaison pres). Elle
est a support topologiquement unipotent. De méme, dans [MW], on a défini une fonction de
Green Q(mi 4, ma 4;v1 4,v24) sur le groupe orthogonal SO(q4) et, pour ¢ € I, une fonction
de Green Q(vy;,vz;) sur le groupe unitaire U(g;) ([MW], paragraphes 3.3 et 3.11, modifiés
par les erratas ci-dessous). Remarquons que, d’aprés ces définitions, on a Q(v14,v2,;) = 0 si
n;i # d;; mod 2Z. On pose :

Q(v) =Q(m1 4, ma ;1 4+,v24) @ Q(my —,ma ;v —,v2 ) @ (®icrQ(v1,i,v2,))-

C’est une fonction sur Zg(s)?, & support tologiquement unipotent. Puisque u € Zg(s)?, on

définit l'intégrale orbitale JZG(S)O(uQ,Q(V)) dans ce groupe (les mesures satisfont la méme
normalisation qu’en X.1). Soient 7 € I et j = 1,2. On définit un plongement §;; : &,;, —
Wi, .1~ de la fagon suivante. Pour v € &,,, et h € {1,...,n;;fi}, on a:

B +h, st h > nj,,
&,i(v)(£h) = { tou(h), sih<n;;

On définit d’autre part w;; € Wy, ,y, par :

o h+mnji, st h <nj;(fi —1),
’U)],Z(h) = { nngz —h— Njiis si h > njﬂ-(fi — 1).

On définit 'application (j; : &n;, — Wi, 5, par (ji(v) = w;:&;i(v). Ce n’est plus un homo-
morphisme de groupes mais deux éléments conjugués dans &,,,;, ont des images conjuguées
dans W, . r,. Pour n € N(z,n1,n2) (écrit comme ci-dessus), on définit :

Gm): W, x Wy, x [[Sn,, = Wa,.

icl
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C’est la composée de I'application id xid x [ [;c; Cj.i, & valeurs dans Wy, x Wy, - X[ Lic; Wa, 1
et de l'injection naturelle de ce produit dans Wp,;. On en déduit une application :

C(n) = Cl(n) X C2(n) : W(n) - Wnl X an'

Proposition. (i) Si Uhypothése (Hyp) n'est pas vérifice, JC (x, fa) =0.
(ii) Supposons U’hypothése (Hyp) vérifiée. Alors on a l’égalité :

T, fo) = (UMl (=0 w2 Y (W)

neN (z,n1,n2)

>, sgnep(vi )™ sgnep(va,4)™2 = JZ6° (W2, Q(v)),
veW (n)i¢(n)(v)€O(w1)xO(w2)

o a= m17,[m§’+] + mz,f[mz’ﬂ; b= [méf] + [mé’]

Preuve. Associons a s une décomposition V- =V, @ V_ @ (®;c;V;) comme en 1.3. Posons
N; = mj(";j +1)

+2n; pour j = 1,2. Par construction, la fonction fz est a support dans K Ni,No-
Pour g € G, la condition g 'sug € K Ni,N, est équivalente a la réunion des deux conditions
g lsg € [N(NLN2 et g lug € Kn, N, En effet, si g tsug € f(Nl,NQ, on a g~ 's?u’g € Ky, N,-
Or s est topologiquement semi-simple et un raisonnement élémentaire entraine que g~ 's?g et

g 'u?g appartiennent tous deux a K N1,N,- Puisque ¢ 'ug appartient & ’adhérence du groupe

engendré par g 'u?g, on a aussi g7lug € Kn, n,. En revenant a la condition initiale, on a
g_lsg (S KNl,NQ'

Etudions 'ensemble des g € G tels que g 'sg € Kn, n,. Pour un tel élément, on a g~ 's%g €
K, N, Cela entraine que s> conserve les réseaux g(Lg) et g(Ly,). Pour i,i’ € I, i # 4,
aucune valeur propre de s? dans V; n’est congrue mod wo & une telle valeur propre dans Vy
(les valeurs propres de s? dans V; sont égales & 1 si i = +, & —1 si i = —, et conjuguées
a a; ou a;l si ¢ € I). Un raisonnement simple d’algebre linéaire entraine que chacun des
réseaux g(Lg) et g(Ly,) est somme de ses intersections avec les V; pour i € I et, quand i € I,
ces intersections sont des o;-réseaux. Posons L, ; = g(L,) N V; pour v = 0, Ny et i € I. La
relation g~'sg € K, n, entraine que s(Lo;) = Ly,.i» 8(Lnyi) = Lg; pour tout i € I. Posons

Lt]ivﬂ- = {v € Vi;W' € Lpy,i,qi(v,v") € 0;} (avec 0; = 0 si i = %). Les relations précédentes

sont équivalentes a 1’égalité Lg\,? ; = Lo,;. Remarquons que l'on a les inclusions :
Lh, s =Lo;i 2 Ly 2 who; = wliy .

Posons n} ; = dimy, (LN27i/wL§V2’Z.), nh,; = dimfi(LgvM/LNw), ol, comme on l'a dit, f; = F 2y,
sii€ I, et fx =Fg. La famille n’ = (n};),_, , ;. vérifie les relations :

Wiy g+ e 20 fi = Ny, pour j = 1,2,
(1) n/“ + 77/22 =d;, pour i € I,
ngz =d;; mod 27 pour j =1,2,i € I,

ou on a posé dy — = da — = 0. Notons N’ I’ensemble des familles vérifiant ces conditions. On
vient de définir une application :

{9€Giglsge Knyn} — N
Il est clair qu’elle se quotiente en une application :

Zg(s)\{g € G%Q_lsg € f(Nl,Ng}/KNl,NQ — N
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On vérifie que celle-ci est bijective. Pour n’ € N’ fixons un antécédent gy € G tel que
g;,lsgn/ € Ky, N,. Posons K|, = Zg(s) N gn KN, N, g;,l, définissons une fonction fys sur les
éléments topologiquement unipotents de Zg(s)? par fu/(y) = fé(g;,lsygn/). Alors :

(e, fz) = A@)? 3 / 159 sug) dg
n’eN’ ZG(S)gn’KNl,NQ

) = A Y mes(Ey wmes() ™ [ fulg™ug) do.
n’eN’ ZG(S)

Fixons n’ € N, associons & gy les réseaux Ly, ; pour i € I. Soit y un élément tologique-
ment unipotent de Zg(s)?, que I'on décompose en y = [I,c7yi- Pour que fu(y) soit non nul,
chaque y; doit conserver le réseau Ly, ;. Dans ce cas, y; définit par réduction deux éléments
Y1,i € U(LNQ,i/ngvQ?i) et ya; € U(Lng/LNQ’i) ou, pour unifier les notations, on désigne ainsi
des groupes unitaires si ¢ € I, des groupes spéciaux orthogonaux si ¢ = 4, un groupe symplec-
tique si ¢ = —. L’élément g;,lsygn/ de Ky, N, définit par réduction deux éléments x1 € G,
x2 € Gy,. On décompose chacun d’eux en x; = s;y; ol s5; € QN]_ est semi-simple, y; € QNj
est unipotent et s; et y; commutent. Evidemment, s; et s sont les réductions de g;,lsgn/. Les
classes de conjugaison d’éléments semi-simples de G N; se parametrent de facon analogue a 1.3,
cf. [W2] paragraphe 2. On voit que s; est paramétré par ’ensemble I, la famille de dimensions
(ngﬂ) sei» Plus les données (dj 1, n;+) qui parametrent une forme quadratique de rang n} + (pour
étre précis, il conviendrait de supprimer de [ les 7 tels que n;Z = 0, mais peu importe). La com-
posante neutre du commutant de s; dans Gy, s’identifie a [ [, 7 U(L]\;Q’Z-/ng\,2 ;) et y1 s’identifie
a Hief y1,i- Une assertion analogue vaut pour y». Posons w; = (m; _, mj 4,n;,0,w;,—). Dans
[W2] paragraphe 5, on a défini, & la suite de Lusztig, une fonction ¢(w;) sur G N Nos présentes
constructions sont faites pour que, sous les conditions ci-dessus, on ait 1’égalité :

—1|0(w1)[|O(w2)]

3) For () = Fa(9 sygn) = mes(Kn, ny) (Wi, [Ws|

P(w1)(w1)p(Wa2)(w2),

le terme mes(Kpn, n,) ! venant de la définition de I'application f fé cf. VIL2. Pour que

¢(w;)(x;) soit non nul, on doit avoir :

(4) n; ., > m§,+, n_ >mj_(m;_ +1),

7,
cf. la relation (H) de [W2] paragraphe 6. S’il existe un élément de N’ vérifiant ces conditions,
Ihypothese (Hyp) est vérifiée. En effet, la relation ci-dessus et la deuxieme relation de (1)
entrainent :

dy > mi+ + m§’+, d—>mq_(mi—+1)+mg_(mg_ +1).

D’autre part, les premiéres et troisiemes relations de (1) entrainent :

=N = mj(m; + 1)

5 = mj 4+ mod 2Z.

Cela démontre la premiere assertion de la proposition : si (Hyp) n’est pas vérifiée, tous les
termes du membre de droite de (2) sont nuls et J%(z, f5) = 0.

On suppose désormais (Hyp) vérifiée. On définit une injection de I’ensemble des n’ € N’
qui vérifient (4) dans NV (z,n1,n2) : & n’ on associe n tel que :

nj; = n;Z, pour v € I,5=1,2,

njy = (nj, —mj)/2, nj_ = (nj_ —my_(m;_+1))/2.
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Remarquons que I'image de cette injection est 1’ensemble N7(x,n1,n2) des n € N (z,n1,n2)

tels que nj; = d;; mod 27 pour tous j = 1,2, i € I. On peut réindexer la somme (2) par
N'(z,n1,n2) en indexant par n les objets indexés précédemment par n’, si n’ correspond & n par

la bijection ci-dessus. Reprenons le calcul précédent. On a calculé la valeur ¢(w;)(z;) en [W2]
proposition 6(ii). On doit harmoniser nos notations avec celles de [W2]. Elles sont telles que,

pour v; = (vji);cj € Wi, . xWhn, _xX]];c; Gn,,, 'expression QZ(mj’+’dj’+)q5(mj”’mj*)/szj,,,mj,Jr,vj (v5)
de [W2] soit égal a :

B) (D)™ QM4 vj4) (i) Qmy - v, ) (i) [ Quja) (wsa)-

iel

ol Q(mj,—,v;—) a été défini en X.1 et les autres fonctions sont définies de facon analogue, cf.
[MW] 2.14 et errata. Il est facile de comparer Q(m; —,v;,—)(y;—) et Q(m; —, vjv_)(y?’_). 11 suffit
en effet de comparer les fonctions :

Q(mj—,vj ) ()
/!
Y

N |
Q(mj,_, Uj7_)Lw(2Y).

définies sur I’ensemble des éléments de I'algebre de Lie sous-jacente. On obtient 1’égalité :

my

Q(my—,vj, ) (yj—) = v 2 1Q(my—, v, ) (y3 ).

Un calcul analogue conduit aux égalités :

Q(mj4,vi+) Wit ) = Q(my 4,05, ) (Y5 1),

Q(v;4) (W54) = Quj.0) (U3,
pour tout i € I. Alors (5) se récrit :

my

(=122 1Q(my 4, vy 4) (5 )Qmy -, w5, ) (w3 ) [T Qv (43)-
iel
Le produit de ces expressions pour j = 1,2 est égal a :

my
>

(=142 () S mes(K) Q(v) (42),

ot v = (vi,va) € Wy et Kn = Z¢(5)°NgnKn, N, 95+ (la mesure mes(Ky a été introduite dans
les définitions des fonctions Q(mi 4+, m2 ;01 4,024 ), Q(m1 —, Mg, _;v1,—,v2 ) etc...). Alors la
proposition 6(ii) de [W2] entraine :

p(w1)(21)p(W2)(w2) = (_1)n1+n277;n.ti77§3_’7V(—l)al/(Q)bmes(Kn) Wi [[Ws, |

n —1
’ 0w [0(u " ™!

> sgnep(vi,4)"™ " sgnop(vz,+ )" Q(v)(y),
veW (n);¢(n)(v)€0(w1)xO(w2)

ol a et b ont les valeurs indiquées dans ’énoncé. En se reportant & (3), cela prouve 1'égalité :
Faly) = ()™ 2 50y 3 w(=1) 0 (2) mes (K, v,) ™ mes (Kn) [W (n)| !

> sgnep(v1,4) ™ sgnop(va,4 )™ Q(V) ().
veW (n);¢(n)(v)eO(w1)xO(w2)
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On reporte cette valeur dans (2). Les mesures de Ky, n, disparaissent. Si Zg(s) est connexe,
on a K, = K/, les mesures de ces groupes disparaissent et l'intégrale sur Z;(s) est aussi une
intégrale sur Zg(s)". Si Zg(s) n’est pas connexe, on se rappelle que K, NO(q4) est le stabilisa-
teur du réseau L, . Il coupe la composante non neutre de O(g. ). Donc mes(K})  Tmes(Ky) =
1/2. D’autre part, la fonction f, ci-dessus est invariante par conjugaison par K. On peut dans
(2) remplacer 'intégrale sur Zg(s) par deux fois I'intégrale sur Zg(s)?. Dans les deux cas, les
mesures de K/ et K, disparaissent donc, & condition de remplacer 'intégrale sur Zg(s) par
une intégrale sur Zg(s)°. D’autre part, le terme A(z), qui est le facteur A calculé dans G, est
égal au facteur AZG(S)O(u) calculé dans le groupe Zg(s)". Alors, pour v € W(n), on a I'égalité :

A [ QW) dg = 57 Q)

La formule (2) devient celle de 1’énoncé, a ceci prés que la somme porte sur 'ensemble N (z, nq, n2)
au lieu de N (x,ny,nz). Mais on a déja dit que, pour n € N(z,n1,n2) \ N'(x,n1,n2), on a
Q(v) =0 pour tout v € W (n). On peut donc aussi bien sommer sur tout N (z,nq,n2). O

X1I.3. Une formule de descente, suite

Soit (m1,ma,n1,n2) € Ma2(N). On suppose :

- si N est pair, m; = mg, ng =0;

- si N est impair, m; = mg £ 1, inf(mq, mo) est pair, ny = 0.

Soit ¢ € K[m1,ma,n1,ng] = C(Wy,) ®cC(Why,). On suppose ¢ a support elliptique. Posons
f = kotou(yp). Soit x = su comme dans le paragraphe précédent. Supposons vérifiée I'hypothese
(Hyp) de ce paragraphe. Posons ny = Ny, n_ = N_, n; = d; pour i € I. Si N est pair,
posons (j',j"”) = (1,2). Si N est impair, posons (j’,;”) = (2,1). Puisque n;» = 0, ’ensemble
N(x,n1,n2) se réduit a un seul élément, que I'on note n, pour lequel on a nj ; = n; et njr; =0
pour tout ¢ € I. On a :

W(n) =W,, xW,_x HGW.
el

On définit une fonction ¢y, sur ce groupe par :
¢n(v) = sgnop(v-)""" o ((n)(v).
Considérons la composante Sp(q_) de Zg(s)?. On a défini en X.3 I'espace :
K" = @r rpeNri4ra=n_C(Wr) ®@c C(Wr,),
son sous-espace IC:”’, I’endomorphisme "~ de K"~ et une application :
Q (ma,—,ma, )M KL — C(sp(g-).

Pour simplifier les notations, on note ces objets respectivement K_, K_ o, ¢—, QL. Cette
derniere application se releve au groupe en une application que I'on note :

Q- : Koy — C=(Sp(q-))-

En [MW], on a défini des applications analogues relatives aux autres composantes SO(q)
et U(g;) pour i € I. Posons :
Ky =K"+.

On définit le sous-espace K4 ¢, I'endomorphisme ¢4 = "+ de K et I'application :

Q+ =Q (m1g,may) : Ky — C2(S0(qy))
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cf. [MW] 3.10, 3.11 (les applications ¢ sont notées p* or en [MW]; on a ajouté ici un exposant *
pour distinguer les fonctions sur les groupes spéciaux orthogonaux des fonctions sur les groupes
symplectiques). Pour tout ¢ € I, posons :

Ki= @TI:TQEN,T1+T2:niC(6T1) ®c C(Gm)'
On définit le sous-espace :

’Ci,ell - 697’17T2€N,T1+'I"2:nic(6rl,U*Gll) Qc C(Grg,Ufell)

ou, pour tout r € N, on note &, ;y_y le sous-ensemble des éléments de &, qui sont produits
de cycles de longueur impaire. On a un endomorphisme ¢; de K; et une application :

Qi Kien — CZ(U(qi)),

cf. [MW] 3.2, 3.3. Toutes ces applications définissent par produit tensoriel un endomorphisme
tj de ®,;.7K; et une application :
Q7 ®;eiien — CF(Za(5)°).

Remarquons que, par construction, ¢; conserve le sous-espace ®; iK; . Identifions I'espace

C(Wh, ) ala composante C(W,, )®cC(Wy) de K4, identifions de méme C(W,,_) & la composante
C(W,_)®cC(Wp) de K_ et, pour tout 7 € I, identifions C(S,,,) a la composante C(&,,,) ®cC(So)
de KC;. Alors C(W (n)) s’identifie & un sous-espace de ®,_;K;. On peut donc définir :

fo=Qjoti(¢n)-

Corollaire. (i) Si I’hypothése (Hyp) de XI1.2 n'est pas vérifice, JC(x, fa) =0.
(ii) Supposons vérifiée cette hypothése (Hyp). Alors on a l’égalité :

JG(‘rv fé) = C(Tll,+772,+)ml’7 (_1)m17,d[ JZG(S)O (U2, fn)a

oudr =7y ;. d;et:

. { (=1)mL+, st N est pair,

v(=1)™.~  si N est impair.

Preuve. Posons ¢ = 7 o0 1(¢). On peut considérer 1) comme une fonction sur la réunion
disjointe :
|—|7’1J’2€N,T1+T2:n1+n2WT1 X Wh,,
R L sr
a support elliptique. On peut alors I’écrire :
Y= > > (wy, wa) et @ "2,
r1,r2€N, 11 +ro=n1+ng Wi, w2

ou, pour j = 1,2, w; décrit un ensemble de représentants des orbites dans W, .;;. Pour chaque
terme de cette somme, 'intégrale orbitale JC (z, (k(p"“* ®¢"?))s) est calculée par la proposition
XI.2. Si I'hypothese (Hyp) de XI.2 n’est pas vérifiée, toutes ces intégrales orbitales sont nulles
et la premiere assertion du corollaire s’ensuit. Supposons vérifiée cette hypothese (Hyp). Alors :

(1) Tz, fo) = ()™M (1) (2) > Yo W)t

r1,72€N,r1+ro=n1+n2 reN(z,r1,r2)

> (wi, ws) > sgnop(v1,+)™ = sgnep (v, )" T4 (W2, Q(v)).
w1,Ww2 veW(r),((r)(v)eO (w1 )X O(ws2)
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On peut remplacer la double somme en wi,wy et v € W(r) tel que ((r)(v) € O(wy) x O(ws)
par une somme sur v € W(r), a condition de remplacer ¥ (wy,ws) par ¥ o {(r)(v).

Fixons r1, 79, v € N(x,r1,r2) et v € W(r), dont on peut supposer toutes les composantes
elliptiques, ou U-elliptiques. On peut écrire :

W(r) =W, X Wey . X Wey - x Wiy x [[(8ry, X &1y).

i€l
Sous cette forme, on voit que v est un point en lequel on peut évaluer tout élément de ®;_;K;.
Montrons que l'on a I’égalité :
(2) Yo l(X)(v)sgnep(vi,4)™ sgnep(ve,4 ) = e(ma,ma)(=1) 25 (pg) (v),

ou ¢(my,ms) est défini en IX.9. On a la suite d’inclusions :

¢(r) _

W(r) = Wiy X Wiy = Wiy, = Why X Wi,

(on rappelle que nj» = 0). Notons (w1, w2) = ¢((r)(v) et w 'image de (w1, wsz) dans Wy, 4p,.

En se reportant aux définitions de ¢ et 7 et en tenant compte de 1'égalité n;» = 0, on voit que :

Yo (r)(v) = e(my, ma)sgn(wy)sgn(ws)sgnop(w1)™H = sgnop(we) ™~ @(w).

Pour tout entier h € N et tout u € W ¢, on a sgn(u) = (—1)". Pour tous entiers h, f € N,
définissons un plongement ¢ : &, — W,y comme en XI1.2. On vérifie que, pour v € &y, la
condition u € &y, ey est équivalente a ((u) € Wiy ey et que, si cette condition est vérifiée, on
a légalité sgncop(¢(u)) = (—1)". Remarquons aussi que les hypothéses entrainent my — = mg, .
Grace a 'égalité ci-dessus, le membre de gauche de (2) est égal a :

(_1)d+n1+n2 C(

mi,—

my, m2)59nCD(U1,f)ml’7SgnCD(UQ,f) o(w).

Pour tout i € I, notons v; I'image de (v1,,v2;) dans Wy, si i = £, dans &, si i € I. Posons
v = (vi),cj € W(n). Par définition de ¢, on a Iégalité :

ti(#n) (V) = ¢n(v).

11 est facile de vérifier que les éléments ((n)(v) et w sont conjugués dans Wy, 4n,. La définition
de yn entraine donc :

p(w).

On a de plus sgncp(v—) = sgncp(vi,—)sgnep(ve,—). En comparant avec I’égalité précédente,
on obtient (2).
La définition de Q7 est telle que :

> Yoo W@ D ien)(vV) = Qo ti(¢n) = fa.

r1,r2€N,r1+ro=n1+n2 re N (z,n1,n2) veW(r)

Lf(@n)(v) = sgncp(v_)™®

Alors les égalités (1) (modifiée comme on ’a dit) et (2) entrainent une égalité que ’on transforme
aisément en celle de I’énoncé, en utilisant 1’égalité mq _ = mo _ et un calcul élémentaire de a,
b et c(m1, ma). O

X1.4. Constance d’intégrales orbitales sur les classes de forte conjugaison stable
elliptiques

Les hypotheses sont les mémes que dans le paragraphe précédent.

Corollaire. Les intégrales orbitales de fz sont constantes sur les classes de forte conjugai-
son stable réguliéres elliptiques.
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Preuve. Soient z, ' deux éléments réguliers elliptiques de G, fortement stablement conjugusés.
On veut prouver que J%(z, fa)=4J G, fa)- Les deux éléments x et 2" sont compacts, écrivons
x = su et ' = s'u/ comme en XI.2. Nos deux intégrales orbitales sont calculées par le corollaire
précédent. On affecte d’un ’ les données relatives & x’. D’apres la description de V.3, les éléments
s et s’ sont fortement stablement conjugués (remarquons que det est trivial sur les éléments
topologiquement unipotents). On a donc d; = d;-7+ pour j = 1,2, cf. XI.1. Alors ’hypothese
(Hyp) relative & = est équivalente & la méme hypothese relative & z’. Si cette hypothese n’est
pas vérifiée, nos deux intégrales orbitales sont nulles. Supposons cette hypothese vérifiée. Les
termes c et d intervenant dans la formule du corollaire précédent sont les mémes pour x et z’.
Un terme 7, n'est pas forcément égal a 7;+ mais le produit 7} 75 . est égal a 11 472,4, cf.
XI.1. 11 reste a prouver ’égalité :

(1) TR fo) = TP (W, ).
D’aprés V.3, les deux groupes Zg(s)? et Zg(s')? sont formes intérieures 1'un de I'autre. Il en
résulte une correspondance bijective entre les classes de conjugaison stable régulieres elliptiques
dans Zg(s)? et Zg(s')°. D’apres V.3, il existe v € Zg(s) tel que les classes de conjugaison stable
de v(u) et de u’ se correspondent par cette bijection, donc aussi celles de v(u?) et w'2. Si Zg(s)
n’est pas connexe, la fonction f, étant par construction invariante par au moins un élément
de Zg(s) \ Za(s)?, ses intégrales orbitales sont invariantes par v, et on peut supposer que u?
et u'2 sont dans des classes de conjugaison stable qui se correspondent. Chacun des groupes
Zg(s)? et Zg(s')? se décompose en produit d’un groupe symplectique, d'un groupe spécial
orthogonal et de groupes unitaires. Cela nous rameéne a démontrer des égalités analogues a
(1) pour chacun de ces facteurs. Pour les groupes spéciaux orthogonaux ou unitaires, 1’égalité
résulte de [MW], proposition 3.4(i) et proposition 3.12(i). Avec les notations des paragraphes
précédents, on peut identifier les deux facteurs symplectiques Sp(g—) et Sp(q_). L'égalité a
prouver pour les facteurs symplectiques s’écrit :

TS (W2, Q (ma - ma ) 0 (o)) = T (w2, Q (i - ma, ) 0 " (),

ol u_ et u_ sont les composantes de u et v’ dans Sp(g_) et p_ est un élément de C(W,,_). On
introduit 'application :
1+ %

X

2

F:X—

qui envoie bijectivement I’ensemble des éléments tologiquement nilpotents de ’algebre de Lie
sp(g—) sur celui des éléments tologiquement unipotents dans Sp(g—). Soient X, X’ € sp(q_)
tels que E(X) =u? et B(X') = W’ L égalité a prouver s’écrit alors :

TP (X,Q (ma,—,ma, ) 00" (p)) = TP (X,Q (my —,ma )M 0u™ ().
Cette égalité résulte de la proposition X.3(i). O

XI.5. Le théoréme de stabilité

On a défini en IX.11 ensemble ngg;jiﬂt( ). Si N est pair, posons Ps'y; (N) = szgjéﬂt(N).
Si N est impair, notons ijdisc(]\f) I'ensemble des (A1, A7) € nggz:z St(N) tels que S(A7) est
pair.

Théoréme. Soit (AT,\7) € Ps dzsc( ). Alors la distribution tracegzm™ (AT, A7) est stable.

Preuve. Par construction, cette distribution appartient a Ry (G), cf. IV.4. D’apres le théoréme
V.5, il suffit de prouver que le caractere de 7 (AT, A7) est constant sur les classes de conjugaison
stable régulieres elliptiques dans G. L’hypothese (AT, A7) € 732 dis () entraine que le caractere
central de la représentation m(AT, A7) de G est trivial. Alors le caractere de 7+ (A1, A7) est
invariant par Zg. D’apres le lemme XI.1, il suffit donc de prouver que ce caractére est constant
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sur les classes de forte conjugaison stable régulieres elliptiques. D’apres la proposition VIL.4(iii),

~y+ —
il s’agit de prouver que les intégrales orbitales de la fonction ( fc){wjf‘ )& sont constantes sur de
telles classes de forte conjugaison stable. D’apres la proposition IX.11, on peut remplacer cette
fonction par (projeusp o ko7 o u(Fp(AT,X7))) 5. Il est clair que :

Projeusp © ko 7o L(Fp(AT, A7) = kot owoproju(Fp(AT,A7)).

Posons A = ATUAX ™. Alors proje (Fp(AT, A7)) est combinaison linéaire d’éléments proje;(p(, €))
ol € € {£1}7°79N | Parce que (AT, A7) € Pstices X est & termes pairs si N est pair, impairs
si N est impair. De la définition de p(A,e€) résulte que projeu(p(A,€)) est un élément de K
vérifiant les conditions imposées a 1’élément ¢ de XI.3. Le corollaire XI.4 implique que pour
tout ¢, les intégrales orbitales de (ko7 oo projei(p(A,€)))s sont constantes sur les classes de

forte conjugaison stable régulieres elliptiques de G. C’est ce qu’il fallait démontrer. [J
XII. Transfert endoscopique de SO(N + 1) vers Gy, pour N pair

XII.1. L’application norme

On suppose désormais :

- N est pair;

- 'assertion (Lemmefond)<y est vérifiée, cf. VI.1.

On note simplement H le groupe H7; Jo de I11.2 (autrement dit le groupe SO(N+1) déployé).
Rappelons que I'on a introduit, a la suite de Kottwitz et Shelstad, I’application :

Norme : éreg/st — Hyeq/st,

et que, pour g € éreg et h € Hyeq, on a convenu d’écrire Norme(g) = h pour signifier que
I'image par cette application de la classe de conjugaison stable de g était celle de h.

Soient g € éreg et h € Hyeq, supposons Norme(g) = h. Alors g est elliptique si et seule-
ment si h Pest. Supposons qu’il en soit ainsi. Alors g et h sont aussi compacts et on peut les
décomposer en g = su, h = s'u/, ou s, resp. s’, est un élément topologiquement semi-simple
de é, resp. H, u, resp. v/, est un élément topologiquement unipotent de G, resp. H, s et u
commutent ainsi que s’ et u’. On a paramétré en 1.3 et XI.1 la classe de conjugaison de s par
des données I = I*, (ai>i€], (di>ief (Ofl I=1U {:l:}), (dl,i,d2,z‘)ie], (d1’+,d27+,771,+,172,+). En

[MW] 3.17, on a paramétré la classe de conjugaison de s’ par des données analogues I' = T /*,

(a;')iEI’a (d;)ieflv (dll,i7 l2,i)i€1” (dll,-w /2,-1—’773,—1-7775,-1-)’ ( /1,—’ /2,—’773,—’775,—)'

Remarque. Plus exactement, les données définies en [MW] sont équivalentes & des données
comme ci-dessus. Les termes a étaient notées s; en [MW]. Pour ¢ € I’, la forme hermitienne
QY de [MW] est paramétrée par le couple (d'lﬂ-,dé’i) comme en XI.1. Enfin les deux formes
quadratiques Q4 et Q- de [MW] sont paramétrées par les quadruplets (dj 4, dy ., 7 4,75 1)
La forme @4, resp. @Q_ est de dimension impaire, resp. paire, autrement dit :

d_=d\, +1=0 mod 2Z.

L’isomorphisme Q4 ® Q_ @ (B Qi) ~ q]‘f/ /9 de [MW] se traduit par les relations :

1) by tdy =dy+d)_+1=0mod 2Z
7]57_'_77’17_ = (—1)2'26[/ dll,i’ 775,-&-775,— = (—1)21’6[’ d’z,iy(—l)déﬁr.

On a noté A(g) '’ensemble des valeurs propres de I’automorphisme ‘o', ot o € Isom(V, V*)
est tel que g = 4. Une partie des données paramétrant s se déduisent de A(g) de la fagon sui-
vante. Etendons la valuation val en une valuation définie sur F, & valeurs dans Q U {oo}. Tout
élément x € F tel que val(z) = 0 s’écrit de facon unique comme produit z = 2.2, oll . est
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une racine de 1'unité d’ordre premier & p et val(x, —1) > 0. D’autre part, pour z € F*, notons
Q(x) 'ensemble des conjugués de x. Il y a alors une décomposition en union disjointe :

et, pour tout i € 1:, une bijection :
(2) A9 = ai) x {1,....d;},

ol 'on note a; = 1, a— = —1, de telle sorte que la composée de cette bijection et de la
projection sur le premier facteur Q(a;) coincide avec lapplication x — z.. On a associé a
s une décomposition V = D,ciVi L’élément u se décompose en u = Hie 7ui, ol u; est un
automorphisme Fj-linéaire de V; (avec F; = F si i = £). Notons A(u;) 'ensemble des valeurs
propres de cet automorphisme. Alors I'’ensemble {a;z%;2 € A(u;)} est I'image réciproque de
{a;} x{1,...,d;} par la bijection (2).

On décrit de fagon analogue une partie des données paramétrant s’ & 1’aide de ’ensemble
A(h) des valeurs propres de h. Nous n’explicitererons pas cette description, mais en tirerons
les conséquences. Ecrivons u' = [, 7 u; et définissons A(uj) comme ci-dessus. Grace a 1'égalité
A(h) ={—x;2 € A(g)} U {1}, cf. II1.2, on peut supposer :

I'=1;

I = —a;, d; = d; pour tout ¢ € I;

(3)d\, =d_+1,d_=d;;

(4) A(u}) = {22 € A(w;)} pour tout i € I;

(5) A() = {e% 0 € A(uo)} U {1}, A(ul) = fe%io € Aluy)).

Pour i € I, u; et u) appartiennent & des groupes unitaires de méme rang, qui sont forcément
formes intérieures I'un de l'autre. La relation (4) dit que les classes de conjugaison stable de
u) et uf se correspondent. L’élément v/, appartient & un groupe spécial orthogonal impair et
I’élément u_ appartient & un groupe symplectique de méme rang. On a défini en X.4 une
relation ~ entre éléments réguliers des algebres de Lie de ces groupes. Cette relation se releve
aisément aux éléments du groupe qui appartiennent a 'image de 'application de Cayley notée
FE en XI.4, en particulier aux éléments topologiquement unipotents. La premiere relation de
(5) dit que u? ~ /. L’élément v’ , resp. uy, appartient au groupe orthogonal d'une forme
quadratique @_, resp. q1. Ces formes ont méme dimension et celle-ci est paire. D’apres la
seconde relation de (5), ces éléments, qui sont réguliers, ont méme ensemble de valeurs propres.
Il en résulte que les déterminants de Q_ et ¢y sont égaux dans F'*/F*2. Autrement dit :

6)  (dy_,dy_,m 15 ) = (diy,doy,m472,4)

Les deux groupes orthogonaux sont alors formes intérieures I'un de 'autre et la seconde relation
de (5) nous dit quil existe v € O(q4) tel que les classes de conjugaison stable de u’_ et de y(u?)
se correspondent.

Remarquons que les relations (1) et (6) permettent de déterminer le triplet :

(7) ( /1,+7 d,2,+7 77/17+77é,+) = (d17+ + 17 d2,+7 7717+772,+(_1)ZZEI diy(_l)d27+)'

XII.2. L-paquets pour les groupes orthogonaux impairs
Soit (AT, A7) € Pst,. (N). Notons W le groupe de Weil de F et H = Sp(N, C). Au couple
(AT, A7) on associe un homomorphisme :

YA, A7) We x SL(2,C) — H

bien déterminé a conjugaison pres par H. On le construit de la fagon suivante. Notons &y le
caractere trivial de Wr et £ son unique caractere d’ordre 2 non ramifié. Pour tout entier
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m > 1, notons p,, I'unique représentation irréductible de SL(2,C) de dimension m. Pour tout
n = = et tout i > 1 tel que A} # 0, 'homomorphisme :

& @ pyn : Wr x SL(2,C) — GL()\],C)

prend ses valeurs dans un sous-groupe isomorphe & Sp(A], C). Il y a d’autre part une injection
évidente :

[15p(\],C) — Sp(N, ).
7,8

Alors (AT, A7) est le composé :

Hn,ié’ﬂ@p)ﬁ
Wrx SL(2,C) = " J]Sp(A!,C) — Sp(N,C).
7,0

Notons Z((A*,A7)) le commutant dans H de Pimage de (A1, A7). 11 contient I’élément
—1 du centre de H. Notons E(AT, A7) I'ensemble des caractéres de Z g (WA, A7) triviaux
sur cet élément —1 et sur la composante neutre Z g (¢(A*, A7))% Dans [MW] 5.1, & la suite de
Lusztig, on a associé a tout e € E(AT, A7) une représentation admissible irréductible de H, que
I'on note ici Tyt A ) e Elle est de la série discrete. Rappelons que 'on note trace T (AT A7),
son caractere. Posons :

€

O S SN
eEET, A7)

On sait d’apres [MW] théoreme 8.3 que cette distribution est stable.

XII.3. Le transfert des L-paquets

Théoréme. Soit (AT, A7) € P;fdisc(]\f). Alors tracezm™ (AT, A7) est un transfert de trace o(AT,A7).

Preuve. Nous sommes dans les conditions ou le théoreme VI.3 s’applique (en particulier
grace a notre hypothese (Lemme fond)>n). Il suffit donc de prouver I’assertion suivante :

(1) soient g € éreg et h € H,.y deux éléments semi-simples réguliers elliptiques ; supposons
Norme(g) = h; alors on a D'égalité trace (AT, A7)(h) = tracesm (AT, A7)(g).

Les éléments g et h sont compacts. On écrit g = su, h = s'u/ comme en XII.1 et on introduit
les données I, (a;)ier, (di);cf> (dii,dai)ier, (di+,d2+,m,+,m2,+) qui parametrent s ainsi que
les données 1, (_ai)ieb (d;)iefa ( /1,i7 /2,i)i617 (d/1,+7d/2,+377/1,+>77§,+)7 ( /1,—7 /2,—377/1,—7775,—) qui
parametrent s’.

Posons ¢ = projo(Fp(AT,A7)). C’est un élément de K. Posons f = ko 7 o t(p). Comme
on 'a expliqué dans la preuve du théoreme XI.5, les propositions VII.4(i) et IX.11 entrainent
I’égalité :

tracegm™ (AT, A7)(9) = Alg)"2T% g, fg)-

Posons A = AT UA™. Les termes de cette partition sont tous pairs. Pour e € {#1}707d})

posons ¢ =< €, A" > proje(p(A,€)) et f€=koTou(p). On a l'égalité :
b= Y. ¥
ee{il}Jord()\)

d’ou :
(2) traceéw+()\+, AT)(g) = A(g)_1/2 g JG(ga fé)
ee{il}Jord()\)
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D’aprés les définitions de IX.8 et IX.10, pour e € {£1}7974N il existe un couple d’entiers > 0,

notons-le (m(e),n(e)), tel que ¢ appartienne a K[m(e), m(¢), n(e),0]. Posons m(e)_ = [mée)],

[m(EQ)-i-l]

m(e)y = . Considérons I’hypothese :
. di 4+ = do 4+ = m(e)1 mod 27,
(Hyp") { de > 2m(e)2, d_ > 2m(e)_(m(e)- + 1),

Sous cette hypothése, en appliquant la construction de XI.3, on déduit de ¢° une fonction sur
Z(5)?, notons-la Junip- Grace au corollaire XI1.3, on a I'égalité :

B 0, si (Hyp®) n'est pas vérifiée,
T (O EmO-di (g gy YO g2 (02 fe ), si (Hypt) est vérifice.

s Junip

Dans [MW], on avait défini :

- un espace R, un sous-espace R¢y; et une projection proje; : R — Re;

- un endomorphisme pt de R, conservant R ;

- un homomorphisme 9y 5o : Reyy — C°(H) (la premiere composante du ¢ de [MW]
3.16);

- pour tout quadruplet (giq, o, €1,€2) formé de deux partitions p;, py telles que p; U
Mo = A et de deux éléments €; € {:I:l}‘]‘”"d(“ﬂ') pour 7 = 1,2, un élément de R, notons-le
Pr(11, Ko €1, €2) 3

- pour tout tel quadruplet, une combinaison linéaire des éléments précédents, que nous
notons Fpg (fy, o, €1, €2).

Rappelons quelques définitions. L’espace R est somme directe de sous-espaces R (71,72, n1, n2)
sur les quadruplets (r1,72,n1,n2) tels que ri,ni,ne € N, ry € Z, 7"% +7ry + r% +n1+ng = %
On a R(r1,r2,n1,n2) = C(Wy,) ®@c C(W,,). Le sous-espace Ry est le sous-espace évident
des éléments a support elliptique. Soit (g, po, €1, €2) comme ci-dessus. Pour j = 1,2, posons
N;j = S(p;)- On a (pj,€5) € Zsymp(Nj), cf. IX.8. On lui associe comme dans ce paragraphe
deux entiers hj,n; > 0 tels que hj(hj + 1) + 2n; = N; et une représentation p(p;,¢;) de Wi,
Posons :

(%, %), si h1 = hg mod 27
(ri,re) = (fashe=l mthotly b gi by = hy mod 22 et hy > ho
(he=hizl  Mathatly i by 2 hy mod 22 et hy < ho.

Alors pR(“lvl'LQvfl?EQ) est I’élément p(l"’lvel) ® p(l"’2762) de R(T17T27n17n2) = C(Wnl) Q®c
C(Why).

Remarquons que I'ensemble des caractéres de Zg (Y(AT,A7))/Z;((A1,A7))? s’identifie
naturellement & {£1}70rdx") x {+1}7o7dX7) Son sous-groupe E(AT, A7) s’identifie au groupe
des (e*,€7) € {£1}7ordX") 5 {£1}/ordN7) tels que :

II o= JI <.

i€Jord(XT) i€Jord(A7)
L égalité suivante est vérifiée pour tout e = (¢, e7) € {£1}7ordAT) 5 {41} JordA7) .
(4) A(h)71/2JH(h7 wk,iso o pLo pTOjell (pr(A+7 Ai? 6+7 67))) =

0, sieg BE(AT, A7),
(—1)N%trace Typiataye(h)  siec E(AT, 7).
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Cela résulte de l'application successive du théoreme 1.9, du lemme 4.2, du corollaire 5.7, de

la proposition 5.5 et du théoreme 6.26 de [MW]. En particulier, le signe (—1)N/2 est issu du
corollaire 5.7.

On a d’autre part I'égalité :
(5) > ForMWHP AT eh e )= Y <e A > pr(A0,60).

(e+,e)e{£1}ordAh) x [£1}Jord(A ™) ee{£1}7ord(N)

Cela résulte des lemmes 6.4, 6.7 et du corollaire 6.12(i) de [MW].
Pour € € {:l:l}Jord(A)a posons 90% =<6, > pTOjell(P(/\a Q), €, @)) et f67H = wk,iso © pl’(@%)
Des formules (4) et (5) résulte 1'égalité :

(6) trace a(AT, A7) = (=1)V2A(h)71/2 Z JH(h, fo).
66{:|:1}J0Td(’\)

Soit € € {#1}797¥N remarquons que, par construction, (m(e),n(e)) est le couple d’entiers
attaché par la correspondance de Springer généralisée a (A, €). En appliquant les rappels ci-
dessus, on voit que ¢%, appartient a R(m(e)—, m(e)4,n(e),0). La proposition 3.19 de [MW] est
analogue a la proposition XI.2 ci-dessus et on en tire un corollaire analogue a notre corollaire
XI1.3. 1l s’énonce de la fagon suivante. Considérons ’hypothese :

dy = m(e)y mod 27
e, H 2,— + ’
(Hyp“™) { &, >m(e) + (m(e)_ +1)%, d_ > 2m(e)?.

Sous cette hypothese, en appliquant la construction de [MW] 3.19, on déduit de ¢, une fonction

sur Zg(s')°, notons-la fi;ﬁp. On a I'égalité :

) JH (B, o) = 0, si (HypSH) n’est pas vérifiée,
’ T (=1)O N2y (1) g Zu (0 ey si (HypSt) est vérifiée,

unip

oll a = m(6)3*m(6)—+m(6)i*m(6)+_

Grace aux relatQions XII.1(3) et (6) et a la congruence évidente dy = dpy mod 27 (car
diy+day = dy = N = 0mod 2Z), on voit que les hypotheses (Hyp) et (Hyp“H) sont
équivalentes.

Supposons cette hypothese vérifiée et revenons a la définition de la fonction fy,,,. Posons
n = (n;);c.f, ou:

2 d

ny = d% —m(e)i, no =5 —m(e)_(m(e)- + 1), n; = d; pour tout i € I.

Définissons comme en XI.3 les ensembles W (n), K; pour i € I et les applications :
((n) : W(n) — Wy,
b = Bttt @ik — @ik,

Qj = ®i€[~Qi : ®ief’Ci,ell - CCOO(ZG(S)O)

Avec les notations de XI.3,on a Q4+ = QT (m(€)y,m(e)+), Q- = Q~ (m(e)—, m(e)_). Considérons
¢ comme un élément de C (Wn(e),ell) et notons sgncp,— la fonction sur W(n) produit des ca-
racteres triviaux sur W, et les &, pour i € I, et du caractere sgncp de W,_. Alors :

Cnip = Q7 0 L(sgnpss)= o 0 ().

De facon plus explicite, décomposons Zg(s)? en produit Hie 7 Ui, ou Uy est un groupe spécial

orthogonal, U_ un groupe symplectique et, pour ¢ € I, U; est un groupe unitaire. Décomposons

67



conformément u en produit u = [],_7u;. Pour simplifier, on peut supposer que o ((n) se
décompose aussi en produit : le cas général s’en déduit par linéarité. Supposons donc ¢ o((n) =
®;ciir O oy € C(Wy,) C Ky pour n = £ et ¢; € C(Sy,;) € K; pour i € I. Pour i € I,
définissons ff € C°(U;) par :

f5 = Qyout(ey),
o= Q- ou(sgniiy "),
fi=Qio(p:), pouriecl.
Alors qump = (X)ieifiE et -
JZG(S)O fump H JU w2, fz

La construction de fump est similaire, cf. [MW] 3.19. Elle se reformule de la fagon suivante.
Posons n' = (n;),.; ot nly = nx et n; = n; pour i € I. On en déduit un ensemble W (n') et
une application ¢(n') : W(n') — W,,). On pose K. = K+, K = K; pour i € I. On a des
applications :

v K — K
pour tout i € I. En fait, «; = ¢; pour i € I et i/, = 1. Décomposons Zg(s')? en produit

Zu(s")° =T1;c; U!- On note :
K,

zEI

. AR
f' ZEI]C

leur produit tensoriel. On a des applications :
{ L =Q (m(e)- +1,m(e)-) : Ky oy — C=(UL),  simfe)y =mle)-,
= Q" (m(e)—,m(e)- +1): K, — C2(UL), sim(e)y =
Q- = Q (m(e)+,m(e)+) : KL o — CZ(UL),
Q ’Czell_)CgO(Ui/)7 pour’iGI.

Les notations sont essentiellement celles de [MW]. On a ajouté des exposants © & certaines
applications pour rappeler qu’elles concernent des groupes spéciaux orthogonaux. On note :

Qf : @il en — CZ(Zu(s)?)

le prodult tensoriel de ces applications. Alors fump = Q’ ot (go6 o ((n’)). Décomposons u’ en
produit v’ = [[;.7 u;- On a supposé o ((n) = ®, ;. Alors @ o((n') = @, 55, ol ¢ly = @

et ¢} = ¢; pour i € I. Pour i € I, définissons f;’ H e C(U}) par :
H
f:’ = Q;OL;(SD;)’
e,H
Alors funzp = ®z€]~fz et

JZH(SI) / HJU/ z’ GH )

ump
iel

D’apres XI1.1, les groupes spéciaux orthogonaux U, et U’ sont formes intérieures I'un de
Pautre. Les applications ¢, et /' sont égales. De plus, a I’action du groupe orthogonal pres, ui
et u’ sont dans des classes de conjugaison stable qui se correspondent. L’action de ce groupe
orthogonal est invisible, car les fonctions que 1’on consideére sont par construction invariantes
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par au moins un élément de ce groupe de déterminant —1 (pourvu que dy # 0; si d4 = 0, les
composantes Uy et U’ disparaissent). Alors le lemme 3.12 de [MW] nous dit que :

TV, J) = U £,

Un raisonnement analogue vaut pour les composantes U; et U/ pour ¢ € I, en utilisant la
proposition 3.4 de [MW]. On obtient 1’égalité :
/ H g
T (g, £77) = IV, £).
Le groupe U_ est le groupe symplectique d'un espace de dimension d_, le groupe U, est
le groupe spécial orthogonal d’un espace de dimension d’, = d_ + 1 et on a u? ~ u/,. On
va appliquer la proposition X.4. Indiquons par le tableau ci-dessous comment réconcilier les
notations de ce paragraphe avec les notations présentes. A gauche, on indique les termes de
X.4, a droite leur traduction :

. -
t = n_
val(n) = dy y mod 27
v ) = M4 ¢
h = m(e)_
{w',n"y = {m(e)—,m(e)- +1}
R = dy y mod 27

D’apres XI1.1(7) et 'hypothese (Hyp©), on a dy . = m(e)+ mod 2Z. Les deux derniéres relations
ci-dessus se transforment alors en :

1oy (m(e)— +1,m(e)-), st m(e)_,.
‘h’h)“{<nmo_nn@»_+1» si m(e)s =

(6>_7

;(e)_ + 1.

L’hypothese (Lemmefond),, de la proposition X.4 est vérifiée d’apres notre hypothese (Lemme fond)> N
et le lemme I11.3. Alors cette proposition (relevée aux groupes de la méme fagon qu’en XI1.4)
implique 1’égalité :

JU (il £51) = w(=1)™O g )OO (2 £,
Grace a XIL.1(7) et 'hypothese (Hyp®), cette égalité se transforme en :
TU s, 151 = w(=1)™O= 40 (g gy MO (—1)mO-dr U (2 fe).
En rassemblant ces égalités, on obtient :

JZH(s')o (u/7 fe,H ) = V(_l)m(e),(m(E)Jr-&-l)(

unip/ —

)m(e),(_1)m(e),d1JZg(s)0(u2 € )

m,+"M2,+ s Junip

On vérifie que le terme a intervenant dans (7) est congru a m(e)_(m(e)+ + 1) mod 2Z. En
utilisant les relations (3) et (7), I’égalité précédente devient :

TH (h, 1) = (=)N21%g, 15).

On a supposé (Hyp®) vérifiée. Si elle ne I'est pas, ’égalité ci-dessus reste vraie, les deux membres
étant nuls.

On vérifie aisément que A(h) = A(g). Alors I’égalité (1) s’obtient en utilisant les égalités
(2) et (6). Cela acheve la preuve. O

Errata & [MW]
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Paragraphe 2.16. La définition des fonctions Q(v;) pour i € I est incorrecte. En effet, on
a considéré le groupe H; comme un groupe unitaire défini sur F s;. En réalité, il s’agit d’un
groupe défini sur F,, image du précédent par le foncteur de restriction des scalaires de Fq 5 a .
Cela change la normalisation des fonctions de Green, car cette définition fait intervenir le rang
(absolu) du groupe. Le rang du groupe unitaire sur F,s; est d; tandis que celui de son image

par restriction des scalaires est f;d;. Cela multiplie les fonctions de Green par (—1)di(f i=1)_ On
doit donc, dans tout I'article, soit modifier la définition des fonctions de Green sur les groupes
unitaires comme on vient de 'indiquer, soit conserver la méme définition mais introduire des
(—1)%(fi=1) dans toutes les formules ot elles interviennent. Dans le présent article, on utilise
la définition modifiée (i.e. la définition correcte, on 1’espere).

paragraphe 3.11. Remplacer les mes(K(L))~! par mes(K*(L))™!.

Proposition 3.13. La formule correcte est :

%DO (Y) — q_N/22—/6("'/77“//),)/(7,‘/7 7J/)ﬁ|T,HTH|J(Y, Q(T‘,, ’I"”; U}/, w//)éie)'

page 533. Dans la formule (2), il manque |T'||T”]. Dans les calculs, les mes(K (L)) ou
mes(K (Lg)) doivent étre remplacés par mes(K*(L)) ou mes(K*(L)).
page 534. La formule pour Q7+ (Z’) est :

O (2') = (—1)N' gV 2y (", Q1 (Z)).

La formule pour Qv (Z") doit étre modifiée de méme.

paragraphe 3.14. On a J = {2,..., R} si d est impair.

page 536. Dans la définition de a(w’, w”)y, la condition a la deuxieme ligne est ' > r”. La
formule pour C est :

YA

C = 2177“’77'"7[3(7“ e )((q - 1)2(61 - 3))7[(Rfr)/2}.

page 558. L’application Q7 est celle notée Q(r’,, |r"|) en 3.11 (et non pas Q(r’, |r"])). De
méme, Q~ est lapplication notée Q(r’,r") en 3.11.
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