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Introduction
Cet article est la suite de [W1]. Rappelons la situation. Soient F un corps local non ar-

chimédien de caractéristique nulle et N un entier ≥ 1. On suppose que la caractéristique
résiduelle p de F est 6= 2 et > N . Notons GN ou simplement G le groupe algébrique GLN
défini sur F . On le munit de l’automorphisme θ défini par θ(g) = J tg

−1
J , où :

J =


1

.
.

1

 .

On note G+ le groupe non connexe G× {1, θ} défini par les relations θ2 = 1 et θgθ−1 = θ(g)
pour g ∈ G. On note G̃ = Gθ la composante non neutre de ce groupe. On pose G = G(F ),
G̃ = G̃(F ), G+ = G+(F ).

On sait bien que la théorie de l’endoscopie est triviale pour le groupe G lui-même. La
raison en est que deux éléments de G qui sont conjugués par un élément de G(F̄ ) (où F̄ est
la clôture algébrique de F ) sont en fait conjugués par un élément de G. Cela n’est plus vrai
pour G+, ou mieux pour sa composante G̃ : deux éléments de G̃ peuvent être conjugués par
un élément de G(F̄ ) sans l’être par un élément de G. La théorie de l’endoscopie pour G̃ est
donc non triviale. Elle est même très riche : les groupes symplectiques et spéciaux orthogonaux
apparaissent comme groupes endoscopiques de G̃. Arthur montre dans [Ar] que cette théorie
de l’endoscopie pour G̃, dans sa version globale, permet conjecturalement de décrire le spectre
discret de ces groupes classiques. Le but du présent article est de démontrer deux résultats,
infimes mais non vides, de la théorie (locale) de l’endoscopie pour l’ensemble G̃.

On s’intéresse aux représentations π+ de G+ qui sont admissibles, irréductibles, tempérées,
qui possèdent des invariants non nuls par un sous-groupe d’Iwahori de G et dont la restriction
à G̃ est elliptique. Cette dernière condition revient à dire que la restriction du caractère de π+

à l’ensemble G̃ell des éléments réguliers elliptiques de G̃ est non nulle. Ces conditions sont très
restrictives mais l’étude des représentations qui les vérifient donne déjà une idée de ce que doit
être le cas général. Ces représentations se construisent toutes de la façon suivante. Appelons
partition une suite λ = (λ1, λ2, ...) de nombres entiers ≥ 0, décroissante, avec seulement un
nombre fini de termes non nuls. Pour une telle partition, on pose :

S(λ) = λ1 + λ2 + ...

Notons P2(N) l’ensemble des couples de partitions (λ+,λ−) tels que S(λ+) + S(λ−) = N .
Notons ξ l’unique caractère de F× non ramifié et d’ordre 2. Pour tout entier n ≥ 1, notons
St(n) la représentation de Steinberg de Gn = GLn(F ) et ξSt(n) = (ξ ◦ det) ⊗ St(n). Pour
(λ+,λ−) ∈ P2(N), considérons la représentation :

St(λ+
1 )⊗ St(λ+

2 )⊗ ...⊗ ξSt(λ−1 )⊗ ξSt(λ−2 )⊗ ...
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C’est une représentation de :

Gλ+
1
×Gλ+

2
× ...×Gλ−1 ×Gλ−2 × ...

Ce groupe est un sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe parabolique de G. Par induction
d’Harish-Chandra, on obtient une représentation de G, notée π(λ+,λ−). Cette représentation
se prolonge de deux façons distinctes en une représentation de G+. Notons P2,disc(N) le sous-
ensemble des (λ+,λ−) ∈ P2(N) tels que λ+ et λ− soient ”sans multiplicité” (tout entier i ≥ 1
intervient au plus une fois dans λ+ et au plus une fois dans λ−). Pour (λ+,λ−) ∈ P2,disc(N),
chacun des deux prolongements de π(λ+,λ−) vérifie les propriétés indiquées plus haut et toute
représentation vérifiant ces propriétés est de cette forme.

Pour tout (λ+,λ−) ∈ P2(N), on indiquera en VII.3 comment choisir un prolongement de
π(λ+,λ−), que l’on note π+(λ+,λ−). On note traceG̃π

+(λ+,λ−) la restriction à G̃ du caractère
de π+(λ+,λ−). C’est une distribution sur G̃, invariante par conjugaison par G. Elle n’a aucune
raison d’être stable, c’est-à-dire invariante par conjugaison stable. De fait, en général, elle ne
l’est pas. Notons Pst2,disc(N) le sous-ensemble des (λ+,λ−) ∈ P2,disc(N) tels que :

- si N est pair, les termes de λ+ et λ− sont pairs ;
- si N est impair, les termes non nuls de λ+ et λ− sont impairs et S(λ−) est pair (ou, ce

qui revient au même, λ− a un nombre pair de termes non nuls).
Notre premier résultat est le théorème XI.5 :
Théorème. Soit (λ+,λ−) ∈ Pst2,disc(N). Alors la distribution traceG̃(λ+,λ−) est stable.
Remarque. Les méthodes utilisées dans l’article permettraient probablement de prouver

la réciproque suivante. Soit :

D =
∑

(λ+,λ−)∈P2,disc(N)

x(λ+,λ−)traceG̃(λ+,λ−)

une combinaison linéaire finie à coefficients complexes. Supposons D stable. Alors x(λ+,λ−) =
0 si (λ+,λ−) 6∈ Pst2,disc. Nous ne le ferons pas.

Supposons maintenant que N est pair. Introduisons le groupe spécial orthogonal H =
SO(N + 1) défini sur F , plus exactement la forme déployée de ce groupe. Posons H = H(F ).
Considérons les représentations π de H qui sont admissibles, irréductibles, de la série discrète
et de réduction unipotente. Cette dernière condition est un peu plus générale que de posséder
des éléments non nuls invariants par un sous-groupe d’Iwahori. Ces représentations se re-
groupent en L-paquets. Ces L-paquets sont paramétrés par l’ensemble Pst2,disc(N). En effet, cet
ensemble paramètre naturellement un certain ensemble d’homomorphismes de WF × SL(2,C)
dans Sp(N,C), où WF est le groupe de Weil de F et le groupe symplectque Sp(N,C) est le
groupe dual de H, cf. XII.2. Signalons en passant que la condition ”de réduction unipotente”
se traduit par le fait que les homomorphismes considérés sont non ramifiés, c’est-à-dire triviaux
sur le sous-groupe d’inertie de WF . Pour (λ+,λ−) ∈ Pst2,disc(N), notons trace σ(λ+,λ−) la
somme des caractères des éléments du L-paquet associé à (λ+,λ−). C’est une distribution sur
H, invariante par conjugaison. L’un des principaux résultats de [MW] est que cette distribution
est stable.

Le groupe H est un groupe endoscopique de G̃. C’est même son groupe endoscopique
principal, en ce sens qu’il contrôle les distributions stables sur G̃. A la suite de Kottwitz,
Shelstad et Labesse, on a introduit dans la première partie de l’article une notion de transfert
entre G̃ et H ([W1] VI.1). Pour les distributions, ce transfert envoie une distribution stable
sur H sur une distribution stable sur G̃. Notre deuxième résultat décrit le transfert pour
les distributions introduites ci-dessus. Mais il est conditionnel : on suppose vérifié le lemme
fondamental. Plus précisément, on suppose vérifiée l’hypothèse (Lemmefond)≤N de [W1] VI.1,
c’est-à-dire que, pour tout entier N ′ ≤ N , de même parité que N , pour tout corps de nombres
k et pour presque toute place finie v de k, le lemme fondamental est vérifié pour le couple
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(SO(N ′ + 1), G̃N ′) défini sur le corps complété kv. Le résultat est alors le suivant (théorème
XII.3) :

Théorème. Supposons vérifiée l’hypothèse (Lemmefond)≤N . Pour tout (λ+,λ−) ∈ Pst2,disc(N),
la distribution traceG̃π

+(λ+,λ−) est le transfert de trace σ(λ+,λ−).
Indiquons brièvement la structure de la preuve. Tout d’abord, les théorèmes de [W1] VI (qui

reprennent des résultats d’Arthur) permettent de se limiter aux éléments réguliers elliptiques
de G̃ ou H. Par exemple, pour le premier théorème, on doit prouver que, sous les hypothèses
de ce théorème, le caractère traceG̃π

+(λ+,λ−), vu comme fonction sur les éléments réguliers
de G̃, est constant sur les classes de conjugaison stable dans G̃ell. Soit g ∈ G̃ell. La théorie
de Schneider-Stuhler, développée en [W1] II, permet de calculer traceG̃π

+(λ+,λ−)(g) comme
intégrale orbitale d’un pseudo-coefficient de π+(λ+,λ−). On doit calculer ce pseudo-coefficient.
Introduisons les notations nécessaires. Pour tout entier n ∈ N, posons Gn = GLn(Fq), où Fq est
le corps résiduel de F . Comme sur le corps de base F , on introduit un groupe non connexe G+

n de
composante neutre Gn et on note G̃n sa composante non neutre. On note Cunip(G̃n) l’espace des
fonctions sur G̃n, à valeurs complexes, invariantes par conjugaison par Gn et unipotentes (cette
notion est bien définie pour les groupes réductifs finis). On note Cunip,cusp(G̃n) son sous-espace
des fonctions cuspidales. Pour tout couple d’entiers N1, N2 ∈ N tels que N1 + N2 = N , soit
KN1,N2 un sous-groupe parahorique de G tel qu’en notant Ku

N1,N2
son radical pro-p-unipotent,

on ait KN1,N2/K
u
N1,N2

' GN1
×GN2

. Ce groupe KN1,N2 se ”prolonge” naturellement en un sous-
groupe K+

N1,N2
de G+. On pose K̃N1,N2 = KN1,N2∩G̃. On a alors K̃N1,N2/K

u
N1,N2

' G̃N1
×G̃N2

.
Posons :

C = ⊕N1+N2=N (Cunip(G̃N1
)⊗C Cunip(G̃N2

)),

Ccusp = ⊕N1+N2=N (Cunip,cusp(G̃N1
)⊗C Cunip,cusp(G̃N2

)).

L’espace C est muni d’un produit hermitien défini positif, on note projcusp la projection ortho-
gonale de C sur Ccusp. On définit une application linéaire :

C → C∞c (G̃)
f 7→ fG̃

Essentiellement, si f appartient à un facteur Cunip(G̃N1
) ⊗C Cunip(G̃N2

), on relève f en une
fonction sur K̃N1,N2 , on la prolonge à G̃ par 0 hors de K̃N1,N2 et on la multiplie par une mesure
convenable.

Dans un premier temps, on montre que le pseudo-coefficient de π+(λ+,λ−) est de la forme
(f̃λ+,λ−
cusp )G̃, où f̃λ+,λ− est un certain élément de C et f̃λ+,λ−

cusp = projcusp(f̃λ+,λ−). La composante
de f̃λ+,λ− dans un facteur Cunip(G̃N1

)⊗CCunip(G̃N2
) de C s’obtient en calculant la représentation

de K+
N1,N2

déduite de π+(λ+,λ−) dans le sous-espace des vecteurs invariants par Ku
N1,N2

. Cette
première expression du pseudo-coefficient n’est guère maniable pour deux raisons. D’une part,
elle ne permet pas une comparaison avec ce qui se passe sur un groupe endoscopique. D’autre
part et surtout, le calcul de des représentations de K+

N1,N2
est difficile : il s’avère qu’il ne

peut s’expliciter qu’à l’aide de polynômes de Kazhdan-Lusztig. Toutefois, on dispose de deux
renseignements sur les éléments f̃λ+,λ− :

(a) pour deux couples (λ+,λ−), (µ+,µ−) de P2(N), on peut calculer le produit scalaire
(f̃λ+,λ−
cusp , f̃µ+,µ−

cusp ) dans C ;
(b) on peut introduire une filtration sur C, montrer que f̃λ+,λ− appartient à un certain

terme de cette filtration et calculer son image dans le terme associé du gradué ; ce calcul est
effectué au paragraphe VIII.

Pour calculer exactement f̃λ+,λ−
cusp , on doit utiliser la correspondance de Springer généralisée.

Pour tout entier n ∈ N, notons Wn le groupe de Weyl d’un système de racines de type Bn ou Cn.
Notons C(Wn) l’espace des fonctions surWn, à valeurs complexes et invariantes par conjugaison.
On introduit un espace K, somme de sous-espaces du type C(Wn1) ⊗C C(Wn2) pour certains
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entiers n1, n2. La description des représentations unipotentes des groupes finis G+
n permet de

définir un isomorphisme k : K → C. D’autre part, la correspondance de Springer généralisée
permet d’associer à (λ+,λ−) ∈ P2(N) un élément Fρ(λ+,λ−) de K. Enfin, on définit de façon
purement combinatoire des endomorphismes τ et ι de K. Le premier est insignifiant. Le second,
ι, mérite de s’appeler induction endoscopique. Il est l’outil combinatoire qui intervient dans
toutes les questions liées à l’endoscopie pour les groupes classiques (il intervient déjà dans [W4]
et [MW]). On montre alors que, pour (λ+,λ−) ∈ Pst2,disc(N), on a l’égalité :

f̃λ+,λ−

cusp = projcusp ◦ k ◦ τ ◦ ι(Fρ(λ+,λ−)).

Pour le prouver, on montre que le membre de droite ci-dessus vérifie des propriétés analogues à
(a) et (b) et que les images des deux membres dans le gradué de C sont égales. Alors la ”matrice
de changement de base” entre les deux systèmes :

(projcusp ◦ k ◦ τ ◦ ι(Fρ(λ+,λ−)))(λ+,λ−)∈Pst
2,disc(N)

et :
(f̃λ+,λ−

cusp )(λ+,λ−)∈Pst
2,disc(N)

doit être à la fois unipotente et unitaire. C’est donc l’identité. Tout ceci est développé au
paragraphe IX.

Maintenant que l’on a calculé les fonctions f̃λ+,λ−
cusp , on peut calculer l’intégrale orbitale

JG(g, (f̃λ+,λ−
cusp )G̃) de la façon suivante. Parce que g est régulier elliptique, on peut décomposer

g en g = su, où s ∈ G̃ est compact et topologiquement semi-simple (s est semi-simple et ses
”valeurs propres” sont des racines de l’unité d’ordre premier à p), u ∈ G est tologiquement
unipotent et s et u commutent. Bien sûr, s n’est pas régulier, en général. Notons ZG(s)0 la
composante neutre du commutant de s dans G. On montre que JG(g, (f̃λ+,λ−

cusp )G̃) se calcule
comme l’intégrale orbitale sur la classe de conjugaison de u dans ZG(s)0 d’une certaine fonction
explicite sur ce groupe (une fonction de Green). Parce que u est topologiquement unipotent,
on peut utiliser une application de Cayley (ou l’exponentielle si l’on est moins regardant sur
les conditions imposées à p) pour descendre cette intégrale orbitale en une intégrale orbitale
sur l’algèbre de Lie de ZG(s)0. Celle-ci s’avère être une valeur de la transformée de Fourier
d’une distribution qui est évidemment stable. Parce que la transformation de Fourier préserve
la stabilité, on peut en déduire la constance cherchée de JG(g, (f̃λ+,λ−

cusp )G̃) sur les classes de
conjugaison stable dans G̃ell. On obtient ainsi le premier théorème. Cela est développé au
paragraphe XI.

Pour le second théorème, on se ramène de même à comparer des intégrales orbitales sur les
algèbres de Lie de commutants ZG(s)0 et ZH(s′)0, où s et s′ sont des éléments compacts et topo-
logiquement semi-simples de G̃, resp. H, dont les classes de conjugaison stable se correspondent.
Ces groupes ZG(s)0 et ZH(s′)0 se décomposent en produits de groupes soit symplectiques, soit
spéciaux orthogonaux, soit unitaires. Les facteurs de ces produits se correspondent deux à deux
et deux termes qui se correspondent sont, à une exception près, des formes intérieures l’un de
l’autre. On sait effectuer le transfert entre deux groupes qui sont formes intérieures l’un de
l’autre et cela permet de comparer nos intégrales orbitales sur les facteurs en question. Il reste
un couple de facteurs exceptionnels : le facteur dans ZG(s)0 est un groupe symplectique et
celui dans ZH(s′)0 est un groupe spécial orthogonal impair de même rang. Pour comparer les
intégrales orbitales sur ces deux groupes, on utilise le lemme fondamental non standard énoncé
en [W1] III et dont les conséquences sont développées au paragraphe X. Le second théorème
s’ensuit, ainsi qu’on le montre au paragraphe XII.

Comme on l’a dit, le présent article est la suite de [W1]. La numérotation des paragraphes
prend la suite de celle de cette première partie. Elle commence ainsi par le paragraphe VII. Un
renvoi à un paragraphe antérieur signifie implicitement un renvoi à [W1].
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VII. Représentations de réduction unipotente du groupe GLN tordu

VII.1. Préliminaires sur les groupes finis
Considérons des groupes G et G+ comme en I.1, à ceci près qu’ils ne sont pas définis sur F

mais sur Fq. On utilise les notations de I.1. Notons C(G̃) l’espace des fonctions sur G̃, à valeurs
complexes, invariantes par conjugaison par G. On munit C(G̃) du produit hermitien :

(f, f ′) = |G|−1
∑
g∈G̃

f̄(g)f ′(g).

Soient M̃ ∈ L(G̃), P ∈ PM̃, notons U le radical unipotent de P. On définit les homomor-
phismes :

IndG̃
M̃

: C(M̃)→ C(G̃), ResG̃
M̃

: C(G̃)→ C(M̃)

par les formules usuelles :

(IndG̃
M̃

(f))(g) = |P |−1
∑

x∈G,m∈M̃,u∈U ;x−1gx=mu

f(m),

(ResG̃
M̃

(f))(m) = |U |−1
∑
u∈U

f(mu).

Ils sont adjoints l’un de l’autre. On montre qu’ils ne dépendent pas du choix de P, ce qui justifie
les notations IndG̃

M̃
et ResG̃

M̃
. On dit qu’un élément f de C(G̃) est cuspidal si et seulement si

ResG̃
M̃

(f) = 0 pour tout M̃ ∈ L(G̃), M̃ 6= G̃. On note Ccusp(G̃) le sous-espace des éléments
cuspidaux de C(G̃) et projcusp la projection orthogonale de C(G̃) sur Ccusp(G̃). Remarquons
que, pour M̃ ∈ L(G̃), Ccusp(M̃) est invariant par l’action de NormG(M̃). Notons L(G̃)/conj
un ensemble de représentants des classes de conjugaison par G dans L(G̃).

Lemme. Pour tout M̃ ∈ L(G̃), on a l’égalité IndG̃
M̃

(Ccusp(M̃)) = IndG̃
M̃

(Ccusp(M̃)NormG(M̃)).

L’espace C(G̃) se décompose en la somme directe orthogonale des sous-espaces IndG̃
M̃

(Ccusp(M̃)NormG(M̃)),
pour M̃ ∈ L(G̃)/conj.

La preuve est analogue à celle du cas où le groupe est connexe, cf. par exemple [Au],
théorème de décomposition. �

On sait définir la notion de représentation irréductible unipotente du groupe G. Disons
qu’une représentation irréductible de G+ est unipotente si et seulement si toutes les com-
posantes irréductibles de sa restriction à H le sont. Il revient au même de demander qu’au
moins une telle composante le soit. On note Cunip(G̃) le sous-espace de C(G̃) engendré par les
restrictions à G̃ des caractères de représentations irréductibles unipotentes de G+. La projec-
tion projcusp conserve ce sous-espace. On pose Cunip,cusp(G̃) = Cunip(G̃) ∩ Ccusp(G̃). Un lemme
similaire au précédent est valable pour l’espace Cunip(G̃).

On aura à considérer des situations où l’image naturelle de G̃ dans G+/G n’engendre pas
ce groupe fini. Dans ce cas, on définit les espaces C(G̃), Ccusp(G̃) etc... en remplaçant le groupe
G+ par son sous-groupe engendré par G̃.

Dans les définitions du paragraphe I.2, on peut remplacer le corps de base F par le corps
fini Fq. Pour tout entier N , on définit ainsi des groupes ou variétés sur ce corps que l’on note
GN , G+

N , G̃N , V N . Soient N,n,N ′ des entiers ≥ 0 tels que N = N ′ + 2n. Considérons le
sous-groupe parabolique P de GN , triangulaire supérieur par blocs, de blocs de tailles n,N ′, n.
Notons M sa composante de Lévi diagonale par blocs. On peut identifier M à Gn×GN ′×Gn.
Notons M̃ l’ensemble des g ∈ G̃N tels que gMg−1 = M et gPg−1 = P. C’est un Lévi de G̃N

et on a l’égalité M̃ = θNM. Soient ϕ ∈ C(Gn) et f ′ ∈ C(G̃N ′). On définit une fonction f sur
M̃ de la façon suivante. Soit m ∈ M̃ que l’on écrit m = (a, g′, b), avec a, b ∈ Gn et g′ ∈ GN ′ .
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On pose f(θNm) = ϕ(θn(a)b)f ′(θN ′g′). On vérifie que f est invariante par conjugaison par M .
On a ainsi défini une application linéaire :

C(Gn)⊗C C(G̃N ′) → C(M̃)
(ϕ, f ′) 7→ f

C’est un isomorphisme. En particulier, on peut considérer que l’homomorphisme ResG̃N

M̃
prend

ses valeurs dans C(Gn) ⊗C C(G̃N ′). Des constructions analogues valent en remplaçant chaque
espace par son sous-espace des fonctions cuspidales ou unipotentes.

VII.2. Sous-groupes parahoriques
Soit F un corps local non archimédien comme en I.1, de caractéristique résiduelle p. On

fixe pour tout l’article un entier N ≥ 1. On suppose :

p > N

. On introduit le groupe G = GLN sur F et les différents objets qu’on lui a associés en I.2 :
G+, G̃, V = VN etc... Bien sûr, si on définit un objet, disons X, relatif à G et s’il nous est
utile d’utiliser un objet analogue relatif à un groupe GLN ′ pour N ′ 6= N , on notera cet objet
XN ′ sans plus de commentaire. On fixe une mesure de Haar sur le groupe G.

Pour j ∈ {0, ..., N}, notons Lj le o-réseau de V engendré par les éléments e1, ..., eN−j ,
$eN−j+1, ..., $eN . Pour N1, N2 ∈ N tels que N1 + N2 = N , notons KN1,N2 le sous-groupe
parahorique des éléments de G qui conservent les réseaux L0 et LN2 . On note Ku

N1,N2
le radi-

cal pro-p-unipotent de KN1,N2 . Le quotient KN1,N2/K
u
N1,N2

s’identifie à GN1
× GN2

. En effet,
LN2/$L0 s’identifie naturellement à V N1

et L0/LN2 s’identifie naturellement à V N2
. Un élément

de KN1,N2 définit un automorphisme de chacun de ces quotients. Cela définit une application
de KN1,N2 dans GN1

×GN2
, qui se quotiente en l’isomorphisme annoncé.

Pour tout o-réseau L de V , notons L∗ = {v∗ ∈ V ∗;∀v ∈ L,< v∗, v >∈ o}. On note
K̃N1,N2 l’ensemble des σ̃ pour σ ∈ Isom(V, V ∗) tel que σ(LN2) = L∗0 et σ(L0) = L∗N2

. On
pose K+

N1,N2
= KN1,N2 ∪ K̃N1,N2 . C’est un sous-groupe de G+ et Ku

N1,N2
en est un sous-

groupe distingué. L’ensemble K̃N1,N2/K
u
N1,N2

s’identifie à G̃N1
× G̃N2

. En effet, un élément σ
tel que σ̃ ∈ K̃N1,N2 définit naturellement deux éléments σ1 ∈ Isom(LN2/$L0, L

∗
0/$L

∗
N2

) et
σ2 ∈ Isom(L0/LN2 , L

∗
N2
/L∗0). On a identifié LN2/$L0 à V N1

, ce qui identifie L∗0/$L
∗
N2

à V ∗N1
.

Alors σ1 ∈ Isom(V N1
, V ∗N1

) définit un élément σ̃1 ∈ G̃N1
. On a identifié L0/LN2 à V N2

, ce qui
identifie $L∗N2

/$L∗0 à V ∗N2
. Via la multiplication par $, cela identifie L∗N2

/L∗0 à V ∗N2
. Alors

σ2 ∈ Isom(V N2
, V ∗N2

) définit un élément σ̃2 ∈ G̃N2
. Cela définit une application de K̃N1,N2 dans

G̃N1
× G̃N2

qui se quotiente en la bijection annoncée. Le quotient K+
N1,N2

/Ku
N1,N2

s’identifie
ainsi au sous-groupe des couples (g1, g2) ∈ G+

N1
× G+

N2
tels que g1 et g2 appartiennent à la

”même” composante connexe, c’est-à-dire tous deux à la composante neutre ou tous deux à
l’autre composante. On note (GN1

×GN2
)+ ce sous-groupe.

Plus concrètement, introduisons l’élément :

ζ =


0 1

.
1

$


de G. Alors K̃N1,N2 = KN1,N2θζ

−N2 . Par l’application précédente, θζ−N2 s’envoie sur l’élément
(θN1 , θN2) de G̃N1

× G̃N2
.

On pose :
C = ⊕N1+N2=N (Cunip(G̃N1

)⊗C Cunip(G̃N2
)),
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Ccusp = ⊕N1+N2=N (Cunip,cusp(G̃N1
)⊗C Cunip,cusp(G̃N2

)).

Chaque composante de ces espaces est muni d’un produit hermitien. On munit ces espaces des
produits hermitiens somme directe des produits sur chaque sous-espace. On note projcusp la
projection orthogonale de C sur Ccusp.

On définit une application linéaire :

C → C∞c (G̃)
f 7→ fG̃

de la façon suivante. Soient N1, N2 ∈ N tels que N1 +N2 = N et f ∈ Cunip(G̃N1
)⊗C Cunip(G̃N2

).
On identifie f à une fonction sur K̃N1,N2 invariante par multiplication par Ku

N1,N2
. On la

prolonge à G̃ par 0 hors de K̃N1,N2 . On la multiplie par mes(KN1,N2)
−1. On obtient ainsi la

fonction fG̃.

VII.3. Les représentations
On note P l’ensemble des partitions, c’est-à-dire des suites finies et décroissantes d’entiers

≥ 0, deux suites étant identifiées si elles ne diffèrent que par des 0. On écrit une telle partition
λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ ...). On pose S(λ) =

∑
j≥1 λj et on définit la fonction multλ sur N \ {0} par

multλ(i) = |{j ≥ 1;λj = i}|. Pour n ∈ N, on note P(n) l’ensemble des partitions λ telles que
S(λ) = n et P2(n) l’ensemble des couples de partitions (λ,µ) tels que S(λ) + S(µ) = n.

Pour n ∈ N, on note St(n) la représentation de Steinberg de Gn. Si π est une représentation
de Gn et χ un caractère de F×, on pose χπ = (χ ◦ det)⊗ π. Si n = n1 + ...+ na et, pour tout
i = 1, ..., a, πi est une représentation de Gni , on note π1×...×πa la représentation de Gn induite
de la représentation π1 ⊗ ...⊗ πa de Gn1 × ...×Gna , relativement au sous-groupe parabolique
de Gn, triangulaire supérieur par blocs, de blocs de tailles successives n1, ..., na.

On note ξ l’unique caractère non ramifié et d’ordre 2 de F×.
Pour (λ+,λ−) ∈ P2(N), on définit la représentation de G :

π(λ+,λ−) = St(λ+
1 )× St(λ+

2 )× ...× ξSt(λ−1 )× St(λ−2 )× ...

Elle est irréductible. On note E(λ+,λ−) son espace. Cette représentation est invariante par θ,
c’est-à-dire qu’il existe un automorphisme A de E(λ+,λ−) tel que :

π(λ+,λ−)(θ(g)) ◦A = A ◦ π(λ+,λ−)(g)

pour tout g ∈ G. En normalisant A de sorte que A2 = 1, on prolonge π(λ+,λ−) en une
représentation π+(λ+,λ−) de G+ en posant π+(λ+,λ−)(θ) = A. Il y a deux normalisations
possibles qui différent par un signe. On va en choisir une. Posons K = KN,0 et notons I le
sous-groupe d’Iwahori des éléments de G qui conservent chacun des réseaux L0, L1, ..., LN−1.
NotonsH l’algèbre des fonctions surK biinvariantes par I (l’unité est la fonction caractéristique
de I multipliée par mes(I)−1). Cette algèbre admet un caractère dit de Steinberg. Elle agit
sur l’espace d’invariants E(λ+,λ−)I et ce caractère de Steinberg intervient avec multiplicité 1
dans cette représentation. Cela détermine une droite D ⊂ E(λ+,λ−)I . Or l’automorphisme θ
conserve K, I, H et le caractère de Steinberg de cette algèbre. L’opérateur A conserve donc
D. On normalise A de sorte qu’il agisse par l’identité sur D. On note désormais π+(λ+,λ−) la
représentation de G+ ainsi normalisée.

VII.4. Pseudo-coefficients
Soit (π+, E) ∈ Repf (G+/Z2), cf. II.1. Supposons que E soit engendré comme G+-module

par l’espace d’invariants EI . Pour N1, N2 ∈ N tels que N1 + N2 = N , on définit une fonction
f̃π

+

N1,N2
sur K̃N1,N2 par :

f̃π
+

N1,N2
(g) = trace(π+(g)|EK

u
N1,N2 )
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pour tout g ∈ K̃N1,N2 . Cette fonction est invariante par multiplication par Ku
N1,N2

et s’identifie
donc à un élément de C(GN1

) ⊗C C(GN2
), que nous noterons encore f̃π

+

N1,N2
. Il est bien connu

qu’en fait, cet élément appartient à Cunip(GN1
)⊗C Cunip(GN2

). On définit l’élément de C :

f̃π
+

= ⊕N1,N2;N1+N2=N f̃
π+

N1,N2
.

On pose f̃π
+

cusp = projcusp(f̃π
+
).

Cette construction s’applique en particulier aux représentations π+(λ+,λ−), pour (λ+,λ−) ∈
P2(N). On note simplement f̃λ+,λ− , f̃λ+,λ−

cusp etc... les termes f̃π
+(λ+,λ−), f̃π

+(λ+,λ−)
cusp etc... No-

tons P2,disc(N) l’ensemble des couples (λ+,λ−) ∈ P2(N) tels que, pour ε = ± et tout entier
j ≥ 1, on ait multλε(j) ≤ 1.

Proposition. Soit (λ+,λ−) ∈ P2(N).
(i) Pour tout (µ+,µ−) ∈ P2(N), avec (µ+,µ−) 6= (λ+,λ−), on a l’égalité (f̃µ+,µ−

cusp , f̃λ+,λ−
cusp ) =

0.
(ii) Le terme f̃λ+,λ−

cusp est non nul si et seulement si (λ+,λ−) appartient à P2,disc(N).
(iii) Pour tout g ∈ G̃ell, on a l’égalité traceG̃π

+(λ+,λ−))(g) = ∆(g)−1/2JG(g, (f̃λ+,λ−
cusp )G̃).

La preuve est donnée dans les trois paragraphes suivants.

VII.5. Réduction à des fonctions cuspidales
Commençons par expliciter quelques définitions des paragraphes II.1 et II.2, dont nous

reprenons les notations. En particulier, on note Imm l’immeuble de PGLN sur F . On a défini
en VII.2 les réseaux Lj pour j ∈ {0, ..., N}. Prolongeons la définition à j ∈ Z de sorte que
Lj+N = $Lj pour tout j. Notons A l’ensemble des sous-ensembles non vides de Z invariants
par translations par NZ. Le groupe Z agit par translations sur A. A tout élément A ∈ A, on
associe la facette φ(A) de l’immeuble Imm telle que les sommets appartenant à la clôture φ̄(A)
soient exactement ceux associés aux réseaux Lj pour j ∈ A. On peut prendre pour ensemble
Φ/G l’ensemble des φ(A) pour A ∈ A/Z (on identifie ce quotient à un ensemble de représentants
dansA ; de telles identifications seront également effectuées dans la suite). Pour n ∈ Z, l’élément
θζ−n de G̃ envoie une facette φ(A) sur φ(−A + n). Notons Ã l’ensemble des A ∈ A tels que
−A soit un translaté de A. On peut prendre pour ensemble Φ̃/G l’ensemble des φ(A) pour
A ∈ Ã/Z. Fixons A ∈ Ã. Notons N(A) le plus petit entier ≥ 1 tel que A + N(A) = A. C’est
un diviseur de N . Notons C(A) l’ensemble des n ∈ Z tels que A = −A + n. Pour n ∈ C(A),
posons c(A,n) = θζ−nK(φ(A)). C’est un élément de C(φ(A)) et l’application :

C(A) → C(φ(A))
n 7→ c(A,n)

est bijective. De plus, C(φ(A))/Z2 s’identifie à C(A)/2NZ. D’autre part, C(A) est un espace
homogène sous N(A)Z, donc |C(A)/2NZ| = 2N

N(A) .
Soit (π+, E) ∈ Repf (G+/Z2), supposons E engendré comme G+-module par EI . En parti-

culier π+ appartient à Rep0
f (G

+/Z2) et on peut lui associer un pseudo-coefficient f̃π
+,0. Grâce

aux descriptions ci-dessus, sa définition se récrit :

f̃π
+,0 =

∑
A∈Ã/Z

(−1)d(φ(A))mes(K(φ(A)))−1N(A)
N

∑
n∈C(A)/2NZ

fπ
+,0

c(A,n).

Notons B l’ensemble des couples (A,n) où A ∈ Ã et n ∈ C(A). Le groupe Z y agit par
(A,n)+m = (A+m,n+2m). On vérifie que c(A+m,n+2m) = ζmc(A,n)ζ−m. Les fonctions
fπ

+,0
c(A,n) et fπ

+,0
c(A+m,n+2m) sont conjuguées donc équivalentes pour notre problème. On en déduit
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d’abord, en considérant le cas m ∈ N(A)Z, que la fonction fπ
+,0

c(A,n) ne dépend essentiellement

que de n modulo 2N(A)Z. On peut donc remplacer f̃π
+,0 par la fonction :

f̃π
+

1 =
∑

A∈Ã/Z

(−1)d(φ(A))mes(K(φ(A)))−1
∑

n∈C(A)/2N(A)Z

fπ
+,0

c(A,n).

Celle-ci se récrit :

f̃π
+

1 =
∑

(A,n)∈B/Z

(−1)d(φ(A))mes(K(φ(A)))−1fπ
+,0

c(A,n).

Notons N l’ensemble des familles N = (N1, N2, n1, ..., nr), tous ces termes étant des entiers
≥ 0, avec de plus n1, ..., nr ≥ 1 et N1 +N2 + 2n1 + ...+ 2nr = N . A une telle famille, associons
l’ensemble A(N) réunion des translatés par NZ de l’ensemble :

{−n1 − ...− nr, ...,−n1 − n2,−n1, 0, N2, N2 + n1, ..., N2 + n1 + ...+ nr}.

On a N2 ∈ C(A(N)). Associons à N l’élément (A(N), N2) de B. On vérifie que, quand N
parcourt N , ces éléments parcourent B/Z. Pour simplifier, remplaçons dans quelques notations
les termes A(N) ou c(A(N), N2) par N. On obtient :

(1) f̃π
+

1 =
∑
N∈N

(−1)d(N)mes(KN)−1fπ
+,0

N .

Soit N ∈ N . Posons K̃N = c(A(N), N2) = θζ−N2KN et :

GN = GN1
×GN2

× (Gn1
×Gn1

)× ...× (Gnr
×Gnr

).

On a un isomorphisme KN/K
u
N = GN et on peut définir un groupe non connexe G+

N, de
composante neutre GN, et une composante connexe G̃N de G+

N de sorte que K̃N/K
u
N = G̃N.

On note W (N) le groupe d’automorphismes de GN engendré par :
- pour i, j ∈ {1, ..., r} tels que i 6= j et ni = nj , la permutation des facteurs (Gni

×Gni
) et

(Gnj
×Gnj

) ;
- pour tout i = 1, ..., r, la permutation des deux facteurs de (Gni

×Gni
).

L’action de W (N) s’étend en une action sur G+
N qui fixe l’image de θζ−N2 . La restriction à

K̃N de la fonction fπ
+,0

N se factorise en une fonction sur G̃N que l’on note f̃π
+

N . Cette fonction
appartient à Cunip(G̃N). Inversement, tout élément ψ de cet espace définit une fonction ψG̃ sur
G̃ : on la remonte en une fonction sur K̃N, on l’étend à G̃ par 0 hors de K̃N puis on la multiplie
par mes(KN)−1. La formule (1) se récrit donc :

(2) f̃π
+

1 =
∑
N∈N

(−1)d(N)(f̃π
+

N )G̃.

Pour deux éléments N = (N1, N2, n1, ..., nr) et N′ = (N ′
1, N

′
2, n

′
1, ..., n

′
r′) de N , disons que

N et N′ sont associés si N ′
1 = N1, N ′

2 = N2, r′ = r et les suites (n1, ..., nr) et (n′1, ..., n
′
r′) ne

diffèrent que par permutation. Notons N/ass un ensemble de représentants de N modulo as-
sociation. Montrons que, pour tout N ∈ N/ass, il existe un élément ψπ

+

N ∈ Cunip,cusp(G̃N)W (N)

de sorte que la fonction :
(3) f̃π

+

2 =
∑

N∈N/ass

(ψπ
+

N )G̃

jouisse des mêmes propriétés que f̃π
+

1 . On doit faire la remarque suivante. Soient N ∈ N ,
M̃ ∈ L(GN) et P ∈ PM̃. Notons UP le radical unipotent de P et P+ = M+UP. Notons
P̃ = P+ ∩ G̃N et K̃P l’image réciproque de P̃ dans K̃N. Alors il existe N′ ∈ N tel que K̃P
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soit conjugué à K̃N′ par un élément de G. De plus, l’indice r relatif à N′ est strictement plus
grand que celui relatif à N si M̃ 6= G̃. Cela étant, considérons une fonction (−1)d(N)(f̃π

+

N )G̃
intervenant dans la formule (2). Utilisons le lemme VII.1 pour la remplacer par une somme de

fonctions (IndG̃N

M̃
(ψM ))G̃ où P est comme ci-dessus, et ψM est un élément de Cunip,cusp(M̃).

Par la remarque, on vérifie que l’on peut remplacer une telle fonction par (ψ′N′)G̃ pour un
N′ convenable et un élément ψ′N′ ∈ Cunip,cusp(G̃N′). Ayant ainsi transformé la formule (2),
on peut ensuite regrouper les fonctions à supports associés et les rendre invariantes par nos
groupes d’automorphismes. En effet, soient N = (N1, N2, n1, ..., nr) et N′ = (N1, N2, n

′
1, ..., n

′
r)

deux éléments associés de N . Posons N0 = (N −N2, N2). Alors K̃N et K̃N′ sont égaux à des
ensembles K̃P et K̃P ′ comme ci-dessus, pour des couples (M̃,P) et (M̃

′
,P′), où M̃ et M̃

′
sont

des éléments conjugués de L(G̃N0
). De plus, le groupe W (N) s’identifie à NormGN0

(M̃)/M .

En travaillant dans l’ensemble G̃N0
, on peut effectuer les transformations indiquées ci-dessus

et on obtient une fonction de la forme (3).
Le calcul direct des fonctions ψπ

+

N est délicat, sauf dans le cas des éléments maximaux de
N , c’est-à-dire les N tels que K̃N n’apparâıt pas comme sous-ensemble ”parabolique” propre
d’un autre K̃N′ . Ce sont les N de la forme N = (N1, N2). Un tel N n’est associé qu’à lui-
même et le groupe W (N) est réduit à {1}. La construction ci-dessus conduit alors à l’égalité
ψπ

+

N = projcusp((−1)d(N)f̃π
+

N ). Ce n’est autre que la fonction projcusp(f̃π
+

N1,N2
). En effet, il

résulte des définitions que f̃π
+

N est le produit de f̃π
+

N1,N2
et de la fonction εφ(A(N)) de II.1, ou

plus exactement de la fonction sur G̃N déduite de cette fonction. Si N1 ou N2 est nul, d(N) = 0
et cette fonction εφ(A(N)) est constante égale à 1 sur K̃N. Si N1 et N2 sont tous deux non nuls,
d(N) = 1 et la fonction εφ(A(N)) est constante égale à −1 sur K̃N.

VII.6. Identification du pseudo-coefficient
Soit N = (N1, N2, n1, ..., nr) ∈ N . Pour i = 1, ..., 2r + 1, notons V (i) le sous-espace de V

engendré par les éléments de base ej pour :

j ∈
{

{mi−1 + 1, ...,mi}, si i 6= r,
{mr + 1, ...mr +N1} ∪ {N −N2 + 1, ..., N}, si i = r + 1,

où on a posé :

mi =
{

n1 + ...+ ni, si i ≤ r,
N −N2 − n1 − ...− n2r+1−i, si i ≥ r + 1.

Posons W (i) = V (1) ⊕ ... ⊕ V (i). Notons P le sous-groupe parabolique des éléments de G
qui conservent chaque espace W (i) et M sa composante de Lévi formée des éléments qui
conservent chaque V (i). Comme en I.1, on note M̃ l’ensemble des g ∈ G̃ tels que gMg−1 = M et
gPg−1 = P. Remarquons que M̃ est non vide, précisément θζ−N2 ∈ M̃ . Posons KM

N = KN∩M ,
KM,u

N = Ku
N ∩M , K̃M

N = K̃N ∩ M̃ . Les applications naturelles :

KM
N /KM,u

N → KN/K
u
N = GN, K̃

M
N /KM,u

N → K̃N/K
u
N = G̃N

sont bijectives. Via la seconde, on associe à un élément ψ ∈ C(G̃N) une fonction ψM̃ sur
M̃ (en copiant la définition de ψG̃). Notons AM̃ le plus grand tore central dans M+. Soit
ψ ∈ Ccusp(G̃N). Pour f ∈ C∞c (M̃), posons :

DM̃
ψ (f) =

∫
AM̃\M

∫
M̃
ψ̄M̃f(x−1mx)dmdx.

En utilisant la cuspidalité de ψ, on montre que les intégrales sont convergentes dans l’ordre
indiqué. Cela définit une distribution sur M̃ invariante par conjugaison par M . On définit la
distribution DG̃

ψ = IndG̃
M̃

(DM̃
ψ ) sur G̃. On a alors la proposition suivante :
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Proposition. (i) Soient N,N′ ∈ N deux éléments qui ne sont pas associés. Alors DG̃
ψ (ψ′

G̃
) =

0 pour tous ψ ∈ Ccusp(G̃N), ψ′ ∈ Ccusp(G̃N′).
(ii) Soit N ∈ N . Il existe un réel cN > 0 tel que DG̃

ψ (ψ′
G̃
) = cN(ψ,ψ′) pour tous ψ,ψ′ ∈

Ccusp(G̃N)W (N).
La preuve est la même que dans le cas connexe, cf. [Co] lemme 3.12 �
Rappelons que la fonction f̃π

+

2 du paragraphe précédent a par construction les mêmes pro-
priétés que la fonction de départ f̃π

+,0. Soit alors N un élément de N qui n’est pas maximal
au sens du paragraphe précédent. Le Lévi M̃ qu’on lui associe ci-dessus est propre. D’après le
corollaire II.2(ii), on a donc DG̃

ψ (f̃π
+

2 ) = 0 pour tout ψ ∈ Ccusp(G̃N). Appliquons cela pour
ψ = ψπ

+

N . D’après l’égalité (3) du paragraphe précédent et la proposition ci-dessus, on a
DG̃

ψπ+
N

(f̃π
+

2 ) = cN(ψπ
+

N , ψπ
+

N ), donc ψπ
+

N = 0. En joignant ce résultat aux dernières remarques

du paragraphe précédent, on obtient l’égalité :

f̃π
+

2 = (f̃π
+

cusp)G̃.

VII.7. Preuve de la proposition VII.4
Soient (π+, E) et (π+

0 , E0) deux éléments de Repf (G+/Z2) tels que E et E0 sont tous deux
engendrés comme G+-modules par leurs sous-espaces d’invariants EI et EI0 . Soient N1, N2 ∈ N
tels que N1 +N2 = N et soit ψ ∈ C(G̃N1

)⊗C(G̃N2
). L’opérateur π+

0 (ψ̄G̃) prend ses valeurs dans
le sous-espace EI0 et un calcul immédiat conduit à l’égalité :

trace(π+
0 (ψ̄G̃)) = (ψ, f̃π

+
0

N1,N2
).

Si ψ est cuspidale, on peut remplacer ce produit scalaire par (ψ, projcusp(f̃
π+
0

N1,N2
)). En appli-

quant cela à ψ = projcusp(f̃π
+

N1,N2
), puis en sommant sur N1, N2, on obtient :

trace(π+
0 (( ¯̃

fπ
+

cusp)G̃)) = (f̃π
+

cusp, f̃
π+
0

cusp).

D’après les deux paragraphes précédents, on peut remplacer à gauche la fonction ( ¯̃
fπ

+

cusp)G̃ par

la fonction de départ ¯̃
fπ

+,0. On obtient :

(1) trace(π+
0 ( ¯̃
fπ

+,0)) = (f̃π
+

cusp, f̃
π+
0

cusp).

Appliquons ceci à π+ = π+(µ+,µ−), π+
0 = π+(λ+,λ−), pour deux couples distincts

(µ+,µ−), (λ+,λ−) ∈ P2(N). Notons π et π0 les restrictions de π+ et π+
0 à G. On sait définir

le support cuspidal d’une représentation irréductible de G. Ici, les supports cuspidaux de π et
de π0 sont des classes de conjugaison modulo le groupe de Weyl de caractères non ramifiés du
tore diagonal de G. Parce que les couples sont distincts, on voit que les supports cuspidaux
de π et π0 sont distincts. De plus, il sont tous deux fixes par θ. Il en résulte que le centre de
Bernstein Z(G̃) (cf.I.1) n’agit pas par le même caractère dans π+ et dans π+

0 . D’après [BW]
théorème I.4.1, les caractéristiques d’Euler-Poincaré EP (π+, π+

0 ) et EP (π, π0) sont donc toutes
deux nulles. D’après II.2(1), le membre de gauche de l’égalité (1) ci-dessus est nul. Le membre
de droite aussi, ce qui est l’assertion (i) de la proposition VII.4.

On considère maintenant un couple (λ+,λ−) ∈ P2(N) et on pose π+ = π+
0 = π+(λ+,λ−).

Supposons de plus (λ+,λ−) 6∈ P2,disc(N). On peut par exemple supposer qu’il existe j ≥ 1 tel
que multλ+(j) ≥ 2. Fixons un tel i. On a l’égalité :

π(λ+,λ−) = St(j)× π(λ
′+,λ−)× St(j),
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où λ
′+ est la partition déduite de λ+ en retirant deux termes égaux à j. Notons P le sous-groupe

parabolique de G, triangulaire par blocs, de blocs de tailles j,N−2j, j et M = Gj×GN−2j×Gj

sa composante de Lévi diagonale par blocs. On déduit de ce couple un ensemble M̃, cf. I.1, qui
n’est autre que Mθ, et un groupe M+. Il est clair que l’induite de M à M+ de la représentation
St(j) ⊗ π(λ

′+,λ−) ⊗ St(j) de M se décompose en deux composantes irréductibles. Alors
π+(λ+,λ−) est l’image par induction de P+ à G+ de l’une de ces composantes irréductibles.
Sa trace est une distribution induite, qui annule Ccusp(G̃). Donc le membre de gauche de (1)
est nul. Le membre de droite aussi, ce qui entrâıne f̃λ+,λ−

cusp = 0. Supposons maintenant qu’au
contraire (λ+,λ−) ∈ P2,disc(N). Il résulte de la description de IV.4 que π appartient à l’en-
semble noté Ẽll(G) dans ce paragraphe. Grâce à IV.5(1), la fonction f̃π

+,0 a une image non
nulle dans Icusp(G̃). Cette image est la même que celle de (f̃λ+,λ−

cusp )G̃. A fortiori f̃λ+,λ−
cusp n’est

pas nul. Cela démontre le (ii) de la proposition.
Enfin le (iii) résulte de l’assertion (iii) du corollaire II.2, dans laquelle on remplace une fois

de plus f̃π
+,0 par (f̃π

+

cusp)G̃. �

VIII. Détermination des pseudo-coefficients

VIII.1. Une filtration de l’espace C
Pour µ ∈ P(N), notons (π(µ), E(µ)) la représentation irréductible unipotente de G pa-

ramétrée par µ. En particulier, pour µ = (N), π(µ) est la représentation triviale. La représentation
π(µ) s’étend de deux façons distinctes en une représentation de G+. Nous allons en choisir une.
Notons B le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur de G et H l’algèbre des fonctions sur
G biinvariantes par B (elle est naturellement isomorphe à l’algèbre introduite en VII.3). Elle
a pour base les éléments habituels Tw, pour w ∈ SN . De π(µ) se déduit une représentation
de H dans E(µ)B, que l’on note encore π(µ). Notons wmax l’élément de SN de longueur
maximale. Soit π+(µ) un prolongement de π(µ) à G+. On vérifie que l’opérateur π+(µ)(θ)
conserve l’espace E(µ)B et qu’il existe un signe ε = ±1 et un entier t ∈ Z de sorte que, dans
ce sous-espace, π+(µ)(θ) cöıncide avec εqt/2π(µ)(Twmax). On choisit le prolongement π+(µ) de
sorte que ε = 1. On note χ+(µ) le caractère de π+(µ) et χ̃(µ) sa restriction à G̃. La famille
(χ̃(µ))µ∈P(N) forme une base de Cunip(G̃). On a introduit en VII.2 l’espace C. Il a pour base
la famille des χ̃(µ1) ⊗ χ̃(µ2) pour (µ1,µ2) ∈ P2(N). On définit sur l’ensemble des partitions
l’ordre usuel ainsi que les opérations de transposition, de réunion et de somme. On définit sur
C une filtration indexée par P(N) : pour µ ∈ P(N), C≤µ est le sous-espace engendré par les
χ̃(µ1)⊗χ̃(µ2) pour les (µ1,µ2) tels que µ1∪µ2 ≤ µ. On définit de façon similaire le sous-espace
C<µ. Les quotients de la filtration sont les espaces C≤µ/C<µ. Notons projµ : C≤µ → C≤µ/C<µ

la projection naturelle. Alors C≤µ/C<µ a pour base la famille des projµ(χ̃(µ1) ⊗ χ̃(µ2)) pour
les (µ1,µ2) tels que µ1 ∪ µ2 = µ.

VIII.2. Restriction des représentations de G aux sous-groupes compacts : première
propriété

Soit (λ+,λ−) ∈ P2(N). Posons λ = λ+ ∪ λ−, π = π(λ+,λ−), π+ = π+(λ+,λ−), E =
E(λ+,λ−). Soient N1, N2 ∈ N tels que N1 + N2 = N . Comme on l’a dit, π+ se restreint en
une représentation de K+

N1,N2
dans EK

u
N1,N2 , qui se quotiente en une représentation du groupe

(GN1
×GN2

)+, cf.VII.2. Notons π+
N1,N2

cette représentation et πN1,N2 sa restriction à GN1
×GN2

.
Dans le cas où N1 = N et N2 = 0, KN,0 est le sous-groupe compact maximal standard de G et
le calcul de la représentation πN,0 est aisé. On a :

πN,0 = St(λ+
1 )× St(λ+

2 )× ...× St(λ−1 )× St(λ−2 )× ...

Pour tout entier n, on a noté St(n) la représentation de Steinberg de Gn paramétrée par la
partition (1, ..., 1).
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Rappelons que si µ1, ...,µk sont des partitions telles que S(µ1) + ... + S(µk) = N , la
représentation induite π(µ1) × ... × π(µk) de G se décompose en somme de représentations
π(µ) pour µ ∈ P(N) tel que :

µ1 ∪ ... ∪ µk ≤ µ ≤ µ1 + ...+ µk.

Si l’une des inégalités est une égalité, la multiplicité de π(µ) est 1.
Appliquons cela aux partitions µ1, ...,µk toutes de la forme (1, ..., 1), de longueurs suc-

cessives λ+
1 , λ

+
2 , ..., λ

−
1 , λ

−
2 , .... Alors µ1 + ...+ µk = tλ. Donc πN,0 se décompose en somme de

représentations π(µ) pour µ ≤ tλ. En général, KN1,N2 est un sous-groupe de KN,0 et son image
dans GN est le groupe des points sur Fq d’un sous-groupe parabolique de composante de Lévi
GN1

×GN2
. Alors πN1,N2 n’est autre que le module de Jacquet de πN,0 relatif à ce sous-groupe

parabolique. On en déduit que πN1,N2 est somme de représentations π(µ1) ⊗ π(µ2) pour des
couples (µ1,µ2) ∈ P(N1)×P(N2) tels que µ1 ∪µ2 ≤ tλ. Si µ1 ∪µ2 = tλ, alors π(µ1)⊗ π(µ2)
intervient avec multiplicité 1.

La représentation π+
N1,N2

est somme de prolongements à (GN1
×GN2

)+ des représentations

précédentes. Par définition, f̃λ+,λ− est la somme directe des restrictions à G̃N1
×G̃N2

des traces
de π+

N1,N2
. On en déduit le lemme suivant.

Lemme. La fonction f̃λ+,λ− appartient à C≤tλ. Pour tout (µ1,µ2) ∈ P2(N) tel que µ1 ∪
µ2 = tλ, il existe α(λ+,λ−;µ1,µ2) ∈ {±1} tel que :

projtλ(f̃λ+,λ−) =
∑

µ1,µ2;µ1∪µ2=tλ

α(λ+,λ−;µ1,µ2)projtλ(χ̃(µ1)⊗ χ̃(µ2)).

VIII.3. Réduction au cas du sous-groupe compact maximal
Notons H l’algèbre des fonctions sur G biinvariantes par le sous-groupe d’Iwahori I (cf.

VII.3). Elle contient la sous-algèbre des fonctions à support dans K = KN,0, qui s’identifie
à H. Celle-ci est engendrée par les éléments Ti = Tsi pour i = 1, ..., N − 1, où si ∈ SN

est la symétrie élémentaire usuelle. L’algèbre H contient aussi une sous-algèbre isomorphe à
C[X1, X

−1
1 , ..., XN , X

−1
N ] (on utilise la présentation de [R] paragraphe 5). Les deux sous-algèbres

engendrent H et on a les relations :

(Ti − q)(Ti + 1) = 0, XjTi = TiXj pour j 6= i, i+ 1,

XiTi = TiXi+1 − (q − 1)Xi+1, Xi+1Ti = TiXi + (q − 1)Xi+1.

Notons ζ la fonction caractéristique de ζI multipliée par mes(I)−1. Elle appartient à H et on
vérifie l’égalité :

ζ = q−
N−1

2 TσX1 = q
N−1

2 XNT
−1
σ−1 ,

où σ ∈ SN est la permutation circulaire envoyant 1 sur N et i sur i− 1 pour i = 2, ..., N .
Soient χ = (χ1, ..., χN ) une famille de caractères non ramifiés de F×. Notons E(χ) l’espace

de la représentation induite χ1 × ...× χN . On sait que la représentation de H dans E(χ)I est
isomorphe à la représentation par multiplication à gauche dans l’espace H/I(χ), où I(χ) est
l’idéal à gauche de H engendré par les Xi − χi($) pour i = 1, ..., N .

Reprenons les notations du paragraphe précédent. Soit (µ1,µ2) ∈ P2(N) tel que µ1 ∪
µ2 = tλ. Le signe α(λ+,λ−;µ1,µ2) se détermine de la façon suivante. Identifions de façon
évidente SN1 × SN2 à un sous-groupe de SN . L’algèbre HN1

⊗C HN2
s’identifie à la sous-

algèbre de H engendrée par les Tw pour w ∈ SN1 ×SN2 . Notons-la H′. Notons w′max l’élément
(wN1,max, wN2,max) de SN1 × SN2 . Il y a un unique sous-H′-module de EI dans lequel cette
algèbre agit par la représentation π(µ1)⊗ π(µ2) (comme on l’a dit, on note de la même façon
les représentations des groupes et les représentations des algèbres de Hecke qui s’en déduisent).
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Notons E′ ce sous-module, qui est donc isomorphe à E(µ1)
BN1 ⊗C E(µ2)

BN2 . L’opérateur
π+(θ)π(ζ−N2) conserve ce sous-module et il existe un réel c > 0 tel que cet opérateur agisse
sur ce sous-module de la même façon que cα(λ+,λ−;µ1,µ2)πN,0(Tw′max

).
Pour j = 1, 2, posons νj = tµj . Pour ε = ± et j = 1, 2, définissons une partition νεj de

la façon suivante. Puisque tλ = µ1 ∪ µ2, on a λ = ν1 + ν2. Soit i un entier ≥ 1. Puisque
λ = λ+ ∪ λ−, il existe k ≥ 1 tel que λεi = λk. L’entier k n’est pas forcément unique. Mais, si
λk = λ`, l’égalité λ = ν1 + ν2 entrâıne que νj,k = νj,`. L’entier νj,k est donc bien déterminé.
On le note νεj,i et cela définit la partition νεj . On a les égalités :

νε1 + νε2 = λε, ν+
j ∪ ν+

j = νj .

Posons a(λ+,λ−;µ1,µ2) = S(ν−2 ). Enfin, posons α(λ+,λ−) = α(λ+,λ−; tλ, ∅).
Lemme. On a l’égalité :

α(λ+,λ−;µ1,µ2) = (−1)a(λ
+,λ−;µ1,µ2)α(λ+,λ−).

Preuve. Appliquons les définitions en remplaçant le couple (µ1,µ2) par (tλ, ∅). L’ana-
logue de l’algèbre H′ est simplement H. Notons E l’analogue du module E′. Puisque E '
π(tλ) et µ1 ∪ µ2 = tλ, la représentation de H′ dans E contient la représentation π(µ1) ⊗
π(µ2). Puisque cette représentation n’intervient qu’une fois dans EI , cela prouve que E′ ⊆ E.
L’opérateur π+(θ) agit dans E comme cα(λ+,λ−)π(Twmax), où c est un réel > 0. Alors
l’opérateur π+(θ)π(ζ−N2) = π(ζN2)π+(θ) agit dans E′ comme cα(λ+,λ−)π(ζN2Twmax). On
vérifie que ζN2Twmax = qr/2XN1+1...XNTw′max

pour un entier r ∈ Z. Cela entrâıne que π(XN1+1...XN )
conserve E′, y agit comme une homothétie de rapport c′ réel non nul, et que α(λ+,λ−;µ1,µ2)
est le produit de α(λ+,λ−) et du signe de c′.

Posons H′ = HN1 ⊗CHN2 . Identifions de façon naturelle H′ à une sous-algèbre de H. Pour
calculer la représentation de H′ dans EI , on peut commencer par calculer la restriction à H′
de la représentation de H dans EI , puis restreindre la représentation obtenue à la sous-algèbre
H′ de H′. Notons P le sous-groupe parabolique triangulaire supérieur de G de composante de
Lévi GN1 ×GN2 et (πP , EP ) le module de Jacquet normalisé de (π,E) relatif à ce parabolique.
Comme on le sait, en tant que H′-module, EI est isomorphe à (EP )IN1

×IN2 . La représentation
(πP , EP ) est filtrée d’après la théorie de Bernstein-Zelevinsky. Le gradué de cette filtration
possède la propriété suivante : soit (ρ, E) un terme de ce gradué ; alors le centre Z(H′) de
H′ agit dans EIN1

×IN2 par un caractère χρ. Par unicité, il y a un unique terme (ρ, E) du
gradué tel que la représentation π(µ1) ⊗ π(µ2) intervienne dans la représentation de H′ dans
EIN1

×IN2 . Puisque XN1+1...XN appartient au centre Z(H′), le réel c′ est nécessairement égal à
χρ(XN1+1...XN ).

Les termes du gradué de la filtration de Bernstein-Zelevinsky sont indexés par les familles
d = (dεj,i)ε=±,j=1,2,i≥1 telles que :

dεj,i ∈ N, dε1,i + dε2,i = λεi ,
∑

ε=±,i≥1

dεj,i = Nj .

La représentation ρd de GN1×GN2 dans le terme correspondant à une telle famille est le produit
tensoriel de la représentation de GN1 :

|.|d
+
2,1/2St(d+

1,1)× |.|
d+2,2/2St(d+

1,2)× ...× ξ|.|
d−2,1/2St(d−1,1)× ξ|.|

d−2,2/2St(d−1,2)× ...

et de la représentation de GN2 :

|.|−d
+
1,1/2St(d+

2,1)× |.|
−d+1,2/2St(d+

2,2)× ...× ξ|.|
−d−1,1/2St(d−2,1)× ξ|.|

−d−1,2/2St(d−2,2)× ...
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La valeur χρd(XN1+1...XN ) est la valeur en $ du caractère de F× produit des caractères
intervenant dans le support cuspidal de cette deuxième représentation. C’est un réel de signe
(−1)s(d), où s(d) =

∑
i≥1 d

−
2,i.

Pour d comme ci-dessus et j = 1, 2, notons dj la partition qui a pour termes d+
j,1, d

+
j,2, ..., d

−
j,1, d

−
j,2, ...

rangés en ordre décroissant. Comme en VIII.2, la représentation de GN1
×GN2

déduite de ρd
est l’induite :

St(dj,1)× St(dj,2)× ...

Cette représentation ne contient π(µ1) ⊗ π(µ2) que si µj ≤ tdj pour j = 1, 2. Nous allons
montrer que :

(1) cette condition n’est réalisée que pour l’unique famille d telle que dεj,i = νεj,i pour tous
ε = ±, j = 1, 2, i ≥ 1.

En effet, puisque λ = λ+ ∪λ−, on peut fixer une bijection τ : N \ {0} → {±}× (N \ {0}) de
sorte que, pour tout i ∈ N \ {0}, on ait l’égalité λi = λεk, où (ε, k) = τ(i). Définissons des suites
d’entiers δ1 et δ2 par δj,i = dεj,k pour tout i ≥ 1, où (ε, k) = τ(i). Ce ne sont pas a priori des
partitions, les termes n’ayant pas de raison d’être décroissants. Toutefois, quand on range les
termes de δj en ordre décroissant, on obtient la partition dj . Les suites δj vérifient l’égalité :

(2) δ1,i + δ2,i = λi, pour tout i.

On a imposé l’égalité µ1 ∪ µ2 = tλ, ou encore ν1 + ν2 = λ. Supposons vérifiées les relations
µj ≤ tdj pour j = 1, 2, ou encore νj ≥ dj . Pour toute suite d’entiers n = (ni)i≥1 et pour tout
i ∈ N, posons Si(n) = n1 + ...+ ni. Les relations précédentes entrâınent la relation :

Si(λ) = Si(ν1) + Si(ν2) ≥ Si(d1) + Si(d2)

pour tout i ∈ N. Remarquons que Si(dj) est la somme des i plus grands termes de dj . Puisque
δj ne diffère de dj que par l’ordre des termes, on a Si(dj) ≥ Si(δj). Grâce à (2), les inégalités
précédentes se complètent en la suite d’inégalités :

Si(λ) = Si(ν1) + Si(ν2) ≥ Si(d1) + Si(d2) ≥ Si(δ1) + Si(δ2) = Si(λ).

Le premier terme de cette suite étant égal au dernier, cela entrâıne que ces inégalités , ainsi
que toutes celles utilisées au cours du calcul, sont des égalités. En particulier Si(dj) = Si(δj)
pour j = 1, 2. En en soustrayant les égalités analogues relatives à i− 1, on en déduit δj,i = νj,i
pour tous j = 1, 2 et i ≥ 1. Mais cela équivaut à la conclusion de (1).

Remarquons que, pour la famille déterminée par (1), on a s(d) = a(λ+,λ−;µ1,µ2). On
a ainsi déterminé le ”bon” terme d du gradué et son signe χρd(XN1+1...XN ). Cela achève la
preuve. �

VIII.4. Détermination du dernier signe
On conserve les notations de VIII.2. On va déterminer le signe α(λ+,λ−). Introduisons

quelques notations. Soit r un entier ≥ 1. Notons N (r) l’ensemble des familles n = (n1, ..., nr)
d’entiers ≥ 1 telles que n1 + ...+ nr = N . Pour toute telle famille, notons Sn le groupe Sn1 ×
...×Snr plongé naturellement dans SN , Hn l’algèbre Hn1

⊗C ...⊗CHnr
plongée naturellement

dans H, et définissons les deux éléments de Hn :

en =
∑
w∈Sn

Tw, fn =
∑
w∈Sn

(−q)−l(w)Tw,

où l est la fonction longueur. Appelons décomposition en intervalles associée à n la décomposition
{1, ..., N} = I1 t ... t Ir, où Ii = {n1 + ... + ni−1 + 1, ..., n1 + ... + ni}. Le groupe Sr agit na-
turellement sur N (r). Soit n ∈ N (r) et σ ∈ Sr. On définit un élément w(σ,n) ∈ SN : si
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{1, ..., N} = I1 t ...t Ir = I ′1 t ...t I ′r sont les décompositions associées à n et σ(n), w(σ,n) est
croissante sur chaque Ii et envoie Ii sur I ′σ(i).

Notons N±(r) l’ensemble des couples (n, ε) où n = (n1, ..., nr) ∈ N (r) et ε = (ε1, ..., εr) est
une famille de signes ±. Notons ξ+ = 1 et ξ− = ξ les deux caractères non ramifiés d’ordre ≤ 2
de F×. Pour (n, ε) comme ci-dessus, définissons la représentation (St(n, ε), E(n, ε)) de G par :

St(n, ε) = ξε1St(n1)× ...× ξεrSt(nr).

On définit la famille de caractères :

ξ(n, ε) = (ξε1 |.|
n1−1

2 , ..., ξε1 |.|
1−n1

2 , ..., ξεr |.|
nr−1

2 , ..., ξεr |.|
1−nr

2 ).

Plus généralement, pour une famille z = (z1, ..., zr) de nombres complexes, on définit ξ(n, ε, z)
en remplaçant les ξεi par ξεi |.|zi dans la formule précédente. Le groupe Sr agit naturellement
sur N±(r).

Soit χ = (χ1, ..., χN ) une famille de caractères non ramifiés de F×. On a déjà dit que
E(χ)I était isomorphe à H/I(χ). Précisons cet isomorphisme. L’application naturelle H →
H/I(χ) est bijective. On définit une application linéaire H → E(χ)I en associant à Tw, pour
w ∈ SN , l’unique élément de E(χ)I (donc une fonction sur G) dont la restriction à K est la
fonction caractéristique de Iw−1I, en identifiant SN au sous-groupe de G formé des matrices
de permutation. On peut supposer que le diagramme :

E(χ)I

↗
H ↓
↘
H/I(χ)

est commutatif. Ses flèches sont des isomorphismes de H-modules. Si χ est en position générale,
il existe un unique isomorphisme de H-modules de E(χ)I sur E(w(χ))I qui, en identifiant ces
espaces à H, fixe l’élément f(N) (c’est-à-dire l’élément fn pour n = (N) ∈ N (1)). Il se traduit
par la multiplication à droite par un élément N(w,χ) deH. En particulier, si w est une symétrie
élémentaire si, on a :

N(si,χ) = (qχi($)χi+1($)−1 − 1)−1
(
Ti(1− χi($)χi+1($)−1) + (q − 1)χi($)χi+1($)−1

)
.

Posons θ(χ) = (χ−1
N , ..., χ−1

1 ) et définissons l’homomorphisme Θ(χ) : E(χ)→ E(θ(χ)) qui,
à une fonction ϕ ∈ E(χ), associe la fonction ϕ ◦ θ. Il se restreint en un homomorphisme de
E(χ)I dans E(θ(χ))I . En identifiant ces espaces à H, celui-ci se traduit par l’homomorphisme
qui, pour tout w ∈ SN , envoie Tw sur Twmaxwwmax . Mais Twmaxwwmax = TwmaxTwT

−1
wmax

. Cet
homomorphisme est donc la conjugaison par Twmax , que l’on note Ad(Twmax).

Soit (n, ε) ∈ N±(r). Alors E(n, ε) est un sous-module de E(χ(n, ε)) et E(n, ε)I s’identifie
au sous-H-module Hfn de H = E(χ(n, ε))I . Soit σ ∈ Sr. Il y a un opérateur d’entrelacement
de E(n, ε) sur E(σ(n), σ(ε)). On peut le normaliser de sorte qu’il se traduise sur les éléments
invariants par I par l’application :

Hfn → Hfσ(n)

h 7→ hN(σ,n, ε),

où N(σ,n, ε) est un élément de H construit de la façon suivante. Pour z = (z1, ..., zr) en
position générale, on dispose de l’élément N(w(σ,n),χ(n, ε, z)) de H. Pour h ∈ Hfn, l’élément
hN(w(σ,n),χ(n, ε, z)) est régulier en z = 0. Sa valeur en z = 0 est égale à hN(σ,n, ε) pour
une certain élément N(σ,n, ε) ∈ H qui est l’élément cherché.
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Remarque. Pour être précis, cela ne définit cet élément que modulo l’annulateur à droite
de Hfn, mais cela n’a pas d’importance.

Notons maintenant r+, resp. r−, le nombre de termes non nuls de λ+, resp. λ−, posons
r = r+ + r− et définissons (n, ε) ∈ N±(r) par :

(ni, εi) =
{

(λ+
i ,+), pour i = 1, ..., r+,

(λ−
i−r+ ,−), pour i = r+ + 1, ..., r.

Evidemment π = St(n, ε). Posons χ = χ(n, ε) et notons σmax l’élément maximal de Sr.
Remarquons que θ(χ) = χ(σmax(n), σmax(ε)). L’homomorphisme Θ(θ(χ)) se restreint en un
homomorphisme de E(σmax(n), σmax(ε)) dans E(n, ε). On dispose d’autre part de l’opérateur
d’entrelacement de E(n, ε) dans E(σmax(n), σmax(ε)). Le composé de ces deux opérateurs est
l’opérateur π+(θ) de E = E(n, ε). En effet, il entrelace les représentations π et θ(π) et vérifie
la condition de normalisation imposée en VII.3. Donc π+(θ) se restreint à EI = Hfn en le
composé des deux applications :

(1)
Hfn → Hfσmax(n)

h 7→ hN(σmax,n, ε)
Hfσmax(n)

Ad(Twmax )→ Hfn
h 7→ TwmaxhT

−1
wmax

Posons µ = tλ et notons E le sous-H-module de EI = Hfn dans lequel H agit par la
représentation π(µ). Pour déterminer l’action de π+(θ) dans E, on doit restreindre l’application
ci-dessus à E et la comparer à l’action de Twmax . Ces deux actions étant proportionnelles, on
va se limiter à un élément bien choisi de E. Par définition de π(µ) (vue comme représentation
de H), sa restriction à Hµ contient la représentation ”triviale”, plus exactement celle qui
correspond à la représentation triviale de Gµ1

× Gµ2
× .... Or celle-ci n’intervient qu’une fois

dans Hfn. En effet, le sous-espace isotypique de Hfn associé à la représentation ”triviale” de
Hµ est engendré par les éléments eµTwfn pour les w ∈ SN de longueur minimale dans leur
double classe SµwSn. Pour qu’un tel élément soit non nul, il faut que wSnw

−1 ∩Sµ = {1}.
Mais un seul w vérifie ces conditions. Notons w1 cet élément et h1 = eµTw1fn. Par unicité, on
a forcément h1 ∈ E ⊆ Hfn. On a donc :

π+(θ)(h1) = α(λ+,λ−)qt/2Twmaxh1,

où t est un certain entier.
Soit σ ∈ Sr. On peut remplacer n par σ(n) dans les constructions ci-dessus. Au lieu de w1

et h1, on obtient des termes analogues wσ et hσ. Posons aussi :

kσ = h1Tw(σ−1,σ(n)).

Il est non nul car Tw(σ−1,σ(n)) est inversible. Il appartient à Hfσ(n) car fnTw(σ−1,σ(n)) =
Tw(σ−1,σ(n))fσ(n). Il se transforme par la représentation ”triviale” de Hµ. Par unicité, les
éléments hσ et kσ sont donc proportionnels. La première application de (1) est équivariante
pour l’action de H. Elle envoie forcément h1 sur un multiple de kσmax . Posons donc :

h1N(σmax,n, ε) = ckσmax .

La deuxième application de (1) envoie kσmax sur TwmaxkσmaxT
−1
wmax

. Notons wn,max l’élément
de longueur maximale de Sn. On a l’égalité wmax = wn,maxw(σmax, σ(n)) et la longueur du
terme de gauche est la somme des longueurs des deux termes du membre de droite. Donc
Twmax = Twn,maxTw(σmax,σ(n)). On en déduit :

TwmaxkσmaxT
−1
wmax

= Twmaxh1T
−1
wn,max

.

Mais fnT−1
wn,max

= (−1)l1fn, où l1 = l(wn,max). On obtient alors :

π+(θ)(h1) = c(−1)l1Twmaxh1,
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d’où :
α(λ+,λ−) = c(−1)l1q−t/2.

Décomposons σmax en produit de symétries élémentaires, notons σmax = σd...σ1 cette
décomposition. Pour j = 0, ..., d, posons σ≤j = σj ...σ1 et (nj , εj) = σ≤j(n, ε). Comme ci-
dessus, il y a un nombre complexe Cj 6= 0 tel que :

h1N(σ≤j ,n, ε) = Cjkσ≤j
.

On a C0 = 1 et c = Cd. Supposons j ≥ 1 et considérons les deux éléments hσ≤j−1
Tw(σj ,nj)

et hσ≤j−1
N(σj ,nj−1, εj−1). Ils appartiennent à Hfnj et vérifient des conditions similaires aux

éléments hσ≤j
ou kσ≤j

. Ils sont donc proportionnels. Soit cj le nombre complexe tel que :

hσ≤j−1
N(σj ,nj−1, εj−1) = cjhσ≤j−1

Tw(σj ,nj).

Puisque hσ≤j−1
et kσ≤j−1

sont proportionnels, on a aussi :

kσ≤j−1
N(σj ,nj−1, εj−1) = cjkσ≤j−1

Tw(σj ,nj) = cjkσ≤j
.

On a alors :

h1N(σ≤j ,n, ε) = h1N(σ≤j−1,n, ε)N(σj ,nj−1, εj−1) = Cj−1kσ≤j−1
N(σj ,nj−1, εj−1) = Cj−1cjkσ≤j

,

donc Cj = Cj−1cj . On en déduit :
c =

∏
j=1,...,d

cj ,

puis :
(2) α(λ+,λ−) = (−1)l1q−t/2

∏
j=1,...,d

cj .

Comme on va le voir, pour tout j = 1..., d, cj est en fait la valeur en q1/2 d’une fraction
rationnelle cj(X) sans pôle en X = 1. Notons c(X) le produit de ces fractions rationnelles.
Dans tous ces calculs, on peut remplacer q par une puissance entière qn arbitraire. On ne sait
pas a priori que α(λ+,λ−) et t sont indépendants de n (on pourrait facilement prouver que t
l’est, mais peu importe). En tout cas, pour tout entier n ≥ 1, on obtient une égalité c(qn/2) =
ε(n)qnt(n)/2, avec ε(n) ∈ {±1} et t(n) ∈ Z. Faisons tendre n vers l’infini. Nécessairement,
ε(n) et t(n) deviennent constants : ε(n)Xt(n) est le quotient des termes de plus haut degré du
numérateur et du dénominateur de c(X). Notons ε(∞) et t(∞) ces valeurs constantes. Alors
c(qn/2) = ε(∞)qnt(∞)/2 pour n assez grand. Cela entrâıne c(X) = ε(∞)Xt(∞). Alors l’égalité
(2) devient :

α(λ+,λ−) = (−1)l1ε(∞)q
t(∞)−t

2 ,

d’où t = t(∞) et α(λ+,λ−) = (−1)l1ε(∞) = (−1)l1c(1). On a obtenu l’égalité :

(3) α(λ+,λ−) = (−1)l1
∏

j=1,...,d

cj(1).

Il nous reste à démontrer l’assertion concernant les cj et à calculer cj(1).
Fixons j ∈ {1, ...., d}, notons k l’élément de {1, ..., r − 1} tel que la symétrie élémentaire

σj permute k et k + 1. Posons N ′ = nk + nk+1, n′ = (nk, nk+1), ε′ = (εk, εk+1). Notons σ′max
l’élément non trivial de S2, λ′ la partition qui a les mêmes termes que n′, rangés en ordre
décroissant, et posons µ′ = tλ

′. Tous ces objets sont des analogues, quand on remplace N
par N ′, de n, ε, σmax, λ et µ. En leur appliquant les constructions précédentes, on définit un
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élément w′1 ∈ SN ′ et des éléments eµ′ , h′1, N(σ′max,n
′, ε′) et Tw(σ′max,σ

′
max(n′)) de HN ′ . Il y a un

nombre complexe c′ 6= 0 tel que :

(4) h′1N(σ′max,n
′, ε′) = c′h′1Tw(σ′max,σ

′
max(n′)).

Posons m = (n1, ..., nk−1, N
′, nk+2, ..., nr). Le groupe SN ′ se plonge de façon évidente dans

Sm, puis dans SN . De même, HN ′ se plonge dans Hm puis dans H. On vérifie que les
images par ce plongement de N(σ′max,n

′, ε′) et Tw(σ′max,σ
′
max(n′)) sont égales respectivement

à N(σj ,nj−1, εj−1) et Tw(σj ,nj). Identifions désormais les ensembles de départ de ces plonge-
ments à leurs images. Décomposons wσ≤j−1

en produit vw′, où v est de longueur minimale
dans sa classe SµvSm et w′ ∈ Sm. On a l’égalité hσ≤j−1

= eµTvTw′fσ≤j−1(n). On vérifie que
v−1Sµv ∩Sm est égal au sous-groupe Sn′ de SN ′ . On en déduit que eµTv est proportionnel
à eµTveµ′ . On voit aussi que w′ = w′1. Alors eµ′Tw′fσ≤j−1(n) appartient à Hh′1. On en déduit
que hσ≤j−1

appartient lui aussi à Hh′1. En utilisant (4) et les identifications que l’on a déjà
explicitées, on obtient :

hσ≤j−1
N(σj ,nj−1, εj−1) = c′hσ≤j−1

Tw(σj ,nj).

En comparant avec la définition de cj , on voit que cj = c′. Cela ramène le calcul de cj à un
calcul dans HN ′ relatif à la partition λ′. Cette partition n’a que deux termes.

Oublions les notations N ′, λ′ etc..., supposons simplement que λ n’a que deux termes, i.e.
r = 2. On va alors calculer le terme c. On simplifie les notations en posant (m,n) = n, (δ, ε) = ε.
Pour fixer les idées, on suppose m ≥ n. Alors µ ne contient comme termes non nuls que des
1 et des 2, avec multµ(2) = n, multµ(1) = m − n. Introduisons la famille n′ = (m, 1, ..., 1) ∈
N (n+ 1), définissons la représentation (π′, E′) de G par :

π′ = ξδSt(m)× ξε|.|
n−1

2 × ...× ξε|.|
1−n

2 .

Elle n’est pas du type considéré précédemment à cause des caractères valeurs absolues, mais
elle conserve une partie des propriétés que l’on a décrites. En particulier E

′I s’identifie à Hfn′ .
Pour σ ∈ Sn+1, on définit de façon évidente la représentation σ(π′). Pourvu que σ soit croissant
sur {2, ..., n + 1}, on définit un opérateur d’entrelacement entre π′ et σ(π′). Il se traduit dans
les espaces d’invariants par I par la multiplication à droite :

Hfn′ → Hfσ(n′)

h 7→ hN(σ, π′)

où N(σ, π′) est un certain élément de H. Cela est vrai parce que les deux hypothèses ”σ
croissant sur {2, ..., n + 1}” et m ≥ n entrâınent que σ ne permute que des segments non liés
au sens de Zelevinsky. Toujours parce que m ≥ n, on vérifie que la représentation ”triviale” de
Hµ intervient dans Hfn′ avec multiplicité 1. On définit dans cet espace l’élément h′1 analogue
de h1, qui n’est autre que eµw1fn′ . Notons maintenant σ ∈ Sn+1 la permutation telle que
σ(1) = n + 1, σ(i) = i − 1 pour i = 2, ..., n + 1. Comme précédemment, il existe un nombre
complexe c′ non nul tel que :

h′1N(σ, π′) = c′h′1Tw(σ−1,σ(n′)).

La représentation π est sous-module de π′, ce qui se traduit pour les éléments invariants par
I par l’inclusion Hfn ⊆ Hfn′ . Les termes N(σmax,n, ε) et Tw(σmax,σmax(n)) sont respective-
ment égaux à N(σ, π′) et Tw(σ−1,σ(n′)). En multipliant à droite l’égalité ci-dessus par fσmax(n),
on obtient l’égalité c = c′. Cela nous ramène à un problème concernant la représentation π′.
Un procédé de réduction analogue à celui expliqué plus haut nous ramène alors à la situa-
tion suivante. Soit k ∈ {1 − n, ..., n − 1} un entier de même parité que n − 1. Définissons la
représentation

π′k = ξδSt(m)× ξε|.|k/2
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de Gm+1. On définit pour cette représentation un nombre complexe c′k analogue à c′. On a alors
l’égalité :

(5) c = c′ =
∏
k

c′k,

le produit portant sur les k ci-dessus.
Fixons donc k. On s’est ramené à une situation où N = m + 1 et π est remplacée par la

représentation π′k ci-dessus. Notons v, w les éléments de SN définis par v(1) = 1, v(j) = j + 1
pour j = 2, ..., N − 1, v(N) = 2, w(j) = j + 1 pour j = 1, ..., N − 1, w(N) = 1. Notons aussi σ
l’élément non trivial de S2. Remarquons que w(σ, σ(n)) = w−1 et w1 = v. La définition de c′k
se traduit par l’égalité :

(6) eµTvfnN(σ, π′k) = c′keµTvfnTw−1 .

Calculons N(σ, π′k). Pour cela, on introduit une variable z ∈ C, on considère la famille de
caractères :

χ(z) = (ξδ|.|
m−1

2 , ..., ξδ|.|
1−m

2 , ξε|.|z+
k
2 ),

et l’élément N(w,χ(z)) ∈ H. En notant sj les symétries élémentaires usuelles de SN , on a
l’égalité w = s1s2...sm, d’où :

N(w,χ(z)) = N(sm,χ(z))N(sm−1, sm(χ(z)))...N(s1, s2...sm(χ(z))).

Pour j = 1, ...,m, posons :

Aj(z) = − 1− δεqj+z+
k−N

2

1− δεqj+z+1+ k−N
2

, Bj(z) =
(1− q)δεqj+z+

k−N
2

1− δεqj+z+1+ k−N
2

.

On a l’égalité :
N(sj , sj+1...sm(χ(z))) = Aj(z)Tj +Bj(z).

Pour tout sous-ensemble J ⊆ {1, ...,m}, notons TJ le produit des Tj pour j ∈ J , pris dans
l’ordre décroissant, AJ(z), resp. BJ(z) les produit des Aj(z), resp. Bj(z), pour j ∈ J , resp.
j 6∈ J . Alors :

N(w,χ(z)) =
∑

J⊆{1,...,m}

AJ(z)BJ(z)TJ .

Posons Q =
∑

x∈Sm
q−l(x). On a l’égalité fnfn = Qfn. Parce que N(w,χ(z)) est un entrelace-

ment, on en déduit :
fnN(w,χ(z)) = Q−1fnN(w,χ(z))fw(n).

Soit J  {1, ...,m}. Il existe t ∈ {1, ...,m} et deux sous-ensembles J ′ ⊆ {1, ..., t − 1}, J ′′ ⊆
{t + 1, ...,m}, tels que TJ = TJ ′′TJ ′ = TJ ′TJ ′′ . Pour j < m, on a sj ∈ Sn. On en déduit
fnTJ ′ = (−1)|J

′|fn. Pour j > 1, on a sj ∈ Sw(n). On en déduit TJ ′′fw(n) = (−1)|J
′′|fw(n). D’où

l’égalité fnTJfw(n) = (−1)|J |fnfw(n). On obtient alors :

fnN(w,χ(z)) = fn(A(z)Tw−1 +B(z))fw(n),

où :
A(z) = Q−1A{1,...,m}(z), B(z) = Q−1

∑
J {1,...m}

(−1)|J |AJ(z)BJ(z).

On calcule immédiatement :

A(z) = (−1)mQ−1 1− δεqz+
k+1−m

2

1− δεqz+
k+1+m

2

,

20



B(z) = (−1)m+1Q−1A{1,...,m}(z) +Q−1(
∑

J⊆{1,...,m}

(−1)|J |AJ(z)BJ(z)),

= (−1)m+1Q−1A{1,...,m}(z) +Q−1
∏

j=1,...,m

(Bj(z)−Aj(z)) = (−1)m+1A(z) +Q−1.

Les termes A(z) et B(z) sont réguliers en z = 0 (parce que k ≥ 1−n et m ≥ n). Par définition,
N(σ, π′k) est un élément de H tel que fnN(σ, π′k) soit la valeur en z = 0 de fnN(w,χ(z)). On
peut donc supposer que N(σ, π′k) = (A(0)Tw−1 + B(0))fw(n). On voit alors que les coefficients
de ce terme dans la base (Tx)x∈SN

de H sont des fractions rationnelles en q1/2 qui n’ont pas
de pôles en q1/2 = 1. Il en est donc de même du terme c′k, puis du terme c. Cela démontre
la première assertion concernant ce terme. Comme on l’a expliqué, il nous suffit de calculer la
valeur c′k(1) que prend c′k quand on y remplace q1/2 par 1. Quand on remplace ainsi q1/2 par
1, H devient l’algèbre de groupe C[SN ]. Afin de ne pas submerger le lecteur d’un déluge de
notations, on travaille pour quelques temps dans cette algèbre, tout en conservant les notations
déjà introduites. Notons a et b les valeurs de A(0) et B(0) en q1/2 = 1. Alors N(σ, π′k) devient
(aTw−1 + b)fw(n) ou encore afnTw−1 + bfw(n). Maintenant fnfn = m!fn et le membre de gauche
de (6) devient :

am!eµTvfnTw−1 + beµTvfnfw(n).

Le premier terme est directement comparable au membre de droite de (6). Etudions le second.
On a l’égalité :

Tvfn = (−1)m−1
∑

x∈SN ,x(N)=2

(−1)l(x)Tx.

D’où :
eµTvfnfw(n) = (−1)m−1

∑
x∈SN ,x(N)=2

(−1)l(x)eµTxfw(n).

Mais eµTxfw(n) = 0 si x−1(1) et x−1(2) sont tous deux ≥ 2. On peut donc ne garder dans la
somme que les x pour lesquels x(1) = 1. Un tel x appartient à Sw(n) et Txfw(n) = (−1)l(x)fw(n).
D’où l’égalité :

eµTvfnfw(n) = (−1)m−1(m− 1)!eµfw(n).

D’autre part,
eµTvfnTw−1 = eµTvw−1fw(n).

Mais vw−1 = s1 et eµTs1 = eµ. D’où l’égalité eµTvfnTw−1 = eµfw(n). Finalement, pour q1/2 =
1, le membre de gauche de (6) devient égal à :

(am! + (−1)m−1b(m− 1)!)eµTvfnTw−1 .

D’où l’égalité :
c′k(1) = am! + (−1)m−1b(m− 1)!

Distinguons maintenant deux cas. Si δε = −, on calcule a = (−1)m

m! , b = 0, d’où c′k(1) = (−1)m.
Si δε = +, on calcule :

a =
(−1)m

m!
k + 1−m
k + 1 +m

, b =
2

(m− 1)!
1

k + 1 +m
,

d’où c′k(1) = (−1)m+1m+1−k
m+1+k .

Il faut maintenant remonter les différentes réductions que l’on a effectuées. On commence
par reporter les valeurs ci-dessus dans (5) pour calculer la valeur c(1) que prend c en q1/2 = 1.
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On se rappelle que l’on a supposé m ≥ n. Un calcul similaire vaut dans le cas m < n et la
formule générale que l’on obtient est :

c(1) =
{

(−1)mn, si δ 6= ε,

(−1)mn+inf(m,n), si δ = ε.

Revenons aux hypothèses initiales et utilisons la formule (3). Les termes ci(1) intervenant
dans cette formule sont calculés par la formule ci-dessus. Les familles (m,n, δ, ε) qui inter-
viennent sont d’une part les (λεj , λ

ε
k, ε, ε) pour ε = ± et j < k, d’autre part les (λ+

j , λ
−
k ,+,−)

pour tous j, k. D’autre part, on calcule :

l1 =
∑
i

ni(ni − 1)
2

=
∑
i,ε

λεi(λ
ε
i − 1)
2

.

Pour toute partition ν, posons :
z(ν) =

∑
j≥1

jνj .

Remarque. Pour tout i ≥ 1, posons multν(≥ i) =
∑

`≥imultν(`). On vérifie l’égalité :

z(ν) =
∑
i≥1

imultν(i)(multν(≥ i) +
1−multν(i)

2
).

A partir de la formule (3), un calcul simple conduit à la proposition suivante.
Proposition. Soit (λ+,λ−) ∈ P2(N). Alors on a l’égalité :

α(λ+,λ−) = (−1)
N2+N

2
+z(λ+)+z(λ−).

IX. Pseudo-coefficients et correspondance de Springer

IX.1. L’espace Cglob
Soient n,N ′ ∈ N tels que 2n+N ′ = N . On définit une application linéaire :

res(n)1 : C → Cunip(Gn)⊗C CN ′

de la façon suivante. Soient N1, N2 ∈ N tels que N1 + N2 = N . On va décrire la restriction
de res(n)1 au facteur Cunip(G̃N1

) ⊗C Cunip(G̃N2
) de C. Si N1 < 2n, cette restriction est nulle.

SupposonsN1 ≥ 2n. On a construit en VII.1 une application de restriction qui envoie Cunip(G̃N1
)

dans Cunip(Gn) ⊗C Cunip(G̃N1−2n). Par tensorisation avec l’identité de C(G̃N2
), on obtient une

application de Cunip(G̃N1
)⊗CCunip(G̃N2

) dans C(Gn)⊗CCunip(G̃N1−2n)⊗CCunip(G̃N2
). Ce dernier

espace se plonge dans Cunip(Gn)⊗C CN ′ . La composée de ces deux applications est l’application
cherchée.

En échangeant les rôles des indices 1 et 2, on définit de même une application linéaire
res(n)2. On pose res(n) = res(n)1 − res(n)2. On note Cglob l’ensemble des ϕ ∈ C tels que
res(n)(ϕ) = 0 pour tout n ≥ 1 tel que 2n ≤ N . Bien sûr, Ccusp ⊆ Cglob.

Lemme. Soit (π+, E) ∈ Repf (G+/Z2) une représentation telle que E soit engendré comme
G+-module par EI . Alors f̃π

+
appartient à Cglob.

Preuve. Soient n,N ′
1, N

′
2 ∈ N tels que n ≥ 1 et 2n+N ′

1 +N ′
2 = N . Reprenons les notations

de VII.5. Notons A1 la réunion des translatés par NZ de l’ensemble {−n, 0, N ′
2, N

′
2 +n}. Il ap-

partient à Ã et N ′
2 appartient à C(A1). On a défini le groupe K(φ(A1)) et l’ensemble c(A1, N

′
2).

Posons :
H = GN ′1

×GN ′2
×Gn ×Gn.
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On a :
K(φ(A1))/Ku(φ(A1)) ' H.

On peut définir un groupe H+
1 sur Fq, de composante neutre H, et une composante H̃1 de H+

1

de sorte que :
c(A1, N

′
2)/K

u(φ(A1)) ' H̃1.

On montre comme en VII.1 que :

(1) Cunip(H̃1) ' Cunip(Gn)⊗C Cunip(G̃N ′1)⊗C Cunip(G̃N ′2).

Définissons une fonction ϕ1 sur c(A1, N
′
2) par :

ϕ1(g) = trace(π+(g)|EKu(φ(A1))).

Elle se quotiente en une fonction sur H̃1, qui appartient à Cunip(H̃1) et à laquelle on l’identifie.
Mais c(A1, N

′
2) est inclus dans KN ′1+2n,N ′2

et apparâıt comme un ”sous-ensemble parabolique”
de cet ensemble. Il résulte des définitions que la composante de res(n)1(f̃π

+
) dans l’espace de

droite de (1) n’est autre que l’image de ϕ1 par l’isomorphisme (1).
Notons A2 la réunion des translatés par NZ de l’ensemble {0, n,N ′

2 +n,N ′
2 +2n}. C’est un

élément de Ã et N ′
2 + 2n appartient à C(A2). En copiant les constructions ci-dessus, on définit

un groupe H+
2 , une composante H̃2 de ce groupe, avec un isomorphisme :

(2) Cunip(H̃2) ' Cunip(Gn)⊗C Cunip(G̃N ′1)⊗C Cunip(G̃N ′2),

et un élément ϕ2 ∈ Cunip(H̃2). L’ensemble c(A2, N
′
2 + 2n) est un ”sous-ensemble parabolique”

de KN ′1,N
′
2+2n et la composante de res(n)2(f̃π

+
) dans l’espace de droite de (2) n’est autre que

l’image de ϕ2 par l’isomorphisme (2).
Mais les couples (K(φ(A1)), c(A1, N

′
2)) et (K(φ(A2)), c(A2, N

′
2 + 2n)) sont conjugués par

un élément de G : en effet, Ad(ζn) envoie le premier sur le second. Il en résulte facilement
que l’on peut identifier H̃1 à H̃2 de sorte que ϕ1 s’identifie à ϕ2 et que les applications (1) et
(2) deviennent identiques. Cela prouve que res(n)1(f̃π

+
) = res(n)2(f̃π

+
), d’où l’assertion de

l’énoncé. �

IX.2. Base de Cglob
Pour tout ensemble E, on note C[E] l’espace vectoriel sur C de base E. On définit sur

P2(N) une relation d’équivalence notée ∼. Pour (λ+,λ−), (µ+,µ−) ∈ P2(N), on a (λ+,λ−) ∼
(µ+,µ−) si et seulement si λ+ ∪ λ− = µ+ ∪ µ− et, pour tout entier i ≥ 1 et tout ε = ±,
on a la congruence mulλε(i) ≡ multµε(i) mod 2Z. Notons P2(N)/ ∼ l’ensemble des classes
d’équivalence.

Proposition. Considérons l’application qui, à (λ+,λ−) ∈ P2(N), associe f̃λ+,λ− ∈ Cglob.
Elle est constante sur les classes d’équivalence. L’application linéaire de C[P2(N)/ ∼] dans
Cglob qui s’en déduit est un isomorphisme.

Preuve. L’équivalence est engendrée par la relation élémentaire suivante. Soient (λ+,λ−) ∈
P2(N) et k un entier ≥ 1 tel que multλ+(k) ≥ 2. Définissons (µ+,µ−) par :

multµε(j) = multλε(j) pour ε = ± et tout j ≥ 1, j 6= k ;

multµε(k) = multλε(k) +
{
−2, pour ε = +
+2, pour ε = −.

Alors (λ+,λ−) ∼ (µ+,µ−). Pour prouver la première assertion, il suffit de prouver que
f̃λ+,λ− = f̃µ+,µ− sous les hypothèses ci-dessus. Pour tout nombre complexe s, introduisons la
représentation de G :

π(s) = |.|sSt(k)× π(µ+,λ−)× |.|−sSt(k).

Elle est θ-stable. Limitons-nous aux s imaginaires purs. Alors π(s) est irréductible et on peut
la prolonger en une représentation π+(s) de G+ que l’on normalise comme en VII.3. Il est clair

23



par construction que f̃π
+(s) varie continûment en s. Mais les composantes de ce terme sont des

caractères de représentations de degré borné de groupes finis. Cela entrâıne que s 7→ f̃π
+(s)

est constante. Or π+(0) = π+(λ+,λ−) tandis que π+( πi
log(q)) = π+(µ+,µ−) (dans la première

parenthèse, π = 3, 14... et i =
√
−1). D’où l’égalité cherchée f̃λ+,λ− = f̃µ+,µ− .

On veut prouver que l’application linéaire de C[P2(N)] dans Cglob est injective. On peut
remplacer Cglob par C. Pour λ ∈ P(N), notons P2(N,λ) l’ensemble des (λ+,λ−) ∈ P2(N) tels
que λ+ ∪ λ− = λ. Cet ensemble est stable par l’équivalence, on note P2(N,λ)/ ∼ l’ensemble
des classes. Introduisons sur C[P2(N)/ ∼] une filtration indexée par P(N) de sorte que, pour
tout λ ∈ P2(N), le terme C[P2(N)/ ∼]≥λ de cette filtration ait pour base

⋃
µ≥λ P2(N,µ)/ ∼.

Le lemme VIII.2 nous dit que cette filtration est compatible, à transposition près, avec celle
introduite en VIII.1 sur C. Précisément, notre application linéaire envoie C[P2(N)/ ∼]≥λ dans
C≤tλ. Il s’en déduit une application linéaire entre les gradués. Pour les termes indexés par λ,
c’est :

C[P2(N,λ)/ ∼] → C≤tλ/C<tλ

(λ+,λ−) 7→ projtλ(f̃λ+,λ−).

Il suffit de prouver que cette application est injective. Avec les notations de VIII.2, considérons
la matrice :

(α(λ+,λ−;µ1,µ2))

indexée par les couples (λ+,λ−) ∈ P2(N,λ)/ ∼ et les couples (µ1,µ2) ∈ P2(N, tλ). Il suffit de
prouver que cette matrice est de rang |P2(N,λ)|. D’après le lemme VIII.4, on peut aussi bien
considérer la matrice :

(1) ((−1)a(λ
+,λ−;µ1,µ2))

indexée par les mêmes couples. Posons Jord(λ) = {i ≥ 1;multλ(i) ≥ 1}, notons X l’ensemble
des sous-ensembles de Jord(λ). Pour X ∈ X , définissons des partitions λ+(X), λ−(X) par les
relations suivantes, pour ε = ± et tout i ≥ 1 :

multλε(X)(i) =


multλ(i), si ε = + et i 6∈ X,

0, si ε = − et i 6∈ X,
multλ(i)− 1, si ε = + et i ∈ X,

1 si ε = − et i ∈ X.

On vérifie que la famille (λ+(X),λ−(X))X∈X forme un système de représentants des classes
d’équivalence dans P2(N,λ). Pour Y ∈ X , définissons des suites d’entiers ν1(Y ) et ν2(Y ) par
les égalités suivantes, pour tout i ≥ 1 :

ν2(Y )i = |{k ∈ Y ; k ≤ λi}|, ν1(Y )i = λi − νi.

On vérifie que ce sont des partitions. On note µj(Y ) la transposée de νj(Y ). On a évidemment
(µ1(Y ),µ2(Y )) ∈ P2(N, tλ). PourX,Y ∈ X , on a associé en VIII.3 au quadruplet λ+(X),λ−(X),
µ1(Y ),µ2(Y ) un quadruplet de partitions (νεj)j=1,2,ε=±. On calcule la partition ν−2 ainsi. No-
tons x1 > ... > xt les éléments de X. Alors, pour tout i ≥ 1, ν−2,i = |{k ∈ Y ; k ≤ xi}|, avec la
convention xi = 0 si i > t. Alors :

a(λ+(X),λ−(X);µ1(Y ),µ2(Y )) = S(ν−2 ) = |{(x, y) ∈ X × Y ;x ≥ y}|,

et la matrice carrée : (
(−1)|{(x,y)∈X×Y ;x≥y}|

)
X,Y ∈X

est une matrice extraite de (1). Il est élémentaire de prouver que cette dernière matrice est
inversible, de rang |X | = |P2(N,λ)/ ∼ |. Cela prouve l’injectivité.

Pour prouver la surjectivité, il suffit de comparer les dimensions. Un ensemble de représentants
de P2(N)/ ∼ est formé des couples (λ+,λ−) ∈ P2(N) tels que multλ− ne prend pour valeurs

24



que 0 ou 1. Pour tout entier n ∈ N, le nombre d’éléments de P(n) est le coefficient de Xn dans
la série formelle

∏
i≥1(1 −Xi)−1. De même, le nombre de λ ∈ P(n) tels que multλ ne prend

pour valeurs que 0 ou 1 est le coefficient de Xn dans la série formelle
∏
i≥1(1 +Xi). Donc le

nombre d’éléments de P2(N)/ ∼ est le coefficient de XN dans la série :

(2)
∏
i≥1

(1 +Xi)(1−Xi)−1.

Généralisons la définition de P2(N) en notant, pour tout entier k ≥ 2, Pk(N) l’ensemble des
k-uplets de partitions (λ1, ....,λk) tels que S(λ1)+ ...+S(λk) = N . On montrera au paragraphe
IX.6 que :

(3) dimCCglob =
∑

m1,m2,n

|P3(n)|,

où on somme sur les m1,m2, n ∈ N tels que :

m1(m1 + 1)
2

+
m2(m2 + 1)

2
+ 2n = N.

Le nombre d’éléments de P3(n) est le coefficient de X2n dans la série formelle
∏
i≥1(1−X2i)−3.

Posons :
Q(X) =

∑
m≥0

X
m(m+1)

2 .

Alors dimCCglob est le coefficient de XN dans la série formelle :

(4) Q(X)2
∏
i≥1

(1−X2i)−3.

D’après [HW] 19.9.2, on a l’égalité :

Q(X) =
∏
i≥1

(1−Xi)(1 +Xi)2.

Alors les deux séries (2) et (4) sont égales. On en déduit l’égalité cherchée |P2(N)/ ∼ | =
dimCCglob, ce qui achève la démonstration. �

IX.3. Base de Ccusp
Définissons l’application linéaire :

C[P2,disc(N)] → Ccusp
(λ+,λ−) 7→ projcusp(f̃λ+,λ−).

Corollaire. Cette application est un isomorphisme.
Preuve. On peut étendre la définition en une application linéaire de C[P2(N)] dans Ccusp.

D’après la proposition précédente, cette application est surjective. D’après la proposition VII.4(ii),
cette application annule les éléments de P2(N) \P2,disc(N). Sa restriction à C[P2,disc(N)] reste
donc surjective. Il reste à comparer les dimensions des espaces de départ et d’arrivée. Comme
dans le paragraphe précédent, le nombre d’éléments de P2,disc(N) est le coefficient de XN dans
la série formelle :

(1)
∏
i≥1

(1 +Xi)2.

Posons :
R(X) =

∑
k≥0

dimC(Cunip,cusp(G̃k))Xk.
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Par définition de Ccusp, sa dimension est le coefficient de XN dans R(X)2. On montrera au
paragraphe IX.5 que, pour tout k ∈ N, on a l’égalité :

(2) dimC(Cunip,cusp(G̃k)) =
∑
m,n

|P(n)|,

où on somme sur les m,n ∈ N tels que m(m+1)
2 + 2n = k. Il en résulte que :

R(X) = Q(X)
∏
i≥1

(1−X2i)−1,

où Q(X) est comme dans le paragraphe précédent. A l’aide de [HW] 19.9.2, on en déduit que
R(X) =

∏
i≥1(1 + Xi), puis que dimC(Ccusp) est le coefficient de XN dans la série (1). Cela

achève la preuve. �

IX.4. Quelques rappels combinatoires
On considérera différents groupes de Weyl. Pour un tel groupe W , on note C(W ) l’espace

des fonctions sur W , à valeurs complexes, invariantes par conjugaison. On le munit du produit
hermitien habituel. A toute représentation (de dimension finie) ρ deW est associé son caractère,
qui appartient à C(W ). Pour simplifier les notations, on notera encore ρ ce caractère.

On note WN le groupe de Weyl d’un système de racines de type BN ou CN . On l’identifie
au groupe des permutations w de l’ensemble {±1, ... ± N} telles que w(−i) = −w(i) pour
tout i. Les représentations irréductibles de WN sont paramétrées par P2(N), cf. [Ca] 11.4.2.
Pour (α,β) ∈ P2(N), on note ρα,β la représentation irréductible paramétrée par ce couple. En
particulier, ρ(N),∅ est la représentation triviale. On note sgn l’homomorphisme signature usuel
de WN dans {±1}. Autrement dit, sgn = ρ∅,(1,...,1). On note sgnCD l’homomorphisme de WN

dans {±1} dont le noyau est le groupe d’un système de racines de type DN . Autrement dit,
sgnCD = ρ∅,(N). On note WD

N le noyau de sgnCD.
Les classes de conjugaison dans WN sont aussi paramétrées par P2(N). Rappelons ce pa-

ramétrage. Soit w ∈ WN . Décomposons l’ensemble {±1, ...,±N} en orbites sous l’action du
sous-groupe engendré par w. Il y a deux types d’orbites : les orbites J telles que J ∩ (−J) = ∅ ;
les orbites J telle que J = −J . On note α et β les partitions telles que, pour tout i ≥ 1,
2multα(i) soit le nombre d’orbites J du premier type, telles que |J | = i, et multβ(i) soit le
nombre d’orbites J du deuxième type, telles que |J | = 2i. L’application qui à w associe (α,β) se
quotiente en le paramétrage annoncé des classes de conjugaison. On dit qu’un élément w ∈WN

est elliptique si sa classe est paramétrée par un couple de la forme (∅,β). On note WN,ell

l’ensemble des éléments elliptiques de WN , C(WN,ell) le sous-espace des éléments de C(WN ) à
support dans WN,ell et projell la projection orthogonale de C(WN ) sur C(WN,ell).

Notons T (N) l’ensemble des triplets (m,n, ρ) où m,n ∈ N, m(m+1)
2 + 2n = N et ρ

est une représentation irréductible de Wn. Soit µ ∈ P(N). On va lui associer un triplet
(m(µ), n(µ), ρ(µ)) ∈ T (N). Soit t un entier assez grand, tel que t ≡ N + 1 mod 2Z. Posons :

E = {µi + t− i; i = 1, ..., t},

E+ = {x
2
;x ∈ E, x pair}, E− = {x− 1

2
;x ∈ E, x impair},

notons t+, resp. t−, le nombre d’éléments de E+, resp. E−. On pose :

m(µ) = sup(t− − t+, t+ − t− − 1), n(µ) =
1
2
(N − m(µ)(m(µ) + 1)

2
).

On vérifie que n(µ) est un entier ≥ 0. Notons α et β les uniques partitions telles que :

E+ = {αi + t+ − i; i = 1, ..., t+}, αi = 0 pour i > t+,
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E− = {βi + t− − i; i = 1, ..., t−}, βi = 0 pour i > t−.

On vérifie que (α,β) ∈ P2(n(µ)). On pose ρ(µ) = ρα,β.
L’application µ 7→ (m(µ), n(µ), ρ(µ)) est une bijection de P(N) sur T (N). Les remarques

suivantes nous seront utiles :
(1) pour tout µ ∈ P(N), on a l’égalité (m(tµ), n(tµ), ρ(tµ)) = (m(µ), n(µ), ρ(µ)⊗ sgn).
C’est immédiat ;
(2) dans la construction ci-dessus, on a la congruence t ≡ [m(µ)−1

2 ] mod 2Z et les égalités :

t+ =
1
2

(
t+ (−1)[

m(µ)
2

](m(µ) +
1
2
) +

1
2

)
,

t− =
1
2

(
t− (−1)[

m(µ)
2

](m(µ) +
1
2
)− 1

2

)
.

(selon l’usage [x] est la partie entière de x). En effet, on a déjà dit que n(µ) était entier, donc
N ≡ m(µ)(m(µ)+1)

2 ≡ [m(µ)+1
2 ] mod 2Z. Puisque t ≡ N + 1 mod 2Z, cela entrâıne la première

relation. Puisque m(µ) est égal soit à t− − t+, soit à t+ − t− − 1 et que t− − t+ ≡ t ≡
[m(µ)−1

2 ] mod 2Z, on a :

m(µ) =

{
t− − t+, si m(µ) ≡ [m(µ)−1

2 ] mod 2Z
t+ − t− − 1, si m(µ) 6≡ [m(µ)−1

2 ] mod 2Z.

La relation m(µ) ≡ [m(µ)−1
2 ] mod 2Z équivaut à [m(µ)

2 ] ≡ 1 mod 2Z. Les égalités ci-dessus sont
alors équivalentes à :

t+ − t− − 1
2

= (−1)[
m(µ)

2
](m(µ) +

1
2
),

dont on déduit les égalités de (2). �
On a défini en VIII.3 la somme Sk(µ) pour k ∈ N. Dans la preuve ci-dessous, on étend la

définition de la façon suivante : pour tout ensemble fini X de nombres réels et tout k ∈ N, on
note Sk(X) la somme des k plus grands termes de X.

Lemme. Soit µ ∈ P(N), notons (α′,β′) ∈ P2(n(µ)) le couple de partitions paramétrant la

représentation ρ(µ)⊗ sgn[
m(µ)

2
]

CD de Wn(µ). Pour tout entiers k, ` ∈ N, on a l’inégalité :

Sk+`(µ) ≥ 2Sk(α′) + 2S`(β′)−
(k − `)2

2
+ (k − `)(m(µ) +

1
2
).

Preuve. Avec les notations ci-dessus, on a l’égalité :

Sk+`(µ) = Sk+`(E)− Sk+`({t− 1, ..., 0}).

La somme des k + ` plus grands termes de E est au moins aussi grande que la somme des k
plus grands termes pairs de E plus celle des ` plus grands termes impairs. D’où :

Sk+`(E) ≥ 2Sk(E+) + `+ 2S`(E−)

≥ 2Sk(α) + 2Sk({t+ − 1, ..., 0}) + `+ 2S`(β) + 2S`({t− − 1, ..., 0}).

On obtient :

Sk+`(µ) ≥ 2Sk(α) + 2S`(β)− (k − `)2

2
+ (k − `)(t+ − t− − 1

2
).

Comme on l’a vu ci-dessus, t+ − t− − 1
2 = (−1)[

m(µ)
2

](m(µ) + 1
2). Si [m(µ)

2 ] est pair, on a
(α′,β′) = (α,β) et l’inégalité précédente est celle de l’énoncé. Si [m(µ)

2 ] est impair, on a
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(α′,β′) = (β,α) et l’inégalité de l’énoncé se déduit de la précédente en échangeant les rôles de
k et `. �

On rappelle que, pour toute partition µ ∈ P(N), on a défini en VIII.4 l’entier z(µ). On
pose :

γ(µ) = (−1)z(
tµ)+n(µ)+

m(µ)(m(µ)+1
2 .

IX.5. Fonctions caractéristiques de faisceaux-caractères sur les groupes finis
Notons M1,1(N) l’ensemble des couples (m,n) d’entiers ≥ 0 tels que m(m+1)

2 + 2n = N .
Posons :

K = ⊕(m,n)∈M1,1(N)C(Wn).

On munit cet espace du produit hermitien défini positif somme directe des produits usuels sur
chacun des facteurs.

Soient (m,n) ∈ M1,1(N) et ρ une représentation irréductible de Wn. Notons µ l’élément
de P(N) dont l’image dans T (N) est (m,n, ρ). Posons :

k(ρ) = γ(µ)χ̃(µ).

On étend cette définition par linéarité, obtenant ainsi un homomorphisme :

k : K → Cunip(G̃).

C’est un isomorphisme isométrique.
Remarque. En fait k(ρ) se définit plus naturellement comme la fonction caractéristique

d’un faisceau-caractère sur G̃. La base de K formée des représentations irréductibles de chaque
Wn intervenant paramètre naturellement ces faisceaux-caractères. De ce point de vue, l’égalité
que l’on a prise ci-dessus comme définition est un théorème ([W2] théorème 17).

Soient r, n ∈ N tels que r ≤ n. Le groupe Sr ×Wn−r se plonge naturellement dans Wn :
il s’identifie au groupe des permutations w de {±1, ...,±n} qui vérifient w(−i) = −w(i) pour
tout i et conservent l’ensemble {1, ..., r}. Il y a donc une application de restriction :

C(Wn)→ C(Sr)⊗C C(Wn−r).

Soit maintenant r un entier ≥ 0 et tel que 2r ≤ N . On définit une application linéaire :

res(r) : K → C(Sr)⊗KN−2r.

Elle est nulle sur les composantes C(Wn) de K telles que n < r. Si n ≥ r, elle envoie C(Wn) sur la
composante C(Sr)⊗CC(Wn−r) de l’espace d’arrivée et cöıncide sur ce facteur avec l’application
de restriction précédente. Définissons une application linéaire :

hr : C(Sr)→ Cunip(Gr).

Pour tout µ ∈ P(r), elle envoie la représentation irréductible de Sr paramétrée usuellement
par µ sur le caractère trace π(µ). Alors le diagramme suivant est commutatif :

(1)
K k→ Cunip(G̃)
↓ res(r) ↓ Resn

C(Sr)⊗C KN−2r

hr⊗kN−2r→ Cunip(Gr)⊗C Cunip(G̃N−2r)

où Resn est l’application décrite en VII.1. Cf. [W2] lemme 18.
Par définition, Cunip,cusp(G̃) est le sous-espace des éléments de Cunip(G̃) annulés par toutes

les applications Resn quand n parcourt tous les entiers tels que n ≥ 1 et 2n ≤ N . D’après la
commutativité du diagramme ci-dessus, c’est l’image par k du sous-espace :

⊕(m,n)∈M1,1(N)C(Wn,ell)
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de K. Puisque dimCC(Wn,ell) = |P(n)|, on en déduit l’égalité IX.3(2) qui restait à prouver.

IX.6. L’espace K
NotonsM2,2(N) l’ensemble des quadruplets (m1,m2, n1, n2) d’entiers≥ 0 tels que m1(m1+1)

2 +
m2(m2+1)

2 + 2n1 + 2n2 = N . Pour un tel quadruplet, on définit l’espace :

K[m1,m2, n1, n2] = C(Wn1)⊗C C(Wn2).

On le munit du produit hermitien produit tensoriel des produits usuels sur chacun des facteurs.
On pose :

K = ⊕(m1,m2,n1,n2)∈M2,2(N)K[m1,m2, n1, n2].

On munit K du produit hermitien somme directe des précédents. Puisque l’application :

M2,2(N) → tN1,N2;N1+N2=NM1,1(N1)×M1,1(N2)
(m1,m2, n1, n2) 7→ ((m1, n1), (m2, n2))

est bijective, on a un isomorphisme naturel :

K = ⊕N1,N2,N1+N2=NKN1
⊗C KN2

.

On définit l’application linéaire k : K → C qui, sur toute composante KN1
⊗C KN2

est égale à
kN1
⊗ kN2

. C’est un isomorphisme isométrique.
Soit r un entier tel que r ≥ 0 et 2r ≤ N . En copiant la définition de IX.1, où on remplace

les applications Res par les applications resn définies dans le paragraphe précédent, on définit
deux applications linéaires :

resK(r)j : K → C(Sr)⊗KN−2r

pour j = 1, 2. On pose resK(r) = resK(r)1−resK(r)2. Grâce à la commutativité du diagramme
IX.5(1), le diagramme suivant est lui aussi commutatif :

K k→ C
↓ resK(r) ↓ res(r)

C(Sr)⊗C KN−2r
hr⊗kN−2r→ Cunip(Gr)⊗C CN−2r.

Notons Kglob le sous-espace des éléments de K annulés par l’application resK(r) pour tout r tel
que r ≥ 1 et 2r ≤ N . Alors k se restreint en un isomorphisme de Kglob sur Cglob.

Notons M2,1(N) l’ensemble des triplets (m1,m2, n) d’entiers ≥ 0 tels que m1(m1+1)
2 +

m2(m2+1)
2 + 2n = N . Pour un tel triplet, on pose Q[m1,m2, n] = C[P4(n)]∗. Cet espace est

le dual de l’espace vectoriel complexe de base P4(n) ; on l’identifie à l’espace des fonctions à
valeurs complexes sur l’ensemble P4(n). Posons :

Q = ⊕(m1,m2,n)∈M2,1(N)Q[m1,m2, n].

On va définir une application linéaire de K dans Q. Pour tout n ∈ N et tout couple (α,β) ∈
P2(n), on fixe un élément wα,β ∈ Wn dans la classe de conjugaison paramétrée par (α,β).
Soit f ∈ K et soient (m1,m2, n) ∈ M2,1(N) et (α1,β1,α2,β2) ∈ P4(n). Pour j = 1, 2, posons
nj = S(αj)+S(βj). On a (m1,m2, n1, n2) ∈M2,2(N). Notons f [m1,m2, n1, n2] la composante
de f dans K[m1,m2, n1, n2]. C’est un élément de C(Wn1)⊗CC(Wn2), autrement dit une fonction
sur Wn1 ×Wn2 . Posons :

ϕ[m1,m2, n](α1,β1,α2,β2) = f [m1,m2, n1, n2](wα1,β1
× wα2,β2

).
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Cette formule définit un élément de Q[m1,m2, n] = C[P4(n)]∗. On pose :

ϕ = ⊕(m1,m2,n)∈M2,1(N)ϕ[m1,m2, n] ∈ Q.

L’application linéaire annoncée est l’application f 7→ ϕ. Il est clair que c’est un isomorphisme
de K sur Q.

De même, soit r ∈ N tel que 2r ≤ N . Pour (m1,m2, n) ∈M2,1(N−2r), posonsQ(r)[m1,m2, n] =
C[P(r)× P4(n)]∗. Et posons :

Q(r) = ⊕(m1,m2,n)∈M2,1(N−2r)Q(r)[m1,m2, n].

En copiant la construction ci-dessus, on définit un isomorphisme de C(Sr)⊗C KN−2r sur Q(r).
Modulo ces isomorphismes, l’application resK(r) devient une application resQ : Q → Q(r)

qui s’exprime de la façon suivante. Soit ϕ = ⊕(m1,m2,n)∈M2,1(N)ϕ[m1,m2, n] un élément de
Q. Alors resQ(ϕ) est l’élément ϕ′ = ⊕(m1,m2,n)∈M2,1(N−2r)ϕ

′[m1,m2, n] tel que, pour tout
(m1,m2, n) ∈M2,1(N − 2r), tout µ ∈ P(r) et tout (α1,β1,α2,β2) ∈ P4(n), on ait l’égalité :

ϕ′[m1,m2, n](µ,α1,β1,α2,β2) = ϕ[m1,m2, n+ r](α1 ∪ µ,β1,α2,β2)

−ϕ[m1,m2, n+ r](α1,β1,α2 ∪ µ,β2).

Alors Kglob est isomorphe à l’espace des ϕ ∈ Q tels qu’avec les notations ci-dessus, pour tout
(m1,m2, n) ∈M2,1(N), ϕ[m1,m2, n] se factorise par l’application :

P4(n) → P3(n)
(α1,β1,α2,β2) 7→ (α1 ∪α2,β1,β2)

Cette application étant surjective, Kglob est isomorphe à :

⊕(m1,m2,n)∈M2,1(N)C[P3(n)]∗.

On en déduit l’égalité IX.2(3) qui restait à prouver.

IX.7. Induction endoscopique et produits elliptiques
On va définir un endomorphisme ι de K. Il suffit de fixer deux éléments (m1,m2, n1, n2) et

(m′
1,m

′
2, n

′
1, n

′
2) de M2,2(N) et de définir la composante de ι dans :

Hom(K[m1,m2, n1, n2],K[m′
1,m

′
2, n

′
1, n

′
2]).

Si (m1,m2) 6= (m′
1,m

′
2), cette composante est nulle. Supposons (m1,m2) = (m′

1,m
′
2). Notons

N l’ensemble des familles n = (nj,j′)j,j′=1,2 d’entiers ≥ 0 telles que, pour j, j′ = 1, 2, on ait les
égalités :

nj,1 + nj,2 = nj , n1,j′ + n2,j′ = n′j′ .

Pour une telle famille, posons :

Wn = Wn1,1 ×Wn1,2 ×Wn2,1 ×Wn2,2 .

Il y a deux plongements évidents (au moins à conjugaison près) :

Wn1 ×Wn2 ←Wn →Wn′1
×Wn′2

,

d’où sont issus un homomorphisme de restriction :

resn : C(Wn1)⊗C C(Wn2)→ C(Wn),
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et un homomorphisme d’induction :

indn : C(Wn)→ C(Wn′1
)⊗C C(Wn′2

).

On définit un couple (e, e′) par les formules suivantes :
- si m1 ≡ m2 mod 2Z et m1 ≥ m2, (e, e′) = (2, 2) ;
- si m1 ≡ m2 mod 2Z et m1 < m2, (e, e′) = (2, 1) ;
- si m1 6≡ m2 mod 2Z et m1 > m2, (e, e′) = (1, 2) ;
- si m1 6≡ m2 mod 2Z et m1 < m2, (e, e′) = (1, 1).
Notons χn la fonction sur Wn qui est le produit du caractère sgnCD du facteur Wne,e′ et

des caractères triviaux des trois autres composantes. L’homomorphisme cherché est alors :

K[m1,m2, n1, n2] → K[m1,m2, n
′
1, n

′
2]

f 7→
∑

n∈N indn(χnresn(f)).

Soit n ∈ N. On définit sur C(Wn) deux produits hermitiens que l’on peut appeler ”ellip-
tiques”. Ils sont tous deux positifs ou nuls, quoique dégénérés. Le premier, noté (., .)cusp, est le
produit ”näıf” défini par :

(f, f ′)cusp = (projell(f), projell(f ′)) = |Wn|−1
∑

w∈Wn,ell

f̄(w)f ′(w).

Notons δn la représentation naturelle de Wn dans Cn. Les éléments elliptiques de Wn sont
précisément les éléments w tels que det(1− δn(w)) 6= 0. Le second produit scalaire, noté (., .)ell,
est défini par :

(f, f ′)ell = |Wn|−1
∑

w∈Wn,ell

det(1− δn(w))f̄(w)f ′(w).

A l’aide de ces produits, on définit deux produits sur l’espace K notés encore (., .)cusp et
(., .)ell. Remarquons que l’on peut définir un sous-espace Kell de K en remplaçant dans les
définitions les espaces C(Wn) par C(Wn,ell). Notons projell la projection orthogonale (pour le
produit non dégénéré usuel) de K sur Kell. Alors le produit elliptique näıf de K est défini par
la formule :

(f, f ′)cusp = (projell(f), projell(f ′)).

Remarquons aussi que l’isomorphisme k identifie Kell à Ccusp et projell à projcusp.
Proposition. L’image de l’endomorphisme ι est contenue dans Kglob. Pour f, f ′ ∈ K, on

a l’égalité :
(ι(f), ι(f ′))cusp = (f, f ′)ell.

Preuve. Pour toute partition µ, posons :

multµ! =
∏
i≥1

multµ(i)!

Pour n, n1, n2 ∈ N tels que n1 + n2 = n, les homomorphismes d’induction et de restriction :

C(Wn1)⊗C C(Wn2) � C(Wn)

s’expriment concrètement par les formules suivantes. Pour (α,β) ∈ P2(n) et f ∈ C(Wn1) ⊗C
C(Wn2),

ind(f)(wα,β) =
∑ multα!multβ!

multα1 !multβ1
!multα2 !multβ2

!
f(wα1,β1

× wα2,β2
),
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où on somme sur les couples (α1,β1) ∈ P2(n1), (α2,β2) ∈ P2(n2) tels que α1 ∪ α2 = α,
β1 ∪ β2 = β. D’autre part, pour (α1,β1) ∈ P2(n1), (α2,β2) ∈ P2(n2) et f ∈ C(Wn), on a :

res(f)(wα1,β1
× wα2,β2

) = f(wα1∪α2,β1∪β2
).

On a aussi la formule sgnCD(wα,β) =
∏
i≥1(−1)multβ(i).

On a défini en IX.6 un espace Q et un isomorphisme de K sur Q. Identifions ces deux
espaces. Alors ι devient un endomorphisme de Q que l’on peut calculer à l’aide des formules
ci-dessus. Il est clair qu’il est somme d’endomorphismes des sous-espaces Q[m1,m2, n]. Fixons
donc (m1,m2, n) ∈ M2,1(N) et décrivons la restriction de ι au sous-espace correspondant.
Pour deux éléments A = (α1,β1,α2,β2) et A′ = (α′

1,β
′
1,α

′
2,β

′
2) de P4(n), notons ∆(A,A′)

l’ensemble des familles D = (α1,1,α1,2,β1,1,β1,2,α2,1,α2,2,β2,1,β2,2) ∈ P8(n) telles que, pour
j, j′ = 1, 2, on ait les égalités :

αj = αj,1 ∪αj,2, βj = βj,1 ∪ βj,2, α′
j′ = α1,j′ ∪α2,j′ , β′j′ = β1,j′ ∪ β2,j′ .

Pour une telle famille D, on pose s(D) =
∏
i≥1(−1)

multβe,e′
(i)

, où e et e′ sont associés à m1 et
m2 comme ci-dessus. Posons aussi :

multA! = multα1 !multβ1
!multα2 !multβ2

!

On définit de même multA′ ! et multD! pour D comme ci-dessus. On pose :

c(A,A′) =
∑

D∈∆(A,A′)

s(D)
multA!
multD!

.

Avec ces notations, pour f ∈ Q[m1,m2, n] = C[P4(n)]∗ et A ∈ P4(n), on a l’égalité :

ι(f)(A) =
∑

A′∈P4(n)

c(A,A′)f(A′).

Pour quatre entiers a1, a2, a
′
1, a

′
2 ≥ 0, notons ∆(a1, a2, a

′
1, a

′
2) l’ensemble des familles a =

(aj,j′)j,j′=1,2 d’entiers ≥ 0 telles que, pour j, j′ = 1, 2, on ait les égalités :

aj = aj,1 + aj,2, a
′
j′ = a1,j′ + a2,j′ .

Pour une telle famille, on note a! =
∏
j,j′=1,2 aj,j′ ! et s(a) = (−1)ae,e′ . On pose :

c+(a1, a2, a
′
1, a

′
2) =

∑
a∈∆(a1,a2,a′1,a

′
2)

a1!a2!
a!

,

c−(a1, a2, a
′
1, a

′
2) =

∑
a∈∆(a1,a2,a′1,a

′
2)

s(a)
a1!a2!

a!
.

Pour deux éléments A = (α1,β1,α2,β2) et A′ = (α′
1,β

′
1,α

′
2,β

′
2) de P4(n), il y a une bijection

naturelle :

∆(A,A′) '

∏
i≥1

∆(multα1(i),multα2(i),multα′1(i),multα′2(i))

×
∏
i≥1

∆(multβ1
(i),multβ2

(i),multβ′1(i),multβ′2(i))


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qui, à D = (α1,1,α1,2,β1,1,β1,2,α2,1,α2,2,β2,1,β2,2) ∈ ∆(A,A′) associe l’élément de l’en-
semble de droite dont la i-ième composante dans le premier, resp. second, produit est (multαj,j′ (i))j,j′=1,2,
resp. (multβj,j′ (i))j,j′=1,2. A l’aide de cette bijection, on obtient l’égalité :

c(A,A′) =

∏
i≥1

c+(multα1(i),multα2(i),multα′1(i),multα′2(i))

×
∏
i≥1

c−(multβ1
(i),multβ2

(i),multβ′1(i),multβ′2(i))

 .

Un terme c+(a1, a2, a
′
1, a

′
2) est facile à calculer. C’est le produit de a1!a2! et du coefficient de

Xa1Y a2 dans la somme : ∑
a

Xa1,1+a1,2Y a2,1+a2,2

a!

où on somme sur les a = (aj,j′)j,j′=1,2 tels que a′j′ = a1,j′ + a2,j′ pour j′ = 1, 2. Cette somme
est égale à :

(X + Y )a
′
1+a′2

a′1!a
′
2!

,

et on obtient :

c+(a1, a2, a
′
1, a

′
2) =

{
0, si a1 + a2 6= a′1 + a′2

(a′1+a′2)!
a′1!a′2!

, si a1 + a2 = a′1 + a′2.

En particulier, c+(a1, a2, a
′
1, a

′
2) ne dépend de a1 et a2 que via leur somme a1+a2. Cela entrâıne

que c(A,A′) ne dépend des composantes α1 et α2 de A que via leur réunion α1 ∪ α2. Il en
est de même de ι(f)(A). D’après l’interprétation de Kglob donnée en IX.6, cela signifie que ι(f)
appartient à Kglob.

Pour f, f ′ ∈ Q[m1,m2, n] = P4(n), le produit elliptique näıf s’exprime ainsi :

(f, f ′)cusp =
∑

(β′′1 ,β
′′
2 )∈P2(n)

∏
i≥1 2

−multβ′′1
(i)−multβ′′2

(i)

multβ′′1 !multβ′′2 !
f̄(B)f ′(B),

où on a posé B = (∅,β′′1, ∅,β′′2). De même, en remarquant que, pour tout r ∈ N et tout β ∈ P(r),
on a l’égalité det(1− δr(w∅,β)) =

∏
i≥1 2multβ(i), on obtient l’égalité :

(1) (f, f ′)ell =
∑

(β′′1 ,β
′′
2 )∈P2(n)

1
multβ′′1 !multβ′′2 !

f̄(B)f ′(B).

On calcule :

(2) (ι(f), ι(f ′))cusp =
∑

A,A′∈P4(n)

x(A,A′)f̄(A)f ′(A′),

avec :

x(A,A′) =
∑

(β′′1 ,β
′′
2 )∈P2(n)

∏
i≥1 2

−multβ′′1
(i)−multβ′′2

(i)

multβ′′1 !multβ′′2 !
c(B,A)c(B,A′).

Calculons ce coefficient. Pour B comme ci-dessus, il est clair que ∆(B,A) = ∅ donc c(B,A) = 0,
si A n’est pas de la forme A = (∅,β1, ∅,β2). On peut supposer que A est de cette forme et,
de même, que A′ = (∅,β′1, ∅,β′2). Pour quatre entiers b1, b2, b′1, b

′
2 ≥ 0, posons :

x(b1, b2, b′1, b
′
2) =

∑
b′′1 ,b

′′
2≥0

2−b
′′
1−b′′2

b′′1!b
′′
2!

c−(b′′1, b
′′
2, b1, b2)c−(b′′1, b

′′
2, b

′
1, b

′
2).
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Comme précédemment, on voit que :

x(A,A′) =
∏
i≥1

x(multβ1
(i),multβ2

(i),multβ′1(i),multβ′2(i)).

Le terme x(b1, b2, b′1, b
′
2) défini ci-dessus est égal à la somme :

∑
b,b′

2−b1,1−b1,2−b2,1−b2,2(−1)be,e′+b
′
e,e′ (b1,1 + b1,2)!(b2,1 + b2,2)!∏

j,j′=1,2(bj,j′ !b
′
j,j′ !)

,

où l’on somme sur les familles b = (bj,j′)j,j′=1,2, b′ = (b′j,j′)j,j′=1,2 d’entiers ≥ 0 telles que, pour
j, j′ = 1, 2 :

b1,j′ + b2,j′ = bj′ , b
′
1,j′ + b′2,j′ = b′j′ , bj,1 + bj,2 = b′j,1 + b′j,2.

C’est le coefficient de Xb1Y b2Zb
′
1T b

′
2 dans la série formelle :

∑
b,b′

2−b1,1−b1,2−b2,1−b2,2(−1)be,e′+b
′
e,e′ (b1,1 + b1,2)!(b2,1 + b2,2)!∏

j,j′=1,2(bj,j′ !b
′
j,j′ !)

Xb1,1+b2,1Y b1,2+b2,2Zb
′
1,1+b′2,1T b

′
1,2+b′2,2 ,

où on somme maintenant sur les b,b′ vérifiant seulement :

bj,1 + bj,2 = b′j,1 + b′j,2

pour j = 1, 2. Pour fixer les idées, supposons (e, e′) = (2, 2), un calcul analogue valant dans les
autres cas. Pour b fixé, la somme en b′ se calcule aisément. La série ci-dessus est égale à :∑

b

2−b1,1−b1,2−b2,1−b2,2(−1)b2,2∏
j,j′=1,2 bj,j′ !

Xb1,1+b2,1Y b1,2+b2,2(Z + T )b1,1+b1,2(Z − T )b2,1+b2,2 ,

sommé maintenant sur tout b. Cette série est encore égale à :

exp(
1
2
X(Z + T ))exp(

1
2
X(Z − T ))exp(

1
2
Y (Z + T ))exp(−1

2
Y (Z − T )),

ou encore exp(XZ + Y T ). Le calcul du coefficient de Xb1Y b2Zb
′
1T b

′
2 est immédiat, on obtient :

x(b1, b2, b′1, b
′
2) =

{
0, si (b1, b2) 6= (b′1, b

′
2),

1
b1!b2! , si (b1, b2) = (b′1, b

′
2).

On en déduit :

x(A,A′) =

{
0, si A 6= A′,
1

multβ1
!multβ2

! , si A = A′.

Alors les membres de droite des expressions (1) et (2) sont égales, ce qui achève la preuve. �

IX.8. Correspondance de Springer
Soit r ∈ N. Pour toute partition λ ∈ P(r), posons :

Jord(λ) = {j ∈ N; j ≥ 1, multλ(j) ≥ 1},

Jordpair(λ) = {j ∈ Jord(λ); j pair},

Jordimpair(λ) = {j ∈ Jord(λ), j impair},

et, pour tout entier k ≥ 1,

Jordk(λ) = {j ∈ Jord(λ); multλ(j) = k}.
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On dit que λ est symplectique, resp. orthogonale, si multλ prend des valeurs paires sur
Jordimpair(λ), resp. Jordpair(λ). On note Isymp(r), resp. Iorth(r), l’ensemble des couples E =
(λ, ε) où λ est une partition symplectique, resp. orthogonale, de r et ε est une fonction de
Jordpair(λ), resp. Jordimpair(λ), dans {±1}.

Soit E = (λ, ε) ∈ Isymp(r) (cela impose bien sûr que r est pair). La correspondance de
Springer généralisée associe à E un entier h = h(E) ∈ N tel que h(h+1) ≤ r et une représentation
irréductible ρ(E) deWn où n = r−h(h+1)

2 . En suivant Lusztig, on définit une autre représentation
ρ(E) de Wn. Indiquons simplement que ρ(E) est la représentation qui intervient dans l’espace de
cohomologie de degré maximal d’une certaine variété, tandis que ρ(E) est la représentation dans
toute la cohomologie de cette variété. En général, cette représentation n’est pas irréductible.
Elle se décompose en représentations irréductibles sous la forme suivante :

(1) ρ(E) =
∑

E ′∈Isymp(r)

p(E , E ′)ρ(E ′)

où les coefficients p(E , E ′) vérifient les propriétés suivantes :
p(E , E ′) ∈ Z ;
p(E , E) = 1 ;
soit E ′ = (λ′, ε′) ∈ Isymp(r) ; supposons E ′ 6= E et p(E , E ′) 6= 0 ; alors h(E ′) = h(E) et λ′ > λ.
Soient E = (λ, ε) et E ′ = (λ′, ε′) deux éléments de Isymp(r). Si h(E) = h(E ′), les représentations

ρ(E) et ρ(E ′) sont des représentations d’un même groupe Wn. On a défini en IX.7 leur produit
elliptique (ρ(E),ρ(E ′))ell. Si h(E) 6= h(E ′), on pose simplement (ρ(E),ρ(E ′)) = 0. Considérons
la condition :

(2) λ = λ′, Jord(λ) = Jordpair(λ), Jordk(λ) = ∅ pour tout k ≥ 3 et les restrictions de ε
et ε′ à Jord1(λ) sont égales.

Si elle n’est pas vérifiée, on pose (E , E ′)ell = 0. Si elle l’est, on pose :

(E , E ′)ell =
∏

j∈Jord2(λ)

ε(j)ε′(j).

On a alors l’égalité :
(3) (ρ(E),ρ(E ′))ell = (E , E ′)ell

cf. [W3] corollaire 13.
Soit maintenant E = (λ, ε) ∈ Iorth(r). Considérons l’ensemble des fonctions sur Jordimpair(λ)

à valeurs dans {±1}. Le groupe {±1} agit sur cet ensemble par multiplication sur l’ensemble
d’arrivée. Cela définit une relation d’équivalence sur notre ensemble de fonctions. Notons ε̄
la classe d’équivalence de ε et posons Ē = (λ, ε̄). La correspondance de Springer généralisée
associe à Ē un entier h̄ ∈ N tel que h̄2 ≥ r et h̄ ≡ r mod 2Z. Posons n = r−h̄2

2 . Si h̄ > 0,
cette correspondance associe également à Ē une représentation irréductible ρ̄ de Wn. Si h̄ = 0,
la correspondance associe à Ē une représentation irréductible ρ̄ du sous-groupe WD

n défini en
IX.4.

Notons j1 > ... > jt les éléments j ∈ Jordimpair(λ) tels que multλ(j) soit impair. Posons :

N(E) =
∑

s=1,...,t;ε(js)=−1

(−1)s.

On vérifie que :

h̄ =
{

2|N(E)|, si r est pair,
|2N(E) + 1|, si r est impair

cf. [W4], lemme XI.4. On pose :

h(E) =
{

2N(E), si r est pair,
2N(E) + 1, si r est impair.
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Si h 6= 0, on pose ρ(E) = ρ̄. Si h = 0 et l’induite de ρ̄ de WD
n à Wn est irréductible, on note ρ(E)

cette induite. Si cette induite est réductible, on note ρ(E) l’ extension de ρ̄ à Wn déterminée
de la façon suivante. Notons jmax le plus grand terme de Jordimpair(λ). La représentation
ρ̄ est paramétrée par un ensemble {α,β} de partitions telles que S(α) + S(β) = n. Ces
deux partitions sont distinctes parce que l’induite de ρ̄ est supposée réductible. Choisir un
prolongement revient à ordonner l’ensemble {α,β}. Notons � l’ordre lexicographique : on a
α � β si et seulement si αi > βi pour le plus petit entier i tel que αi 6= βi. Quitte à échanger
α et β, on peut supposer que :

α � β si ε(jmax) = 1,

β � α si ε(jmax) = −1.

On choisit alors ρ(E) = ρα,β.
On peut encore définir une autre représentation ρ(E) de Wn, essentiellement de la façon

indiquée dans le cas symplectique. Elle vérifie la propriété (1) (au remplacement près des indices
symp par orth). Soient E , E ′ ∈ Iorth(n). On définit les produits (E , E ′)ell et (ρ(E),ρ(E ′))ell
comme dans le cas symplectique (au remplacement près des indices pair par impair). Insistons
sur le fait que c’est l’égalité des entiers relatifs h(E) et h(E ′) qui conditionne la non nullité du
second produit. On a encore l’égalité (3), cf. [W3] corollaire 14.

On aura besoin ci-dessous de la remarque suivante. Considérons l’application :

(4)
N× Z → N× N
(h1, h2) 7→ (m1,m2)

où :

(m1,m2) = (sup(h1 +(−1)h1h2,−h1− (−1)h1h2− 1), sup(h1− (−1)h1h2,−h1 +(−1)h1h2− 1)).

C’est une bijection. Avec les notations de cette formule, on a l’égalité :

(5)
m1(m1 + 1)

2
+
m2(m2 + 1)

2
= h1(h1 + 1) + h2

2.

On note I l’ensemble des couples (E1, E2) tels qu’il existe deux entiers N1, N2 ≥ 0 de sorte
que N = N1 + N2, E1 ∈ Isymp(N1), E2 ∈ Iorth(N2). Considérons un tel couple. A E1 sont
associés un entier h1 = h(E1) ∈ N et une représentation ρ(E1) de Wn1 où n1 = N1−h1(h1+1)

2 .
A E2 sont associés un entier h2 = h(E2) ∈ Z et une représentation ρ(E2) de Wn2 , où n2 =
N2−h2

2
2 . Associons à (h1, h2) un couple (m1,m2) par la formule (4). Grâce à (5), le quadruplet

(m1,m2, n1, n2) appartient àM2,2(N). Posons ρ(E1, E2) = ρ(E1)⊗ρ(E2) ∈ C(Wn1)⊗C C(Wn2).
Puisque C(Wn1) ⊗C C(Wn2) = K[m1,m2, n1, n2], on peut identifier ρ(E1, E2) à un élément de
K[m1,m2, n1, n2], donc de K. On a ainsi défini une application :

ρ : I → K.

IX.9. Elements de C associés à la correspondance de Springer
Définissons un automorphisme τ de K. Il respecte chaque facteur K[m1,m2, n1, n2], il suffit

donc de fixer (m1,m2, n1, n2) ∈M2,2(N) et de définir la restriction de τ au facteur correspon-
dant. On pose :

c′(m1,m2) =
N2

2
− m1(m1 + 1)

4
− m2(m2 + 1)

4
=
N2 −N

2
+ n1 + n2.

Ce nombre est entier d’après la seconde égalité et ne dépend que de m1 et m2 d’après la
première. On pose :

c(m1,m2) = (−1)c
′(m1,m2).
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Notons s[m1,m2, n1, n2] la fonction sur Wn1 ×Wn2 :

(w1, w2) 7→ sgnCD(w1)[
m1
2

]sgn(w1)sgnCD(w2)[
m2
2

]sgn(w2).

Rappelons que l’on peut considérer K[m1,m2, n1, n2] comme un espace de fonctions sur Wn1 ×
Wn2 . Alors la restriction de τ à cet espace est la multiplication par la fonction c(m1,m2)s[m1,m2, n1, n2].

Soit (E1, E2) ∈ I. Ecrivons Ej = (λj , εj) pour j = 1, 2, posons λ = λ1 ∪ λ2. On associe à
(E1, E2) des entiers Nj , hj , nj ,mj comme dans le paragraphe précédent.

Considérons deux partitions ν1,ν2 telles que ν1 + ν2 = λ. Pour i ∈ Jord(λ), choisissons
` ≥ 1 tel que λ` = i. Les termes ν1,` et ν2,` ne dépendent pas du choix de `. On les note ν1(i)
et ν2(i). On pose :

e1(ν1,ν2, i) = ν2(i) +multλ2(≥ i) +N ; e2(ν1,ν2, i) = ν1(i) +multλ1(≥ i).

Notons Gr(E1, E2) l’ensemble des couples (µ1,µ2) ∈ P2(N) tels qu’en posant νj = tµj pour
j = 1, 2, on ait :

µ1 ∪ µ2 = tλ ;
pour tout i ∈ Jordpair(λ1), ε1(i) = (−1)e1(ν1,ν2,i) ;
pour tout i ∈ Jordimpair(λ2), ε2(i) = (−1)e2(ν1,ν2,i).
Proposition. (i) Pour tout (µ1,µ2) ∈ Gr(E1, E2), on a l’égalité (m(µ1),m(µ2)) = (m1,m2).
(ii) L’élément k ◦ τ ◦ ι ◦ ρ(E1, E2) de C appartient au sous-espace C≤tλ.
(iii) L’image de cet élément dans le quotient C≤tλ/C<tλ est égale à :

c(m1,m2)
∑

(µ1,µ2)∈Gr(E1,E2)

γ(µ1)γ(µ2)projtλ(χ̃(µ1)⊗ χ̃(µ2)).

Preuve. On a une égalité :

ρ(E1, E2) =
∑
E ′1,E ′2

p(E1, E ′1)p(E2, E ′2)ρ(E ′1)⊗ ρ(E ′2).

La somme porte sur les E ′1 ∈ Isymp(N1) tels que h(E ′1) = h1 et les E ′2 ∈ Iorth(N2) tels que
h(E ′2) = h2. Le membre de droite s’interprète comme un élément de K[m1,m2, n1, n2]. Pour tout
tel couple (E ′1, E ′2) et tout couple (n′1, n

′
2) d’entiers ≥ 0 tels que n′1+n′2 = n1+n2, la composante

dans K[m1,m2, n
′
1, n

′
2] de ι(ρ(E ′1)⊗ρ(E ′2)) est par construction une somme à coefficients entiers

relatifs de produits tensoriels de représentations irréductibles de chaque facteur Wn′j
. Ecrivons

cette somme :
ι(ρ(E ′1)⊗ ρ(E ′2)) =

∑
ρ1,ρ2

x(E ′1, E ′2; ρ1, ρ2)ρ1 ⊗ ρ2.

Alors :
ι ◦ ρ(E1, E2) :

∑
ρ1,ρ2

x(ρ1, ρ2)ρ1 ⊗ ρ2,

où :
x(ρ1, ρ2) =

∑
E ′1,E ′2

p(E1, E ′1)p(E2, E ′2)x(E ′1, E ′2; ρ1, ρ2).

En utilisant la remarque IX.4(1) et les définitions des applications k et τ , on en déduit l’égalité :

(1) k ◦ τ ◦ ι ◦ ρ(E1, E2) =
∑

(ν1,ν2)∈Γ(m1,m2)

c(m1,m2)γ(tν1)γ(tν2)

x(ρ(ν1)⊗ sgn
[
m1
2

]

CD , ρ(ν2)⊗ sgn
[
m2
2

]

CD )χ̃(tν1)⊗ χ̃(tν2),
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où Γ(m1,m2) est l’ensemble des (ν1,ν2) ∈ P2(N) tels que m(νj) = mj pour j = 1, 2.
Pour prouver le (ii) de l’énoncé, on doit prouver :

(2) soit (ν1,ν2) ∈ Γ(m1,m2) tel que x(ρ(ν1)⊗sgn
[
m1
2

]

CD , ρ(ν2)⊗sgn
[
m2
2

]

CD ) 6= 0 ; alors ν1+ν2 ≥
λ.

Soit donc (ν1,ν2) ∈ Γ(m1,m2), posons ρj = ρ(νj) ⊗ sgn
[
mj
2

]

CD pour j = 1, 2, supposons
x(ρ1, ρ2) 6= 0. On peut fixer E ′1, E ′2 tels que :

p(E1, E ′1)p(E2, E ′2)x(E ′1, E ′2; ρ1, ρ2) 6= 0.

Calculons le coefficient x(E ′1, E ′2; ρ1, ρ2). Pour simplifier la rédaction, convenons que, dans ce
qui suit, j et j′ désignent des éléments quelconques de {1, 2}. Notons (αj ,βj), resp. (α′

j ,β
′
j) le

couple de partitions paramétrant ρ(E ′j), resp. ρj (attention à l’incohérence des ’ que l’on n’a pas
réussi à éliminer). Introduisons le couple (e, e′) associé en IX.7 à m1 et m2. Alors x(E ′1, E ′2; ρ1, ρ2)
est la somme, sur les quadruplets (αj,j′ ,βj,j′) de couples de partitions, des produits des termes
suivants :

- la multiplicité de ραj,1,βj,1
⊗ ραj,2,βj,2

dans la restriction de ραj ,βj
;

- la multiplicité de ργ1,j′ ,δ1,j′ ⊗ ργ2,j′ ,δ2,j′ dans la restriction de ρα′
j′ ,β

′
j′
, où on a posé

(γj,j′ , δj,j′) = (αj,j′ ,βj,j′) si (j, j′) 6= (e, e′), (γe,e′ , δe,e′) = (βe,e′ ,αe,e′).
Remarques. (a) Dans les deux cas, des égalités sont sous-entendues. Par exemple dans

le premier cas, posons rj,1 = S(αj,1) + S(βj,1), rj,2 = S(αj,2) + S(βj,2) et rappelons que
nj = S(αj) + S(βj). On suppose implicitement que rj,1 + rj,2 = nj et la restriction dont on
parle est la restriction de Wnj à Wrj,1 ×Wrj,2 .

(b) L’introduction des partitions (γj,j′ , δj,j′) traduit la torsion par χn dans la définition de
ι.

Puisque x(E ′1, E ′2; ρ1, ρ2) 6= 0, on peut fixer un tel quadruplet pour lequel toutes les multi-
plicités ci-dessus sont non nulles. Il est bien connu que cela entrâıne les relations :

(3)
{

αj ≤ αj,1 + αj,2, βj ≤ βj,1 + βj,2,

γ1,j′ ∪ γ2,j′ ≤ α′
j′ , δ1,j′ ∪ δ2,j′ ≤ β′j′ .

Ecrivons E ′j = (λ′j , ε
′
j), λ′ = λ′1 ∪λ′2. Puisque p(Ej , E ′j) 6= 0, on a λ′j ≥ λj , d’où λ′ ≥ λ. Il suffit

de prouver que ν1 + ν2 ≥ λ′. D’après le critère de [S] lemme 3.4, page 182, il suffit de montrer
que, pour tout i ≥ 1, on a la relation :

(4) Smultλ′ (≥i)(ν1 + ν2) ≥ Smultλ′ (≥i)(λ
′).

Fixons i ≥ 1, posons rj = multλ′j (≥ i), r = multλ′(≥ i). On a r = r1 + r2 et :

Sr(λ′) = Sr1(λ
′
1) + Sr2(λ

′
2).

Pour toute fonction f : N→ R à support fini, posons f(≥ i) =
∑

`≥i f(`). On a défini en [W4]
XI.3 une fonction wj : N → {−1

2 , 0,
1
2} associée à E ′. Posons wj = wj(≥ i). On a prouvé en

[W4] XI.5 la congruence wj ≡ rj
2 mod Z et l’égalité :

Srj (λ
′
j) = 2S rj

2
−wj

(αj) + 2S rj
2

+wj
(βj)− 4w2

j − 4Hjwj ,

où H1 = h1 + 1
2 , H2 = |h2|.

Grâce à (3), on a :

S rj
2
−wj

(αj) ≤ S rj
2
−wj

(αj,1) + S rj
2
−wj

(βj,2),

et une relation similaire pour S rj
2

+wj
(βj). On obtient :

Sr(λ′) ≤ 2
∑
j,j′

(S rj
2
−wj

(αj,j′) + S rj
2

+wj
(βj,j′))− 4w2

1 − 4w2
2 − 4H1w1 − 4H2w2.
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Définissons des fonctions yj,j′ , zj,j′ sur N par :
si (j, j′) 6= (e, e′), yj,j′ = 1

2multλ′j − wj , zj,j′ = 1
2multλ′j + wj ,

ye,e′ = 1
2multλ′e + we, ze,e′ = 1

2multλ′e − we.
Posons yj,j′ = yj,j′(≥ i), zj,j′ = zj,j′(≥ i). L’égalité précédente se récrit :

Sr(λ′) ≤ 2
∑
j,j′

(Syj,j′ (γj,j′) + Szj,j′ (δj,j′))− 4w2
1 − 4w2

2 − 4H1w1 − 4H2w2.

Considérons une somme Sy1,j′ (γ1,j′) + Sy2,j′ (γ2,j′). C’est la somme de y1,j′ + y2,j′ termes de
la partition γ1,j′ ∪ γ2,j′ . Elle est donc ≤ Sy1,j′+y2,j′ (γ1,j′ ∪ γ2,j′). Grâce à (3), elle est aussi
≤ Sy1,j′+y2,j′ (α

′
j′). En introduisant les fonctions yj′ = y1,j′ +y2,j′ , zj′ = z1,j′ +z2,j′ et les termes

yj′ = yj′(≥ i), zj′ = zj′(≥ i), on obtient :

Sr(λ′) ≤ 2
∑
j′

(Syj′ (α
′
j′) + Szj′ (β

′
j′))− 4w2

1 − 4w2
2 − 4H1w1 − 4H2w2.

Appliquons le lemme IX.4 à la partition νj et aux entiers yj′ et zj′ . Remarquons que yj′+zj′ =
r1 + r2 = r. En posant :

c =
(y1 − z1)2

2
+

(y2 − z2)2

2
−(y1−z1)(m1+

1
2
)−(y2−z2)(m2+

1
2
)−4w2

1−4w2
2−4H1w1−4H2w2,

on obtient alors l’inégalité :
Sr(λ′) ≤ Sr(ν1) + Sr(ν2) + c.

On calcule c en considérant les différents cas : m1 ≡ m2 mod 2Z ou m1 6≡ m2 mod 2Z, m1 ≥ m2

ou m1 < m2. On trouve c = 0. Cela démontre l’inégalité (4) et achève de prouver l’assertion
(ii) de l’énoncé.

Notons Γ(E1, E2) l’ensemble des (ν1,ν2) ∈ Γ(m1,m2) tels que ν1 + ν2 = λ et x(ρ(ν1) ⊗
sgn

[
m1
2

]

CD , ρ(ν2) ⊗ sgn
[
m2
2

]

CD ) 6= 0. D’après (1), pour prouver l’assertion (iii), il suffit de prouver
que :

Γ(E1, E2) = {(tµ1,
tµ2); (µ1,µ2) ∈ Gr(E1, E2)},

et que, pour (ν1,ν2) ∈ Γ(E1, E2), on a l’égalité x(ρ(ν1)⊗ sgn
[
m1
2

]

CD , ρ(ν2)⊗ sgn
[
m2
2

]

CD ) = 1.
Soit (ν1,ν2) ∈ Γ(E1, E2). On reprend la démonstration précédente. On y a prouvé les

inégalités λ ≤ λ′ ≤ ν1 + ν2. Maintenant l’hypothèse (ν1,ν2) ∈ Γ(E1, E2) impose que les
deux termes extrêmes de cette suite d’inégalités sont égaux. Donc λ′ = λ, ce qui implique
λ′j = λj . Puisque p(Ej , E ′j) 6= 0, cela entrâıne E ′j = Ej , cf. IX.8 (1). On a utilisé une suite
d’inégalités pour prouver (4). Mais (4) est maintenant une égalité. Il en est donc de même de
toutes les inégalités que l’on a utilisées. On a aussi utilisé le lemme IX.4 pour la partition νj′

et les entiers yj′ et zj′ . L’inégalité de ce lemme doit maintenant être une égalité. Reprenons la
preuve de ce lemme en affectant les objets d’indices j′ et en supposant [

mj′
2 ] pair pour fixer les

idées. On voit que l’ensemble des yj′+zj′plus grands termes de Ej′ est égal à la réunion de celui
des yj′ plus grands termes de E+

j′ et de celui des zj′ plus grands termes de E−j′ . Soustrayons de
cette égalité ensembliste la même égalité relative à l’entier i+ 1. Par définition des ensembles
Ej′ , E

+
j′ , E

−
j′ , on obtient l’égalité suivante, avec des notations évidentes :

(5) {tj′ − `+ νj′,`; ` = multλ(> i) + 1, ...,multλ(≥ i)} =

{2t+j′−2`+2α′j′,`; ` = yj′(> i)+1, ..., yj′(≥ i)}∪{2t−j′−2`+2β′j′,`+1; ` = zj′(> i)+1, ..., zj′(≥ i)}.

Les ensembles de droite ont respectivement yj′(i) et zj′(i) éléments. Notons ē, resp. ē′, l’élément
de {1, 2} autre que e, resp. e′. On a les égalités :

yē′ =
1
2
multλ − w1 − w2, zē′ =

1
2
multλ + w1 + w2,
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ye′ =
1
2
multλ − wē + we, ze′ =

1
2
multλ + wē − we.

A ce point, on doit rappeler la définition des fonctions wj , cf. [W4] XI.3. On doit légèrement
modifier les formules de cette référence car, dans le cas orthogonal, on n’avait considéré que des
fonctions ε2 pour lesquelles h2 était ≥ 0. Les formules se modifient ainsi. On note s la fonction
sur Z telle que s(`) = 0 pour ` ≥ 0, s(`) = 1 pour ` < 0. Alors :

wj(i) =

{
εj(i)

(−1)
multλj

(≥i)+hj+s(hj)

2 , si multλj
(i) est impair,

0, si multλj
(i) est pair.

Supposons d’abord multλ(i) pair. Alors multλ1(i) et multλ2(i) sont tous deux pairs : pour
l’un de ces termes, cela résulte du fait que λ1 est symplectique et λ2 orthogonal ; pour l’autre,
cela résulte de l’égalité multλ(i) = multλ1(i) +multλ2(i). Donc w1(i) = w2(i) = 0 et yj′(i) =
zj′(i) = multλ(i)

2 . On a déjà dit que, puisque ν1 +ν2 = λ, νj′,` était constant pour ` = multλ(>
i) + 1, ...,multλ(≥ i). Notons νj′(i) cette valeur constante.

Remarque. Cette définition n’a de sens que si l’ensemble d’indices ` ci-dessus n’est pas
vide, i.e. multλ(i) > 0. Chaque fois qu’intervient νj′(i), on suppose implicitement que cette
condition est vérifiée. La même remarque s’applique à d’autres termes que nous définirons
ci-dessous.

Le membre de gauche de (5) est un intervalle d’entiers consécutifs qui a multλ(i) éléments.
L’égalité (5) donne la décomposition de cet intervalle en multλ(i)

2 termes pairs et multλ(i)
2 termes

impairs. Il en résulte que α′j′,` est constant pour ` = yj′(> i)+1, ..., yj′(≥ i) et β′j′,` est constant
pour ` = zj′(> i) + 1, ..., zj′(≥ i). Notons α′j′(i) et β′j′(i) ces valeurs constantes. Elles sont
données par les égalités :

α′j′(i) = yj′(≥ i)− t+j′ + [
tj′ −multλ(≥ i) + νj′(i) + 1

2
],

β′j′(i) = zj′(≥ i)− t−j′ + [
tj′ −multλ(≥ i) + νj′(i)

2
].

En utilisant les égalités IX.4(2), on transforme ces égalités en :

α′j′(i) = yj′(≥ i) + [
νj′(i)−multλ(≥ i) + 1

2 + (−1)1+[
mj′
2

](mj′ + 1
2)

2
],

β′j′(i) = zj′(≥ i) + [
νj′(i)−multλ(≥ i) + 1

2 + (−1)[
mj′
2

](mj′ + 1
2)

2
].

On avait supposé [
mj′
2 ] pair. Dans le cas où [

mj′
2 ] est impair, la démonstration du lemme IX.4

conduit à échanger les rôles de α′j′ et β′j′ . La formule générale est alors :

(6)

{
α′j′(i) = yj′(≥ i) + [

νj′ (i)−multλ(≥i)−mj′
2 ],

β′j′(i) = yj′(≥ i) + [
νj′ (i)−multλ(≥i)+mj′+1

2 ].

Supposons maintenant multλ(i) impair. Posons j(i) = 1 si i est pair, j(i) = 2 si i est impair. Si
j̄(i) est l’élément de {1, 2} autre que j(i), multλj̄(i)

(i) est pair puisque λj̄(i) est respectivement
orthogonal ou symplectique. Donc multλj(i)

(i) est impair. On vérifie alors les égalités :

yj′(i) =
multλ(i)

2
− (−1)(j

′−ē′)(j(i)−ē)wj(i)(i),

zj′(i) =
multλ(i)

2
+ (−1)(j

′−ē′)(j(i)−ē)wj(i)(i).
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Le membre de gauche de (5), qui a un nombre impair d’éléments, doit posséder yj′(i) termes
pairs et zj′(i) termes impairs. Cela impose que tj′−multλ(≥ i)+νj′(i) est pair si yj′(i) > zj′(i),
impair si yj′(i) < zj′(i). On a supposé [

mj′
2 ] pair. Dans le cas où [

mj′
2 ] est impair, on doit échanger

les rôles de yj′ et zj′ . Cela revient à remplacer tj′ par tj′ + [
mj′
2 ] dans l’assertion précédente.

On peut ensuite, grâce à IX.4(2), remplacer tj′ + [
mj′
2 ] par [

mj′−1

2 ] + [
mj′
2 ]. Cette expression est

≡ mj′ + 1 mod 2Z. En utilisant les formules pour yj′(i), zj′(i) et wj(i)(i), on obtient l’égalité :

εj(i)(i) = (−1)fj′ (i),

où :

fj′(i) = νj′(i)−multλ(≥ i) +mj′ + (j′ − ē′)(j(i)− ē) +multλj(i)
(≥ i) + hj(i) + s(hj(i)).

En traitant tous les cas possibles, on vérifie que :

mj′ + h1 + h2 ≡ (j′ − ē′)(ē− 1) mod 2Z,

s(hj(i)) ≡ (j(i)− 1)(h1 + ē′ − 1) mod 2Z.

De plus, j(i)− 1 ≡ i mod 2Z. Alors :

fj′(i) ≡ νj′(i)−multλ(≥ i) +multλj(i)
(≥ i) + hj(i) − h1 − h2 + i(h1 + j′ − 1) mod 2Z.

Parce que ν1(i) + ν2(i) = i, on vérifie que la parité de νj′(i) + ij′ ne dépend pas de j′. Alors
la parité de fj′(i) n’en dépend pas non plus. Remarquons que h2 ≡ N2 ≡ N mod 2Z. On voit
alors que fj′(i) ≡ ej(i)(ν1,ν2, i) avec les notations utilisées avant l’énoncé. On a ainsi obtenu
les égalités :

(7)
{
ε1(i) = (−1)e1(ν1,ν2,i), si i ∈ Jordpair(λ1),
ε2(i) = (−1)e2(ν1,ν2,i), si i ∈ Jordimpair(λ2),

sous l’hypothèse multλ(i) impair. L’égalité (5) a aussi les mêmes conséquences pour les parti-
tions α′

j′ et β′j′ que dans le cas où multλ(i) est pair. On obtient encore les formules (6).
On a prouvé l’inégalité :

Sy1,j′ (γ1,j′) + Sy2,j′ (γ2,j′) ≤ Syj′ (α
′
j′).

C’est maintenant une égalité. Un raisonnement analogue à celui qui conduit à l’égalité (5)
montre que la famille (α′j′,`)`=yj′ (>i)+1,...,yj′ (≥i) est égale, à l’ordre des termes près, à la réunion,
en un sens évident, des deux familles :

(γ1,j′,`)`=y1,j′ (>i)+1,...,y1,j′ (≥i) ∪ (γ2,j′,`)`=y2,j′ (>i)+1,...,y2,j′ (≥i).

Or les termes de la famille (α′j′,`)`=yj′ (>i)+1,...,yj′ (≥i) sont tous égaux à α′j′(i). Il en est donc de
même des termes des deux familles ci-dessus. Un raisonnement similaire vaut pour les partitions
δj,j′ . En traduisant les relations obtenues en termes des partitions αj,j′ et βj,j′ , on obtient le
résultat suivant. Posons :

Aj = {
multλj

(> i)
2

− wj(> i) + 1, ...,
multλj

(≥ i)
2

− wj(≥ i)},

Bj = {
multλj

(> i)
2

+ wj(> i) + 1, ...,
multλj

(≥ i)
2

+ wj(≥ i)}.

Alors αj,j′,`, resp. βj,j′,` est constant pour ` ∈ Aj , resp. ` ∈ Bj . En notant αj,j′(i), resp. βj,j′(i),
ces valeurs constantes, on a les égalités :

(8)
{

si (j, j′) 6= (e, e′), αj,j′(i) = α′j′(i), βj,j′(i) = β′j′(i),
αe,e′(i) = β′e′(i), βe,e′(i) = α′j′(i).
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On a calculé les partitions αj et βj en [W4] XI.3. Les termes αj,`, resp. βj,` sont constants pour
` ∈ Aj , resp. ` ∈ Bj . En notant αj(i), resp. βj(i), ces valeurs constantes, on a les égalités :

αj(i) =
i

2
−Hj − 2wj(≥ i) +

{
0, si j 6= j(i),

εj(i)
2 (−1)multλj

(≥i)+hj+s(hj), si j = j(i),

βj(i) = i− αj(i).

Les inégalités (3) sont des égalités. Alors, pourvu que Aj , resp. Bj , ne soit pas vide, on a
les égalités αj(i) = αj,1(i) + αj,2(i), resp. βj(i) = βj,1(i) + βj,2(i). Grâce à (6) et (8), on
calcule αj,1(i) + αj,2(i) + βj,1(i) + βj,2(i) = α′1(i) + β′1(i) + α′2(i) + β′2(i) = i. Les deux égalités
précédentes sont donc équivalentes. Elles doivent être vérifiées pourvu que Aj ou Bj soit non
vide, c’est-à-dire pourvu que multλj

(i) 6= 0. En explicitant grâce à (6) et (8), on obtient :
(9) si multλj

(i) 6= 0,
αj(i) = multλ(≥ i)− 2wj(≥ i)+{

[ν1(i)−multλ(≥i)−m1

2 ] + [ν2(i)−multλ(≥i)−m2

2 ], si j 6= e,

[νē′ (i)−multλ(≥i)−mē′
2 ] + [νe′ (i)−multλ(≥i)+me′+1

2 ], si j = e.

En fait, cette égalité est automatique pour j 6= j(i). En effet, supposons j 6= j(i) et, pour
fixer les idées, supposons j(i) = e. On a ν1(i) + ν2(i) = i ≡ j(i) + 1 ≡ j mod 2Z. Egalement
m1 +m2 ≡ e ≡ j+1 mod 2Z. Les nombres ν1(i)−multλ(≥ i)−m1 et ν2(i)−multλ(≥ i)−m2

sont donc de parités distinctes. Si a et b sont des entiers de parités distinctes, on a évidemment
[a2 ] + [ b2 ] = a+b−1

2 . Le membre de droite de (9) vaut alors :

multλ(≥ i)− 2wj(≥ i) +
ν1(i) + ν2(i)− 2multλ(≥ i)−m1 −m2 − 1

2
,

ou encore :
i

2
− m1 +m2 + 1

2
− 2wj(≥ i).

En traitant tous les cas, on vérifie que m1+m2+1
2 = Hē = Hj et l’expression ci-dessus est bien

égale à αj(i).
Pour j = j(i), on peut faire un calcul similaire. Cette fois (en supposant encore j 6= e), les

nombres ν1(i)−multλ(≥ i)−m1 et ν2(i)−multλ(≥ i)−m2 sont des entiers de même parité. Si
a et b sont des entiers de même parité, on a l’égalité [a2 ]+ [ b2 ] = a+b−1

2 + (−1)a

2 . Alors le membre
de droite de (9) est égal à :

i

2
−Hj − 2wj(≥ i) +

(−1)νē′ (i)−multλ(≥i)−mē′

2
.

L’égalité de cette expression avec αj(i)(i) est équivalente à :

εj(i)(i) = (−1)fē′ (i),

ou encore à la relation (7), et cette fois que multλ(i) soit pair ou impair. Par définition de
Gr(E1, E2), la relation (7) entrâıne que (tν1,

tν2) appartient à Gr(E1, E2).

Posons ρj = ρ(νj) ⊗ sgn
[
mj
2

]

CD et calculons x(ρ1, ρ2). On a vu que seul le couple (E ′1, E ′2) =
(E1, E2) intervenait dans notre calcul. Puisque p(Ej , Ej) = 1, on a x(ρ1, ρ2) = x(E1, E2; ρ1, ρ2).
Ce terme est une somme sur des quadruplets de couples (αj,j′ ,βj,j′) vérifiant (3). On a vu
qu’il n’y a qu’un seul tel quadruplet : il est déterminé par (8). Il ne reste plus, pour cet unique
quadruplet, qu’un produit de certaines multiplicités. Mais les inégalités (3) sont des égalités et,
comme il est bien connu, cela entrâıne que ces multiplicités sont égales à 1. Donc x(ρ1, ρ2) = 1.

Supposons réciproquement que (tν1,
tν2) appartient à Gr(E1, E2) et supposons l’assertion (i)

démontrée. On peut alors inverser le raisonnement ci-dessus. On connâıt le nombre de termes
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pairs, resp. impairs, du membre de gauche de (5) : c’est évidemment [multλ(i)
2 ] si multλ(i) est

pair ; sinon, ce nombre est déterminé par le raisonnement conduisant à la relation (7). On en
déduit par récurrence le calcul des partitions α′

j′ et β′j′ . On définit des partitions αj,j′ , βj,j′ de
sorte que, pour ` ∈ Aj , αj,j′,` soit égal à αj,j′(i) et, pour ` ∈ Bj , βj,j′,` soit égal à βj,j′(i), ces
entiers étant définis par (6) et (7). On a alors :

γ1,j′ ∪ γ2,j′ = α′
j′ , δ1,j′ ∪ δ2,j′ = β′j′ .

On vérifie comme ci-dessus l’égalité (9), qui entrâıne :

αj = αj,1 + αj,2, βj = βj,1 + βj,2.

Comme ci-dessus, le produit des multiplicités relatives au quadruplet de couples (αj,j′ ,βj,j′) est
égal à 1, ce qui entrâıne x(E1, E2; ρ1, ρ2) > 0, a fortiori x(ρ1, ρ2) > 0, donc (ν1,ν2) appartient
à Γ(E1, E2). Cela achève la preuve de (iii), sous réserve que (i) soit vérifié.

Il nous reste à vérifier (i). Soit donc (ν1,ν2) tel que (tν1,
tν2) ∈ Gr(E1, E2). On veut montrer

que mj′ = m(νj′). Par définition :

m(νj′) +
1
2

= |t+j′ − t
−
j′ −

1
2
|

L’ensemble Ej′ est réunion des membres de gauche de (5) pour i ≥ 1 et de l’ensemble {tj′−`; ` =
multλ(≥ 1)+1, ..., tj′}. Le nombre t+j′ − t

−
j′ est la somme sur tous ces ensembles de la différence

entre le nombre de leurs termes pairs et celui de leurs termes impairs. La contribution d’un
membre de gauche de (5) à t+j′ − t

−
j′ est nulle si multλ(i) est pair et vaut (−1)tj′−multλ(≥i)+νj′ (i)

si multλ(i) est impair. On a déjà expliqué que multλ(i) était impair si et seulement si l’un
des termes multλ1(i) ou multλ2(i) l’était et alors un seul de ces termes l’est. La contribution
du dernier ensemble est de même 0 si tj′ +multλ(≥ 1) est pair, 1 si ce terme est impair. On
obtient donc :

t+j′ − t
−
j′ = (−1)tj′S1,j′ + (−1)tj′S2,j′ +

1
2
− (−1)tj′+multλ(≥1)

2
,

où :
Sj,j′ =

∑
i≥1;multλj

(i) impair

(−1)νj′ (i)−multλ(≥i).

Puis :

(10) m(νj′) +
1
2

= |S1,j′ + S2,j′ +
(−1)multλ(≥1)+1

2
|.

Calculons S1,j′ . Pour i ≥ 1 tel que multλ1(i) est impair, i est pair puisque λ1 est symplectique,
donc ν1(i) ≡ ν2(i) mod 2Z. Puisque (tν1,

tν2) ∈ Gr(E1, E2), on a ε1(i) = (−1)e1(ν1,ν2,i) =
(−1)νj′ (i)+multλ2

(≥i)+h2 (on utilise ici la congruence h2 ≡ N mod 2Z). On obtient :

S1,j′ = (−1)h2
∑

i≥1;multλ1
(i) impair

ε1(i)(−1)multλ1
(≥i),

ou encore :

S1,j′ = 2(−1)h2+1

 ∑
i≥1;multλ1

(i) impair

1− ε1(i)
2

(−1)multλ1
(≥i)


+(−1)h2

 ∑
i≥1;multλ1

(i) impair

(−1)multλ1
(≥i)

 .

43



La deuxième somme est une somme alternée. Elle vaut 0, resp. −1, si le nombre de termes est
pair, resp. impair, ou encore si multλ1(≥ 1) est pair, resp. impair. Elle vaut donc :

−1
2

+
(−1)multλ1

(≥1)

2
.

On voit que la première somme est égal au terme N(E1) que l’on a défini en IX.8 (en fait, on
a défini ce terme pour les partitions orthogonales, mais la définition est identique dans le cas
symplectique). D’après [W4] XI.3, on a h1 = 2N(E1) ou h1 = −2N(E1)− 1. En tout cas,

2N(E1) = −1
2

+ (−1)h1(h1 +
1
2
).

Alors :

S1,j′ = (−1)h1+h2+1(h1 +
1
2
) +

(−1)h2+multλ1
(≥1)

2
.

Calculons S2,j′ . Pour i ≥ 1 tel que multλ2 est impair, i est impair donc ν1(i) 6≡ ν2(i) mod 2Z.
Cette fois :

ε2(i) = (−1)e2(ν1,ν2,i) = (−1)ν1(i)+multλ1
(≥i) = (−1)νj′ (i)+j

′+1+multλ1
(≥i).

Le calcul se poursuit comme ci-dessus et on obtient :

S2,j′ = (−1)h2+j′(h2 +
1
2
) +

(−1)multλ2
(≥1)+j′+1

2
.

On remarque que, λ2 étant orthogonale, on a multλ2(≥ 1) ≡ S(λ2) ≡ h2 mod 2Z, d’où
multλ(≥ 1) ≡ multλ1(≥ 1) + h2 mod 2Z. Un certain nombre de termes se simplifient et on
obtient :

S1,j′ + S2,j′ +
(−1)multλ(≥1)+1

2
= (−1)h1+h2+1(h1 + (−1)h1+j′+1h2 +

1
2
).

Par définition :

m1 +
1
2

= |h1 + (−1)h1h2 +
1
2
|, m2 +

1
2

= |h1 − (−1)h1h2 +
1
2
|.

La valeur absolue de l’expression ci-dessus est donc égale à mj′+ 1
2 . Grâce à (10), cela démontre

que m(νj′) = mj′ . Cela achève la preuve. �

IX.10. Egalité de deux termes dans le gradué de C
Soit λ ∈ P(N). Notons λ1, resp. λ2, la partition formée des termes pairs, resp. impairs, de

λ. Pour toute fonction ε ∈ {±1}Jord(λ), notons ε1, resp. ε2, la restriction de ε à Jordpair(λ) =
Jordpair(λ1), resp. Jordimpair(λ) = Jordimpair(λ2). Posons E1 = (λ1, ε1), E2 = (λ2, ε2). On a
(E1, E2) ∈ I. On pose ρ(λ, ε) = ρ(E1, E2).

Soit (λ+,λ−) ∈ P2(N), supposons λ+ ∪ λ− = λ. On pose N+ = S(λ+), N− = S(λ−).
Pour ε ∈ {±1}Jord(λ), posons :

< ε,λ− >=
∏

i∈Jord(λ)

ε(i)multλ− (i).

On définit l’élément de K :

Fρ(λ+,λ−) = (−1)NN
− ∑
ε∈{±1}Jord(λ)

< ε,λ− > ρ(λ, ε).
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Proposition. Soit (λ+,λ−) ∈ P2(N) tel que λ+∪λ− = λ. L’élément k◦τ ◦ ι(Fρ(λ+,λ−))
de C appartient à C≥tλ. Son image dans C≥tλ/C<tλ est égale à celle de f̃λ+,λ−.

Preuve. La première assertion résulte immédiatement de la proposition précédente. Pour
ε ∈ {±1}Jord(λ), définissons E1 et E2 comme ci-dessus et posons Gr(ε) = Gr(E1, E2). Quand
ε parcourt {±1}Jord(λ), les ensembles Gr(ε) sont deux à deux disjoints et leur réunion est
l’ensemble des couples (µ1,µ2) ∈ P2(N) tels que µ1 ∪ µ2 = tλ. Plus précisément, pour un tel
couple, notons εµ2

l’élément de {±1}Jord(λ) défini par :

εµ2
(i) =

{
(−1)

tµ2(i)+multλ2
(≥i)+N , si i est pair,

(−1)
tµ2(i)+multλ1

(≥i)+1, si i est impair.

Cet élément εµ2
est l’unique ε tel que (µ1,µ2) appartienne à Gr(ε). Alors l’image de k ◦ τ ◦

ι(Fρ(λ+,λ−)) dans C≥tλ/C<tλ est égale à :

(−1)NN
− ∑

c(m(µ1),m(µ2))γ(µ1)γ(µ2) < εµ2
,λ− > projtλ(χ̃(µ1)⊗ χ̃(µ2)),

où on somme sur les (µ1,µ2) tels que µ1 ∪ µ2 = tλ. En comparant avec le lemme VIII.2, il
suffit de prouver que, pour tout tel couple, on a l’égalité :

(1) α(λ+,λ−;µ1,µ2) = (−1)NN
−
c(m(µ1),m(µ2))γ(µ1)γ(µ2) < εµ2

,λ− > .

Fixons un tel couple (µ1,µ2) et posons νj = tµj pour j = 1, 2. On a l’égalité :

c(m(µ1),m(µ2))γ(µ1)γ(µ2) = (−1)
N2+N

2
+z(ν1)+z(ν2).

Par définition de ces termes et d’après l’égalité ν1+ν2 = λ, on a l’égalité z(ν1)+z(ν2) = z(λ).
On a aussi :

< εµ2
,λ− >=

∏
i∈Jord(λ)

εµ2
(i)multλ− (i) = (−1)b(ν2)+d,

où :
b(ν2) =

∑
i≥1

ν2(i)multλ−(i),

d =

 ∑
i≥1,i pair

multλ−(i)(multλ2(≥ i) +N)

 +

 ∑
i≥1;i impair

multλ−(i)(multλ1(≥ i) + 1)

 .

On reconnâıt dans b(ν2) le terme noté a(λ+,λ−;µ1,µ2) en VIII.3. Le membre de droite de
l’expression (1) est donc égal à :

(−1)NN
−+N2+N

2
+z(λ)+a(λ+,λ−;µ1,µ2)+d.

D’après le lemme VIII.3 et la proposition VIII.4, le membre de gauche est égal à :

(−1)
N2+N

2
+z(λ+)+z(λ−)+a(λ+,λ−;µ1,µ2).

Il reste simplement à prouver :

(2) z(λ+) + z(λ−) + z(λ) +NN− + d ≡ 0 mod 2Z.

On pose M = multλ, M+ = multλ+ , M− = multλ− . Pour calculer les termes z(λ) etc...,
on utilise la remarque qui précède la proposition VIII.4. Pour tout i ≥ 1, impair, la contribution
de i à z(λ+) + z(λ−) + z(λ) est :

≡ M+(i)2 −M+(i)
2

+M+(i)M+(≥ i)+M
−(i)2 −M−(i)

2
+M−(i)M−(≥ i)+M(i)2 −M(i)

2
+M(i)M(≥ i).
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Ici comme dans la suite de la démonstration, ≡ signifie congru modulo 2Z. En utilisant l’égalité
M+ +M− = M , on voit que cette expression est :

≡M−(i) +M(i)M−(i) +M−(i)M(≥ i) +M(i)M−(≥ i).

Et z(λ+) + z(λ−) + z(λ) est congru à la somme de ces termes pour i impair.
Parce que λ2 est orthogonale, multλ2(≥ 1) ≡ S(λ2). De plus S(λ1) est pair puisque λ1 est

symplectique, donc S(λ2) ≡ N . Alors, pour tout i ≥ 1, N+multλ2(≥ i) ≡
∑

j;1≤j<imultλ2(j).
On utilise de plus les égalités :

multλ1(i) =
{
M(i), si i est pair,

0, si i est impair,

multλ2(i) =
{

0, si i est pair,
M(i), si i est impair,

Alors on a la congruence :

d ≡

 ∑
j<i; j impair, i pair

M(j)M−(i)

 +

 ∑
i<j; i impair, j pair

M(j)M−(i)

 +

 ∑
i impair

M−(i)

 .

Dans la première double somme, on peut remplacer la somme en i par la somme sur tout i ≥ j,
moins celle sur les i ≥ j, i impair. Un raisonnement analogue s’applique à la deuxième double
somme et on obtient :

d ≡

 ∑
i,j impairs

M(j)M−(i)

+
∑

i impair

(M(i)M−(≥ i)+M−(i)M(≥ i)+M−(i)+M(i)M−(i)).

En comparant avec l’expression trouvée un peu plus haut, on obtient :

z(λ+) + z(λ−) + z(λ) + d ≡
∑

i,j impairs

M(j)M−(i).

Mais : ∑
j impair

M(j) ≡
∑
j≥1

jM(j) = N.

De même,
∑

i impairM
−(i) ≡ N−. Le membre de droite de l’égalité ci-dessus est donc ≡ NN−,

ce qui prouve (2). �

IX.11. Utilisation de l’orthogonalité
On a défini en VII.4 l’ensemble P2,disc(N). On note Pquasi−st2,disc (N) le sous-ensemble des

(λ+,λ−) ∈ P2,disc(N) tels que les termes non nuls de λ+ et λ− sont tous pairs si N est pair,
tous impairs si N est impair.

Proposition. Pour tout (λ+,λ−) ∈ Pquasi−st2,disc (N), on a l’égalité :

f̃λ+,λ−

cusp = projcusp ◦ k ◦ τ ◦ ι(Fρ(λ+,λ−)).

Preuve. Pour simplifier, posons :

κ(λ+,λ−) = k ◦ τ ◦ ι(Fρ(λ+,λ−)).

Pour λ ∈ P(N), notons Σ1(λ), resp. Σ2(λ), la somme de ses termes pairs, resp. impairs. Notons
E(λ) l’ensemble des (µ+,µ−) ∈ P2,disc(N) tels que, en posant µ = µ+ ∪ µ−, on ait µ ≥ λ,
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Σ1(µ) = Σ1(λ), Σ2(µ) = Σ2(λ) (ces deux dernières égalités sont d’ailleurs équivalentes).
Notons E 6=(λ) = E(λ) \ {λ}. Montrons d’abord :

(1) pour tout (λ+,λ−) ∈ P2,disc(N), on a une égalité :

projcusp(κ(λ+,λ−)) = f̃λ+,λ−

cusp +
∑

(µ+,µ−)∈E6=(λ+∪λ−)

x(µ+,µ−)f̃µ+,µ−
cusp ,

pour des coefficients x(µ+,µ−) ∈ C.
On démontre cette assertion par récurrence descendante sur λ+∪λ−. D’après la proposition

IX.7, ι(Fρ(λ+,λ−)) appartient à Kglob. Il est facile de voir que τ respecte cet espace Kglob.
Donc κ(λ+,λ−) appartient à Cglob. Le terme f̃λ+,λ− appartient aussi à Cglob d’après le lemme
IX.1. D’après la proposition précédente, on a donc κ(λ+,λ−) − f̃λ+,λ− ∈ Cglob ∩ C<tλ, où
λ = λ+ ∪ λ−. Une preuve similaire à celle de la proposition IX.2 montre que cet espace est
engendré par les f̃µ+,µ− pour (µ+,µ−) ∈ P2(N) et µ+∪µ− > λ. Ecrivons κ(λ+,λ−)− f̃λ+,λ−

comme combinaison linéaire de tels termes et projetons sur Ccusp. On se rappelle (proposition
VII.4(ii)) que cette projection annule f̃µ+,µ− si (µ+,µ−) 6∈ P2,disc(N). On obtient :

projcusp(κ(λ+,λ−)) = f̃λ+,λ−

cusp +
∑

(µ+,µ−)∈P2,disc(N),µ+∪µ−>λ

x(µ+,µ−)f̃µ+,µ−
cusp .

Il suffit de montrer que, pour (µ+,µ−) ∈ P2,disc(N) et µ+ ∪ µ− > λ, le coefficient x(µ+,µ−)
est nul pour (µ+,µ−) 6∈ E(λ). Or l’égalité ci-dessus exprime projcusp(κ(λ+,λ−)) dans une base
orthogonale (proposition VII.4(i)). Donc x(µ+,µ−) est le produit d’un réel > 0 et du produit
scalaire :

(projcusp(κ(λ+,λ−)), f̃µ+,µ−
cusp ).

L’hypothèse de récurrence nous permet d’inverser la formule (1) sous une forme :

f̃µ+,µ−
cusp =

∑
(ν+,ν−)∈E(µ+∪µ−)

y(ν+,ν−)κ(ν+,ν−).

Il suffit de montrer que :

(projcusp(κ(λ+,λ−)), projcusp(κ(ν+,ν−))) = 0

pour tout (ν+,ν−) ∈ E(µ+ ∪ µ−), pourvu que (µ+,µ−) 6∈ E(λ). L’application projcusp ◦ k
entrelace le produit elliptique ”näıf” surKglob avec le produit sur C. L’automorphisme τ conserve
le produit elliptique näıf et ι entrelace le (bon) produit elliptique avec le produit elliptique näıf.
Le produit scalaire ci-dessus est donc égal à :

(2) (Fρ(λ+,λ−),Fρ(ν+,ν−))ell.

Par construction, Fρ(λ+,λ−), resp. Fρ(ν+,ν−), n’a de composantes non nulle que dans les
sous-espaces K[m1,m2, n1, n2] tels que, pour j = 1, 2, on ait mj(mj+1)

2 + 2nj = Σj(λ), resp.
Σj(ν+ ∪ ν−). On a Σj(ν+ ∪ ν−) = Σj(µ+ ∪µ−) et, puisque (µ+,µ−) 6∈ E(λ), Σj(µ+ ∪µ−) 6=
Σj(λ). Alors le produit scalaire (2) est évidemment nul, ce qui achève la preuve de (1).

Montrons que :
(3) pour (λ+,λ−), (µ+,µ−) ∈ Pquasi−st2,disc (N), on a l’égalité :

(projcusp(κ(λ+,λ−)), projcusp(κ(µ+,µ−))) =
{

0, si (λ+,λ−) 6= (µ+,µ−),
2|Jord(λ

+)|+|Jord(λ−)|, si (λ+,λ−) = (µ+,µ−).

Comme ci-dessus, le membre de gauche est égal à :

(Fρ(λ+,λ−),Fρ(µ+,µ−))ell.
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Posons λ = λ+ ∪ λ−, µ = µ+ ∪ µ−. En se reportant aux définitions de IX.10, un calcul
immédiat de transformation de Fourier montre que l’égalité (3) résulte des égalités suivantes,
pour ε ∈ {±1}Jord(λ) et δ ∈ {±1}Jord(µ) :

(ρ(λ, ε),ρ(µ, δ))ell =


0, si λ 6= µ,
0, si λ = µ et ε|Jord1(λ) 6= δ|Jord1(λ),∏

i∈Jord2(λ) ε(i)δ(i), si λ = µ et ε|Jord1(λ) = δ|Jord1(λ).

Mais supposons par exemple N pair. Avec les notations de IX.10, l’hypothèse (λ+,λ−) ∈
Pquasi−st2,disc (N) entrâıne λ1 = λ, ε1 = ε et ρ(λ, ε) = ρ(E1). On calcule de même ρ(µ, δ) et les
égalités ci-dessus résultent de IX.8(3). Cela démontre (3).

Remarquons que, pour (λ+,λ−) ∈ Pquasi−st2,disc (N), on a E(λ+∪λ−) ⊆ Pquasi−st2,disc (N). En effet,
pour (µ+,µ−) ∈ E(λ+ ∪ λ−), on a Σj(µ+ ∪ µ−) = Σj(λ+ ∪ λ−) pour j = 1, 2. Donc µ+ et
µ− sont, comme λ+ et λ−, tous deux à termes pairs si N est pair, à termes impairs si N est
impair. La formule (1) exprime donc la matrice de passage entre les deux bases suivantes d’un
même espace :

(projcusp(κ(λ+,λ−)))
(λ+,λ−)∈Pquasi−st

2,disc (N)
et (f̃λ+,λ−

cusp )
(λ+,λ−)∈Pquasi−st

2,disc (N)
.

Cette matrice est unipotente. Grâce à (3) et à la proposition VII.4(i), les deux bases sont
orthogonales. La matrice est donc l’identité, d’où l’énoncé. �

X. Conséquences d’un lemme fondamental non standard

X.1. Fonctions de Green et distributions invariantes sur les algèbres de Lie
symplectiques

Soit n ∈ N. On a introduit en III.2 un espace V −n de dimension 2n sur F , muni d’une forme
symplectique q−n , et son groupe symplectique H−

n . L’entier n étant fixé, on abandonne ici les
indices n superflus. On va adapter au groupe H− les constructions effectuées pour les groupes
spéciaux orthogonaux dans [MW] paragraphes 2.14 et 3.11. On le fait brièvement, renvoyant
à cette référence pour plus de détails. Signalons que [MW] contient un certain nombre de
fâcheuses erreurs de détail. Il est facile de les corriger et le lecteur trouvera à la fin du présent
article une liste de corrections.

Soient h′, h′′, n′, n′′ ∈ N tels que :

n =
h′(h′ + 1)

2
+
h′′(h′′ + 1)

2
+ n′ + n′′.

Fixons un réseau L de V − tel que, en notant L∗ = {v ∈ V −;∀v′ ∈ L, q−(v, v′) ∈ o}, on ait :

L∗ ⊇ L ⊇ $L∗;

dimFq(L
∗/L) = h′′(h′′ + 1) + 2n′′, dimFq(L/$L

∗) = h′(h′ + 1) + 2n′.

Posons V ′ = L/$L∗. La forme q− se réduit naturellement en une forme symplectique q′ sur V ′.
Décomposons V ′ en somme orthogonale V ′0 ⊕ V ′1, où dimFq(V

′
0) = h′(h′ + 1) et dimFq(V

′
1) =

2n′. Notons Sp(V ′), Sp(V ′0) etc... les groupes symplectiques de V ′, V ′0 etc... Soit w′ ∈ Wn′ .
Un tel élément paramètre une classe de conjugaison de tores maximaux définis sur Fq du
groupe Sp(V ′1). Fixons un tel tore Tw′ . Le groupe Tw′ × Sp(V ′0) est un Lévi de Sp(V ′). Le
groupe Sp(V ′0) porte un faisceau-caractère irréductible cuspidal, que l’on prolonge trivialement
à Tw′ × Sp(V ′0) et que l’on peut ensuite induire à Sp(V ′). A ce faisceau-caractère induit est
ensuite associée une fonction caractéristique dans C(Sp(V ′)). On note Q(h′, w′) la restriction de
cette fonction caractéristique à l’ensemble des éléments unipotents de Sp(V ′). Une construction
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analogue vaut pour l’algèbre de Lie, conduisant à la définition d’une fonction Q(h′, w′)Lie sur
sp(V ′), à support dans l’ensemble des éléments nilpotents. On sait bien que l’application :

E : X 7→ (1 +
X

2
)(1− X

2
)−1

est une bijection de l’ensemble des éléments nilpotents de sp(V ′) sur l’ensemble des éléments
unipotents de Sp(V ′). On a l’égalité Q(h′, w′) ◦ E = Q(h′, w′)Lie.

La définition ci-dessus est imprécise car on n’a pas fixé le Frobenius sur le faisceau-caractère
cuspidal. On a fixé dans [W4] II une normalisation précise et défini une fonction que l’on a
notée Qw′ . On normalise ici nos fonctions de sorte que :

Q(h′, w′)Lie = (−1)n
′
qδsymp(h′)/2Qw′ ,

où δsymp(h′) = h′(2h′+1)(h′+1)
6 . Remarquons que δsymp(h′) est entier mais pas toujours pair. Par

définition qδsymp(h′)/2 = (q1/2)δsymp(h′), où q1/2 est la racine carrée > 0 de q.
On pose V ′′ = L∗/L. Il est aussi muni d’une forme symplectique q′′, réduction de $q. Pour

w′′ ∈Wn′′ , on définit de même des fonctions Q(h′′, w′′) sur Sp(V ′′) et Q(h′′, w′′)Lie sur sp(V ′′).
Notons K(L) le stabilisateur de L dans H− et K(L)u son radical pro-p-unipotent. Le groupe

K(L)/K(L)u est isomorphe à Sp(V ′)× Sp(V ′′). On munit H− de la mesure de Haar telle que
mes(K(L)) = q−d(L)/2|K(L)/K(L)u|, où d(L) est la dimension sur Fq de sp(V ′) ⊕ sp(V ′′).
On vérifie aisément qu’en fait, cette mesure est indépendante des données h′, h′′, n′, n′′. Pour
(w′, w′′) ∈Wn′ ×Wn′′ , la fonction Q(h′, w′)⊗Q(h′′, w′′) se relève en une fonction sur K(L). On
la multiplie par mes(K(L))−1 et on l’étend à tout H− par 0 hors de K(L). On obtient ainsi
une fonction notée Q(h′, h′′;w′, w′′). Une construction analogue s’applique dans l’algèbre de Lie
et conduit à une fonction Q(h′, h′′;w′, w′′)Lie sur h−. Evidemment, ces fonctions dépendent du
choix du réseau L. Mais leurs intégrales orbitales ne dépendent pas de ce choix et c’est ce qui
nous importe.

Fixons une décomposition orthogonale V − = V0 ⊕ V1 de sorte que :

L = (V0 ∩ L)⊕ (V1 ∩ L),

pour i = 0, 1, (Vi ∩ L)/(Vi ∩$L∗) = V ′i, (Vi ∩ L∗)/(Vi ∩ L) = V ′′i .

Notons k(L) le stabilisateur de L dans h−. Il y a une projection naturelle :

k(L) ∩ sp(V1)→ sp(V ′1)⊕ sp(V ′′1).

Soient (w′, w′′) ∈Wn′,ell×Wn′′,ell. On fixe un élément Xw′,w′′ ∈ k(L)∩sp(V1) qui s’envoie par la
projection précédente sur un élément semi-simple régulier de tw′ ⊕ tw′′ . Dans les constructions
de III.5, on choisit ψ trivial sur $o et non trivial sur o. On munit h− de la mesure autoduale
pour ce choix de ψ. On vérifie d’ailleurs que ce choix est cohérent avec celui qu’on a fait sur
H−, c’est-à-dire que l’application E, qui est définie au voisinage de 0 dans h−, préserve les
mesures au voisinage de 0. On définit de même une mesure sur h−0 = sp(V0). Les constructions
précédentes, appliquées à n′ = n′′ = 0, définissent une fonction Q(h′, h′′;−,−)Lie sur h−0 .
Notons-la simplement f0. Pour f ∈ C∞c (h−), on pose :

D0(f) =
∫
H−

∫
h−0

f(x−1(Xw′,w′′ + Y )x)f0(Y ) dY dx.

Les intégrales sont convergentes dans l’ordre indiqué (parce que w′ et w′′ sont supposés ellip-
tiques). La distribution f 7→ D0(̂f) est localement intégrable. Notons îD0 la fonction sur h− telle
que :

D0(̂f) =
∫

h−
f(Y )̂iD0(Y )∆(Y )−1/2 dY.
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Elle est localement constante sur h−reg. Le caractère ψ définit par réduction un caractère encore
noté ψ de Fq. Notons ν l’unique caractère d’ordre 2 de F×q et posons :

ε(ψ) = q−1/2
∑
x∈F×q

ν(x)ψ(x).

On sait que ε(ψ) est une racine de l’unité d’ordre au plus 4.
Proposition. Soit Y un élément semi-simple régulier elliptique et topologiquement nilpotent

de h−. On a l’égalité :

îD0(Y ) = q−(n′+n′′)/2ε(ψ)−
h′(h′+1)

2
−h′′(h′′+1)

2 |Tw′ ||Tw′′ |JH
−
(Y,Q(h′, h′′;w′, w′′)Lie).

La preuve est identique à celle de [MW] proposition 3.13. �

X.2. Expression de îD0 comme combinaison linéaire de transformées de Fourier
d’intégrales orbitales

On conserve les données h′, h′′, n′, n′′, w′, w′′. Dans [W4] IV.1, on a associé à h′, h′′ (notés
k′, k′′ dans cette référence) un ensemble fini Γ, une fonction σ sur Γ, un ensemble E =
(o×/o×2)sup(h

′,h′′), une fonction κ0 sur E et, pour γ ∈ Γ, un ensemble A(γ). Cet ensemble
A(γ) est naturellement un espace principal homogène sous l’action d’un certain groupe abélien
compact. De la mesure de Haar de masse totale 1 sur ce groupe se déduit une mesure sur A(γ).
Pour γ ∈ Γ, a ∈ A(γ) et e ∈ E , on a défini un élément X[a, e] ∈ h−0 . Disons simplement que les
valeurs propres de X[a, e] sont paramétrées par a et que, quand on fixe a, la famille (X[a, e])e∈E
forme un système de représentants des classes de conjugaison dans une même classe de conju-
gaison stable. L’élément X[a, e] +Xw′,w′′ de h− est semi-simple régulier, il lui est associé une
fonction î−(X[a, e] + Xw′,w′′ , .) sur h−, cf. III.5, que l’on note simplement î−[a, e, w′, w′′]. La
fonction (a, Y ) 7→ î−[a, e, w′, w′′](Y ) est localement constante sur A(γ)× h−reg, ce qui donne un
sens à la formule ci-dessous.

Proposition. Pour tout élément Y ∈ h−, semi-simple régulier elliptique et topologiquement
nilpotent de h−, on a l’égalité :

îD0(Y ) = 2−2sup(h′,h′′)
∑
γ∈Γ

σ(γ)
∫
A(γ)

∑
e∈E

κ0(e)̂i−[a, e, w′, w′′](Y ) da.

C’est essentiellement la proposition IV.3 de [W4]. Cf. aussi la proposition 3.14 de [MW].
On a seulement à effectuer le calcul des constantes pour passer de nos normalisations à celles
de [W4]. �

Considérons un instant le cas où n′′ = 0. Pour w ∈Wn′ , γ ∈ Γ, a ∈ A(γ) et e ∈ E , on dispose
de l’élément X[a, e] +Xw ∈ h−. Il dépend de certains choix mais, comme on l’a dit, sa classe
de conjugaison stable ne dépend pas de e. On a défini en III.5 la fonction D−(X[a, e] +Xw, .)
sur h−reg. Elle ne dépend pas non plus de e. On la note simplement D−[a,w].

X.3. Un résultat de stabilité
Soient h′, h′′, t ∈ N tels que :

n = t+
h′(h′ + 1)

2
+
h′′(h′′ + 1)

2
.

Posons :
Kt = ⊕n′,n′′∈N,n′+n′′=tC(Wn′)⊗C C(Wn′′).

On définit un homomorphisme :
ιt : Kt → Kt

50



de la même façon qu’en IX.7, en identifiant Kt à ⊕n′,n′′∈N,n′+n′′=tK2t[0, 0, n′, n′′]. Posons :

Ktell = ⊕n′,n′′∈N,n′+n′′=tC(Wn′,ell)⊗C C(Wn′′,ell).

Remarquons que ιt conserve Ktell. On définit un homomorphisme :

Q−(h′, h′′)Lie : Ktell → C∞c (h−).

Pour n′, n′′ tels que n′ + n′′ = t, ϕ′ ∈ C(Wn′,ell) et ϕ′′ ∈ C(Wn′′,ell), on pose :

Q−(h′, h′′)Lie(ϕ′ ⊗ ϕ′′) = |Wn′ |−1|Wn′′ |−1
∑

w′∈Wn′,ell,w
′′∈Wn′′,ell

ϕ′(w′)ϕ′′(w′′)Q(h′, h′′;w′, w′′)Lie.

Pour w ∈ Wt,ell, on note O(w) sa classe de conjugaison dans Wt et ϕw la fonction ca-
ractéristique de O(w) dans Wt,ell.

Proposition. Soient n′, n′′ ∈ N tels que n′ + n′′ = t.
(i) Soit ϕ un élément non nul de C(Wn′,ell)⊗C(Wn′′,ell). Alors les deux conditions suivantes

sont équivalentes :
- les intégrales orbitales de la fonction Q−(h′, h′′)Lie ◦ ιt(ϕ) sont constantes sur les classes

de conjugaison stable d’éléments semi-simples réguliers ;
- h′ = h′′ et n′′ = 0.
(ii) Supposons h′ = h′′ et n′′ = 0. Soit w ∈ Wn′,ell. Pour tout élément semi-simple régulier

elliptique et topologiquement nilpotent Y de h−, on a l’égalité :

JH
−
(Y,Q−(h′, h′)Lie ◦ ιt(ϕw)) = 4−h

′
qn

′/2ν(−1)h
′(h′+1)/2γψ(h−)−1 |O(w)|

|Wn′ |
|Tw|−1

∑
γ∈Γ

σ(γ)
∫
A(γ)

D−[a,w](Y ) da.

A l’aide des propositions X.1 et X.2, la preuve est identique à celle de la proposition 3.12
et du lemme 3.15 de [MW] (compte tenu des errata). �

X.4. Un résultat de transfert
Soit n ∈ N. En III.2, on a introduit un espace V +

n de dimension 2n + 1 sur F , muni
d’une forme quadratique q+n , et son groupe spécial orthogonal H+

n . On va se placer dans une
situation un peu plus générale. Fixons η ∈ F× (en fait, seule son image dans F×/F×2 importe).
Fixons deux espaces V +

iso et V +
an de dimension 2n+ 1 sur F , munis de formes quadratiques non

dégénérées q+iso et q+an. On suppose que le noyau anisotrope de q+iso est de dimension 1, isomorphe
à F muni de la forme quadratique ηx2. On suppose que q+an a même discriminant que q+iso mais
a un noyau anisotrope de dimension 3. On note H+

iso et H+
an les groupes spéciaux orthogonaux

respectifs.
Soient h′, h′′, t ∈ N tels que :

h
′2 + h

′′2 + 2t = 2n+ 1

et :
(1) h′ ≡ val(η) + 1 mod 2Z, h′′ ≡ val(η) mod 2Z.

Pour ] = iso ou ] = an, on a défini en [MW] 3.11 une application :

Q+
] (h′, h′′)Lie : Ktell → C∞c (h+

] ),

évidemment similaire à l’application de X.3 (il y a quelques différences de notations avec [MW] :
les entiers 2n + 1, h′, h′′, t étaient notés d, r′, r′′, N dans cette référence ; on a ici ajouté un
exposant + pour distinguer la présente application de celle de X.3).
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Remarque. Avec les notations de III.2, on peut supposer que V +
iso = V +

n et q+iso = ηq+n .
Alors H+

iso = H+
n . Mais les applications Q+

] (h′, h′′)Lie dépendent de η, car les paramétrages des
différents objets qui interviennent dans leur définition en dépendent.

Comme en III.3, on définit une bijection :

h−reg/st ∼ h+
iso,reg/st

(on a abandonné l’indice n de h−n ). C’est exactement la bijection de III.3 quand on identifie
h+
iso et h+

n . Pour X− ∈ h−reg et X+
iso ∈ h+

iso,reg, on note X− ∼ X+
iso si les classes de conjugaison

stable de ces éléments se correspondent par cette bijection.
Parce que H+

iso est la forme intérieure quasi-déployée de H+
an, on a aussi une injection :

h+
an,reg/st→ h+

iso,reg/st.

Pour X+
an ∈ h+

an,reg et X+
iso ∈ h+

iso,reg, on note X+
an ∼ X+

iso si les classes de conjugaison stable
de ces éléments se correspondent par l’injection ci-dessus. Pour X− ∈ h−reg et X+

an ∈ h+
an,reg, on

note X− ∼ X+
an s’il existe un élément X+

iso ∈ h+
iso,reg tel que X− ∼ X+

iso ∼ X+
an.

Soient maintenant h, t ∈ N tels que h(h + 1) + t = n. Soient h′, h′′ les deux entiers ≥ 0
vérifiant (1) et tels que {h′, h′′} = {h, h+ 1}.

Proposition. Supposons vérifiée l’hypothèse (Lemmefond)n de III.5. Soit w ∈ Wt. Identi-
fions C(Wt,ell) au facteur C(Wt,ell)⊗C C(W0,ell) de Ktell et, par conséquent, ϕw à un élément de
cet espace Ktell. Soient ] = iso ou ] = an, Y − ∈ h−reg, Y

+
] ∈ h+

],reg. Supposons Y − ∼ Y +
] . Alors

on a l’égalité :

JH
−
(Y −, Q−(h, h)Lie ◦ ιt(ϕw)) = ν(−η$−val(η))hsgnCD(w)hJH

+
] (Y +

] , Q
+
] (h′, h′′)Lie ◦ ιt(ϕw)).

Preuve. Les fonctions qui interviennent sont cuspidales et à support topologiquement nil-
potent. Leurs intégrales orbitales sont donc nulles hors des éléments elliptiques topologique-
ment nilpotents. On peut donc supposer Y − et Y +

] elliptiques et topologiquement nilpotents.
Le membre de gauche est calculé par la proposition X.3(ii). Les objets se simplifient parce que
les termes h′ et h′′ de X.3 sont ici tous deux égaux à h. En particulier Γ = (o×/o×2)h et, pour
γ = (γj)j=1,...,h ∈ Γ, σ(γ) =

∏
j=1,...,h ν(γj)

j , en identifiant ν à l’unique caractère non trivial de
o×/o×2.

On a défini ci-dessus une application ιt. Elle cöıncide avec une application intervenant dans
[MW], à savoir l’application notée ρ∗ ◦ ι dans cette référence. On voit alors que l’intégrale
orbitale du membre de droite est calculée par le lemme 3.15 de [MW] (les constantes y sont
particulièrement fausses, cf. errata). Sous nos hypothèses simplificatrices concernant h′ et h′′,
la formule de ce lemme devient :

JH
+
] (Y +

] , Q
+
] (h′, h′′)Lie ◦ ιt(ϕw)) = 21−h′−h′′qh/2α(w,−)]γ(h′, h′′)]γψ(h+

] )−1 |O(w)|
|Wt|

|Tw|−1

∑
γ∈Γ

σ](γ)
∫
A(γ)

D+
] [a,w](Y +

] ) da,

où :
α(w,−)] et γ(h′, h′′)] sont définis en [MW] p.536 et 532 ;
pour γ = (γj)j=1,...,h ∈ Γ,

σ](γ) =
∏

j=1,...,h

ν(−γj)j = ν(−1)h(h+1)/2σ(γ);

D+
] [a,w] est défini de façon similaire à D−[a,w].
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Soient γ ∈ Γ et a ∈ A(γ). On a défini D−[a,w] comme la fonction D−(X−, .) pour un
certain élément X− ∈ h−reg. De même, D+

] [a,w] est la fonction D+
] (X+

] , .) pour un certain
élément X+

] ∈ h+
],reg, cette fonction étant elle-même définie comme en III.5. En se reportant

aux définitions, on voit que X− ∼ X+
] , ou plus exactement on peut effectuer les choix faits dans

les définitions de sorte qu’il en soit ainsi. Si ] = iso, on peut identifier h+
iso à h+

n . Alors D+
iso est la

fonctionD+ définie en III.5. et la proposition III.5 nous dit queD−(X−, Y −) = D+
iso(X

+
iso, Y

+
iso).

Si ] = an, introduisons des éléments X+
iso, Y

+
iso ∈ h+

iso,reg tels que X+
an ∼ X+

iso et Y +
an ∼ Y +

iso. En
appliquant successivement [W5] théorème 1.5. et notre proposition III.5, on obtient :

D+
an(X

+
an, Y

+
an) = D+

iso(X
+
iso, Y

+
iso) = D−(X−, Y −).

En tout cas, D−[a,w](Y −) = D+
] [a,w](Y +

] ). En comparant les formules, il ne reste plus qu’à
prouver l’égalité :

4−hγψ(h−) = 21−h′−h′′ν(−η$−val(η))hsgnCD(w)hα(w,−)]γ(h′, h′′)]γψ(h+
] )−1.

C’est un simple calcul. �

XI. Calcul d’intégrales orbitales

XI.1. Classification des éléments topologiquement semi-simples
On revient désormais à notre groupe G+ = G+

N . . On a paramétré en I.3 les classes de
conjugaison semi-simples dans G̃. On a besoin de rendre notre paramétrage plus explicite.
Soit s un élément semi-simple auquel on associe des données I, I∗, (ai)i∈I etc... comme en I.3.
Remarquons qu’à isomorphisme près, la forme q− est uniquement déterminée par d−.

De même, la classe d’équivalence de q+ est déterminée par d+ et par un quadruplet :

(d1,+, d2,+, η1,+, η2,+) ∈ Z/2Z× Z/2Z× {±1} × {±1}

tel que d1,+ + d2,+ ≡ d+ mod 2Z (on ne dit pas que tout tel quadruplet détermine une forme
quadratique ; c’est vrai si d+ ≥ 3 mais faux si d+ ≤ 2). Rappelons la définition de ce quadruplet.
On choisit un réseau L ⊆ V+ tel qu’en posant L∗ = {v ∈ V+;∀v′ ∈ L, q+(v, v′) ∈ o}, on
ait L∗ ⊇ L ⊇ $L∗. On pose d1,+ = dimFq(L/$L

∗) mod 2Z, d2,+ = dimFq(L
∗/L) mod 2Z.

L’espace L/$L∗ est muni naturellement d’une forme quadratique q1,+ dont le déterminant est
bien défini dans F×q /F×2

q . On pose :

η1,+ = ν(det(q1,+)(−1)[D1,+/2]),

où D1,+ = dimFq(L/$L
∗). Si D1,+ = 0, η1,+ = 1. De même, L∗/L est muni d’une forme

quadratique q2,+, la réduction de $q+. On définit η2,+ de façon similaire.
Pour i ∈ I∗, la classe d’équivalence de qi est déterminée par di et un couple :

(d1,i, d2,i) ∈ Z/2Z× Z/2Z

tel que d1,i + d2,i ≡ di mod 2Z. Pour le définir, notons oi l’anneau des entiers de Fi et fi son
corps résiduel (on a fi = Fq2fi puisque Fi/F est non ramifiée). On choisit un oi-réseau L dans
Vi tel qu’en posant L] = {v ∈ Vi;∀v′ ∈ L, qi(v, v′) ∈ oi}, on ait L] ⊇ L ⊇ $L]. On pose
d1,i = dimfi(L/$L

]), d2,i = dimfi(L
]/L).

Remarques. (1) s est elliptique si et seulement si I = I∗ ;
(2) si s est elliptique, il est compact (cf. III.4).
En suivant Labesse, on a défini en III.1 la conjugaison stable dans l’ensemble des éléments

semi-simples de G̃. Soient s, s′ deux tels éléments. Ils sont stablement conjugués si et seulement
si :
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- si N est impair, s et s′ sont conjugués par un élément de G(F̄ ) ;
- si N est pair, il existe g ∈ G(F̄ ) tel que gsg−1 = s′ et, pour tout τ ∈ Gal(F̄ /F ), on a

τ(g−1)g ∈ ZG(s)0(F̄ ).
La différence entre les cas N pair ou impair vient de ce que le centre de G+ est contenu

dans ZG(s)0 si N est pair et ne l’est pas si N est impair.
On peut alors paramétrer les classes de conjugaison stable d’éléments semi-simples de G̃. Le

paramétrage se déduit de celui de I.3. Si N est impair, on oublie les données (qi)i∈I∗ et q+ (et
q− que l’on peut de toute façon oublier). Si N est pair, on oublie les (qi)i∈I∗ et on ne conserve
de q+ que son déterminant qui est un élément de F×/F×2. Autrement dit, on ne conserve que
I, I∗, (ai)i∈I , (di)i∈I , d+, d− plus, si N est pair, le triplet (d1,+, d2,+, η1,+η2,+).

Il nous sera commode d’utiliser une notion plus fine que la conjugaison stable, que nous al-
lons définir. On définit d’abord une application det : G+ → F×/F×2. SurG, c’est le déterminant
composé avec l’homomorphisme F× → F×/F×2. Pour σ ∈ Isom(V, V ∗),det(σ̃) est l’image dans
F×/F×2 du déterminant de la matrice exprimant σ dans deux bases de V et V ∗ sur F duales
l’une de l’autre. On vérifie que det est un homomorphisme. Soient s et s′ deux éléments semi-
simples de G̃. On dira que s et s′ sont fortement stablement conjugués si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

- s et s′ sont stablement conjugués ;
- det(s) = det(s′).
Cela définit une relation d’équivalence. Notons ZG le centre de G.
Lemme. Soient s et s′ deux éléments semi-simples de G̃.
(i) Si N est pair, s et s′ sont stablement conjugués si et seulement s’ils sont fortement

stablement conjugués.
(ii) Si N est impair, s et s′ sont stablement conjugués si et seulement s’il existe z ∈ ZG tel

que zs et s′ soient fortement stablement conjugués.
Preuve. Supposons que N soit pair et que s et s′ soient stablement conjugués. Soit g ∈ G(F̄ )

tel que gsg−1 = s′ et τ(g−1)g ∈ ZG(s)0(F̄ ) pour tout τ ∈ Gal(F̄ /F ). Il résulte de la description
ci-dessus que le déterminant est trivial sur ZG(s)0. La relation précédente entrâıne que det(g)
appartient à F×. Mais det(s′) = det(gsg−1) est le produit de det(s) et de l’image dans F×/F×2

de det(g)−2. Donc det(s′) = det(s) et s et s′ sont fortement stablement conjugués.
Supposons que N soit impair et que s et s′ soient stablement conjugués. Soit g ∈ G(F̄ ) tel

que gsg−1 = s′. Pour τ ∈ Gal(F̄ /F ), on a τ(g−1)g ∈ ZG(s)(F̄ ), donc det(τ(g−1)g) ∈ {±1}.
Identifions {±1} au sous-groupe d’ordre 2 de ZG. Par le théorème de Hilbert 90, on peut
trouver z0 ∈ ZG(F̄ ) tel que, pour tout τ , on ait l’égalité τ(z−1

0 )z0 = det(τ(g−1)g). Posons
z = z2

0 et g0 = z−1
0 g. On vérifie que z ∈ ZG, g0zsg−1

0 = s′ et τ(g−1
0 )g ∈ ZG(s)0(F̄ ) pour tout

τ ∈ Gal(F̄ /F ). Par le même raisonnement que dans le cas N pair, zs et s′ sont fortement
stablement conjugués. La réciproque est facile. �

On paramètre aisément les classes de forte conjugaison stable : on oublie les (qi)i∈I∗ et on ne
conserve de q+ que son déterminant , autrement dit, on ne conserve que I, I∗, (ai)i∈I , (di)i∈I , d+, d−
et le triplet (d1,+, d2,+, η1,+η2,+) (cela redémontre d’ailleurs le (i) du lemme).

On a défini en III.4 la notion d’élément d’élément compact et topologiquement semi-simple
de G̃. Pour s comme ci-dessus, s est compact et topologiquement semi-simple si et seulement si
tous les ai sont des racines de l’unité d’ordre premier à p. On obtient ainsi un paramétrage des
classes de conjugaison, resp. de conjugaison stable, resp. de forte conjugaison stable, d’éléments
compacts et topologiquement semi-simples de G̃.

XI.2. Une formule de descente
Soient (m1,m2, n1, n2) ∈ M2,2(N), w1 ∈ Wn1,ell et w2 ∈ Wn2,ell. Pour j = 1, 2, notons ϕwj

la fonction caractéristique de l’orbite O(wj) de wj . Posons ϕ = ϕw1⊗ϕw2 ∈ C(Wn1)⊗CC(Wn2) =
Km1,m2,n1,n2 . Posons f = k(ϕ) ∈ C, cf. IX.6, et associons à f la fonction fG̃ ∈ C

∞
c (G̃), cf. VII.2.

On se propose de calculer JG(x, fG̃) pour un élément x ∈ G̃ semi-simple régulier elliptique.
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Fixons un tel élément x. Comme on l’a dit dans le paragraphe précédent, il est nécessairement
compact. On peut décomposer x en produit x = su, où s est compact et topologiquement
semi-simple, u est topologiquement unipotent, s et u commutent. Parce que x est elliptique, s
l’est aussi. Associons à s les données I = I∗, etc... (d1,i, d2,i)i∈I∗ , (d1,+, d2,+, η1,+, η2,+) comme
dans le paragraphe précédent.

Pour j = 1, 2, posons mj,− = [mj

2 ], mj,+ = [mj+1
2 ]. Considérons l’hypothèse :

(Hyp)
{

d1,+ ≡ m1,+ mod 2Z, d2,+ ≡ m2,+ mod 2Z
d+ ≥ m2

1,+ +m2
2,+, d− ≥ m1,−(m1,− + 1) +m2,−(m2,− + 1).

Sous cette hypothèse, posons :

N+ = (d+ −m2
1,+ −m2

2,+)/2, N− = (d− −m1,−(m1,− + 1)−m2,−(m2,− + 1))/2.

Ces nombres sont entiers. Pour simplifier les notations, étendons l’ensemble d’indices I en
lui adjoignant des indices + et −, i.e. posons Ĩ = I ∪ {+,−}. En fait, l’indice +, resp. −,
ne jouera aucun rôle si d+ = 0, resp. d− = 0. Notons N (x, n1, n2) l’ensemble des familles
n = (nj,i)j=1,2,i∈Ĩ d’entiers ≥ 0 telles que :

n1,+ + n2,+ = N+, n1,− + n2,− = N−, n1,i + n2,i = di pour tout i ∈ I,

nj,+ + nj,− +
∑
i∈I

nj,ifi = nj pour j = 1, 2.

Pour une telle famille n, on pose :

W (n) = Wn1,+ ×Wn2,+ ×Wn1,− ×Wn2,− ×
∏
i∈I

(Sn1,i ×Sn2,i).

Soit v = (vj,i)j=1,2,i∈Ĩ ∈W (n). En X.1, on a défini une fonction de GreenQ(m1,−,m2,−; v1,−, v2,−)
sur le groupe symplectique Sp(q−) (elle est en tout cas bien définie à conjugaison près). Elle
est à support topologiquement unipotent. De même, dans [MW], on a défini une fonction de
Green Q(m1,+,m2,+; v1,+, v2,+) sur le groupe orthogonal SO(q+) et, pour i ∈ I, une fonction
de Green Q(v1,i, v2,i) sur le groupe unitaire U(qi) ([MW], paragraphes 3.3 et 3.11, modifiés
par les erratas ci-dessous). Remarquons que, d’après ces définitions, on a Q(v1,i, v2,i) = 0 si
nj,i 6= dj,i mod 2Z. On pose :

Q(v) = Q(m1,+,m2,+; v1,+, v2,+)⊗Q(m1,−,m2,−; v1,−, v2,−)⊗ (⊗i∈IQ(v1,i, v2,i)).

C’est une fonction sur ZG(s)0, à support tologiquement unipotent. Puisque u ∈ ZG(s)0, on
définit l’intégrale orbitale JZG(s)0(u2, Q(v)) dans ce groupe (les mesures satisfont la même
normalisation qu’en X.1). Soient i ∈ I et j = 1, 2. On définit un plongement ξj,i : Snj,i →
Wnj,ifi

. de la façon suivante. Pour v ∈ Snj,i et h ∈ {1, ..., nj,ifi}, on a :

ξj,i(v)(±h) =
{
±h, si h > nj,i,
±v(h), si h ≤ nj,i

On définit d’autre part w̄j,i ∈Wnj,ifi
par :

w̄j,i(h) =
{

h+ nj,i, si h ≤ nj,i(fi − 1),
nj,ifi − h− nj,i, si h > nj,i(fi − 1).

On définit l’application ζj,i : Snj,i → Wnj,ifi
par ζj,i(v) = w̄j,iξj,i(v). Ce n’est plus un homo-

morphisme de groupes mais deux éléments conjugués dans Snj,i ont des images conjuguées
dans Wnj,ifi

. Pour n ∈ N (x, n1, n2) (écrit comme ci-dessus), on définit :

ζj(n) : Wnj,+ ×Wnj,− ×
∏
i∈I

Snj,i →Wnj .
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C’est la composée de l’application id×id×
∏
i∈I ζj,i, à valeurs dans Wnj,+×Wnj,−×

∏
i∈IWnj,ifi

,
et de l’injection naturelle de ce produit dans Wnj . On en déduit une application :

ζ(n) = ζ1(n)× ζ2(n) : W (n)→Wn1 ×Wn2 .

Proposition. (i) Si l’hypothèse (Hyp) n’est pas vérifiée, JG(x, fG̃) = 0.
(ii) Supposons l’hypothèse (Hyp) vérifiée. Alors on a l’égalité :

JG(x, fG̃) = (−1)n1+n2η
m1,−
1,+ η

m2,−
2,+ ν(−1)aν(2)b

∑
n∈N (x,n1,n2)

|W (n)|−1

∑
v∈W (n);ζ(n)(v)∈O(w1)×O(w2)

sgnCD(v1,+)m1,−sgnCD(v2,+)m2,−JZG(s)0(u2, Q(v)),

où a = m1,−[m1,+

2 ] +m2,−[m2,+

2 ], b = [m1,−
2 ] + [m2,−

2 ].
Preuve. Associons à s une décomposition V = V+ ⊕ V− ⊕ (⊕i∈IVi) comme en I.3. Posons

Nj = mj(mj+1)
2 +2nj pour j = 1, 2. Par construction, la fonction fG̃ est à support dans K̃N1,N2 .

Pour g ∈ G, la condition g−1sug ∈ K̃N1,N2 est équivalente à la réunion des deux conditions
g−1sg ∈ K̃N1,N2 et g−1ug ∈ KN1,N2 . En effet, si g−1sug ∈ K̃N1,N2 , on a g−1s2u2g ∈ KN1,N2 .
Or s2 est topologiquement semi-simple et un raisonnement élémentaire entrâıne que g−1s2g et
g−1u2g appartiennent tous deux à KN1,N2 . Puisque g−1ug appartient à l’adhérence du groupe
engendré par g−1u2g, on a aussi g−1ug ∈ KN1,N2 . En revenant à la condition initiale, on a
g−1sg ∈ K̃N1,N2 .

Etudions l’ensemble des g ∈ G tels que g−1sg ∈ KN1,N2 . Pour un tel élément, on a g−1s2g ∈
KN1,N2 . Cela entrâıne que s2 conserve les réseaux g(L0) et g(LN2). Pour i, i′ ∈ Ĩ, i 6= i′,
aucune valeur propre de s2 dans Vi n’est congrue mod $o à une telle valeur propre dans Vi′
(les valeurs propres de s2 dans Vi sont égales à 1 si i = +, à −1 si i = −, et conjuguées
à ai ou a−1

i si i ∈ I). Un raisonnement simple d’algèbre linéaire entrâıne que chacun des
réseaux g(L0) et g(LN2) est somme de ses intersections avec les Vi pour i ∈ Ĩ et, quand i ∈ I,
ces intersections sont des oi-réseaux. Posons Lu,i = g(Lu) ∩ Vi pour u = 0, N2 et i ∈ Ĩ. La
relation g−1sg ∈ K̃N1,N2 entrâıne que s(L0,i) = L∗N2,i

, s(LN2,i) = L∗0,i pour tout i ∈ Ĩ. Posons
L]N2,i

= {v ∈ Vi;∀v′ ∈ LN2,i, qi(v, v
′) ∈ oi} (avec oi = o si i = ±). Les relations précédentes

sont équivalentes à l’égalité L]N2,i
= L0,i. Remarquons que l’on a les inclusions :

L]N2,i
= L0,i ⊇ LN2,i ⊇ $L0,i = $L]N2,i

.

Posons n′1,i = dimfi(LN2,i/$L
]
N2,i

), n′2,i = dimfi(L
]
N2,i

/LN2,i), où, comme on l’a dit, fi = Fq2fi

si i ∈ I, et f± = Fq. La famille n′ = (n′j,i)j=1,2,i∈Ĩ vérifie les relations :

(1)


n′j,+ + n′j,− +

∑
i∈I 2n′j,ifi = Nj , pour j = 1, 2,

n′1,i + n′2,i = di, pour i ∈ Ĩ ,
n′j,i ≡ dj,i mod 2Z pour j = 1, 2, i ∈ Ĩ ,

où on a posé d1,− = d2,− = 0. Notons N ′ l’ensemble des familles vérifiant ces conditions. On
vient de définir une application :

{g ∈ G; g−1sg ∈ K̃N1,N2} → N ′.

Il est clair qu’elle se quotiente en une application :

ZG(s)\{g ∈ G; g−1sg ∈ K̃N1,N2}/KN1,N2 → N ′.
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On vérifie que celle-ci est bijective. Pour n′ ∈ N ′, fixons un antécédent gn′ ∈ G tel que
g−1
n′ sgn′ ∈ K̃N1,N2 . Posons K ′

n′ = ZG(s) ∩ gn′KN1,N2g
−1
n′ , définissons une fonction fn′ sur les

éléments topologiquement unipotents de ZG(s)0 par fn′(y) = fG̃(g−1
n′ sygn′). Alors :

JG(x, fG̃) = ∆(x)1/2
∑

n′∈N ′

∫
ZG(s)gn′KN1,N2

fG̃(g−1sug) dg

(2) = ∆(su)1/2
∑

n′∈N ′

mes(KN1,N2)mes(K
′
n′)

−1

∫
ZG(s)

fn′(g−1ug) dg.

Fixons n′ ∈ N ′, associons à gn′ les réseaux LN2,i pour i ∈ Ĩ. Soit y un élément tologique-
ment unipotent de ZG(s)0, que l’on décompose en y =

∏
i∈Ĩ yi. Pour que fn′(y) soit non nul,

chaque yi doit conserver le réseau LN2,i. Dans ce cas, yi définit par réduction deux éléments
y1,i ∈ U(LN2,i/$L

]
N2,i

) et y2,i ∈ U(L]N2,i
/LN2,i) où, pour unifier les notations, on désigne ainsi

des groupes unitaires si i ∈ I, des groupes spéciaux orthogonaux si i = +, un groupe symplec-
tique si i = −. L’élément g−1

n′ sygn′ de K̃N1,N2 définit par réduction deux éléments x1 ∈ G̃N1
,

x2 ∈ G̃N2
. On décompose chacun d’eux en xj = sjyj où sj ∈ G̃Nj

est semi-simple, yj ∈ GNj

est unipotent et sj et yj commutent. Evidemment, s1 et s2 sont les réductions de g−1
n′ sgn′ . Les

classes de conjugaison d’éléments semi-simples de G̃Nj
se paramètrent de façon analogue à I.3,

cf. [W2] paragraphe 2. On voit que sj est paramétré par l’ensemble I, la famille de dimensions
(n′j,i)i∈Ĩ , plus les données (dj,+, ηj,+) qui paramètrent une forme quadratique de rang n′j,+ (pour
être précis, il conviendrait de supprimer de I les i tels que n′j,i = 0, mais peu importe). La com-
posante neutre du commutant de s1 dansGN1

s’identifie à
∏
i∈Ĩ U(LN2,i/$L

]
N2,i

) et y1 s’identifie
à

∏
i∈Ĩ y1,i. Une assertion analogue vaut pour y2. Posons wj = (mj,−,mj,+, nj , 0, wj ,−). Dans

[W2] paragraphe 5, on a défini, à la suite de Lusztig, une fonction φ(wj) sur G̃Nj
. Nos présentes

constructions sont faites pour que, sous les conditions ci-dessus, on ait l’égalité :

(3) fn′(y) = fG̃(g−1
n′ sygn′) = mes(KN1,N2)

−1 |O(w1)||O(w2)|
|Wn1 ||Wn2 |

φ(w1)(x1)φ(w2)(x2),

le terme mes(KN1,N2)
−1 venant de la définition de l’application f 7→ fG̃, cf. VII.2. Pour que

φ(wj)(xj) soit non nul, on doit avoir :

(4) n′j,+ ≥ m2
j,+, n

′
j,− ≥ mj,−(mj,− + 1),

cf. la relation (H) de [W2] paragraphe 6. S’il existe un élément de N ′ vérifiant ces conditions,
l’hypothèse (Hyp) est vérifiée. En effet, la relation ci-dessus et la deuxième relation de (1)
entrâınent :

d+ ≥ m2
1,+ +m2

2,+, d− ≥ m1,−(m1,− + 1) +m2,−(m2,− + 1).

D’autre part, les premières et troisièmes relations de (1) entrâınent :

dj,+ ≡ n′j,+ ≡ Nj ≡
mj(mj + 1)

2
≡ mj,+ mod 2Z.

Cela démontre la première assertion de la proposition : si (Hyp) n’est pas vérifiée, tous les
termes du membre de droite de (2) sont nuls et JG(x, fG̃) = 0.

On suppose désormais (Hyp) vérifiée. On définit une injection de l’ensemble des n′ ∈ N ′

qui vérifient (4) dans N (x, n1, n2) : à n′ on associe n tel que :

nj,i = n′j,i, pour i ∈ I, j = 1, 2,

nj,+ = (n′j,+ −m2
j,+)/2, nj,− = (n′j,− −mj,−(mj,− + 1))/2.
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Remarquons que l’image de cette injection est l’ensemble N ′(x, n1, n2) des n ∈ N (x, n1, n2)
tels que nj,i ≡ dj,i mod 2Z pour tous j = 1, 2, i ∈ I. On peut réindexer la somme (2) par
N ′(x, n1, n2) en indexant par n les objets indexés précédemment par n′, si n′ correspond à n par
la bijection ci-dessus. Reprenons le calcul précédent. On a calculé la valeur φ(wj)(xj) en [W2]
proposition 6(ii). On doit harmoniser nos notations avec celles de [W2]. Elles sont telles que,
pour vj = (vj,i)i∈Ĩ ∈Wnj,+×Wnj,−×

∏
i∈I Snj,i , l’expression 2z(mj,+,dj,+)qδ(mj,−,mj,+)/2Qmj,−,mj,+,vj (yj)

de [W2] soit égal à :

(5) (−1)njQ(mj,+, vj,+)(yj,+)Q(mj,−, vj,−)(yj,−)
∏
i∈I

Q(vj,i)(yj,i),

où Q(mj,−, vj,−) a été défini en X.1 et les autres fonctions sont définies de façon analogue, cf.
[MW] 2.14 et errata. Il est facile de comparer Q(mj,−, vj,−)(yj,−) et Q(mj,−, vj,−)(y2

j,−). Il suffit
en effet de comparer les fonctions :

Q(mj,−, vj,−)Lie(Y )
↗

Y
↘

Q(mj,−, vj,−)Lie(2Y ).

définies sur l’ensemble des éléments de l’algèbre de Lie sous-jacente. On obtient l’égalité :

Q(mj,−, vj,−)(yj,−) = ν(2)[
mj,−

2
]Q(mj,−, vj,−)(y2

j,−).

Un calcul analogue conduit aux égalités :

Q(mj,+, vj,+)(yj,+) = Q(mj,+, vj,+)(y2
j,+),

Q(vj,i)(yj,i) = Q(vj,i)(y2
j,i),

pour tout i ∈ I. Alors (5) se récrit :

(−1)njν(2)[
mj,−

2
]Q(mj,+, vj,+)(y2

j,+)Q(mj,−, vj,−)(y2
j,−)

∏
i∈I

Q(vj,i)(y2
j,i).

Le produit de ces expressions pour j = 1, 2 est égal à :

(−1)n1+n2ν(2)[
m1,−

2
]+[

m2,−
2

]mes(Kn)Q(v)(y2),

où v = (v1,v2) ∈Wn et Kn = ZG(s)0∩gnKN1,N2g
−1
n (la mesure mes(Kn a été introduite dans

les définitions des fonctions Q(m1,+,m2,+; v1,+, v2,+), Q(m1,−,m2,−; v1,−, v2,−) etc...). Alors la
proposition 6(ii) de [W2] entrâıne :

φ(w1)(x1)φ(w2)(x2) = (−1)n1+n2η
m1,−
1,+ η

m2,−
2,+ ν(−1)aν(2)bmes(Kn)

|Wn1 ||Wn2 |
|O(w1)||O(w2)|

|W (n)|−1

∑
v∈W (n);ζ(n)(v)∈O(w1)×O(w2)

sgnCD(v1,+)m1,−sgnCD(v2,+)m2,−Q(v)(y2),

où a et b ont les valeurs indiquées dans l’énoncé. En se reportant à (3), cela prouve l’égalité :

fn(y) = (−1)n1+n2η
m1,−
1,+ η

m2,−
2,+ ν(−1)aν(2)bmes(KN1,N2)

−1mes(Kn)|W (n)|−1

∑
v∈W (n);ζ(n)(v)∈O(w1)×O(w2)

sgnCD(v1,+)m1,−sgnCD(v2,+)m2,−Q(v)(y2).
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On reporte cette valeur dans (2). Les mesures de KN1,N2 disparaissent. Si ZG(s) est connexe,
on a Kn = K ′

n, les mesures de ces groupes disparaissent et l’intégrale sur ZG(s) est aussi une
intégrale sur ZG(s)0. Si ZG(s) n’est pas connexe, on se rappelle que K ′

n∩O(q+) est le stabilisa-
teur du réseau LN2,+. Il coupe la composante non neutre deO(q+). Doncmes(K ′

n)−1mes(Kn) =
1/2. D’autre part, la fonction fn ci-dessus est invariante par conjugaison par K ′

n. On peut dans
(2) remplacer l’intégrale sur ZG(s) par deux fois l’intégrale sur ZG(s)0. Dans les deux cas, les
mesures de K ′

n et Kn disparaissent donc, à condition de remplacer l’intégrale sur ZG(s) par
une intégrale sur ZG(s)0. D’autre part, le terme ∆(x), qui est le facteur ∆ calculé dans G, est
égal au facteur ∆ZG(s)0(u) calculé dans le groupe ZG(s)0. Alors, pour v ∈W (n), on a l’égalité :

∆(x)1/2
∫
ZG(s)0

Q(v)(g−1u2g) dg = JZG(s)0(u2, Q(v)).

La formule (2) devient celle de l’énoncé, à ceci près que la somme porte sur l’ensembleN ′(x, n1, n2)
au lieu de N (x, n1, n2). Mais on a déjà dit que, pour n ∈ N (x, n1, n2) \ N ′(x, n1, n2), on a
Q(v) = 0 pour tout v ∈W (n). On peut donc aussi bien sommer sur tout N (x, n1, n2). �

XI.3. Une formule de descente, suite
Soit (m1,m2, n1, n2) ∈M2,2(N). On suppose :
- si N est pair, m1 = m2, n2 = 0 ;
- si N est impair, m1 = m2 ± 1, inf(m1,m2) est pair, n1 = 0.
Soit ϕ ∈ K[m1,m2, n1, n2] = C(Wn1)⊗C C(Wn2). On suppose ϕ à support elliptique. Posons

f = k◦τ ◦ι(ϕ). Soit x = su comme dans le paragraphe précédent. Supposons vérifiée l’hypothèse
(Hyp) de ce paragraphe. Posons n+ = N+, n− = N−, ni = di pour i ∈ I. Si N est pair,
posons (j′, j′′) = (1, 2). Si N est impair, posons (j′, j′′) = (2, 1). Puisque nj′′ = 0, l’ensemble
N (x, n1, n2) se réduit à un seul élément, que l’on note n, pour lequel on a nj′,i = ni et nj′′,i = 0
pour tout i ∈ Ĩ. On a :

W (n) = Wn+ ×Wn− ×
∏
i∈I

Sni .

On définit une fonction ϕn sur ce groupe par :

ϕn(v) = sgnCD(v−)m1,−ϕ ◦ ζ(n)(v).

Considérons la composante Sp(q−) de ZG(s)0. On a défini en X.3 l’espace :

Kn− = ⊕r1,r2∈N,r1+r2=n−C(Wr1)⊗C C(Wr2),

son sous-espace Kn−ell , l’endomorphisme ιn− de Kn− et une application :

Q−(m1,−,m2,−)Lie : Kn−ell → C∞c (sp(q−)).

Pour simplifier les notations, on note ces objets respectivement K−, K−,ell, ι−, QLie− . Cette
dernière application se relève au groupe en une application que l’on note :

Q− : Kn−ell → C∞c (Sp(q−)).

En [MW], on a défini des applications analogues relatives aux autres composantes SO(q+)
et U(qi) pour i ∈ I. Posons :

K+ = Kn+ .

On définit le sous-espace K+,ell, l’endomorphisme ι+ = ιn+ de K+ et l’application :

Q+ = Q+(m1,+,m2,+) : K+,ell → C∞c (SO(q+))
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cf. [MW] 3.10, 3.11 (les applications ι sont notées ρ∗ ◦ ι en [MW] ; on a ajouté ici un exposant +

pour distinguer les fonctions sur les groupes spéciaux orthogonaux des fonctions sur les groupes
symplectiques). Pour tout i ∈ I, posons :

Ki = ⊕r1,r2∈N,r1+r2=niC(Sr1)⊗C C(Sr2).

On définit le sous-espace :

Ki,ell = ⊕r1,r2∈N,r1+r2=niC(Sr1,U−ell)⊗C C(Sr2,U−ell)

où, pour tout r ∈ N, on note Sr,U−ell le sous-ensemble des éléments de Sr qui sont produits
de cycles de longueur impaire. On a un endomorphisme ιi de Ki et une application :

Qi : Ki,ell → C∞c (U(qi)),

cf. [MW] 3.2, 3.3. Toutes ces applications définissent par produit tensoriel un endomorphisme
ιĨ de ⊗i∈ĨKi et une application :

QĨ : ⊗i∈ĨKi,ell → C∞c (ZG(s)0).

Remarquons que, par construction, ιĨ conserve le sous-espace ⊗i∈ĨKi,ell. Identifions l’espace
C(Wn+) à la composante C(Wn+)⊗CC(W0) de K+, identifions de même C(Wn−) à la composante
C(Wn−)⊗CC(W0) de K− et, pour tout i ∈ I, identifions C(Sni) à la composante C(Sni)⊗CC(S0)
de Ki. Alors C(W (n)) s’identifie à un sous-espace de ⊗i∈ĨKi. On peut donc définir :

fn = QĨ ◦ ιĨ(ϕn).

Corollaire. (i) Si l’hypothèse (Hyp) de XI.2 n’est pas vérifiée, JG(x, fG̃) = 0.
(ii) Supposons vérifiée cette hypothèse (Hyp). Alors on a l’égalité :

JG(x, fG̃) = c(η1,+η2,+)m1,−(−1)m1,−dIJZG(s)0(u2, fn),

où dI =
∑

i∈I di et :

c =
{

(−1)m1,+ , si N est pair,
ν(−1)m1,− , si N est impair.

Preuve. Posons ψ = τ ◦ ι(ϕ). On peut considérer ψ comme une fonction sur la réunion
disjointe :

tr1,r2∈N,r1+r2=n1+n2Wr1 ×Wr2 ,

à support elliptique. On peut alors l’écrire :

ψ =
∑

r1,r2∈N,r1+r2=n1+n2

∑
w1,w2

ψ(w1, w2)ϕw1 ⊗ ϕw2 ,

où, pour j = 1, 2, wj décrit un ensemble de représentants des orbites dans Wrj ,ell. Pour chaque
terme de cette somme, l’intégrale orbitale JG(x, (k(ϕw1⊗ϕw2))G̃) est calculée par la proposition
XI.2. Si l’hypothèse (Hyp) de XI.2 n’est pas vérifiée, toutes ces intégrales orbitales sont nulles
et la première assertion du corollaire s’ensuit. Supposons vérifiée cette hypothèse (Hyp). Alors :

(1) JG(x, fG̃) = (−1)n1+n2η
m1,−
1,+ η

m2,−
2,+ ν(−1)aν(2)b

∑
r1,r2∈N,r1+r2=n1+n2

∑
r∈N (x,r1,r2)

|W (r)|−1

∑
w1,w2

ψ(w1, w2)
∑

v∈W (r),ζ(r)(v)∈O(w1)×O(w2)

sgnCD(v1,+)m1,−sgnCD(v2,+)m2,−JZG(s)0(u2, Q(v)).
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On peut remplacer la double somme en w1, w2 et v ∈ W (r) tel que ζ(r)(v) ∈ O(w1) × O(w2)
par une somme sur v ∈W (r), à condition de remplacer ψ(w1, w2) par ψ ◦ ζ(r)(v).

Fixons r1, r2, r ∈ N (x, r1, r2) et v ∈ W (r), dont on peut supposer toutes les composantes
elliptiques, ou U -elliptiques. On peut écrire :

W (r) = Wr1,+ ×Wr2,+ ×Wr1,− ×Wr2,− ×
∏
i∈I

(Sr1,i ×Sr2,i).

Sous cette forme, on voit que v est un point en lequel on peut évaluer tout élément de ⊗i∈ĨKi.
Montrons que l’on a l’égalité :

(2) ψ ◦ ζ(r)(v)sgnCD(v1,+)m1,−sgnCD(v2,+)m2,− = c(m1,m2)(−1)d+n1+n2ιĨ(ϕn)(v),

où c(m1,m2) est défini en IX.9. On a la suite d’inclusions :

W (r)
ζ(r)→ Wr1 ×Wr2 ↪→Wn1+n2 = Wn1 ×Wn2

(on rappelle que nj′′ = 0). Notons (w1, w2) = ζ(r)(v) et w l’image de (w1, w2) dans Wn1+n2 .
En se reportant aux définitions de ι et τ et en tenant compte de l’égalité nj′′ = 0, on voit que :

ψ ◦ ζ(r)(v) = c(m1,m2)sgn(w1)sgn(w2)sgnCD(w1)m1,−sgnCD(w2)m2,−ϕ(w).

Pour tout entier h ∈ N et tout u ∈ Wh,ell, on a sgn(u) = (−1)h. Pour tous entiers h, f ∈ N,
définissons un plongement ζ : Sh → Whf comme en XI.2. On vérifie que, pour u ∈ Sh, la
condition u ∈ Sh,U−ell est équivalente à ζ(u) ∈Whf,ell et que, si cette condition est vérifiée, on
a l’égalité sgnCD(ζ(u)) = (−1)h. Remarquons aussi que les hypothèses entrâınent m1,− = m2,−.
Grâce à l’égalité ci-dessus, le membre de gauche de (2) est égal à :

(−1)d+n1+n2c(m1,m2)sgnCD(v1,−)m1,−sgnCD(v2,−)m1,−ϕ(w).

Pour tout i ∈ Ĩ, notons vi l’image de (v1,i, v2,i) dans Wni si i = ±, dans Sni si i ∈ I. Posons
v = (vi)i∈Ĩ ∈W (n). Par définition de ιĨ , on a l’égalité :

ιĨ(ϕn)(v) = ϕn(v).

Il est facile de vérifier que les éléments ζ(n)(v) et w sont conjugués dans Wn1+n2 . La définition
de ϕn entrâıne donc :

ιĨ(ϕn)(v) = sgnCD(v−)m1,−ϕ(w).

On a de plus sgnCD(v−) = sgnCD(v1,−)sgnCD(v2,−). En comparant avec l’égalité précédente,
on obtient (2).

La définition de QĨ est telle que :∑
r1,r2∈N,r1+r2=n1+n2

∑
r∈N (x,n1,n2)

|W (r)|−1
∑

v∈W (r)

ιĨ(ϕn)(v) = QĨ ◦ ιĨ(ϕn) = fn.

Alors les égalités (1) (modifiée comme on l’a dit) et (2) entrâınent une égalité que l’on transforme
aisément en celle de l’énoncé, en utilisant l’égalité m1,− = m2,− et un calcul élémentaire de a,
b et c(m1,m2). �

XI.4. Constance d’intégrales orbitales sur les classes de forte conjugaison stable
elliptiques

Les hypothèses sont les mêmes que dans le paragraphe précédent.
Corollaire. Les intégrales orbitales de fG̃ sont constantes sur les classes de forte conjugai-

son stable régulières elliptiques.
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Preuve. Soient x, x′ deux éléments réguliers elliptiques de G̃, fortement stablement conjugués.
On veut prouver que JG(x, fG̃) = JG(x′, fG̃). Les deux éléments x et x′ sont compacts, écrivons
x = su et x′ = s′u′ comme en XI.2. Nos deux intégrales orbitales sont calculées par le corollaire
précédent. On affecte d’un ’ les données relatives à x′. D’après la description de V.3, les éléments
s et s′ sont fortement stablement conjugués (remarquons que det est trivial sur les éléments
topologiquement unipotents). On a donc dj,+ = d′j,+ pour j = 1, 2, cf. XI.1. Alors l’hypothèse
(Hyp) relative à x est équivalente à la même hypothèse relative à x′. Si cette hypothèse n’est
pas vérifiée, nos deux intégrales orbitales sont nulles. Supposons cette hypothèse vérifiée. Les
termes c et d intervenant dans la formule du corollaire précédent sont les mêmes pour x et x′.
Un terme η′j,+ n’est pas forcément égal à ηj,+ mais le produit η′1,+η

′
2,+ est égal à η1,+η2,+, cf.

XI.1. Il reste à prouver l’égalité :

(1) JZG(s)0(u2, fn) = JZG(s′)0(u′2, f ′n).

D’après V.3, les deux groupes ZG(s)0 et ZG(s′)0 sont formes intérieures l’un de l’autre. Il en
résulte une correspondance bijective entre les classes de conjugaison stable régulières elliptiques
dans ZG(s)0 et ZG(s′)0. D’après V.3, il existe γ ∈ ZG(s) tel que les classes de conjugaison stable
de γ(u) et de u′ se correspondent par cette bijection, donc aussi celles de γ(u2) et u′2. Si ZG(s)
n’est pas connexe, la fonction fn étant par construction invariante par au moins un élément
de ZG(s) \ ZG(s)0, ses intégrales orbitales sont invariantes par γ, et on peut supposer que u2

et u
′2 sont dans des classes de conjugaison stable qui se correspondent. Chacun des groupes

ZG(s)0 et ZG(s′)0 se décompose en produit d’un groupe symplectique, d’un groupe spécial
orthogonal et de groupes unitaires. Cela nous ramène à démontrer des égalités analogues à
(1) pour chacun de ces facteurs. Pour les groupes spéciaux orthogonaux ou unitaires, l’égalité
résulte de [MW], proposition 3.4(i) et proposition 3.12(i). Avec les notations des paragraphes
précédents, on peut identifier les deux facteurs symplectiques Sp(q−) et Sp(q′−). L’égalité à
prouver pour les facteurs symplectiques s’écrit :

JSp(q−)(u2
−, Q

−(m1,−,m2,−) ◦ ιn−(ϕ−)) = JSp(q−)(u′2− , Q
−(m1,−,m2,−) ◦ ιn−(ϕ−)),

où u− et u′− sont les composantes de u et u′ dans Sp(q−) et ϕ− est un élément de C(Wn−). On
introduit l’application :

E : X 7→
1 + X

2

1− X
2

,

qui envoie bijectivement l’ensemble des éléments tologiquement nilpotents de l’algèbre de Lie
sp(q−) sur celui des éléments tologiquement unipotents dans Sp(q−). Soient X,X ′ ∈ sp(q−)
tels que E(X) = u2

− et E(X ′) = u
′2
− . L’égalité à prouver s’écrit alors :

JSp(q−)(X,Q−(m1,−,m2,−)Lie ◦ ιn−(ϕ−)) = JSp(q−)(X ′, Q−(m1,−,m2,−)Lie ◦ ιn−(ϕ−)).

Cette égalité résulte de la proposition X.3(i). �

XI.5. Le théorème de stabilité
On a défini en IX.11 l’ensemble Pquasi−st2,disc (N). SiN est pair, posons Pst2,disc(N) = Pquasi−st2,disc (N).

Si N est impair, notons Pst2,disc(N) l’ensemble des (λ+,λ−) ∈ Pquasi−st2,disc (N) tels que S(λ−) est
pair.

Théorème. Soit (λ+,λ−) ∈ Pst2,disc(N). Alors la distribution traceG̃π
+(λ+,λ−) est stable.

Preuve. Par construction, cette distribution appartient àRell(G̃), cf. IV.4. D’après le théorème
V.5, il suffit de prouver que le caractère de π+(λ+,λ−) est constant sur les classes de conjugaison
stable régulières elliptiques dans G̃. L’hypothèse (λ+,λ−) ∈ Pst2,disc(N) entrâıne que le caractère
central de la représentation π(λ+,λ−) de G est trivial. Alors le caractère de π+(λ+,λ−) est
invariant par ZG. D’après le lemme XI.1, il suffit donc de prouver que ce caractère est constant
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sur les classes de forte conjugaison stable régulières elliptiques. D’après la proposition VII.4(iii),
il s’agit de prouver que les intégrales orbitales de la fonction (f̃λ+,λ−

cusp )G̃ sont constantes sur de
telles classes de forte conjugaison stable. D’après la proposition IX.11, on peut remplacer cette
fonction par (projcusp ◦ k ◦ τ ◦ ι(Fρ(λ+,λ−)))G̃. Il est clair que :

projcusp ◦ k ◦ τ ◦ ι(Fρ(λ+,λ−)) = k ◦ τ ◦ ι ◦ projell(Fρ(λ+,λ−)).

Posons λ = λ+∪λ−. Alors projell(Fρ(λ+,λ−)) est combinaison linéaire d’éléments projell(ρ(λ, ε))
où ε ∈ {±1}Jord(λ). Parce que (λ+,λ−) ∈ Pst2,disc, λ est à termes pairs si N est pair, impairs
si N est impair. De la définition de ρ(λ, ε) résulte que projell(ρ(λ, ε)) est un élément de K
vérifiant les conditions imposées à l’élément ϕ de XI.3. Le corollaire XI.4 implique que pour
tout ε, les intégrales orbitales de (k ◦ τ ◦ ι ◦ projell(ρ(λ, ε)))G̃ sont constantes sur les classes de
forte conjugaison stable régulières elliptiques de G̃. C’est ce qu’il fallait démontrer. �

XII. Transfert endoscopique de SO(N + 1) vers G̃N , pour N pair

XII.1. L’application norme
On suppose désormais :
- N est pair ;
- l’assertion (Lemmefond)≤N est vérifiée, cf. VI.1.
On note simplement H le groupe H+

N/2 de III.2 (autrement dit le groupe SO(N+1) déployé).
Rappelons que l’on a introduit, à la suite de Kottwitz et Shelstad, l’application :

Norme : G̃reg/st→ Hreg/st,

et que, pour g ∈ G̃reg et h ∈ Hreg, on a convenu d’écrire Norme(g) = h pour signifier que
l’image par cette application de la classe de conjugaison stable de g était celle de h.

Soient g ∈ G̃reg et h ∈ Hreg, supposons Norme(g) = h. Alors g est elliptique si et seule-
ment si h l’est. Supposons qu’il en soit ainsi. Alors g et h sont aussi compacts et on peut les
décomposer en g = su, h = s′u′, où s, resp. s′, est un élément topologiquement semi-simple
de G̃, resp. H, u, resp. u′, est un élément topologiquement unipotent de G, resp. H, s et u
commutent ainsi que s′ et u′. On a paramétré en I.3 et XI.1 la classe de conjugaison de s par
des données I = I∗, (ai)i∈I , (di)i∈Ĩ (où Ĩ = I ∪ {±}), (d1,i, d2,i)i∈I , (d1,+, d2,+, η1,+, η2,+). En
[MW] 3.17, on a paramétré la classe de conjugaison de s′ par des données analogues I ′ = I

′∗,
(a′i)i∈I′ , (d′i)i∈Ĩ′ , (d′1,i, d

′
2,i)i∈I′ , (d′1,+, d

′
2,+, η

′
1,+, η

′
2,+), (d′1,−, d

′
2,−, η

′
1,−, η

′
2,−).

Remarque. Plus exactement, les données définies en [MW] sont équivalentes à des données
comme ci-dessus. Les termes a′i étaient notées si en [MW]. Pour i ∈ I ′, la forme hermitienne
QUi de [MW] est paramétrée par le couple (d′1,i, d

′
2,i) comme en XI.1. Enfin les deux formes

quadratiques Q+ et Q− de [MW] sont paramétrées par les quadruplets (d′1,±, d
′
2,±, η

′
1,±, η

′
2,±).

La forme Q+, resp. Q− est de dimension impaire, resp. paire, autrement dit :

d′− ≡ d′+ + 1 ≡ 0 mod 2Z.

L’isomorphisme Q+ ⊕Q− ⊕ (⊕i∈I′Qi) ' q+N/2 de [MW] se traduit par les relations :

(1)

{
d′2,+ + d′2,− ≡ d′1,+ + d′1,− + 1 ≡ 0 mod 2Z

η′1,+η
′
1,− = (−1)

P
i∈I′ d

′
1,i , η′2,+η

′
2,− = (−1)

P
i∈I′ d

′
2,iν(−1)d

′
2,+ .

On a noté Λ(g) l’ensemble des valeurs propres de l’automorphisme tσ−1σ, où σ ∈ Isom(V, V ∗)
est tel que g = σ̃. Une partie des données paramétrant s se déduisent de Λ(g) de la façon sui-
vante. Etendons la valuation val en une valuation définie sur F̄ , à valeurs dans Q∪ {∞}. Tout
élément x ∈ F̄ tel que val(x) = 0 s’écrit de façon unique comme produit x = xcxu, où xc est
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une racine de l’unité d’ordre premier à p et val(xu−1) > 0. D’autre part, pour x ∈ F̄×, notons
Ω(x) l’ensemble des conjugués de x. Il y a alors une décomposition en union disjointe :

Λ(g) = ti∈ĨΛ(g)i

et, pour tout i ∈ Ĩ, une bijection :

(2) Λ(g)i
∼→ Ω(ai)× {1, ..., di},

où l’on note a+ = 1, a− = −1, de telle sorte que la composée de cette bijection et de la
projection sur le premier facteur Ω(ai) cöıncide avec l’application x 7→ xc. On a associé à
s une décomposition V = ⊕i∈ĨVi. L’élément u se décompose en u =

∏
i∈Ĩ ui, où ui est un

automorphisme Fi-linéaire de Vi (avec Fi = F si i = ±). Notons Λ(ui) l’ensemble des valeurs
propres de cet automorphisme. Alors l’ensemble {aix2;x ∈ Λ(ui)} est l’image réciproque de
{ai} × {1, ..., di} par la bijection (2).

On décrit de façon analogue une partie des données paramétrant s′ à l’aide de l’ensemble
Λ(h) des valeurs propres de h. Nous n’explicitererons pas cette description, mais en tirerons
les conséquences. Ecrivons u′ =

∏
i∈Ĩ′ u

′
i et définissons Λ(u′i) comme ci-dessus. Grâce à l’égalité

Λ(h) = {−x;x ∈ Λ(g)} ∪ {1}, cf. III.2, on peut supposer :
I ′ = I ;
a′i = −ai, d′i = di pour tout i ∈ I ;
(3) d′+ = d− + 1, d′− = d+ ;
(4) Λ(u′i) = {x2;x ∈ Λ(ui)} pour tout i ∈ I ;
(5) Λ(u′+) = {x2;x ∈ Λ(u−)} ∪ {1}, Λ(u′−) = {x2;x ∈ Λ(u+)}.
Pour i ∈ I, ui et u′i appartiennent à des groupes unitaires de même rang, qui sont forcément

formes intérieures l’un de l’autre. La relation (4) dit que les classes de conjugaison stable de
u′i et u2

i se correspondent. L’élément u′+ appartient à un groupe spécial orthogonal impair et
l’élément u− appartient à un groupe symplectique de même rang. On a défini en X.4 une
relation ∼ entre éléments réguliers des algèbres de Lie de ces groupes. Cette relation se relève
aisément aux éléments du groupe qui appartiennent à l’image de l’application de Cayley notée
E en XI.4, en particulier aux éléments topologiquement unipotents. La première relation de
(5) dit que u2

− ∼ u′+. L’élément u′−, resp. u+, appartient au groupe orthogonal d’une forme
quadratique Q−, resp. q+. Ces formes ont même dimension et celle-ci est paire. D’après la
seconde relation de (5), ces éléments, qui sont réguliers, ont même ensemble de valeurs propres.
Il en résulte que les déterminants de Q− et q+ sont égaux dans F×/F×2. Autrement dit :

(6) (d′1,−, d
′
2,−, η

′
1,−η

′
2,−) = (d1,+, d2,+, η1,+η2,+).

Les deux groupes orthogonaux sont alors formes intérieures l’un de l’autre et la seconde relation
de (5) nous dit qu’il existe γ ∈ O(q+) tel que les classes de conjugaison stable de u′− et de γ(u2

+)
se correspondent.

Remarquons que les relations (1) et (6) permettent de déterminer le triplet :

(7) (d′1,+, d
′
2,+, η

′
1,+η

′
2,+) = (d1,+ + 1, d2,+, η1,+η2,+(−1)

P
i∈I diν(−1)d2,+).

XII.2. L-paquets pour les groupes orthogonaux impairs
Soit (λ+,λ−) ∈ Pst2,disc(N). Notons WF le groupe de Weil de F et Ĥ = Sp(N,C). Au couple

(λ+,λ−) on associe un homomorphisme :

ψ(λ+,λ−) : WF × SL(2,C)→ Ĥ

bien déterminé à conjugaison près par Ĥ. On le construit de la façon suivante. Notons ξ+ le
caractère trivial de WF et ξ− son unique caractère d’ordre 2 non ramifié. Pour tout entier
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m ≥ 1, notons ρm l’unique représentation irréductible de SL(2,C) de dimension m. Pour tout
η = ± et tout i ≥ 1 tel que ληi 6= 0, l’homomorphisme :

ξη ⊗ ρλη
i

: WF × SL(2,C)→ GL(ληi ,C)

prend ses valeurs dans un sous-groupe isomorphe à Sp(ληi ,C). Il y a d’autre part une injection
évidente : ∏

η,i

Sp(ληi ,C)→ Sp(N,C).

Alors ψ(λ+,λ−) est le composé :

WF × SL(2,C)

Q
η,i ξη⊗ρλ

η
i→

∏
η,i

Sp(ληi ,C)→ Sp(N,C).

Notons ZĤ(ψ(λ+,λ−)) le commutant dans Ĥ de l’image de ψ(λ+,λ−). Il contient l’élément
−1 du centre de Ĥ. Notons E(λ+,λ−) l’ensemble des caractères de ZĤ(ψ(λ+,λ−)) triviaux
sur cet élément −1 et sur la composante neutre ZĤ(ψ(λ+,λ−))0. Dans [MW] 5.1, à la suite de
Lusztig, on a associé à tout ε ∈ E(λ+,λ−) une représentation admissible irréductible de H, que
l’on note ici σψ(λ+,λ−),ε. Elle est de la série discrète. Rappelons que l’on note trace σψ(λ+,λ−),ε

son caractère. Posons :

trace σ(λ+,λ−) =
∑

ε∈E(λ+,λ−)

trace σψ(λ+,λ−),ε.

On sait d’après [MW] théorème 8.3 que cette distribution est stable.

XII.3. Le transfert des L-paquets
Théorème. Soit (λ+,λ−) ∈ Pst2,disc(N). Alors traceG̃π

+(λ+,λ−) est un transfert de trace σ(λ+,λ−).
Preuve. Nous sommes dans les conditions où le théorème VI.3 s’applique (en particulier

grâce à notre hypothèse (Lemmefond)≥N ). Il suffit donc de prouver l’assertion suivante :
(1) soient g ∈ G̃reg et h ∈ Hreg deux éléments semi-simples réguliers elliptiques ; supposons

Norme(g) = h ; alors on a l’égalité trace σ(λ+,λ−)(h) = traceG̃π
+(λ+,λ−)(g).

Les éléments g et h sont compacts. On écrit g = su, h = s′u′ comme en XII.1 et on introduit
les données I, (ai)i∈I , (di)i∈Ĩ , (d1,i, d2,i)i∈I , (d1,+, d2,+, η1,+, η2,+) qui paramètrent s ainsi que
les données I, (−ai)i∈I , (d′i)i∈Ĩ , (d′1,i, d

′
2,i)i∈I , (d′1,+, d

′
2,+, η

′
1,+, η

′
2,+), (d′1,−, d

′
2,−, η

′
1,−, η

′
2,−) qui

paramètrent s′.
Posons ϕ = projell(Fρ(λ+,λ−)). C’est un élément de K. Posons f = k ◦ τ ◦ ι(ϕ). Comme

on l’a expliqué dans la preuve du théorème XI.5, les propositions VII.4(i) et IX.11 entrâınent
l’égalité :

traceG̃π
+(λ+,λ−)(g) = ∆(g)−1/2JG(g, fG̃).

Posons λ = λ+ ∪ λ−. Les termes de cette partition sont tous pairs. Pour ε ∈ {±1}Jord(λ),
posons ϕε =< ε,λ− > projell(ρ(λ, ε)) et f ε = k ◦ τ ◦ ι(ϕε). On a l’égalité :

ϕ =
∑

ε∈{±1}Jord(λ)

ϕε,

d’où :
(2) traceG̃π

+(λ+,λ−)(g) = ∆(g)−1/2
∑

ε∈{±1}Jord(λ)

JG(g, f ε
G̃
).
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D’après les définitions de IX.8 et IX.10, pour ε ∈ {±1}Jord(λ), il existe un couple d’entiers ≥ 0,
notons-le (m(ε), n(ε)), tel que ϕε appartienne à K[m(ε),m(ε), n(ε), 0]. Posons m(ε)− = [m(ε)

2 ],
m(ε)+ = [m(ε)+1

2 ]. Considérons l’hypothèse :

(Hypε)
{

d1,+ ≡ d2,+ ≡ m(ε)+ mod 2Z,
d+ ≥ 2m(ε)2+, d− ≥ 2m(ε)−(m(ε)− + 1).

Sous cette hypothèse, en appliquant la construction de XI.3, on déduit de ϕε une fonction sur
ZG(s)0, notons-la f εunip. Grâce au corollaire XI.3, on a l’égalité :

(3) JG(g, f ε
G̃
)

=
{

0, si (Hypε) n′est pas vérifiée,
(−1)m(ε)++m(ε)−dI (η1,+η2,+)m(ε)−JZG(s)0(u2, f εunip), si (Hypε) est vérifiée.

Dans [MW], on avait défini :
- un espace R, un sous-espace Rell et une projection projell : R→ Rell ;
- un endomorphisme ρι de R, conservant Rell ;
- un homomorphisme ψk,iso : Rell → C∞c (H) (la première composante du ψk de [MW]

3.16) ;
- pour tout quadruplet (µ1,µ2, ε1, ε2) formé de deux partitions µ1, µ2 telles que µ1 ∪

µ2 = λ et de deux éléments εj ∈ {±1}Jord(µj) pour j = 1, 2, un élément de R, notons-le
ρR(µ1,µ2, ε1, ε2) ;

- pour tout tel quadruplet, une combinaison linéaire des éléments précédents, que nous
notons FρR(µ1,µ2, ε1, ε2).

Rappelons quelques définitions. L’espaceR est somme directe de sous-espacesR(r1, r2, n1, n2)
sur les quadruplets (r1, r2, n1, n2) tels que r1, n1, n2 ∈ N, r2 ∈ Z, r21 + r1 + r22 + n1 + n2 = N

2 .
On a R(r1, r2, n1, n2) = C(Wn1) ⊗C C(Wn2). Le sous-espace Rell est le sous-espace évident
des éléments à support elliptique. Soit (µ1,µ2, ε1, ε2) comme ci-dessus. Pour j = 1, 2, posons
Nj = S(µj). On a (µj , εj) ∈ Isymp(Nj), cf. IX.8. On lui associe comme dans ce paragraphe
deux entiers hj , nj ≥ 0 tels que hj(hj + 1) + 2nj = Nj et une représentation ρ(µj , εj) de Wnj .
Posons :

(r1, r2) =


(h1+h2

2 , h1−h2
2 ), si h1 ≡ h2 mod 2Z

(h1−h2−1
2 , h1+h2+1

2 ), si h1 6≡ h2 mod 2Z et h1 > h2

(h2−h1−1
2 ,−h1+h2+1

2 ), si h1 6≡ h2 mod 2Z et h1 < h2.

Alors ρR(µ1,µ2, ε1, ε2) est l’élément ρ(µ1, ε1) ⊗ ρ(µ2, ε2) de R(r1, r2, n1, n2) = C(Wn1) ⊗C
C(Wn2).

Remarquons que l’ensemble des caractères de ZĤ(ψ(λ+,λ−))/ZĤ(ψ(λ+,λ−))0 s’identifie
naturellement à {±1}Jord(λ+)×{±1}Jord(λ−). Son sous-groupe E(λ+,λ−) s’identifie au groupe
des (ε+, ε−) ∈ {±1}Jord(λ+) × {±1}Jord(λ−) tels que :∏

i∈Jord(λ+)

ε+(i) =
∏

i∈Jord(λ−)

ε−(i).

L’égalité suivante est vérifiée pour tout ε = (ε+, ε−) ∈ {±1}Jord(λ+) × {±1}Jord(λ−) :

(4) ∆(h)−1/2JH(h, ψk,iso ◦ ρι ◦ projell(FρR(λ+,λ−, ε+, ε−))) ={
0, si ε 6∈ E(λ+,λ−),

(−1)N/2trace σψ(λ+,λ−),ε(h) si ε ∈ E(λ+,λ−).
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Cela résulte de l’application successive du théorème 1.9, du lemme 4.2, du corollaire 5.7, de
la proposition 5.5 et du théorème 6.26 de [MW]. En particulier, le signe (−1)N/2 est issu du
corollaire 5.7.

On a d’autre part l’égalité :

(5)
∑

(ε+,ε−)∈{±1}Jord(λ+)×{±1}Jord(λ−)

FρR(λ+,λ−, ε+, ε−) =
∑

ε∈{±1}Jord(λ)

< ε,λ− > ρR(λ, ∅, ε, ∅).

Cela résulte des lemmes 6.4, 6.7 et du corollaire 6.12(i) de [MW].
Pour ε ∈ {±1}Jord(λ), posons ϕεR =< ε,λ− > projell(ρ(λ, ∅, ε, ∅)) et f ε,H = ψk,iso ◦ ρι(ϕεR).

Des formules (4) et (5) résulte l’égalité :

(6) trace σ(λ+,λ−) = (−1)N/2∆(h)−1/2
∑

ε∈{±1}Jord(λ)

JH(h, f ε,H).

Soit ε ∈ {±1}Jord(λ). remarquons que, par construction, (m(ε), n(ε)) est le couple d’entiers
attaché par la correspondance de Springer généralisée à (λ, ε). En appliquant les rappels ci-
dessus, on voit que ϕεR appartient à R(m(ε)−,m(ε)+, n(ε), 0). La proposition 3.19 de [MW] est
analogue à la proposition XI.2 ci-dessus et on en tire un corollaire analogue à notre corollaire
XI.3. Il s’énonce de la façon suivante. Considérons l’hypothèse :

(Hypε,H)
{

d′2,− ≡ m(ε)+ mod 2Z,
d′+ ≥ m(ε)2− + (m(ε)− + 1)2, d′− ≥ 2m(ε)2+.

Sous cette hypothèse, en appliquant la construction de [MW] 3.19, on déduit de ϕεR une fonction
sur ZH(s′)0, notons-la f ε,Hunip. On a l’égalité :

(7) JH(h, f ε,H) =

{
0, si (Hypε,H) n′est pas vérifiée,

(−1)m(ε)++N/2ν(−1)aJZH(s′)0(u′, f ε,Hunip), si (Hypε,H) est vérifiée,

où a =
m(ε)2−−m(ε)−+m(ε)2+−m(ε)+

2 .
Grâce aux relations XII.1(3) et (6) et à la congruence évidente d1,+ ≡ d2,+ mod 2Z (car

d1,+ + d2,+ ≡ d+ ≡ N ≡ 0 mod 2Z), on voit que les hypothèses (Hypε) et (Hypε,H) sont
équivalentes.

Supposons cette hypothèse vérifiée et revenons à la définition de la fonction f εunip. Posons
n = (ni)i∈Ĩ , où :

n+ = d+
2 −m(ε)2+, n− = d−

2 −m(ε)−(m(ε)− + 1), ni = di pour tout i ∈ I.
Définissons comme en XI.3 les ensembles W (n), Ki pour i ∈ Ĩ et les applications :

ζ(n) : W (n)→Wn(ε),

ιĨ = ⊗i∈Ĩιi : ⊗i∈ĨKi → ⊗i∈ĨKi,

QĨ = ⊗i∈ĨQi : ⊗i∈ĨKi,ell → C∞c (ZG(s)0).

Avec les notations de XI.3, on aQ+ = Q+(m(ε)+,m(ε)+),Q− = Q−(m(ε)−,m(ε)−). Considérons
ϕε comme un élément de C(Wn(ε),ell) et notons sgnCD,− la fonction sur W (n) produit des ca-
ractères triviaux sur Wn+ et les Sni pour i ∈ I, et du caractère sgnCD de Wn− . Alors :

f εunip = QĨ ◦ ιĨ(sgn
m(ε)−
CD,−ϕ

ε ◦ ζ(n)).

De façon plus explicite, décomposons ZG(s)0 en produit
∏
i∈Ĩ Ui, où U+ est un groupe spécial

orthogonal, U− un groupe symplectique et, pour i ∈ I, Ui est un groupe unitaire. Décomposons
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conformément u en produit u =
∏
i∈Ĩ ui. Pour simplifier, on peut supposer que ϕε ◦ ζ(n) se

décompose aussi en produit : le cas général s’en déduit par linéarité. Supposons donc ϕε◦ζ(n) =
⊗i∈Ĩϕi, où ϕη ∈ C(Wnη) ⊆ Kη pour η = ± et ϕi ∈ C(Sni) ⊆ Ki pour i ∈ I. Pour i ∈ Ĩ,
définissons f εi ∈ C∞c (Ui) par :

f ε+ = Q+ ◦ ι+(ϕ+),

f ε− = Q− ◦ ι−(sgnm(ε)−
CD ϕ−),

f εi = Qi ◦ ιi(ϕi), pour i ∈ I.

Alors f εunip = ⊗i∈Ĩf
ε
i et :

JZG(s)0(u2, f εunip) =
∏
i∈Ĩ

JUi(u2
i , f

ε
i ).

La construction de f ε,Hunip est similaire, cf. [MW] 3.19. Elle se reformule de la façon suivante.
Posons n′ = (n′i)i∈Ĩ où n′± = n∓ et n′i = ni pour i ∈ I. On en déduit un ensemble W (n′) et
une application ζ(n′) : W (n′) → Wn(ε). On pose K′± = K∓, K′i = Ki pour i ∈ I. On a des
applications :

ι′i : K′i → K′i
pour tout i ∈ Ĩ. En fait, ι′i = ιi pour i ∈ I et ι′± = ι∓. Décomposons ZH(s′)0 en produit
ZH(s′)0 =

∏
i∈Ĩ U

′
i . On note :

ι′
Ĩ

: ⊗i∈ĨK
′
i → ⊗i∈ĨK

′
i

leur produit tensoriel. On a des applications :{
Q′+ = Q+(m(ε)− + 1,m(ε)−) : K′+,ell → C∞c (U ′+), si m(ε)+ = m(ε)−,
Q′+ = Q+(m(ε)−,m(ε)− + 1) : K′+,ell → C∞c (U ′+), si m(ε)+ = m(ε)− + 1,

Q′− = Q+(m(ε)+,m(ε)+) : K′−,ell → C∞c (U ′−),

Q′i : K′i,ell → C∞c (U ′i), pour i ∈ I.

Les notations sont essentiellement celles de [MW]. On a ajouté des exposants + à certaines
applications pour rappeler qu’elles concernent des groupes spéciaux orthogonaux. On note :

Q′
Ĩ

: ⊗i∈ĨK
′
i,ell → C∞c (ZH(s′)0)

le produit tensoriel de ces applications. Alors f ε,Hunip = Q′
Ĩ
◦ ι′

Ĩ
(ϕε ◦ ζ(n′)). Décomposons u′ en

produit u′ =
∏
i∈Ĩ u

′
i. On a supposé ϕε ◦ ζ(n) = ⊗i∈Ĩϕi. Alors ϕε ◦ ζ(n′) = ⊗i∈Ĩϕ

′
i, où ϕ′± = ϕ∓

et ϕ′i = ϕi pour i ∈ I. Pour i ∈ Ĩ, définissons f ε,Hi ∈ C∞c (U ′i) par :

f ε,Hi = Q′i ◦ ι′i(ϕ′i).

Alors f ε,Hunip = ⊗i∈Ĩf
ε,H
i et :

JZH(s′)0(u′, f ε,Hunip) =
∏
i∈Ĩ

JU
′
i (u′i, f

ε,H
i ).

D’après XII.1, les groupes spéciaux orthogonaux U+ et U ′− sont formes intérieures l’un de
l’autre. Les applications ι+ et ι′− sont égales. De plus, à l’action du groupe orthogonal près, u2

+

et u′− sont dans des classes de conjugaison stable qui se correspondent. L’action de ce groupe
orthogonal est invisible, car les fonctions que l’on considère sont par construction invariantes
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par au moins un élément de ce groupe de déterminant −1 (pourvu que d+ 6= 0 ; si d+ = 0, les
composantes U+ et U ′− disparaissent). Alors le lemme 3.12 de [MW] nous dit que :

JU
′
−(u′−, f

ε,H
− ) = JU+(u2

+, f
ε
+).

Un raisonnement analogue vaut pour les composantes Ui et U ′i pour i ∈ I, en utilisant la
proposition 3.4 de [MW]. On obtient l’égalité :

JU
′
i (u′i, f

ε,H
i ) = JUi(u2

i , f
ε
i ).

Le groupe U− est le groupe symplectique d’un espace de dimension d−, le groupe U ′+ est
le groupe spécial orthogonal d’un espace de dimension d′+ = d− + 1 et on a u2

− ∼ u′+. On
va appliquer la proposition X.4. Indiquons par le tableau ci-dessous comment réconcilier les
notations de ce paragraphe avec les notations présentes. A gauche, on indique les termes de
X.4, à droite leur traduction :

n = d−
2

t = n−
val(η) ≡ d′2,+ mod 2Z

ν(η$−val(η)) = η′1,+η
′
2,+

h = m(ε)−
{h′, h′′} = {m(ε)−,m(ε)− + 1}
h′′ ≡ d′2,+ mod 2Z

D’après XII.1(7) et l’hypothèse (Hypε), on a d′2,+ ≡ m(ε)+ mod 2Z. Les deux dernières relations
ci-dessus se transforment alors en :

(h′, h′′) =
{

(m(ε)− + 1,m(ε)−), si m(ε)+ = m(ε)−,
(m(ε)−,m(ε)− + 1), si m(ε)+ = m(ε)− + 1.

L’hypothèse (Lemmefond)n de la proposition X.4 est vérifiée d’après notre hypothèse (Lemmefond)≥N
et le lemme III.3. Alors cette proposition (relevée aux groupes de la même façon qu’en XI.4)
implique l’égalité :

JU
′
+(u′+, f

ε,H
+ ) = ν(−1)m(ε)−(η′1,+η

′
2,+)m(ε)−JU−(u2

−, f
ε
−).

Grâce à XII.1(7) et l’hypothèse (Hypε), cette égalité se transforme en :

JU
′
+(u′+, f

ε,H
+ ) = ν(−1)m(ε)−(m(ε)++1)(η1,+η2,+)m(ε)−(−1)m(ε)−dIJU−(u2

−, f
ε
−).

En rassemblant ces égalités, on obtient :

JZH(s′)0(u′, f ε,Hunip) = ν(−1)m(ε)−(m(ε)++1)(η1,+η2,+)m(ε)−(−1)m(ε)−dIJZG(s)0(u2, f εunip).

On vérifie que le terme a intervenant dans (7) est congru à m(ε)−(m(ε)+ + 1) mod 2Z. En
utilisant les relations (3) et (7), l’égalité précédente devient :

JH(h, f ε,H) = (−1)N/2JG(g, f ε
G̃
).

On a supposé (Hypε) vérifiée. Si elle ne l’est pas, l’égalité ci-dessus reste vraie, les deux membres
étant nuls.

On vérifie aisément que ∆(h) = ∆(g). Alors l’égalité (1) s’obtient en utilisant les égalités
(2) et (6). Cela achève la preuve. �

Errata à [MW]
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Paragraphe 2.16. La définition des fonctions Q(vi) pour i ∈ I est incorrecte. En effet, on
a considéré le groupe Hi comme un groupe unitaire défini sur Fqfi . En réalité, il s’agit d’un
groupe défini sur Fq, image du précédent par le foncteur de restriction des scalaires de Fqfi à Fq.
Cela change la normalisation des fonctions de Green, car cette définition fait intervenir le rang
(absolu) du groupe. Le rang du groupe unitaire sur Fqfi est di tandis que celui de son image
par restriction des scalaires est fidi. Cela multiplie les fonctions de Green par (−1)di(fi−1). On
doit donc, dans tout l’article, soit modifier la définition des fonctions de Green sur les groupes
unitaires comme on vient de l’indiquer, soit conserver la même définition mais introduire des
(−1)di(fi−1) dans toutes les formules où elles interviennent. Dans le présent article, on utilise
la définition modifiée (i.e. la définition correcte, on l’espère).

paragraphe 3.11. Remplacer les mes(K(L))−1 par mes(K±(L))−1.
Proposition 3.13. La formule correcte est :

îD0(Y ) = q−N/22−β(r′,r′′)γ(r′, r′′)]|T ′||T ′′|J(Y,Q(r′, r′′;w′, w′′)Lie] ).

page 533. Dans la formule (2), il manque |T ′||T ′′|. Dans les calculs, les mes(K(L)) ou
mes(K(L0)) doivent être remplacés par mes(K±(L)) ou mes(K±(L0)).

page 534. La formule pour Q̂T ′(Z ′) est :

Q̂T ′(Z ′) = (−1)N
′
q−N

′/2γ(r′)]QT ′(Z ′).

La formule pour Q̂T ′′(Z ′′) doit être modifiée de même.
paragraphe 3.14. On a J = {2, ..., R} si d est impair.
page 536. Dans la définition de α(w′, w′′)], la condition à la deuxième ligne est r′ ≥ r′′. La

formule pour C est :

C = 21−r′−r′′−β(r′,r′′)((q − 1)2(q − 3))−[(R−r)/2].

page 558. L’application Q+ est celle notée Q(r′+, |r′′|) en 3.11 (et non pas Q(r′, |r′′|)). De
même, Q− est l’application notée Q(r′−, r

′′) en 3.11.
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