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Abstract. Suppose that W is a Weyl group, let C(W) the space of functions on W, with
complex values, invariant under conjugation. We can define an ”elliptic scalar product” on
C(W). It’s a natural ingredient to the representation theory of p-adic reductive groups. Let
G be a reductive group over the algebraic closure of a finite field. The generalized Springer’s
correspondence gives a bijection between two sets :

- the set of pairs (U, &), where U is an unipotent orbit of G and £ is an G-equivariant
irreducible local system on U ;

- the disjoint union of the sets of irreducible representations of certain Weyl groups related
to G.

There is no simple formula that relies elliptic scalar product and the generalized Springer’s
correspondence. But a simple formula does exist, and we prove it, if we modify the Springer’s
correspondence according to an usual method which uses Kazhdan-Lusztig’ polynomials. Our
result is in fact a corollary of a theorem of Lusztig on the restriction of character-sheaves to
the unipotent variety.
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Introduction

Soient W un groupe fini et § une représentation de W dans un espace vectoriel réel Vs de
dimension finie. Notons C(W) l'espace des fonctions de W dans C, invariantes par conjugaison.
Pour f, f' € C(W), on définit le produit scalaire elliptique :

(fo fDon = IWITH Y~ det(1 = 8(w)[Vs) f(w) f'(w).

weWw

C’est un produit hermitien > 0 et dégénéré. Un cas particulier intéressant est le cas ou W
est un groupe de Weyl et § sa représentation par réflexions. Dans ce cas, les w € W tels
que det(1 — d(w)|Vs) # 0 sont les éléments ”elliptiques”, c’est-a-dire qui n’appartiennent pas
a un "sous-groupe de Lévi” propre de W, ce qui justifie la dénomination de produit scalaire
elliptique.

Ce produit intervient dans diverses situations. Notre motivation est que de tels produits
controlent le produit scalaire des représentations ”elliptiques” des groupes réductifs p-adiques,
cf. [A] paragraphe 7, remarque 2, [W1] paragraphe IX. Les représentations de groupes de Weyl
interviennent dans ce cas en liaison avec la correspondance de Springer généralisée. Rappelons
ce qu’est cette correspondance. Soient p un nombre premier, IF,, le corps fini a p éléments, Fp
une cloture algébrique de F,,. Soit G un groupe réductif connexe défini sur Fp. On suppose p
"bon” pour G. Notons I I’ensemble des couples (U, E) formés d’une orbite unipotente de G
et d’un systeme local £ sur U, G-équivariant et irréductible. Notons J I’ensemble des triplets
(M, U, &) formés d'une composante de Lévi M d’un sous-groupe parabolique de G, d’une
orbite unipotente U. de M et d'un systeme local &. sur U., M-équivariant, irréductible et
cuspidal, cf. [L1] 2.4 pour cette notion de cuspidalité. Le groupe G opere par conjugaison sur



J. Notons J I’ensemble des orbites. Pour tout j € J, fixons un représentant (M,U,,E.) de j
dans J et posons W; = Normg(M)/M, ot Normg(M) est le normalisateur de M dans G.
Parce que M est d’une forme tres particuliere, ce groupe W; est un groupe de Weyl. Notons
W I’ensemble de ses représentations irréductibles. On note J lensemble des couples (7,p) ou
jeJetpe W . Lusztig a défini une bijection :

V!I:>j,

cf. [L1] théoreme 6.5. C’est la correspondance de Springer généralisée. La correspondance de
Springer initiale (non généralisée) consiste a se limiter au sous-ensemble Jy des (M, U, &) € J
tels que M est un tore et aux sous-ensembles correspondants Jo et .

Pour tout j € J, l'espace C(W;) est muni d’'un produit scalaire elliptique, relatif a la
représentation par réflexions de W;. Posons :

C; = ®jesCWV)),

que 'on munit du produit somme directe des précédents. On note (.,.)ey ce produit. Cest
I’espace C; muni de ce produit qui intervient de fagon cruciale dans la théorie mentionnée
ci-dessus des représentations elliptiques des groupes réductifs p-adiques. Remarquons que 1’on
peut considérer J comme un sous-ensemble de C : & (j,p) € J , on associe I'élément de C; dont
toutes les composantes sont nulles, sauf la j-ieme qui est égale au caractere de p. On peut ainsi
définir le produit scalaire elliptique ((4, p), (', p'))en de deux éléments de .J. On peut également
définir un produit scalaire elliptique sur l’ensemble I. En effet, soient i = (U, ), i = (U',&’)
deux éléments de I. Si U # U’, on pose (i, )¢y = 0. Supposons U = U’, fixons un élément
u € U, notons Z le groupe des composantes connexes du centralisateur de v dans G. Aux
systeémes locaux £ et £ sont associés des représentations irréductibles x; et x; de Z, dont on
note les caractéres tracey; et trace xy. D’autre part, notons Zg(u)? la composante neutre du
centralisateur de u, fixons un sous-tore maximal T" du groupe dérivé du plus grand quotient
réductif de Zg(u)® et notons X, (T') son groupe des cocaractéres. On définit naturellement une
représentation § de Z dans l'espace X, (T') ®z R. On pose alors :

(i, )en = (trace xi, trace xir)%.

La correspondance de Springer généralisée ne conserve pas les produits scalaires elliptiques,
c’est-a-dire que, pour 7,7 € I, il n’y a pas de relation simple entre (7,7 )ey et (v(i), v(7'))ey-
Pour obtenir des formules utilisables, on doit modifier les constructions. Soit ¢ € I, posons
v(i) = (4, p). On définit une autre représentation p de W;, qui n’est pas irréductible en général.
La définition sera donnée au paragraphe 4, d’une facon plutét combinatoire. Indiquons simple-
ment ici une autre interprétation de cette représentation p, dans le cas de la correspondance
de Springer initiale. Dans ce cas, p est définie comme étant I'action de WW; dans 'espace de
cohomologie de degré maximal d’une certaine variété de drapeaux associée & i. Alors p est
l'action de W; dans toute la cohomologie de cette variété. On définit une nouvelle application :

v:1I—Cy

en associant a ¢ I’élément de C; dont toutes les composantes sont nulles, sauf la j-ieme qui est
égale au caractere de p. On peut décrire explicitement cette application a ’aide de la bijection
v et de polynomes de Kazhdan-Lusztig.

Notre résultat est le :

Théoréme. Soient i,i" € I. On a Uégalité (i,i")ey = (W (i), v(7))en-

Remarquons que les définitions les plus naturelles conduisent a une permutation de ¢ et
7" entre les deux cotés de la formule. Reeder a prouvé ce théoreme quand on se limite aux
éléments 7,7’ € Iy, c’est-a-dire aux éléments qui interviennent dans la correspondance de Sprin-
ger initiale ([R], proposition 3.4.3). Sa méthode est assez indirecte : elle utilise I'interprétation



de ces produits en termes de représentations de groupes p-adiques. Pour notre part, nous avons
au contraire besoin de la formule du théoréme pour en déduire des résultats concernant ces
groupes. Comme on le verra, le théoreme se déduit de fagon simple du théoréme 24.4 de [L3] ou
Lusztig calcule (essentiellement) le produit scalaire des fonctions caractéristiques de faisceaux-
caracteéres, restreintes aux éléments unipotents de G.

Il y a en fait plusieurs fagons naturelles de définir les représentations p ci-dessus car leur
définition fait implicitement intervenir une structure de G sur une extension finie F, de F), et
il y a plusieurs structures possibles. C’est pourquoi nous nous placerons dans un cadre un peu
plus général que celui de cette introduction en considérant un couple (G, 0) formé d’un groupe
G comme ci-dessus et d’un automorphisme quasi-semi-simple 6 de G. Les définitions s’adaptent
pour tenir compte de la torsion induite par € sur tous les objets que I'on a considérés et on
obtient un énoncé un peu plus général que le théoreme ci-dessus.

Dans les trois derniers paragraphes de ’article, on donne une version explicite du théoreme
dans le cas des groupes symplectiques et spéciaux orthogonaux. C’est cette version dont nous
avons besoin dans [W1]. Remarquons que c’est précisément pour traiter le cas des groupes
spéciaux orthogonaux pairs qu’il est nécessaire de faire intervenir des automorphismes 6.

Dans cette introduction, le corps des coefficients était le corps des complexes (les représentations
étaient & valeurs dans des espaces complexes etc...). Pour utiliser les résultats de [L3], il est plus
commode d’utiliser pour corps de coefficients une cléture algébrique Qp du corps des nombres
f-adiques. On passe d’un point de vue a 'autre en fixant un isomorphisme algébrique entre ce
corps et le corps des complexes.

1. Définitions

Soient p, £ deux nombres premiers distincts. On note F, le corps fini a p éléments, I_Fp une
cloture algébrique de ce corps et Q; une cloture algébrique du corps des nombres ¢-adiques.

Soit H un groupe. On note Zy son centre. Pour h € H, on note Zy(h) le centralisateur
de h dans H. Pour tout sous-ensemble X C H, on note Normpg(X) le normalisateur de X
dans H. On appelle représentation de H un couple (p, V) ou V est un espace vectoriel sur
Qretp: H— GLg, (V) un homomorphisme. La plupart du temps, on ignorera I'espace V'
en parlant de ”la représentation p”. Si besoin est, on notera alors V, un espace dans lequel
elle se réalise. On se limitera en fait aux représentations de dimension finie. On note H Den-
semble des représentations irréductibles de dimension finie de H a isomorphisme pres. On
appelle ici représentation virtuelle de H une combinaison linéaire finie, & coefficients dans Qp,
de représentations irréductibles de dimension finie. Le caractére d’une représentation virtuelle
p est parfaitement défini, on le note trace p.

Soient H un groupe et 6 un automorphisme de H. On introduit le groupe H x 6% ot 67 est
le groupe abélien libre engendré par . Pour toute représentation p de H, on définit 6(p) par :
Vo) =V, 0(p)(h) = p(0~1(R)) pour tout h € H. On a I'isomorphisme p ~ 0(p) si et seulement
si p se prolonge en une représentation de H x 6%. En effet, définir un prolongement revient &
définir un automorphisme p(6) de V, tel que :

p(0(h)) o p(6) = p(0) © p(h)

pour tout h € H. Supposons H fini et supposons donnée une représentation de dimension finie
§ de H x 6%. Pour deux fonctions :

fof s H x6% — Qy,

on pose :

(f f)gen = [HITVD det(1 = 5(0R)|Vs) f(h™1071) f'(0R).

heH

Pour simplifier, si p et p’ sont deux représentations virtuelles de H x 6%, on pose (p, p')5_.; =
(trace p,trace p')y_ .-



Si X est un ensemble et # une bijection de X dans lui-méme, on note X? le sous-ensemble
des points fixes.

Soit X une variété algébrique sur IF‘p. On identifie X a son ensemble de points sur IF‘p. On
parle de systeme local sur X, resp. de faisceau, de complexe, de faisceau pervers, sur X pour
désigner un systéme local d’espaces vectoriels de dimension finie sur Qy, resp. un Q,-faisceau
constructible, resp. un élément de la catégorie dérivée des complexes bornés de Q,-faisceaux
constructibles, resp. un faisceau pervers dans cette catégorie. Soit K un complexe sur X. Pour
tout i € Z, on définit le faisceau de cohomologie H'(K). Soit de plus f : ¥ — X, resp.
f:+ X — Y, un homomorphisme de variétés algébriques. On sait définir le complexe f*(K),
resp. f«(K), sur Y. Si K est un faisceau ou un systeéme local, il en est de méme de f*(K). SiY
est une sous-variété de X et f: Y — X est l'injection canonique, on note plutot Ky = f*(K),
ou méme Ky, = f*(K) dans le cas particulier ot Y est réduit a un seul point y. Dans ce dernier
cas, K, est la fibre de K au point y. Si U C X est une sous-variété lisse et localement fermée et
si £ est un systéme local sur U, on sait définir le prolongement d’intersection IC(U, £)[dim (U]
qui est un faisceau pervers sur X & support dans la cloture de Zariski U de U.

Soit G un groupe algébrique défini sur ]Fp. On note G sa composante neutre. Supposons G
réductif et connexe. On appelle Lévi de G un sous-groupe algébrique M qui est une composante
de Lévi d’un sous-groupe parabolique de G. Soit T un tore sur IF‘p. On note X, (T') son groupe
des cocaracteres et on pose X.(T)g, = X«(T) @z Q. B

On fixe désormais un groupe réductif et connexe G' défini sur [, et un automorphisme
algébrique 6 de G. On suppose :

- 0 est quasi-semi-simple, c’est-a-dire préserve un couple (B,T') formé d’un sous-groupe de
Borel B de G et d’un sous-tore maximal T de B

- 0 est d’ordre fini;

- p est bon pour G (cf. [C] page 28).

2. Systémes locaux sur les orbites unipotentes

On note I(G), ou simplement I, ’ensemble des couples (U, E) ou U est une orbite unipotente
dans G et £ est un systeme local G-équivariant et irréductible sur U. Soit i = (U,€) un tel
couple, fixons u € U, posons Z; = Zg(u)/Zg(u)? et notons z +— z la projection naturelle
de Zg(u) dans Z;. La donnée du systeme local £ est équivalente a celle d’une représentation
irréductible (x;, V;) de Z;. En effet, & une telle représentation on associe le systéme local :

(G/Za(u)°) 2, V;
!
G/Z(;(u) ~U

ot (G/Zg(u)?) xz, V; est le quotient de (G/Zg(u)?) x V; par la relation d’équivalence :
(9Zc(u)’z,0) ~ (9Zc(u)°, xi(7)(v))

pour tous g € G, z € Zg(u), v € V;.

L’automorphisme 6 agit sur I par (U, &) — (0(U), (0~1)*(£)). Soit i = (U, &) € I?. Fixons
u, (xi, Vi) comme ci-dessus. Puisque U = §(U), on peut choisir z € G tel que u = x0(u)z L.
Ce choix étant fait, 'automorphisme Ad(x) o @ de G conserve Zg(u) et se descend en un
automorphisme de Z; que I'on note 6;. Choisir un isomorphisme de (§=!)*(£) sur € revient
a choisir un prolongement x;g de x; a Z; X GZ-Z. La traduction se fait de la facon suivante.
Supposons fixé un prolongement x; g, posons ©; = x;¢(;). Soit g € G. La fibre de £ au point
gug~! est I'espace :

(1) 9Zc(w)/Za(w)® xz, Vi.
La fibre (§71)*(£) au point gug™! est celle de £ en 07! (gug™') = 0~ (gz)ud = (gz)~t. Clest
donc 'espace :
@) 07 (g2) Za(w)/Zo(w) Xz, Vi



L’application (h,v) — (8(h)z~!,0;(v)) identifie 'espace (2) & l'espace (1).

Fixons un sous-groupe de Borel B, de Zg(u)? et un sous-tore maximal T, de B,. Notons
Aut, le groupe des automorphismes de Zg(u)? et Inn, le sous-groupe des automorphismes
intérieurs. Comme on le sait, le groupe Aut, agit sur X,(7Ty) : pour « € Aut,, on choisit z €
Zc(u)? tel que avo Ad(z) conserve B, et T, ; alors avo Ad(z) définit un automorphisme de X, (T;,)
qui est par définition I'automorphisme que l'on associe a «. Cette action se quotiente en une
action de Aut, /Inn,. Or Z;x GiZ s’envoie naturellement dans ce quotient : 6; s’envoie sur I'image
de lautomorphisme Ad(x) o 0 et, pour z € Zg(u), z s’envoie sur 'image de 'automorphisme
Ad(z). Donc Z; % 67 agit sur X.(T,), puis par tensorisation sur X, (T,)g,- Cette action conserve
le sous-espace X*(Zg)@z. En posant &; = X, (Tu)@Z/X*(Zg)@Z, on obtient une représentation
de Z; x GZZ dans X; que ’on note §;.

Supposons maintenant que pour toute orbite unipotente U conservée par 6, on a fixé les
éléments u et = ci-dessus (la définition de ces éléments ne fait pas intervenir le systéme local
£). Supposons que pour tout i = (U, &) € I, on a fixé un isomorphisme de (=1)*(&) sur &,
autrement dit un prolongement x;g¢ de la représentation y; de Z;. Soient alors i = (U,€) et
i’ = (U, &") deux éléments de I?. Si U = U’, on a Z; = Zy, 0; = O et on sait définir le produit
scalaire elliptique (Xi7g,xi/79)g:_ o0 cf. paragraphe 1. Pour simplifier, on le note simplement
(Xi,0, Xt 9)o—eir- On vérifie qu'il ne dépend pas des choix de w et z. Si U # U’, on pose :

(Xi,0, Xi".0)0—et1 = 0.

On note Ioysp(G) le sous-ensemble des (U, E) € I tels que € soit cuspidal ([L1], définition
2.4).

3. Faisceaux-caracteres

Notons J 'ensemble des triplets (M, U, &) ou M est un lévi de G et (Ug, &) est un élément
de Ioysp(M). Soit j = (M, U, &) un tel triplet. Notons Z](\)/[,reg 'ensemble des z € ZY, tels que
Za(z) = Zp(z). Posons :

A~

Vi ={(9,7) € G x G;v g7 € 23 o U}

Y‘vj = U’YEGPY(Z](\)J,regUC)’yi%

et notons 17] I'image de Y] par 'application :

B: GxG — GxG/M
(9,7) = (g,7M).

On a un diagramme :

7, v
|
Y;
ot (g, YM) = g et a(g,v) est 'image dans U, de y~'g~ par la projection évidente Z9, regUe =
U,. Tl existe un unique systéme local & sur Y tel que 5*(&.) =~ o*(&.). La variété Y; est lisse

et 7 en est un revétement. Alors 7,(€.) est un systeme local sur Y;. On pose :
K; = 10(%;, m.(E))ldim(Y))].

C’est un faisceau pervers semi-simple et G-équivariant. Posons W; = Normg(M)/M. Ce
groupe agit sur Kj;, on note r; cette action. On ne rappelle pas la définition précise de cette



action. Disons simplement que U, est nécessairement invariante par I’action naturelle de W; et
qu’alors I'action r; est issue de 'application :

Wj X }7] — }/j
(w,(g,7yM)) — (gyw 'M).

Les constructions ci-dessus sont dues a Lusztig. En [L1] théoreme 6.5, il montre que K se
décompose en somme directe :

1) K =3,00,Vs ©g, Ajps

de sorte que :

- pour tout p, A;, est un faisceau pervers irréductible G-équivariant ;

- l'action r; de W; sur K résulte de son action sur chaque V.

Le groupe G agit par conjugaison sur 7. Notons J ’ensemble des orbites. Remarquons que :

(2) si deux éléments j, 7" € J ont méme image dans J, il y a une bijection canonique entre
Wj et Wj/.

En effet, tout élément de G qui conjugue j en j' définit un isomorphisme entre W; et
Wj:. Cet isomorphisme dépend du choix de I’élément de G mais changer d’élément ne fait que
composer l'isomorphisme avec la conjugaison par un élément de 'un ou l'autre groupe. La
bijection entre Wj et Wj/ déduite de I'isomorphisme ne dépend donc d’aucun choix. [

L’automorphisme 0 agit sur J et J. Remarquons que :

(3) I'application naturelle 7% — J? est surjective.

Pour le voir, fixons un sous-groupe de Borel B de G et un sous-tore maximal 1" de B tous
deux stables par 6 (on a supposé € quasi-semi-simple). Appelons couple standard une paire
(M, P) formée d’un sous-groupe parabolique P de G contenant B et d’une composante de Lévi
M de P contenant T'. Soit j = (M,U., &) € J un élément dont I'image dans J est fixe par
6. Quitte & conjuguer j, on peut supposer que M fait partie d'un couple standard (M, P).
D’apres 'hypothese sur j, on peut choisir y € G tel que Ad(y) o 6(j) = j. Alors Ad(y) o 6(P)
est un sous-groupe parabolique de composante de Lévi M. Mais le Lévi M a une forme tres
particuliere : d’apres [L1] théoréme 9.2(a), tout sous-groupe parabolique de composante de Lévi
M est conjugué a P par un élément de Normg(M). On peut donc fixer n € Normeg(M) tel
que Ad(ny) o §(P) = P. Les couples (M, P) et (8(M),0(P)) sont tous deux standard et sont
conjugués par ny. Ils sont donc égaux et ny appartient & M. Donc y € Normg(M). D’apres
[L1] théoréme 9.2(b), on a alors Ad(y~')(j) = j. Puisque Ad(y) o 0(j) = j, cela entraine que
jeJgl. o

Soit j € J?. Alors 6 agit naturellement sur W; et Wj. De la méme fagon qu’en (2), on a :

(4) si deux éléments 7,5’ € J? ont méme image dans J?, la bijection canonique entre Wj
et er entrelace les actions de 6.

1l résulte de (2) et (4) que l'on peut définir 'ensemble W; pour j € J et I'ensemble Wf
pour j € J°.

Soit j € J? et, par abus de notations, notons encore j = (M, U, &) un élément de JY le
représentant. L’isomorphisme 6 agit naturellement sur toutes les variétés que ’on a introduites.
Fixons un isomorphisme de (71)*(&,) sur &. Cet isomorphisme se transporte & chaque étape
de la construction et il en résulte un isomorphisme O, : (§71)*(K;) = K. Celui-ci vérifie la
relation :

rj(0(w)) 0 Ok, = O, o (671)"(rj(w))

pour tout w € W;. En utilisant (1), on voit que, pour tout p € Wj, les faisceaux per-
vers (071)*(A;,) et Ajg(,) sont isomorphes. Soit p € W;, fixons un isomorphisme Oy,
(071)*(Ajp) = Ajg(p- 11 existe un unique isomorphisme ©, : V, — Vp(, tel que :

- pour tout w € Wy, ©,0 p(w) = 0(p)(0(w)) 0 O,;



- la restriction de Ok, a V, ®g, Aj,, coincide avec 'isomorphisme :
©p®0O4,;,: V), ®q, Ajp— Vo(o) ®@q, Ajﬁ(ﬂ)'

En particulier, pour p € WJQ, O, est un automorphisme de V,, qui permet de prolonger p en
une représentation p;g de W; x 0% par p;o(0) = ©,.

Posons Y; = X*(Z%)@ ./ X*(Zg)Q ,- Le groupe W; x 67 agit naturellement sur cet espace,
on note J; cette action. Soient 7,7’ deux représentations virtuelles de W; x 6%Z. On a défini
au paragraphe 1 le produit scalaire elliptique (m, 7’ )gj o> due I'on note simplement (7, 7")g_cy;.
En particulier, soient p,p’ € W9 Supposons choisis des isomorphismes ©4; et © A, , dont
on déduit des prolongements p;q et p] ¢- Dans la construction, on a choisi un relevement de
j dans J? et un isomorphisme de (§71)*(&.) sur &.. On vérifie que le produit scalaire ellip-
tique (pj0, p;-ﬂ)g,e” ne dépend pas de ces choix. En particulier, multiplier I’isomorphisme de
(671)* (&) sur & par un élément A € Q) multiplie p;o(6) et P 5(0) par ce méme élément A, ce
qui ne modifie évidemment pas la formule finale.

4. Correspondance de Springer généralisée

Notons J l’ensemble des couples (j,p) ouj € Jetpe€ Wj. La correspondance de Springer
généralisée affirme ’existence d’une bijection v : I — J caractérisée par la propriété suivante.
Soient i = (U, E) € I, posons v(i) = (4,p), j = (M, U, &) (plus exactement, ce triplet est un
représentant de la classe j). Notons Gy, la variété des éléments unipotents de G. Alors :

(Aj,0) G [=dim(Zyy)) = IC(U, €)[dim(U)).
En particulier, posons a; = —dim(U) — dim(ZY%;). Pour m € Z, on a l'isomorphisme :

0, sim#a;,

W =]

st m = a;.

La bijection ¥ commute & I'action de 0 et se restreint en une bijection de I? sur J?.
Supposons fixé, pour tout (j, p) € J?, un isomorphisme :

o4

2:P

(07N (Ajp) = Ajpe

Comme on I'a dit au paragraphe 3, on en déduit un prolongement p;g de p a W; x 6Z. Grace
a (1), I'isomorphisme © 4, , détermine aussi un isomorphisme :

Qg : (07H)* () =&

ot (U,€) = v71(j,p). On dispose donc d’un tel isomorphisme pour tout (U,€) € I?. Soient

= (U,€), " = (U, &) deux éléments de I°. Posons v(i) = (4, p), v(i') = (§', p'). Soit m € Z.
Le faisceau H*™+ (A )y se décompose en somme directe de systémes locaux irréductibles
et G-équivariants. C0n51derons I'espace :

HZ;/ = HOm(ga H2m+ai (Aj/’P/)U)'

On définit un automorphisme 927’;., de cet espace : pour ¢ € H, 9%,(@) est ’homomorphisme
qui rend commutatif le diagramme :

—1y O™ p 1k 2mtay
(O (E) T =T (07 (R (A )
! !
G;fni,(tp)
g T gpmaray,)y



les fleches verticales étant O¢ et 'isomorphisme déduit par fonctorialité de © Ajr e

Soit maintenant (j, p) € J?. Pour o/ € Wf, on pose :

Pjgpp = Z trace(0;y),
MEZ

ot i=v"1(j,p), i =v71(j,p'). On définit la représentation virtuelle de W; x 6% :

o /
Pjo = E : Pj6.p,0 -
p’EWJQ

Remarquons que, pour w € Wj, la valeur trace pjﬁ(@w) dépend seulement du choix de 4, ,
et pas de ceux de © A, pour o' # p. En effet, si on multiplie © A, bar A€ Qex, on multiplie
P o(fw) par A let Py, par A

Soient enfin (4, p), (j, p') € J?. Sij = j', on a défini au paragraphe 3 le produit (P 0, p;ﬁ)g_e”.
Si j # j', on pose simplement (p; g, Py 5)o—cu = 0.

5. Le résultat B
On suppose fixé, pour tout (4, p) € J?, un isomorphisme :

O4,,  (071)"(Ajp) = Aj.

Jp
On peut donc définir (p; g, p;., 9)o—eu pour tous (j,p), (5',p') € J?. On dispose aussi d’isomor-
phismes :

O : (071 (E) = €

pour tout (U, &) € IY, ce qui permet de définir (Xi,0, Xi? 0)o—e POUr tous 7,4 € I°.
Théoreme. Soient i,i' € I°, posons v(i) = (j,p), v(i') = (§', p'). Alors on a l’égalité :

(Xir.05 Xi.0)0—ctt = (Pj,0, Pr 9)o—ell-

Cette assertion ne dépend d’aucun choix. En effet, chacun des deux termes ne dépend que
des choix de O4, , et © Ay - Mais modifier ces choix multiplie les deux termes par le méme
scalaire.

La démonstration est donnée dans les 6 paragraphes suivants.

6. Introduction du Frobenius

On fixe une puissance ¢ = p" de sorte qu’il existe une structure de G sur IF, pour laquelle
G soit déployé, 6 soit défini sur F, et tous les objets dont nous avons eu besoin (les u, = etc...)
dans nos constructions soient eux-aussi définis sur F,. C’est loisible puisque ces objets sont en
nombre fini. On note Fy le Frobenius pour cette structure. En particulier, It = I, Jfo = J,
J = J.

Appliquons les définitions du paragraphe 24 de [L3]. Soit j € J, que l'on représente par
un triplet (M,U.,&:) € J. On suppose les trois termes du triplet définis sur F,. Dans le cas
ot j € JY, on suppose de plus que le triplet est lui-aussi fixe par 6. On fixe un isomorphisme
¢o,c : Fi(E.) — & normalisé de sorte qu’il induise une application d’ordre fini sur la fibre de &,
au-dessus de tout point de UF?. On en déduit un isomorphisme ¢k, : Fjj (K;) — K;. Pour tout
pE Wj, on définit I'isomorphisme o, : Fi(Aj,) — Aj, de sorte que ¢p g, se restreigne au
facteur V,®q, 4;,, de Kj en I'isomorphisme 1® o j 5, o1 1 est I'identité de V),. Soit i = (U, &) =
v=1(j,p) € I. Notons r; la dimension du support de A;,. On définit I'isomorphisme ¢ ¢ :
F5(€) — & de sorte que, par I'isomorphisme 4(1), glaitri)/ 2¢o.¢ corresponde a l'isomorphisme
déduit fonctoriellement de ¢ ; ,. Soit u le point de U que ’on utilise dans les constructions du



paragraphe 2. On suppose u € U?. Alors ¢ ¢ définit un automorphisme (¢g ¢), de la fibre &,.
D’apres [L3] 24.2.4, cet automorphisme est d’ordre fini. Soit N un entier > 1, remplacons ¢"
par q’"N Alors Fy est remplacé par Fi¥ et (¢o,e)u pPar (¢o, ¢)N. Quitte & remplacer ¢ = p” par
g =p"N pour N assez divisible, on peut donc supposer que (¢o,£)u est I'identité.

Considérons maintenant un autre Frobenius F = #~' o Fy = Fy o 6~'. On a les égalités
IF =10 gF = Jo JF = J? Appliquons de nouveau les définitions du paragraphe 24 de [L3].
Soit j € J 9 que l’on représente par le méme triplet que ci-dessus (on a pris soin de le supposer
fixe par ). Fixons un isomorphisme O, : (§71)*(&.) — &, notons ¢, I'application composée :

—1y\*
FA(E) = (07 o Fy(g) O L

(071 (&) =5 Ee

En choisissant correctement ©., on peut supposer que ¢, vérifie la méme condition de normali-
sation que ¢q ., a savoir ¢. induit une application d’ordre fini sur la fibre de &, au-dessus de tout
point de UF. De O, resp. ®0,c, se déduisent des isomorphismes Ok : (0~H*(K;) — Kj, resp.
oK, : F*(K;) — Kj. On a la méme relation que ci-dessus, & savoir ¢x; = Ok, o (07)*(¢do.x; )-
Pour tout p € Wje, on s’est donné un isomorphisme ©4,  : (71)*(4;,) — Aj,, dont se déduit
un automorphisme 6, de V,,. Définissons ¢; , : F*(A;,) — Aj, par ¢j, = O, 0 (071)* (o j,p)-
En comparant nos définitions a celles de Lusztig, on voit que O, est égal a 'opérateur o4, ,
de [L2]10.4. La remarque qui suit 1’énoncé de notre théoréeme montre que 'on est en droit de
modifier © 4; . Quitte a modifier cet opérateur, on peut supposer que o4, , vérifie les condi-
tions de normalisation de [L3] 24.2. Enfin, soit ¢ = (U, &) € I, posons v(i) = (4, p). On définit
Iisomorphisme ¢g : F*(£) — £ de sorte que, par isomorphisme 4(1), ¢(%17)/2¢¢ corresponde
a I'isomorphisme déduit fonctoriellement de ¢; ,. On a aussi déduit de ©4; , un isomorphisme
O : (071)*(€) — &. N est clair que g = Og o (071)*(¢o¢).

Remarque. On aurait aussi bien pu définir ¢. comme ’application composée :

99 pre) ©5 €.

FH (&) =Fgo(071) (&) "
Quitte encore une fois & remplacer ¢ = p” par ¢ = p"V pour N assez divisible, on obtient en fait
la méme application. Cette deuxieme formule pour ¢. conduit a des formules similaires pour
les opérateurs ¢; etc... que I'on en déduit.

7. La matrice w

Tous ces choix étant faits, Luaztig définit trois matrices carrées w, P, A, indexées par
I x I*. Décrivons w. Soient i, € I, posons v(i) = (4,p), v(i') = (j',p') et introduisons le
triplet (M, U, &) représentant j. Pour w € W;, on définit un Lévi M™ de la facon suivante :
on choisit z € G tel que F(z)~ 12 appartienne & Normg(M) et ait w pour image dans W, ; on
pose MY = zMz~'. Alors ([L3] 24.3.4) :

-sij #§ wiw = 0;

- si .7 = j,7

Wiy = \Wj|_1q_dim( )—(aitay)/2 |GT| Z (Z8)F |~ trace(p (w)_1®;l)trace(®p/p’(w)).
weW;

Dans la formule de Lusztig, on trouve trace(©, ' p(w)~!)trace(p'(w)©,). Il nous semble que le
calcul conduit plus naturellement a la formule ci-dessus. Cela n’a d’ailleurs pas d’importance
puisque trace(XY) = trace(Y X).

Supposons j = j’, soit w € W;. On vérifie que X.(Z;.) muni de I’action naturelle de
F sidentifie & X,(ZY,) muni de l'action de w™'F, ou encore de w1071 F,. Notons A; la
représentation naturelle de W; x 6% dans X.(Z M) . Grace a [C] proposition 3.2.2, on a donc :

(Z3g) | = det(q — Aj(0w) | X (Z3))g,)-



L’automorphisme Aj;(fw) conserve le sous-espace X*(Z%)@ ,- Sa restriction & ce sous-espace
est indépendante de w comme de j, on la note A(#). En se rappelant la définition de la
représentation (d;,);), cf. paragraphe 3, on obtient :

[(ZRa)"| = det(q — A(0)| X (Z8)q, )det(q — 5;(6w)[Vy),
et la formule devient :

(1) wig = W] g O eiten/2|GF | qer(qg — A(6)|X.(22)g,) "

Z det(q — §;(0w)|Y;) Htrace ,oj79(w*10*1)tmcep;-ﬁ(ﬁw).
weW;

8. La matrice P
Soient ,i’ € I¥, écrivons i = (U,€) et v(i') = (5,p'). Notons I; I'ensemble des i” =
(U",E") € I tels que U” = U. Pour u € U, on a I’égalité :

(1) Z trace(¢j/7p/ ‘HQerail (Aj,’p,)u)qf(ai/JrTi/)/Q = Z _Pi//ﬂ'/tT’aCG((Z)gu |(‘:{L/)
meZ i”Z(U,S”)EIiF
cf. [L3] 24.2.9 et théoreme 24.8(a). Pour m € Z, écrivons :
HE (Ajr v = Din—u,emer, (€ @, HiF i1)-

Le Frobenius ¢; , permute les différentes composantes de cette décomposition. Celles qui ne
sont pas fixes ne contribuent pas a la trace. Les composantes fixes sont celles indexées par I; .
Sur une telle composante, ¢;/ , agit comme ¢gr @ 77} i ou v} ., est 'automorphisme de H;}} i
défini de la facon suivante. Pour ¢ € Hj 1, ¥y (p) est lhomomorph1sme qui fait commuter
le diagramme :

7/

F* (5//) FX;P) F* (H2m+ai/ (Aj’,p’)U)
Per | - L @5 p
e Tl’i//i/)(‘p) H2m+ai/ (Aj’,p’)U‘
Alors :
trace(¢jr y |[H*" T (Ajr y)u) = Z trace(Yi i )trace(pen|E,).
in=(UEMEIF

La famille de fonctions sur U : u — trace(dgn|EY), pour i’ = (U,E") € IF, est linéairement
indépendante. En comparant 1’expression ci-dessus avec (1), on obtient en particulier :

Py = cf(ai””“i’)/2 Z trace(wgzl).
meZ

En remplacant F' par Fy dans les constructions ci-dessus, on définit pour tout m € Z un
automorphisme " i de H ™,. D’apres la définition de nos Frobenius, on a ’égalité :

m m wm
il = 92-71», Yo,

Remarquons qu’en utilisant 1’autre définition des Frobenius (cf. remarque de la fin du para-
graphe 6), on obtient la formule :

m wm m
= .., 00"
0,4’ 0,2,2/ 91,1’ .

Donc les automorphismes 0.}, et 9 ., commutent. Or Lusztig démontre que toutes les valeurs
propres de (% ,, sont égales a ¢™ ([L3], preuve du théoreme 24.8). On en déduit 1'égalité :

trace(y;y) = q"trace(8;";),

10



d’oti :
(2) Py = g (@ tri)/2 Z q"trace(6;).
meZ

Rappelons d’autre part le résultat suivant ([L3] théoréme 24.4(a)), ou l'on note (j, p) = v(i) :

(3) sij#j, Py=0.

9. La matrice A
Soient i = (U, &), = (U’, ') deux éléments de I¥.SiU # U', A\ = 0. Supposons U = U,
définissons des fonctions Y; et Y sur U” par :

Yi(y) = trace(¢e|€,), Yuly) = trace(¢g'|E,),
pour tout y € UF. Alors ([L3] 24.3.1) :
A= Y Yi(y)Yu(y).
yeUr

Reprenons les constructions du paragraphe 2. Le point u appartient & U0, Par définition de
z,on a F~1(u) = 0(u) = 2 uz. Pour g € G, on a les équivalences :

qug l e UF & Flgug™) =gug™ o g ' F 1 (g)z! € Zg(u).

Posons X = {g € G;97'F~1(g9)z7! € Zg(u)}. Cet ensemble est stable par multiplication &

droite par Zg(u). L’application :
X/Zg(u) — UF
9Zc(u) — gug”!

est bijective. L’application :
X/Zg(u)? — UF
9Zc(w)°  — gug~

est donc surjective, a fibres de cardinal |Z;|. D’ou I’égalité :

N = |27 > Yi(gug™")Yi(gug™").
976(u)°€X/Zc (u)°

1

Soit g € X, posons y = gug~'. On a I'égalité :
1) & =9Zc(w)/Za(w)’ xz Vi
Définissons "automorphisme :

Vi g9Za(w)/Za(w)’ xz, Vi —  g9Za(u)/Zg(u)’ xz, V;
(hZa(u)®,v) = (F Y (h)z 1 Zg(u)?, 04(v))

En utilisant la définition de I'isomorphisme O¢ et la condition de normalisation, & savoir que
¢o,c agit trivialement sur &,, on vérifie que 1'égalité (1) identifie les applications ¢g¢ (agissant
sur &) et 1. Notons Z I'image de g 'F~Y(g)r~! dans Z;. Définissons I'application :

a: V; — ng(u)/Zg(u)O xz, Vi
v (9Z6(w), xi(2)(v) = (F~Hg)x™ Za(w)", v).

On vérifie que = oo a = 0; 0 x;(2). On en déduit :

Yi(y) = trace(y)) = trace(©; o x;(2)) = trace x;,9(0;Z).

11



Un calcul analogue conduit a ’égalité :

Yi(y) = trace xi (271071).

(2

Notons ¢ : X — Z; I'application qui & g associe 'image de g~ 'F~!(g)x~! dans Z;. Les fibres
de ¢ sont stables par multiplication par Zg(u)°. Les calculs ci-dessus conduisent & 1’égalité :

Ao = |27 Z ICH(2)/Za(u)|trace xi p(0:2)trace xi o(Z710;71).
ZEZ;

Fixons z € Z; et calculons (~!(z). D’aprés le théoréme de Lang, ¢ est surjective. On choisit
g € X tel que ((g) = Z et on pose z = g~ ' F(g)x~'. Montrons que :

2 N2 =G"9Za(w)’.

Il est clair que I'ensemble de droite est inclus dans celui de gauche. Soit h € (~1(2). Notons k
I'élément de Zg(u)® tel que h~'F~Y(h)z~! = zk. Introduisons 'automorphisme ¢z = Ad(z) o
0o Ad(z) de G. Tl conserve Zg(u) et Zg(u)°. Définissons le Frobenius ¢z = ¢z ' o Fyy de Zg(u)°.
Par le théoreme de Lang, on peut fixer £ € Zg(u)? tel que £~'¢z () = k. Posons m = gzfz .
On a les égalités :

m A EF Y m)z ™ = 27 g L P () P ) PN ) P (2 e
g (g) =,
d’otur :
m A F Y m)z™! = 2 e P ) PO F ()L
Mais :
eF Y ) F YO F (2 2™t = Ad(z) o F~1 o Ad(2)(¢) = Ad(x) o Fy ' o 0o Ad(2)(¢)
= Fy o Ad(x) 00 0 Ad(2)(0) = 651 (0)
(pour I'avant-derniere égalité, on utilise 'appartenance de x & GF0). D’ou :
m PP (m)a! = 207 7 () = 2k = A P (R)2

Alors F~Y(hm™!) = hm™!, ie. h € GFm. Puisque £ € Zg(u)?, on a aussi 2£z7! € Zg(u)°,
donc m € gZg(u)?. Alors h € G¥gZq(u)? et cela démontre (2). O
11 résulte de (2) que :

(=) /Za(w)°| = |GT (926 (w)g )7
Le méme calcul que ci-dessus montre que ’application :

Zg(u)o — ng(u)Og’l
l —  gzlz g7t

entrelace le Frobenius ¢ sur Zg(u)? avec le Frobenius F sur gZ¢(u)%~!. On a donc :
(9Zc(w)’g™ )" | = 1(Za(u)")?|.

On a fixé un sous-groupe de Borel B, de Zg(u)? et un tore maximal T}, de B,. Ils sont stables
par Fy. Comme au paragraphe 2, il est loisible de modifier ¢z par un automorphisme intérieur
de Zg(u)? et de supposer que s conserve T, et B,. Alors ¢ conserve aussi T, et B, et il
existe un polynéme P;(7") indépendant de ¢ tel que :

|(Za(uw)°)*| = Px(q)| T .
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0 munie

Ce polynome est le produit du polynéme de Poincaré de la partie réductive de Zg(u)
de ¢z, et de T?, on d est la dimension du radical unipotent de B,,. Notons ¢ 1’automorphisme
de X, (Tu)@ , déduit de pz. D’apres [C] proposition 3.2.2 et parce que Fy agit trivialement sur
X«(Ty), on a légalité :

(T37%| = det(q — o= X<(Tu)g,)-

L’automorphisme ¢ conserve le sous-espace X, (Zg)g, et y agit comme A(f), cf. paragraphe
7. 11 se quotiente en automorphisme 6;(0;z) de X;, cf. paragraphe 2. D’ou 1’égalité :

T97| = det(q — A(0)|X.(28)g,)det(q — 6:(0;2)| X).
On obtient finalement :

Mgt = |Zi 71 G |det(q — A(0)| X(Z&)g,) " D Pelg) " det(q — 6,(6:2)| ;) !
ZEZ;

trace x;,0(0;2)trace Xi/,g(,%_lﬁi_l).
10. Inversion des matrices
Le théoreme 24.4(b) de [L3] affirme 1’égalité matricielle  PAP = w. Toutes ces matrices sont
inversibles, cette égalité équivaut a Pw~ 1P = \71.
Calculons w™!. La matrice w est composée de "blocs diagonaux” indexés par J¥'. On peut
fixer j € J et inverser le bloc correspondant. A un changement d’indices pres, les termes du
bloc sont indexés par W]e X WJO et le terme indexé par p, p’ vaut :

Wy = W Z c(fw)trace pj (w0~ trace P’ p(0w),
weW;

avec des coefficients c(fw) calculés en 7(1). Ceux-ci sont tous non nuls et invariants par conju-
gaison par W, c’est-a-dire que c(fw) = c(vfwv™t) = (007 (v)wv™t) pour tous v,w € W;.
Rappelons les relations suivantes :

- pour p,p’ € Wje,

W, Z trace pjo(w= 0" Mtrace P o(0w) = 6,0,
weW;

ou d,  est le symbole de Kronecker ;
- pour w € Wj, posons C(fw) = {vhwv—t0 € W;} € W; x 025 pour w,w’ € W;, on a
I’égalité :
|1C(Ow)|~t i Ow' 0
Z tracePj,e(w_lé’_l)tracePj,6(9w/) :{ |VVJHC(()7 w)|, si wszsog( w),
peW?
Ces relations sont bien connues quand on oublie 'automorphisme 6 ([Se| théoreme 3 et
proposition 7) et s’étendent facilement & notre situation. Pour p, p’ € WJQ , posons :

@, =Wy Z c(0w) " trace pj (w0 trace P’ o(0w).
weW,;

Cela définit une matrice indexée par Wje X W]e . A Taide des propriétés ci-dessus, on vérifie
qu’elle est I'inverse du bloc de w que 'on a considéré. En revenant aux indexations initiales,
définissons une matrice @ indexée par I x I de la facon suivante. Soient 4,7’ € I, posons

V(Z) = (jHO)v V(il) = (jlap/)' Sl ] %j/a ‘Di,i’ =0. Sl ] :jla

i = |Wj| g Ot a2 GF | T det (g — A(0)| X4 (28)g,) D det(q — 5;(0w)|Y))
wGWJ
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trace pj (w0~ Ntrace P’ o(0w).

Alors @ = w1,

Un méme raisonnement permet de calculer I'inverse de la matrice \. Définissons une matrice
A indexée par Ifﬁ x It de la facon suivante. Soient i = (U, &), i’ = (U’,£’) deux éléments de
Y. SiU#U, \y=0.851U=U",

Mg = |Zi|HGT | det(q — A0)|X.(Z8)g Z Ps(q)det(q — 6:(0;2)|X;)
ZEZ;

trace x;,0(0;2)trace Xi/,g(z_lﬁ-_l).

7

Alors A = A~ 1.

11. Fin de la preuve

On a donc I'égalité Po'P = X. On remarque que |G¥'|"det(q — A(0)| X.(Z8)g ,) intervient
en facteur dans tous les coefficients de @ et A\. On peut diviser ces coefficients par ce facteur.
Apres cette division, on constate que tous les coefficients de nos matrices sont polynomiaux
en g. On peut considérer notre égalité comme 1’égalité des valeurs en ¢ de deux matrices dont
les coefficients sont des polynémes. Dans notre raisonnement, on peut remplacer ¢ par une
puissance ¢”¥ quelconque. Cela montre que les deux matrices sont égales (dans ’ensemble des
matrices dont les coefficients sont des polynomes). La conséquence est que ’égalité reste vraie
si 'on remplace ¢ par n’importe quel élément de Q;. On va calculer les valeurs de nos matrices
en ¢ =1, que l'on note \, P et @ (rappelons que 1'on s’est au préalable débarrassé des facteurs
(G |"Xdet(q — A(0)|X-(28),))-

Soient i = (U, &), i’ = (U',&’) deux éléments de I, supposons U = U’. Soit z € Z;. Pour
g =1, le terme det(q — 0;(60;2)|X;) devient det(1 — 0;(6;2)|X;). Supposons ce dernier terme non
nul et reprenons les notations du paragraphe 9. Cette non nullité signifie que les points fixes
de l’action du Frobenius ¢ dans X*(Tu)@ , sont contenus dans X*(Zg)@ ,- Autrement dit le
tore Ty, muni du Frobenius ¢z, est anisotrope modulo Zg. On peut décomposer Zg(u)? en
produit Zg(u)?,;Z¢(u )ump, ou Zg(u )ump est le radical unipotent de Zg(u)? et Zg(u)?,, est
un groupe reductlf contenant 1. Cette décomposition est stable par ¢z. Le tore T;,, muni du
Frobenius ¢z, étant anisotrope modulo Zg, Pest a fortiori modulo le centre de Zg(u )red Mais
il est contenu dans le sous-groupe de Borel B, N Zg(u )7, 4> lequel est stable par ¢Z Ces deux
propriétés entrainent que T, = Z¢(u)?,,;. Alors le polynome P;(q) est simplement g%, ott d est la
dimension de Zg(u)j,,;,- Sa valeur en ¢ = 1 est 1 et la valeur en ¢ = 1 de Pz(q)det(q—06;(0;2)|X;)
est det(1—9;(0;2)|X;). On a supposé ce terme non nul, mais le résultat reste évidemment valable
s’il I’est. On obtient alors 1’égalité :

(1) Niit = (Xi'.00 Xi,0) 0—ell -

On a supposé U = U’, mais cette égalité reste vraie si cette hypothése n’est pas vérifiée, les
deux membres étant nuls.

Soient 4,3’ € I, posons v(i) = (j,p), v(i') = (§',p'). En utilisant la formule 7(1) et les
définitions, on voit que :

)

{ 0, sij#J,

Wi = o
o (Pj.0s P p)o—eus sij =7
En utilisant 8(2), 8(3) et les définitions, on voit de méme que :

P _ 07 9 st j #jla
vt Piopp, siJ= J'.
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On calcule alors :

o 0 L,
(P& D),y — { , $iJF 7
(pj,gv pjﬂ)@—ella st) =17,

ou encore uniformément :
D~t D /
(P& P)i,i’ = (Pj,@apj',e)e—ell,

avec la définition que 'on a posée a la fin du paragraphe 4. Le théoreme résulte de cette égalité,
de I'égalité (1) et de I'égalité A = Po'P. O

12. Quelques définitions combinatoires

Dans la suite de l'article, le corps des coefficients est celui des complexes. Comme on 'a dit
dans I'introduction, les résultats des paragraphes précédents se transferent a cette situation en
fixant un isomorphisme de Q, sur C.

Soit 7 un entier > 0. On note P(r) ’ensemble des partitions de r, c’est-a-dire des suites
A = (A1, A2, ...) d’entiers > 0 telles que :

-AM 2> A > A3 >

- Ap = 0 pour tout h assez grand;

-r=A+ A+ ...

Posons N* = N\ {0}. Pour A € P(r), on définit la fonction multy : N* — N par :

multy(k) = |[{h € N*; A = k}|.

On note Jord(\) le sous-ensemble des k € N* tels que multy(k) > 1, Jordp.r(XA), resp.
Jordimpair(\), le sous-ensemble des éléments pairs, resp. impairs, de Jord(\) et, pour tout
entier m € N*, Jord™(\) le sous-ensemble des k € Jord(\) tels que multy(k) = m. On dit
que A est symplectique, resp. orthogonale, si multy prend des valeurs paires sur Jordimpair (),
resp. Jordpair(A).

Supposons r > 1. On note O(r) le groupe orthogonal d’un espace de dimension r sur
Fp, muni d’une forme quadratique non dégénérée. On note SO(r) son sous-groupe spécial
orthogonal. Si 7 est pair, on note Sp(r) le groupe symplectique d’un espace de dimension r sur
Fp, muni d’une forme symplectique non dégénérée.

Supposons toujours » > 1. On note W, le groupe de Weyl d’'un systeme de racines de
type B, ou C,. On le munit de son ensemble de générateurs usuel {si,...,s,}. On note o,
la représentation naturelle de W, dans R". Pour deux fonctions f,f’ : W, — C, on pose
simplement :

(fo e = W71 Y det(1 = 6,(w)) f(w) [ (w).

weW,

On note W, le groupe de Weyl d'un systéme de racines de type D,.. On Iidentifie au sous-groupe
de W, engendré par {si, ..., Sp—1, SrSr—15, }. Rappelons que les représentations irréductibles de
W, sont paramétrées par les couples (v, (3), ol a, resp. 3, est une partition d’un entier a, resp.
b, de sorte que a + b = r, cf. [C] proposition 11.4.2. Introduisons la relation d’équivalence
sur I'ensemble de ces couples pour laquelle la classe de («a, 3) est 'ensemble {(«, 3), (5,a)}. A
toute représentation irréductible de W,,D est associée une classe d’équivalence. Il ne s’agit pas
tout-a-fait d’un paramétrage car une classe formée d’un seul couple («a, a) est associée a deux
représentations de W,P , dont les induites & W, sont irréductibles et isomorphes (et bien str
paramétrées par (o, a)). Soient p € WP et (a, ) un élément de la classe associée, supposons
a # 3. Cela équivaut a ce que p se prolonge en une représentation de W,., et alors p se prolonge
de deux facons distinctes. Quitte a échanger « et (3, on peut supposer que « est plus grand que
B pour 'ordre lexicographique. On note alors pf, resp. pb, la représentation irréductible de W,
paramétrée par (o, 3), resp. (3, a). Ce sont les deux représentations de W, prolongeant p.
Par convention, si r = 0, on pose O(0) = SO(0) = Sp(0) = Wy = {1}.
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13. Le cas symplectique

Soit r un entier pair > 2. On suppose p # 2 et on va expliciter nos résultats pour le groupe
G = Sp(r) muni de 'automorphisme 6 trivial. Il est clair que ’on peut oublier 6 dans toutes
nos constructions. On simplifie les notations en y supprimant toutes les occurences de 6.

D’apres [L1] 10.4, 'ensemble J s’identifie & celui des entiers h € N tels que h(h+1) <r. A
un tel entier h, on associe un Lévi M ~ (F )MA) x Sp(h(h+1)), ot n(h) = % L’ensemble
Iousp(M) est réduit a un unique élément (U, £.). L'élément j de J associé a h est alors la classe
de conjugaison de (M, U,,&.). Dorénavant, on remplace dans les notations chaque j € J par
I'entier h qui lui est associé. D’apres [L1] paragraphe 12, on a Wy, = W,,(. Alors J s’identifie
a 'ensemble des couples (h, p), ou h est comme ci-dessus et p € Wn(h).

Pour (h,p) € J, on a construit au paragraphe 4 une représentation virtuelle p; de Won)-
On ne peut guere l'expliciter davantage, bien qu’elle soit en principe calculable, cf. [L3] para-
graphe 24.10. Remarquons toutefois que les coefficients P, , , sont des entiers > 0, donc pj, est
somme & coeflicients entiers > 0 de représentations irréductibles de W, ;). Par définition, pour

(h,p), (W, p') € J, on a I'égalité :

0, si h £
trace py,, trace p)en, st h =1,

(Pmpﬁu)ezz = { (

ce dernier terme étant calculé dans W,,;,). Remarquons que la conjugaison complexe introduite
dans la définition du produit scalaire elliptique pour W) est insignifiante puisque trace pj,
prend ses valeurs dans Q.

L’ensemble des orbites unipotentes de G est paramétré par I’ensemble des partitions sym-
plectiques de r : a4 une orbite, on associe la partition formée des dimensions de ses blocs de
Jordan. Soient U une orbite unipotente, A\ sa partition associée et u un élément de U. Alors le
quotient réductif de Zg(u) s’identifie & :

IT  O(muitr(k)) ] x 11 Sp(multy(k))

keJordpair () k€Jordimpair ()

Le groupe Zg(u)/Zg(u)? s'identifie & (Z/2Z)7°dair(N) 1’ensemble des systémes locaux G-
équivariants et irréductibles sur U s’identifie au groupe des caracteres de ce groupe, i.e. a
{#1}70rdpair(N) | Finalement I s’identifie & I'ensemble des couples (), €) formés d’une partition
symplectique A de 7 et d’un élément e € {41}/ dpair(V),

Soient i = (A, €) et i = (N, €') deux éléments de I. Considérons la condition :

(1) A =X, Jord(\) = Jordpeir(X), Jord™(\) = () pour tout m > 3 et les restrictions de e
et € & Jord'()\) sont égales.

Si elle n’est pas vérifiée, on pose ((A,€), (N, €))ey = 0. Si elle lest, on pose :

(N e), (N, eé))eu = H e(k)e (k).

keJord?(\)

Montrons que :

(2) le terme (x4, X4 )en défini au paragraphe 2 est égal a (A, €), (N, €))en-

Si A # X, les deux termes sont nuls par définition. Supposons A = X et utilisons les notations
du paragraphe 2. On a décrit ci-dessus le quotient réductif de Zg(u). Un tore maximal T, de
Zc(u)? s’identifie & un produit [kesoracn) Trs ol :

- pour tout k € Jordimpair(A), T est un tore maximal de Sp(multy(k));

- pour tout k € Jordpir(XA), Ty, est un tore maximal de SO(multy(k)).

Soit z € Z; = (Z/27)7°r%airXN) Pour k € Jord()), cet élément Z agit sur X, (T) de la
fagon suivante :

- par l'identité si k € Jordimpair(\) ou si 2(k) =0;
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- par automorphisme extérieur défini par un élément de O(multy(k)) \ SO(multy(k)) si
k € Jordp.ir(N) et Z(k) = 1.

On s’intéresse aux Z tels que det(1 — §;(2)|X;) # 0, autrement dit tels que Z agisse sur
X.(T,) sans point fixe non nul. D’apres la description ci-dessus, cela équivaut a la réunion des
deux conditions :

(3) Jordimpair(A) = 0 et Jord™(X) = 0 pour tout m > 3;

(4) 2(k) = 1 pour tout k € Jord?(\)

(remarquons que, si k € Jordpqir(A) vérifie multy(k) = 1, Ty, est un tore de SO(1), i.e. Ty, =
{1} et toute action sur ce tore est triviale). Si (3) n’est pas vérifiée, aucun z ne vérifie les
conditions requises et (xi, xi/)enr = 0. Mais (1) n’est pas vérifiée non plus et ((\, €), (X, €))en = 0.
Supposons (3) vérifiée. Décomposons (Z/27)”r%wair(N) en (Z)272)7r N x (7,/27)7ord" V) et
notons z2 'élément de (Z/27)7°r4M tel que z2(k) = 1 pour tout k € Jord2(\). On peut se
limiter au sous-ensemble des Z vérifiant (4). Cet ensemble est égal a {22} x (Z/27Z)” ord' () Soit
zt e (2)22)7or " (N | posons z = (22,7'). L'opérateur 1 — §;(2) agit :

- par multiplication par 2 sur X.(Tk)g, = Qq si k € Jord*(\);

- par lidentité sur X.(T})g, = {0} si k € Jord' (X).

Donc det(1 — 6;(2)|X;) = 21707 (NI, D’autre part, |Z;| = 2//ordM,

xie) = [ e& [IT e« ®|,

keJord?(\) keJord! (N\)

et une formule analogue vaut pour x;/(z). On obtient :

(i XirJe = 27r PO T e(k)e (k) 3 I (k) (k)= ®.

keJord?(X\) zle(z,/22) ordt (V) ke Jord (X)

Grace & la formule d’orthogonalité des caracteéres, appliquée au groupe (Z/27)” ord'(N) | ceci est
nul si les restrictions de € et € & Jord(\) sont distinctes, i.e. si (1) n’est pas vérifiée. Sinon,
c’est égal & [ e joraz(n) €(K)€'(K), 1e. & (A, €), (X, €))en. Cela démontre (2).

Avec les définitions ci-dessus, notre théoreme s’écrit :

Corollaire. Soient (A €), (N, €') € I, posons (h,p) =v(X\e), (B, p') =v(N,€). Alors on a
[’égalité :

0, sih#h

trace py, trace py ey, sih =10,

(()" 6)’ ()‘,’ E/))ell = { (

14. Le cas orthogonal

Soit 7 un entier > 1. On suppose p # 2. Considérons le groupe SO(r). On note 6+ Pauto-
morphisme identité de ce groupe. On fixe un élément d’ordre 2 de O(r) \ SO(r) et on note 6~
l’automorphisme de SO(r) égal & la conjugaison par cet élément. Evidemment 07 = 0~ si 7 est
impair et la considération de 6~ n’a d’intérét que si r est pair. On va expliciter nos résultats
pour le groupe SO(r) muni soit de § = 0T, soit, dans le cas ot r est pair, de § = 0.

D’apres [L1] 10.6, J est paramétré par 'ensemble des entiers h € N tels que h = r mod 27Z
et h? < r. A un tel entier h, on associe un Lévi M ~ (F;)”(h) x SO(h?), ot n(h) = #
L’ensemble Ipysp(M) est réduit a un unique élément (Ue, &:). L’élément de J associé a h est
alors la classe de conjugaison de (M, U,, &). Dorénavant, on remplace dans les notations chaque
j € J par lentier h qui lui est associé. D’apres [L1] paragraphe 13, on a W), = Wony st h # 0,

Wy, = Wr?(o) = er?z si h = 0. Donc J est I'ensemble des couples (h, p) ott h € J et p € Wamn)
sih=#0,pe€e Wr% si h = 0. L’automorphisme 0 agit trivialement sur J. Soit A € J. Alors 6

agit trivialement sur W, sauf dans le cas ou h = 0 et 8 = 0~. Dans ce cas, en faisant des choix
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convenables, 8~ agit sur W732 par conjugaison par I'élément s,. /5 de W, /o \ WTD/2. Sif =067, on
a J? = J. Sir est pair et § = 6, J? est obtenu en supprimant de .J les couples (0, p) pour les
pE Wf/)Q qui ne se prolongent pas en une représentation de W, 5.

Soit (h,p) € J9.Si6=0"ouh # 0, on peut choisir les isomorphismes O, et G4,  de
sorte que ©, soit I'identité. Si @ = 0~ et h = 0, on peut les choisir de sorte que 0, = pﬁ(sr/g),
cf. paragraphe 12 pour la définition de p?. Soit p/ € Wg On a défini un coefficient P, g , .
C’est un entier et méme un entier > 0 si §# = 7. On définit une fonction fj g , sur Wi n) par
les égalités suivantes, ol toutes les sommes portent sur p’ € Wfb :

-sih #0, fhop= Zp, Py pprtracep;

-sih=0et =0T,

f[) o+ (’UJ) = Zp, P079+707P'tTace pl(w)v pour w € W,rl;Qy
Ot.p 0, pour w € Wy g\ Wf/)Q;

-sih=0et =0,

B 0, pour w € WgQ
Joo-p(w) = >y Pog-pptrace p'*(w), pour w € Wi\ Wf/)z'

Soient alors (h, p), (K, p') deux éléments de J?. On a I'égalité :

0, st h# N,
(1) (Phg Prp)o—ci =18 (frnop frnop)er, sih=h#0,
2(fo.0,0- fo.0,p')ert, st h=h =0.

A droite, il s’agit du produit scalaire défini au paragraphe 12 de fonctions définies sur W, 4.
Si h = h' = 0, un facteur 2 s’introduit car on divise par [Wy| = |Wf/)2| dans la définition du
membre de gauche tandis que l'on divise par [W, 5| dans celle du membre de droite.

Disons qu’une partition orthogonale A de r est exceptionnelle si Jordmpair(A) = (. Ce n’est
possible que si r est divisible par 4. I’ensemble des orbites unipotentes de SO(r) est presque
paramétré par l'’ensemble des partitions orthogonales de r. Le ”presque” vient de ce qu’'une
partition exceptionnelle parametre deux orbites qui sont conjuguées dans O(r). Soient U une
orbite unipotente, A\ sa partition associée et u un élément de U. Alors le quotient réductif de
Z(u) s’identifie au sous-groupe des éléments de :

H O(multy(k)) | x H Sp(multy(k))

keJordimpair(A) keJordpair ()

dont le produit des déterminants vaut 1. Pour tout ensemble fini, notons (Z/2Z)y le sous-
ensemble des z € (Z/2Z) tels que Y oy 2(x) = 0 et {£1}*/A le quotient de {+1}* par
I'image de ’lhomomorphisme diagonal {41} — {£1}X. Si X est exceptionnelle, Zg(u)/Zg(u)? =
{1}. Sinon, Zg(u)/Zg(u)? s’identifie & (Z/QZ)gmdimm”(A). Son groupe des caracteres est :

{:l: 1}J07"dimpair ()\) /A

On peut alors identifier I a 'ensemble formé :

- des couples (A, €) ou A est une partition orthogonale de r non exceptionnelle et € €
{il}JordimpaiT(A)/A :

- des couples (A, €) ot \ est une partition orthogonale exceptionnelle de r et € € {£1}.

On a adopté une notation uniforme mais, dans le second cas, € ne se réfere pas a un systeme
local. C’est juste un symbole paramétrant de fagon arbitraire les deux orbites associées a A.
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La correspondance de Springer généralisée associe a un couple (A, €) € I un couple (h, p) € J.
Nous aurons besoin du résultat suivant. Soit A une partition orthogonale non exceptionnelle
de r. Notons k1 > ... > k; les éléments k € Jordimpair(A\) tels que multy(k) soit impair. Soit
¢ € {£1}/ordimpair(N)  posons :

N(¢) = > (—1)%.

s=1,...,t;é(ks)=—1
Notons € I'image de é dans {41}/ %mpeir) /A et (h, p) = v(), €). Alors on a Pégalité :

- |2N(€) + 1|, sir est impair,
- [2N(é)], si r est pair

([W2] lemme X1.4). Inversement, soit ¢ € {41}/ dmpair(N) /A posons (h, p) = v(\,€). Si h # 0,
on note ! I'unique relévement de e dans {41}/ dmpair(N) tel que :

b 2N(e) +1, sir est impair,
N 2N (€, si T est pair.

Si @ =61, onal=1I% Pour tout i € I, 6; agit trivialement sur X; et Z; et 'opérateur
©; = Xi0(0;) est I'identité.

Supposons 7 pair et § = 7. Alors I’ est obtenu en supprimant de I les (), ¢€) pour X
exceptionnelle. Soit (\,€) € I . Notons ke le plus grand élément de Jordimpair(X). On
peut effectuer les différents choix de sorte que les actions de 6; sur X; et Z; soient égales a
celles déduites de la conjugaison par un élément de O(multy(kmaz)) \ SO(multy(kmaez)). En
particulier, Paction sur Z; est triviale. Posons (h,p) = v(A,€). Le choix que l'on a fait de
l'opérateur © A,,, détermine l'opérateur ©; = Xi0(0;). Remarquons que ©; est une homothétie
puisque x; est de dimension 1, et que ’on peut donc l’identifier au rapport de cette homothétie.
Le calcul de ce scalaire est un ingrédient de celui des fonctions de Green, lequel a été effectué
par Shoji ([Sh]). On a repris ce calcul en [W2] proposition VIII.12. Le résultat est le suivant :

-sih#0,0; = eﬁ(kmam) ;

-sih=0,0;,=1.

Soient i = (X, €), i’ = (N, ¢) deux éléments de I?. Considérons la condition :

(3) A= X, Jord(\) = Jordimpair(A), Jord™(X\) = ) pour tout m > 3 et les images naturelles
de € et € dans {+1}7or4' (N /A sont égales.

Remarquons que la deuxieme condition interdit a A d’étre exceptionnelle. Donc € et € sont
des éléments de {4:1}707dimpair(N) /A ce qui donne un sens & la derniere condition. Si la condition
(3) n’est pas vérifiée, on pose :

(()‘7 6)7 ()‘/7 6/))G—ell =0.

Si elle I’est, on choisit des relevements ¢ et € de € et € dans {41}/ %impair(N) qui coincident sur
Jord*(\). Notons (h, p) = v(i), (W, p') = v(i'). 1l résulte de (2) que h = h’. Comme ci-dessus,
on note kpqy le plus grand élément de Jordimpair(A) et on pose :

ke soraz ) €(R)E (F), si 0= 0% et Jord'(\) # 0
ousi =0 et h#0,

2[Tresora () E(R)E (K), si0=0%, Jord'(\) =0
et |Jord?(\)| est pair,

0, si 0 =0% Jord*(\) =0

’o .
(A ), (X €))o—eu = et |Jord?(\)| est impair ou si 0 = 0,

Jord*(\) = 0 et |Jord*(\)| est pair,

€(kmaa )€ (kmaz) ke soraz(n) E(R)E (), si0=0", h=0et Jord' (\) # 0,
2€(kmaw )€ (kmaz) [ ke joraz () E(R)E (), si0 =0, Jord*(\) =0
et |Jord*(\)| est impair.
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Un raisonnement a peine plus compliqué qu’en 13(2) montre que 1'on a I’égalité :

(X0 Xi.0)0—ett = (N, €), (N, €))o—eur-

Le théoreme affirme donc 1’égalité de ((A,€), (N, €))g_cu et de 'expression (1) ou (h, p) = v(7)
et (h',p") = v(). On va en donner une autre formulation & peu prés équivalente.

Notons I Pensemble des couples (A, €), o A est une partition orthogonale de r et ¢ €
{#1}/0rdimpair(N) | Notons J I'ensemble des couples (h, p) formés d'un élément h € Z tel que
h = r mod 2Z et |h|> < r et d’une représentation p € An(h), ott n(h) = ”BhQ. On définit
une application » : I — J de la facon suivante. Soit (N € € I, supposons d’abord A non

exceptionnelle. Notons e image de ¢ dans {1}/ dimpair(N) /A et (h, p) = v(), €). Posons :

i 2N(€)+ 1, sir estimpair,
a 2N (€), si r est pair.

On a donc h = |h|. Si h # 0, on pose (), €) = (h,p). Supposons h = 0, notons de nouveau
Emaz le plus grand élément de Jordipmpair(A). On pose :

o 0,0, si é(kmar) = 1,
7(A€) _{ (0,0),  si &(fman) = —1

(cf. paragraphe 12 pour les définitions de p? et pb). Supposons maintenant A exceptionnelle
(alors € = (). Pour € € {£1}, posons v(\,€) = (0, pc). Les représentations p; et p_; de Wq«%
ont méme induite a W, 5. Notons p cette induite. On pose (A, €) = (0,p). Cela acheve la
définition de I'application ©. Celle-ci est bijective.

Soient (ﬁ, p) € J et p/ une autre représentation irréductible de Wn(h)~ Nous allons définir
un nombre Pil,p,p" Sih>0 f)u h impair, on pose Piw’p, = P|71|ﬂ+,p4)" Sih<O0eth pair, on
pose Phpp/ = Pm@, ol Si h = 0, on distingue différents cas. Notons pg la restriction de p a
Wf/)Q. Il y a trois cas :

(I) po irréductible et p = pg;

(IT) po irréductible et p = pf ;

(III) pp se décompose en deux sous-modules irréductibles p; et pa.

On distingue des cas similaires (I’), (IT’), (IIT’) relativement & p’. Si on est dans I'un des
cas (III) ou (IIT’), on pose :

1
Popp = 9 Z POﬁﬂpi,p;-
PP
ol :

- les p; parcourent I’ensemble {pg} dans les cas (I) et (II) et ’ensemble {p1, p2} dans le cas
(I1D) ;

- les p!; parcourent I'ensemble {pj} dans les cas (I') et (II') et I'ensemble {p, p5} dans le
cas (IIT").

Si l'on est a la fois dans I'un des cas (I) ou (II) et dans 'un des cas (I’) ou (II’), on pose :

1
Popp = §(P079+ 0.0y T 77P079ipovp€))’
ou n = 1 dans les cas (I) (I’) (c’est-a-dire que (I) et (I') sont tous deux vérifiés) ou (II) (II’) et

n = —1 dans les cas (I) (II") ou (II) (I").
On vérifie que Pj, p,p €St un entier. On pose :

_ ’ /
Pr = E By hp,0'P -
PEWnh)
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C’est une représentation virtuelle de Wn(ﬁ)‘

Soient (X, €), (X, &) deux éléments de I. Considérons la condition :

(4) X=X, Jord(A) = Jordimpair(A), Jord™(X) = () pour tout m > 3 et les restrictions de
et & a {£1}7ord' M) sont égales.

Si elle n’est pas vérifiée, on pose ((A, €), (N, €))en = 0. Si elle l'est, on pose :

(()" é)v ()‘Ivé/))ell = H é(k)él(k)

keJord?(\)

Notre résultat peut se reformuler ainsi :
Corollaire. Soient (X €), (N,€) deux éléments de I, posons (h,p) = v(\€), (W, p') =
(N, é€). Alors on a légalité :

0 sih# R
)\Jé7 )‘/7€I ll:{ ) .5 2
(%8, (X, €))e Py P )eu,  sih=h.
Cet énoncé est un peu moins précis que le théoreme puisqu’il ne voit les objets qu’a conju-
gaison par O(r) pres.
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