QUELQUES RESULTATS ET CONJECTURES CONCERNANT LA COURBE

LAURENT FARGUES

INTRODUCTION

RESUME. On commence par établir quelques propriétés de la version rigide analytique de la
< courbe > introduite dans nos travaux en commun avec J.-M. Fontaine. On montre ensuite
comment construire & partir de phi-modules au sens de Breuil-Kisin des modifications de fibrés
sur cette courbe. Enfin, on formule une conjecture concernant cette construction.

ABSTRACT. We first establish some properties of the rigid analytic version of the ”curve” we
introduced in our joint work with J.-M. Fontaine. We then show how to construct some mod-
ifications of vector bundles on this curve from some phi-modules in Breuil-Kisin sens. Finally,
we enounce a conjecture about this construction.
Soit E un corps local localement compact de caractéristique résiduelle p et F' un corps per-
fectoide de caractéristique p extension du corps résiduel de E ([13]). Dans notre travail en commun
avec J.M.-Fontaine ([2], cf. [5],[4] et [3] pour une introduction) nous avons défini une < courbe >

XrE

canoniquement associée a la donnée de E et F. Il s’agit d’'un F-schéma noethérien integre régulier
de dimension 1 i.e. un recollement d’un nombre fini de spectres d’anneaux de Dedekind. Cette
courbe est compléte au sens ou tout point fermé x € X posséde naturellement un degré deg(x) €
N>, égal a 1 si F' est algébriquement clos et le degré d’un diviseur principal sur Xg g est nul

deg(div(f)) = 0.

Nous avons de plus donné une classification des fibrés vectoriels sur Xr g. Plus précisément, lorsque
F est algébriquement clos cette classification généralise celle de Grothendieck des fibrés vectoriels
sur P!, quitte & admettre des pentes rationnelles. Cela signifie que pour toute pente A € Q on
dispose d’un fibré stable de pente A, O(A), sur Xp g et le théoréme de classification s’énonce en :
tout fibré vectoriel sur Xp g est isomorphe & une somme directe de O(A), A € Q. Les fibrés semi-
stables de pente \ fixée sont quant & eux isomorphes & une somme de O(A). Lorsque F' n’est plus
algébriquement clos la classification s’énonce en termes de descente galoisienne a partir du cas
algébriquement clos. Au niveau des fibrés semi-stables de pente 0 elle dit que I'on dispose d’une
équivalence < du type Narasimhan-Seshadri > entre fibrés semi-stables de pente 0 et E-systémes
locaux sur Spec(F)es.

Structure analytique sur la courbe et GAGA. Le but de cette note est double. Tout d’abord,
il est apparu dans nos travaux avec Fontaine que la courbe, bien qu’algébrique, devrait posséder
une structure analytique sur E. Plusieurs indices nous ont mené a cette conclusion. Tout d’abord,
si ¢ € |X| est un point fermé, le corps résiduel k(x)|E est naturellement un corps valué complet
perfectoide satisfaisant k(z)"|F avec deg(x) = [k(z)® : F]. De plus, nous avons exhibé une bijection
naturelle

Y1/o" = |X]
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ol |Y] est un ensemble d’idéaux maximaux fermés d’une E-algebre de Fréchet B « de fonctions
holomorphes de la variable 7 a coefficients dans F' > et ¢ un Frobenius. Nous avons donc conjecturé
avec Fontaine que la courbe est uniformisée par un espace analytique qu’il restait & définir. Nous
nous attelons a cette tache dans la section 2 de cet article. Plus précisément, nous construisons
un FE-espace adique
Yad

au sens de Huber vérifiant

LY Oyai) =B
et muni d'un Frobenius ¢ agissant de facon totalement discontinue sans points fixes sur Y%, Cela
nous permet de définir un F-espace adique

X%‘?E =Y/ p"

qui est < ’analytifié > de la courbe. La courbe algébrique se retrouve alors comme

Xpp = Proj( T (X3, 0(d)))

d>0

ot O(1) est un fibré <« ample > sur X%?E. Supposons que E|Q, i.e. est de caractéristique 0. Soit
E|E une extension algébrique arithmétiquement profinie. D’apres la théorie du corps des normes
de Fontaine-Wintenberger le corps valué E, est perfectoide. Nous montrons qu’apres extension
des scalaires a F., l'espace adique XfydE devient perfectoide et on exprime dans la section 2.3
I’espace perfectoide basculé
=Y
(X%'?E®EEOO)
comme étant
ad 5 b
X ey (@) @Fo

ou Fy((m)) C ﬁm est le corps des normes non-parfait. Lorsque F' est algébriquement clos et E
est I'extension engendrée par les points de torsion d’'un groupe de Lubin-Tate ¢ sur Og, nous

avons donné avec Fontaine une description des points fermés de | Xr g| comme étant
(G(OF) ~ {0})/E”

Pespace projectif sur le E-espace de Banach ¢4 (Op). Nous montrons dans la section 2.5 que cette
bijection correspond & un isomorphisme naturel d’espaces perfectoides

ad 577 \° ~ 1; ad
(Yip®Fs) = lim G5,
X7
ou ggi est la fibre générique sur Op-schéma formel formel G ,., une boule ouverte de dimension

1, et 'action de Gal(E«|E) sur le membre de gauche correspond via le caractere de Lubin-Tate &
l'action de OF sur celui de droite.

La similitude frappante entre notre classification des fibrés sur la courbe et la classification de
Kedlaya ([10]) est P'objet de la section 3. Nous montrons que I'on peut interpréter la concordance
entre ces théoremes comme une équivalence de type G.A.G.A. entre faisceaux cohérents

Cohx, , — COhX%’f’E .

p-modules de Kisin et modifications de fibrés. Le second but de cet article est d’établir
les premieres étapes vers un analogue de la théorie de Kisin ([11]) sur la courbe. C’est l'objet
de la section 4. Le cas traité par Kisin correspond a celui d’un corps local de caractéristique
p, k((u)), par opposition au cas d’un corps perfectoide F' que nous étudions. Nous traitons en
fait la théorie de deux points de vue : le point de vue < analytique » proche du point de vue
originel de Kisin oll nous utilisons 'espace Y? et les fibrés sur celui-ci et le point de vue plus
< algébrique > n’utilisant pas le théoreme de Kedlaya qui est celui de Genestier et Lafforgue dans
[6] et [7]. Ils nous semble que les deux points de vue se complétent et méritent d’étre traités. On
se limite au cas F' algébriquement clos afin de ne pas prendre de risque quant a la conjecture que
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I’on formule, méme s’il est fort probable qu’une théorie existe lorsque F' est perfectoide quelconque.

Soit donc
6 =Wo,(0F)

muni de son Frobenius ¢ qui correspond & 'anneau W (k)[u] muni du Frobenius u — u? du point
de vue de Kisin. Un élément primitif est un z = >, < o[z,]7" € & vérifiant zyg # 0 et pour un
entier d, x4 € OF. Les éléments primitifs sont les analogues du point de vue de Kisin des éléments
de la forme une unité de W (k)[u] fois une puissance du polynéme d’Esienstein E(u). On note

p-Modg

la catégorie des couples (M, ) ou M est un S-module libre de rang fini et ¢ : M — M un
morphisme semi-linéaire de conoyau annulé par un élément primitif. Soit

p-Modg [yil]

la catégorie localisée obtenue en inversant la partie multiplicative formée des éléments primitifs
(def.4.4). Cette localisation est indispensable contrairement au cas de la théorie classique ot un
point de |Y]| est fixé dés le début correspondant au choix du polynéme d’Eisenstein E(u) (cf.
exemple 4.3). Néanmoins, on montre que quitte & choisir un certain domaine fondamental pour
le quotient |Y| — |Y|/¢%, la catégorie localisée précédente est équivalente & une sous-catégorie
pleine ¢-Mod% de p-Modg (prop.4.6). Soit maintenant

Modif Z°
la catégorie formée des modifications effectives
éal — @@2

de fibrés sur X := X i.e. les morphismes injectifs de fibrés de conoyau un faisceau cohérent de
torsion. Une telle modification est dite admissible si &7 est semi-stable de pente 0.

Construction algébrique. On construit dans la section 4.3 un foncteur contravariant
(1) ¢-Modg [.7 Y] — Aodif 20

par une méthode analogue & celle utilisée dans [7]. Du point de vue < classique >, & un p-module
de Kisin sur W(k)[u] on associe un module de Dieudonné en posant v = 0. Le point clef dans
notre construction consiste en l'utilisation de ’anneau

B
que nous avons introduit avec Fontaine dans [2]. Il s’agit du quotient de & [ﬂ par les éléments
S plan|m™ vérifiant : il existe une constante C' > 0 vérifiant telle que pour tout n, v(z,) > C.
L’analogue de I'opération u = 0 consiste alors en la réduction vers B d'un ¢-module sur &, aprés
avoir remarqué que tout élément primitif devient une unité dans B. Nous avons démontré avec
Fontaine dans [2] que la catégorie des @p-modules sur B (ou l'opérateur ¢ est ici bijectif) est
naturellement équivalente & celle des fibrés sur X. La réduction modulo B d’'un ¢-module sur
G fournit alors apres dualisation le fibré &5 intervenant dans la modification. Le second fibré,

semi-stable de pente 0, intervenant dans la modification est directement construit via ses sections
globales

Homw (M7 6) [%}

dont on montre qu’elle forment bien un FE-espace vectoriel de dimension le rang de M (prop.
4.32). La modification i.e. le morphisme entre les deux fibrés précédents est elle construite via une
application de type ”périodes” (cf. 4.26). Le conoyau de la modification se calcule alors en termes
de coker w[%] .
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Construction analytique. La deuxiéme construction < analytique > du foncteur (1) est décrite en
termes de fibrés sur I'espace adique Y ? dans la section 4.4. A (M, ¢) on associe un fibré

& =M ®¢ Oy

muni d’un morphisme ¢p*& — & donné par ¢ : M — M qui est une modification & support fini
i.e. un isomorphisme en dehors d'un nombre fini de points de |Y| C |[Y*?|. Cela nous permet de
définir un systeme de morphismes de fibrés sur Y *¢

e — (p("""l)*g — @n*g — QO(n_l)*(Op — s ..

lorsque n parcourt Z. La modification associée a (M, ) s’exprime alors via GAGA en termes de
fibrés sur X% comme étant la duale de

ﬂ prE — U P 8.

n>0 n<0

L’admissibilité de la modification se vérifie en utilisant le théoreme de Keldaya.

Conjecture principale. Voici la conjecture principale de ce texte.
Conjecture. Le foncteur (1) induit une équivalence de catégories
©-Mods .7~ © Q, == Modif 2**°.

Cette conjecture est vérifiée pour les objets de rang 1 dans la section 4.6. Il s’agit essentiel-
lement d’une réinterprétation de nos résultats avec Fontaine concernant le fait que tout diviseur
@-invariant sur |Y| est le diviseur d’un élément de B“’=’Td, d € N, que 'on peut écrire comme un
certain produit de Weierstrass. En fait, ce résultat qui intervient de fagon cruciale dans [2] a été
une des motivations principales pour la formulation de la conjecture précédente que ’on peut voir
comme une extension a GL,, d’un résultat pour GL;.

Application auz groupes p-divisibles. Comme dans [11], les résultats précédents devraient donner
une classification des groupes p-divisibles sur O¢, C|Q, algébriquement clos. Cela est expliqué
dans la section 4.8 ol nous énoncons en particulier la conjecture suivante.

Conjecture. Soit C|Q, valué complet algébriqguement clos. Posons E = Q,, F = C” et soit
m € |Yr| le noyau de 6 : B — C. Notons BTo,, la catégorie des groupes p-divisibles sur Oc. Si
p # 2 il y a une équivalence de catégories

@-ModE™ ~= BTo,..

ot go—ModGSm désigne les p-modules (M, ) tels que Cokerga[%] soit annulé par m.

Remerciements. Les résultats des sections 2 et 3 de cet article sont issus des nombreuses
discussions de 'auteur avec J.-M. Fontaine. La paternité de ces résultats est entierement partagée :
tous les résultats de ces sections doivent étre considérés comme étant en commun avec J.-M.

Fontaine. Il s’agit de compléments a nos travaux communs dont l'auteur avait besoin pour la
section 4 de cet article. On remercie enfin P. Scholze pour des discussions concernant la section 2.

1. RAPPELS SUR LA COURBE ([5], [4], [3], [2])

1.1. Anneaux de fonctions holomorphes de la variable w. Soit F un corps local non-
archimédien & corps résiduel fini F,. On note 7 une uniformisante de E. Soit F|F, un corps
parfait muni d’une valuation non-triviale v : F — R U {+oo}. Dit autrement, F' est un corps
perfectoide de caractéristique p extension de F, ([13]).

L’extension F'|F, se releve en une unique extension complete non-ramifiée &|E, Og/1O0g = F.
Il y a toujours un relevement de Teichmiiller [—] : F' — Og. Plus précisément :
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e Si E est de caractéristique p, E = F,((7)) et le relevement de Teichmiiller est additif. I
identifie F' & un sous-corps de &. On a alors

& = F((m)).
e Si E est de caractéristique 0, £ est une extension de degré fini de Q, et

E=Wo,(F)[2]

T

ot Wo, (F) désigne anneau des vecteurs de Witt ramifiés & coefficients dans F. On a

alors
@@:{ Z [zp]7" | anF}.

n>—oo

Il faut penser aux éléments de & comme étant des séries entieres de la variable 7 a coefficients
dans F. On pose alors

Bb — {n;m[xn]w" €& | 3C, Yn |z,| < C},

un sous anneau de &. On définit ensuite des normes de Gauss sur B®. Pour z = ¥, [z,,]7" € B?
et p €]0,1[ on pose

|z, = sup |z, |p" = g @
nez

ousip=q ",

vp(z) = 711r€1va(:cn) + nr.
Il s’agit de normes multiplicatives i.e. v, est une valuation sur BP.

Définition 1.1. Si I CJ0,1[ est un intervalle on note By le complété de B® relativement aux
normes (|.|,)per. On note B = Byg 1.

En général B est une F-algebre de Fréchet. Ceci dit, si I est un intervalle compact B; est
une F-algebre de Banach. Il faut penser a By comme étant < 1’algeébre des fonctions holomorphes
de la variable 7 sur la couronne de rayons définis par I >, un des buts de cette note étant de
donner un sens plus précis a cette notion lorsque E|Q, (on renvoie & I'exemple 1.2 lorsque E est
de caractéristique p). C’est plus précisément ce que permet de faire le théoréme 2.1. On a alors

B = lim By
P
I

ou I parcourt les intervalles compacts de ]0, 1], ce qui exprime ’algébre de Frechet B comme une
limite projective d’algebres de Banach.

Exemple 1.2. Si E = F,((7)) et Dy = {0 < |z| < 1} C AL le disque épointé rigide analytique
au sens de Tate alors en identifiant z =

B = O(D").
L’anneau & est muni canoniquement d’un Frobenius ¢ tel que
ga(Z[xn]W") = Z [#2] 7"

Il faut y penser comme étant un Frobenius arithmétique puisque 7 < est la variable formelle >.
Ce Frobenius induit un automorphisme ¢ de B.
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1.2. L’ensemble |Y|.
Définition 1.3. On note |Y| Uensemble des idéauz mazimaux fermés de l’algébre de Fréchet B.

Rappelons qu’un élément primitif est un . = >, gz, € Og tel que

e pour tout n, x, € Op,

e on a xg # 0,

e il existe d tel que z4 € OF.
Il s’agit d’une notion analogue a celle intervenant classiquement dans les théoremes de division
et préparation de Weierstrass. Pour un tel élément primitif x son degré est par définition le plus
petit entier d tel que x4 soit une unité. Le produit d’un élément primitif de degré d par un élément
primitif de degré d’ est primitif de degré d + d’. Un élément primitif est dit irréductible s’il est
de degré strictement positif et ne peut pas s’écrire comme produit de deux éléments primitifs de
degré strictement positifs.

Théoréme 1.4.
(1) Si x est primitif irréductible alors 1’idéal principal Bx est mazimal, Bx € |Y].
(2) Tout élément de |Y| est de la forme Bz avec x primitif irréductible.

(3) Siwm € |Y| alors le corps résiduel Ly, = B/m extension de E est perfectoide et L’ |F est
une extension de degré fini satisfaisant

|’ : F] = degm
le degré d’un générateur primitif de m.
Rappelons ici que
L =% (L) = {(m("))nzo | 2™ € Ly et (x("“))p = x(")}
est un corps parfait de caractéristique p complet pour la valuation (x(”))n>0 — v(:z:(o)). Dans le

théoreme précédent I’extension LE“|F est induite par 'application qui & un a € F' associe 'image
dans L, de la suite
[ap _n], n > 0.

Exemple 1.5. Si E =F,((7)), d’aprés les théorémes de Weierstrass on a avec les notations de
DVezemple 1.2, |Yr| = |D%| les points de espace rigide de Tate D%.. Pour m € |Yp| correspondant
ax €Dy, Ly = L) = k(z) le corps résiduel en x.

On a également le résultat suivant.

Théoréme 1.6. Si F' est algébriquement clos les éléments primitifs irréductibles sont les éléments
primitifs de degré 1. Pour tout m € |Y|, il existe a € mp \ {0} tel que m = ([a] — 7). De plus, le
corps résiduel Ly, est algébriquement clos.

Enfin, rappelons que si F' est quelconque, F désigne une cloture algébrique de F' de groupe de
Galois Gp = Gal(F|F) il y a une identification

Y| 970 /G = |V

ou

Ya|Gr-fin désigne les éléments de |Yz| ayant une G p-orbite finie.

1.3. La courbe. On pose

P=Pp"

d>0
comme F = Py-algebre graduée. Rappelons la définition suivante.

Définition 1.7. On note X = Proj(P).

Lorsqu’on veut préciser la dépendance de X en le corps F', E ou bien les deux on le note
Xp, Xg ou bien Xp g. A isomorphisme canonique pres, le schéma X ne dépend pas du choix de
P'uniformisante 7. L’un des théorémes principaux est alors le suivant.
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Théoréme 1.8.

(1) Le schéma X est intégre noethérien régulier de dimension 1.
(2) Les corps résiduels de X sont des extensions perfectoides de E. Il y a une uniformisation
des points fermés de X

Y]/¢" = |X]|
via laquelle si m mod ¢ — x on a Ly = k(x) et le complété m-adique de B, Bij,
s’identifie a @\X’x.
(3) La courbe est compléte au sens ot si f € E(X)* alors deg(div(f)) = 0 ou pour x € | X/,
deg(x) = [k(z)’ : F].

Si E'|E est une extension finie de corps résiduel contenu dans F|F, il y a une identification
Xp = Xp®p E'. Si F'|F est de degré fini il y a un morphisme naturel Xp — X étale fini de
degré [F’ : F| qui est galoisien de groupe Gal(F’|F) si extension F’|F est galoisienne.

On note Ox (1) = P[1] le fibré en droites tautologique sur X et pour d € Z, Ox(d) = O%%. On
a alors

P = H(X,0x(d)).

d>0

Rappelons également le résultat suivant (d'un point de vue logique, la démonstration de ce
théoréme intervient avant celle du théoreme 1.8).

Théoréme 1.9. Si I est algébriquement clos alors PicO(X) est trivial. En d’autres termes, si
00 € | X| Douwvert affine X \ {oo} est le spectre d’un anneau principal.

Ainsi si F est algébriquement clos deg : Pic(X) = Z est un isomorphisme d’inverse associant
a entier d la classe du fibré Ox (d).

2. STRUCTURE RIGIDE ANALYTIQUE SUR LA COURBE

2.1. Le cas E =TF,((n)). Considérons l'espace adique D} sur Spa(F') au sens de Huber (1.2) ou
7 est la coordonnée sur le disque épointé. Remarquons que tout élément de E = F,((7)) définit
un élément de B = I'(D*, Op~).

Lemme 1. L’inclusion Fy((7)) C T(D*, Op-) provient d’un morphisme d’espaces adiques
Dy — Spa(Fq((w))).
Démonstration. 1l s’agit du morphisme d’espaces adiques associé au morphisme de disques
épointés D — Dy o Fy est muni de la valuation triviale. g
On a donc un diagramme d’espaces adiques
DF
Spa(F) Spa(FE)

ol le premier morphisme est localement de type fini mais le second ne I'est pas i.e. D}, n’est pas
associé a un espace rigide usuel au sens de Tate sur E. C’est précisément ce second morphisme
qui nous intéresse. On pose alors Y4 = D% vu comme espace adique sur Spa(E). Remarquons
maintenant que ¢ agit de fagon discontinue sur D} puisque I'image de la couronne de rayon
p €]0, 1] est la couronne de rayon p'/4. On peut donc poser

Xad .— Yad/QOZ

comme espace adique quasicompact sur E (non localement de type fini).
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2.2. Le cas E|Q,. Soit I = [p1, p2] avec p1, p2 € |F*|. L’anneau By est une E-algebre de Banach
qui est un anneau principal. Soit

Y = Spa(Br, BY)
comme espace topologique muni d’un préfaisceau d’anneaux ([9]).

Théoréme 2.1. L’espace Y% est adique i.e. le préfaisceau OYIad est un faisceau.

La stratégie de démonstration du théoréeme précédent nous a été indiquée indépendamment
par Jean-Marc Fontaine et Peter Scholtze. Soit L|E une extension algébrique de degré infini
arithmétiquement profinie ([14]). Rappelons qu’alors L est un corps perfectoide.

Théoréme 2.2. La E—algébre de Banach BI®EZ est perfectoide.

Démonstration. Quitte & remplacer E par une extension de degré fini on peut supposer que L|E
est pro-p. Ecrivons

L= UnZlEn
own Ey=E, E, C E,y1 et E,|FE est de degré fini. Notons e, = eg, /E qui est une puissance de p.
On a donc lim e, = +oo. On note I,, = [p}/e”, pé/e"].

n—-+4oo
Notons ¢y, : B% — B%n I'injection canonique, qui fournit une identification

B}, ®r E, — BY, .
Sim=u,ms avec u,, € O alors

( Slelrt) = S () et

k k
On en déduit en appliquant le lemme 2 qui suit que pour p €]0,1]
(@) = Il
Gréace a cela on vérifie que
Be 1 ®g E, =Bg,.1,-

Soient maintenant a,b € F tels que |a| = py et [b] = pa. Soit BY, | le sous-anneau de Bg, 1,
formé des éléments de puissances bornées. Si

_ [al/e"] Tn, b
An = WOEn (OF> . ) [bl/e"]:| - BETL
on a
BOEn,In = {I € BEn,In | ‘I|p1/en <let |:I:|p1/en < 1}
1 2
= A,.

De cela on déduit que
(2) mBg, . CB% ®o, Op, CBg, 1.

En effet, I'inclusion de droite est claire et pour celle de gauche il suffit de vérifier que
A, C A Koy OEn

Cela résulte de ce que si ¢ € N, en écrivant i = ke,, +r avec 0 <r < e, on a

w.(M)i _ quJerff’_T[aT/en]'(%)k € 41 ®o; O,

T,
et

W([bf/zn])i = uy ', [bl_i](m)kﬂ € A ®o, Op, .

Posons pour tout n et x € Bg,, 1,

"1:|1 = |x‘p1/5’n7 |x‘2 = |J»‘|p;/en-
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Les plongements Bg,, 1, C Bg,,,,1,,, sont isométriques pour ces normes et cela définit des normes
multiplicatives encore notées |.|1 et |.|2 sur

U Bg, 1, =Be1®g L.

n>1

Soit la norme ||.|| = sup{|.|1,|.]2} sur Bg,;r ® g L. On a par définition

Bp®pL = (BY; ®0, Or)  [£]
ou la complétion dans le membre de droite est pour la topologie m-adique. Les inclusions (2)
montrent que

Bg®pL = (Bg®p L, ||.|)
La multiplicativité des normes |.|; et |.|2 et I'égalité précédente montrent que (B BI® EZ)O est un
sous-anneau ouvert borné de I’algebre de Banach B ;@ gL ainsi que 'égalité

—

(BE,I®EZ)O = ( U BOET,,,I,I)

n>1

ou la complétion est pour la topologie m-adique. Afin de montrer que Bg, ® EZ est perfectoide il
reste donc a montrer que le Frobenius de

lim A,/7A,

—

n>1

est surjectif. Cette limite inductive se réécrit

lim Of ®r, Op, /TOg, [Zn, Yn]
—
n>1

1/en
ou x, désigne la réduction de [awi], Yn celle de

Tn

/o]

et les applications de transition sont

en+1

en

Tp F— 1@ Uy, 7y

enti/en

Uy
avec v, = - —— € Op et
n n-+4 ent1

Yo — 1@ 0,y 5
Puisque pour tout n, ¥, possede une racine p-ieme dans O /7Oy et e:j% est une puissance
strictement positive de p on en déduit que z, et y, possede des racines p-iemes dans la limite
inductive précédente. O

Le lemme suivant ne pose pas de difficulté particuliere.

Lemme 2. Pour =3 s y[zx]m* € B et (up)p>n une suite de Wo, (Op)* on a

| > lewJur®| = |zl

k>N

Lemme 3. Soit K un corps valué complet pour une valuation discréte. Soit C'® un complexe de
K-espaces de Banach et W un K-espace de Banach non-nul. Si le complexe d’espaces de Banach
C*@xW est acyclique alors C* est acyclique.

Démonstration. Si V est un K-espace de Banach et I un ensemble notons ¢°°(I, V') I'espace de
Banach des suites indexées par I a coefficients dans V' et tendant vers 0. Fixons un isomorphisme
¢>°(I, K) = W pour un ensemble non-vide I. Si V est un K-espace de Banach il y a un isomor-
phisme canonique en V'

Vel (I, K) == >(I,V).
Choisissons un indice i € I. La projection sur la i-eme composante d’une suite fournit une
décomposition canonique en V'

°(LV) =5 Vare(I\{i},V).
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Cela montre que le le complexe C* est facteur direct dans C*®@xW. Si ce dernier est acyclique il

en est donc de méme de C*°. (]
Démonstration du théoréme 2.1. Pour fi,...,f,,g9 € Bj engendrant 'idéal B; considérons
I’algebre de Banach
A:B<f1a-~-afn>
g
Sihi,...,h, € A engendrent 'idéal A regardons le complexe de Cech
ey hy hkhl
0— A— H A ——n) — H ol
i=1 1<i<j<n '

Soit L|E comme dans le théoréme 2.2. Par application de —& EL au complexe précédent on obtient
le complexe de Cech correspondant associé & I'algébre perfectoide B;@ g L. D’aprés Scholze ([13])
ce complexe est acyclique. Le théoréme se déduit alors du lemme 3. O

Remarque 2.3. La méthode de démonstration précédente permet également de démontrer que
pour tout i >0, H (Y4, Oyaa) = 0.

Remarque 2.4. Dans la preuve précédente

<f1"'g"f">=BI<T17""T">/m

ot (fiT — g)i est ladhérence de Uidéal (f;T — g;);. Cependant sous la conjecture 1 qui suit cet
idéal devrait étre fermé.

Remarquons maintenant que si I C I’ C]0,1[ avec I’ comme précédemment alors Y24 est un
ouvert rationnel dans Y% : si I = [|al,|b|] avec a,b € F alors

ypd = yo (U, i).
! ™[]
Définition 2.5. On note Y = lim Y/? ou I parcourt les intervalles compacts de 0, 1[ d’extrémités
—

I
dans |F|.

C’est donc un espace adique tel que

LY Oyea) = B.
Pour tout I = [p1, pa] si p(I) = [p, pd] le Frobenius ¢ de B’ induit un isomorphisme ¢ : By —
By (1) qui induit un isomorphisme

d _~ d

En passant a la limite sur les intervalles I on obtient donc un automorphisme

@Yy 2, yad
Ainsi,

Y] c [y

que l'on peut penser comme étant les points < classiques > de Y4, De plus, pour tout p €]0,1]
on a |.|, € [Y*4|. On peut alors poser

Xad _ Yad/(PZ

et |X| C |X?| est I'ensemble des points < classiques > de X“?. Notons la description suivante
< concréte > de I’ensemble |Y 29|,

Proposition 2.6. L’ensemble |Y%4| s’identifie a [’ensemble des classes d’équivalence de valuations
continues

.|:B—TuU{0}.
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Démonstration. Soit une valuation |.| comme dans I’énoncé. On a || # 0. Puisque la suite (7™),,>0
tend vers 0 dans B, (|7|"),>0 tend vers 0 dans I'. Pour tout intervalle compact I CJ0, 1[ on choisit
une norme ||| sur By définissant sa topologie d’espace de Banach et on note encore ||.|; la norme
déduite sur B via B C B;. Par continuité de |.| il existe I et C' € R tels que
Ve eB, |z|; <C = |z| < 1.
On a donc pour tout n € N,
Ve € B, ||[r 7 "z||; < C = |z| < |x|™.
On en déduit que la valuation |.| sur B est continue pour la topologie définie par ||.||; et se prolonge
donc au complété de B relativement & ||.||7, ¢’est & dire By : la valuation |.| provient d’une valuation
continue sur B; via B C B;. Cette valuation définit un élément de
V¢ = Spa(Br, Op + By°)
o
Remarquons maintenant que si I C I” alors Y7 CC Yy i.e. B, C B$° et donc
Y}ad,c C Yy
(]

2.3. Basculement de la courbe de la caractéristique 0 vers la caractéristique p. On
suppose ici que E|Q,.

Théoréme 2.7. Soit L|E une extension algébrique arithmétiquement profinie. Soit w € L’ non
nul de valuation strictement positive.
(1) L’espace adique YI?7C€E®EE est perfectoide et il y a une identification canonique compatible
a laction de ¢
(Vebépl) = ved & I
FESE — AFF () :
Fq((z))
(2) L’espace adique Xj‘f{iE@EE est perfectoide et il y a une identification canonique

N ~

ad ~ b
(Xiw®rL) = Xie, o, & L

Démonstration. Le point (2) et une conséquence du point (1). Le fait que Y& #L soit perfectoide
est une conséquence du théoreme 2.2. Rappelons qu’il y a deux foncteurs adjoints

(=)’
Og-algebres m-adiques F,-algebres parfaites.
Wog-)

Soit maintenant A une L-algebre perfectoide. On a (Y& EE) (A) =Y (A) ou dans le second membre
A est vue comme une F-algebre de Banach. Un élément de Y (A) = |J; Y7(A) est donné par un
morphisme de E-algebres de Banach By — A pour [ suffisamment grand. Il revient au méme de
se donner un morphisme de Og-algebres

f:Wo,(0F) — A°
tel que si I = [|al,|b|] on ait

fla]) € mA°

7 € [f(b)A°.
Choisissons 7 € L tel que v(r) = v(x). D’aprés I'adjonction précédente cela revient & se donner
un morphisme
fiOp — (A)0 = (A"

tel que
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La donnée d’un tel morphisme f” est équivalente & celle d'un élément de YEF, (x)), I(Ab). O

2.4. Une conjecture. D’apres le théoreme 2.7 on dispose d’un E-espace adique X . Néanmoins
on aimerait plus généralement disposer d’un espace adique X*?% 5. A pour toute E-algebre affinoide
A au sens de Tate i.e. topologiquement de type fini. On aimerait ainsi pouvoir définir ’espace
adique X% x i Z pour tout Spa(E, E°)-espace adique localement de type fini Z.

Pour cela rappelons qu’une algebre de Banach A est fortement noethérienne si pour tout entier
n, anneau A < Xj,...,X, > est noethérien. Rappelons alors que d’aprés Huber ([9]) si A
est fortement noethérienne le préfaisceau structural défini sur Spa(A, A°) est un faisceau. La
conjecture suivante permettrait de résoudre le probléeme précédent. Elle dit que les anneaux B; <
X1,..., X, > se comportent comme les algebres affinoides « classiques > de Tate.

Conjecture 1. L’algébre de Banach By est fortement noethérienne. De plus, pour tout entier
n>1 By <Xy,...,X, > est un anneau de Jacobson régulier de dimension de Krull n + 1.

Citons également la conjecture suivante qui va de pair.

Conjecture 2. Si U C Spa(Br,BY) est un ouvert affinoide connexe alors I'(U, O%) est un anneau
de Dedekind.

2.5. Paramétrisation de Y?¢ a ’aide des groupes de Lubin-Tate. Rappelons le résultat
suivant permettant de décrire |Yr| lorsque le corps F est algébriquement clos. On suppose ici que
E|Q,. Soit .£.7 une loi de groupe formel de Lubin-Tate sur Og. On note ¢ le groupe formel de
Lubin-Tate associé. Munissons Wp,,(OF) de la topologie induite par celle de B i.e. par les normes
de Gauss (|.|,),e)0,11- Cette topologie coincide avec la topologie ([a], 7)-adique pour n’importe quel
élément a € mp non nul. Dit d’une autre fagon, il s’agit de la topologie de la convergence simple
de chacun des éléments de Op dans le développement de Teichmiiller. L’anneau Wo,(OF) est
alors complet. Pour € € mg, on définit un relevement de Teichmiiller tordu par la formule
[€lo = lim [ﬂ"]gy([ﬁq n]) € Wo, (OF).

n—-+oo

On vérifie que cela définit un relevement
(@ :9(0F) — 4(Wo, (Or)).

Par exemple, si £7 = G, [elo = [e + 1] — 1. On pose alors pour € € mp = ¥ (Op) non nul

T
€ [El/q]Q € WOE (OF)

dont on vérifie aisément que c’est un élément primitif de degré 1. Soit m = (u.) € |Yr|et Ly, = B/m
le corps résiduel perfectoide associé. Via les identifications
Op =0, = lim Oy, /70y,
m —
Frob

Pélément € € Op est la réduction modulo 7 d’un générateur du module de Tate de ¢ sur Oy,
c’est & dire les suites (xy,)n>0 d’éléments de l'idéal maximal de Oy, vérifiant [7] g7 (Tpt1) = @y
et xg = 0. Rappelons le résultat suivant.

Théoréme 2.8. Si F' est algébriquement clos il y a une bijection
(G(Or)\{0})/05  — |Yrgl
Of.e —  (ue).

Il se trouve que ce théoreme admet une interprétation en termes d’espaces perfectoides. Pour
cela, notons

EOO:UEn

n>1
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lextension de E engendrée par les points de torsion du groupe de Lubin-Tate £ dans une
cloture algébrique de F ou E,, désigne I'extension engendrée par les points de m"-torsion. Notons
(Tn)n>1 un générateur de T (¢) ou m, engendre les points de n"-torsion et posons

T = (71'” mod 7T)>1 IS (’)% = 1(31 Og,/m0g_.
Frob

On a alors

EX, =F,((x))>".

00 =
Notons % la réduction modulo 7 de ¢ et T la coordonnée formelle sur ¢ associée au choix de la
loi de groupe .Z.7. La limite projective

— —
X T Frob
existe dans la catégorie des F,-schémas formels. Plus précisément, ¥, est le spectre formel du

complété T-adique de U,>olF, [[qun]]. C’est un F-espace vectoriel dans la catégorie des schémas
formels. Notons

X : Gal(Eoo|E) L> OE
le caractére de Lubin-Tate donnant l'action de Galois sur le module de Tate T,(¥). Le lemme
suivant est alors immeédiat.

Lemme 4. La correspondance T — m induit un isomorphisme
Spf((?@b ) — X (%)
tel que laction de 0 € GallEx|E) sur O, soit donnée par celle de x.¢ 7 (o) sur X(%).
Considérons maintenant le groupe formel %J@]Fq Op sur Spf(Op) de fibre générique (f%@zpq Or)y

comme espace adique sur Spa(F') que l'on note en abrégé E%‘%d. Via le choix de la coordonnée T'
sur ¥, gﬁd = B! muni d’une structure de Og-module. On peut alors former
X ad — i ad — 1 ad
(%F) = lim 95" = lim &
X Frobg,
qui est un espace perfectoide sur F'. Apres avoir muni F, de la valuation discrete, via le lemme 4 la

fibre générique du schéma formel X (Gy) comme espace adique sur Spa(F,) coincide avec Spa(@m).

Il y a donc un morphisme naturel
X (%8%) — Spa(EL).
En fouillant dans la démonstration du théoreme 2.7 on obtient le résultat suivant.
Théoréme 2.9. Il y a un isomorphisme d’espaces perfectoides sur E\boo
(Yre@pEx) = X (9% \ {0}

tel que Uaction de 0 € Gal(Ex|E) sur le membre de gauche soit donnée par laction de x ¢ 7 (o) €
OF sur celui de droite.

Remarque 2.10. I faut faire attention a ce que via l’isomorphisme du théoréeme 2.9 'action de ¢

A 73 b N . .
sur (YF’E@)EEOO) ne correspond pas a celle de m € O agissant sur 4. En effet, 'action de 7 est
le Frobenius < géométrique >envoyant la série Y, xom® sur y , om?® alors que ¢(>_, xom®) =
S xda®. Néanmoins les actions de m et ¢~ sur les espace topologiques sous-jacents coincident.

Ainsi, en utilisant ([13] theo. 6.3 (i)),

XlprBol > |(XEpOrEx)
| X (5% \ {0} /n*
— g o}

12
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On vérifie de plus que 'on a un homéomorphisme
|X%fiE| ~ \X%flE@@EE\OOVGa](EOO‘E)
et donc
| X | =~ |47\ {0}|/E™.

Via cette bijection les points classiques se correspondent.

3. GAGA

3.1. Rappels sur les fibrés vectoriels. Rappelons que si F' contient une cléture algébrique de
F,, pour tout A € Q on définit un fibré vectoriel

Ox(A)
sur la courbe X. Si A = % avec d € Z, h € N>q et (d, h) =1 alors
OXE (A) = 7T-/LL*(QXE;L (d)

ou Fj|E est lextension non-ramifiée de degré h de corps résiduel Foo C Foetmy: Xg, =
Xg ®p Ey, — Xg est un revétement étale fini de degré h. C’est un fibré vectoriel de degré d
et de rang h et donc de pente de Harder-Narasimhan

1(Ox (X)) = A.

On a alors le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 3.1. Supposons F algébriguement clos.

(1) Les fibrés semi-stables de pente A sur X sont les fibrés isomorphes a une somme directe
finie de Ox(X).

(2) La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré vectoriel sur X est scindée.

(3) Il 'y a une bijection

M= >N |neEN, N €Q = Fiby/~
— [P oxm)]
i=1

Si F' n’est plus algébriquement clos, F est une cloture algébrique de F' de groupe de Galois
Gr = Gal(F|F), la courbe X= est munie d'une action de Gp et il y a un morphisme Galois
invariant

A,y An)

oz:X?—>XF
tel que :

e si z € |[X=| est un point fermé de G'p-orbite infinie alors a(z) est le point générique de
XF7

e si ‘X?’ P Qésigne les points fermés de G p-orbite finie alors a induit une bijection
|X?|/GF = | XF|,

e le degré d'un point fermé z de Xr est égal au cardinal de a1 (x).

On peut alors considérer la catégorie des fibrés G p-équivariants sur X? (sous-entendu avec une
certaine condition de continuité sur ’action de G g, condition sur laquelle nous ne nous étendrons
pas). On dispose alors du théoréme de descente galoisienne suivant.

Théoréme 3.2. Le foncteur o induit une équivalence entre la catégorie des fibrés vectoriels sur
Xr et celle des fibrés Gp-équivariants sur X?.

Exemple 3.3. D’apres le théoréme 3.1 un fibré vectoriel sur X= est trivial si et seulement si il est
semi-stable de pente 0. Du théoreme 3.2 on déduit alors que la catégorie des fibrés semi-stables de

pente 0 sur Xp est équivalente a celle des représentations de Gg de dimension finie a coefficients
dans E.
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3.2. Fibrés vectoriels sur X%¢. Soit I C]0, 1] un intervalle d’extrémités dans |F|. Si on suppose
la conjecture 1 vérifiée on dispose d’une bonne notion de faisceau cohérent sur I’espace adique Ylad
et donc sur Y*¢. Néanmoins, sans cette conjecture nous avons besoin de recourir & une méthode
ad-hoc afin de définir cette notion.

Si M est un Br-module de type fini alors le préfaisceau M ®g, OYIa,d sur Y4 est un faisceau.
En effet, B; étant un anneau principal, il suffit de le vérifier lorsque M est un module libre, auquel
cas c’est une conséquence du théoréme 2.1, et lorsque M est de torsion. Mais si M = B;/m? avec
m € |Y7| alors, 'idéal maximal m définit un point < classique > de |Y¢| et on vérifie aussitot que
si U est un ouvert de V¢ alors

Osime¢U
Br/m?sime U.

En d’autres termes, si M est de torsion alors M ®g, OYIM est un faisceau gratte-ciel de support

Br/m? @p,; Oyea(U) = {

un ensemble fini de points classiques de Y%

Conjecture 3. Soit . un faisceau de OYIad -modules localement libre de rang fini sur Y7, Le
Bi-module HO(Y{4, F) est alors libre de rang fini et

HY(YP, 7) @p, Oypa — F.

La conjecture 1 entraine la conjecture 3. Ne sachant pas démontrer la conjecture 3 nous adoptons
maintenant la définition ad-hoc suivante qui sera suffisante pour nos besoins.

Définition 3.4.

(1) Un faisceau de Oy-aa-module & sur Y est cohérent si pour tout I, g‘y]ad est isomorphe a
un faisceau de modules de la forme M ®g, OYIad pour un Br-module de type fini M.

(2) Un fibré vectoriel sur Y est un faisceau cohérent qui est un Oy aa-module localement libre
de rang fini.

Si M est un Br-module de type fini, on vérifie aisément que M ®g, OYIad est un fibré vectoriel
si et seulement si M est libre. La proposition 7.14 de [3] dit que le foncteur section globales induit
une équivalence entre la catégorie des fibrés vectoriels sur Y et celle des B-modules projectifs
de type fini.

3.3. GAGA. Soit
Zp = lim By,
p—0

I’anneau de Robba. C’est un anneau de Bezout sur lequel ¢ agit bijectivement. Notons p-Modg,. la
catégorie des Zp-modules libres munis d’un automorphisme ¢-linéaire. On note de méme ¢-Modgp
la catégorie des p-modules (libres) sur B. Supposons F' algébriquement clos. Kedlaya a démontré
dans [10] que tout objet de p-Modg, est isomorphe & une somme directe de modules isoclines
Zr(N), A € Q. Lorsque le corps F est d’égales caractéristiques le théoréme analogue a été obtenu
par Hartl et Pink dans [8]. Combiné avec le théoréme de classification des fibrés 3.1 on montre (cf.
[3] sec. 7.6) que P'extension des scalaires induit une équivalence

@-Modp — ¢-Modz,.
et
gD—MOdB *N—> FibX

(M, ) +— <@M¢:”d>

d>0

envoyant le ¢-module isocline de pente A, B(\), sur Ox(—\). Utilisant les résultats de la section
7.6 de [3] on vérifie alors que le foncteur sections globales induit une équivalence entre fibrés -
équivariants sur Y%? et ¢-modules sur B. On obtient donc au final une équivalence entre fibrés sur
X et fibrés sur X.
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Tout faisceau cohérent sur X, resp. X%, est une somme directe d’un fibré vectoriel et d’un
faisceau cohérent de torsion. Il est aisé de vérifier qu’il y a une identification entre les fais-
ceaux cohérents de torsion sur X et X%. On déduit au final le résultat suivant qui traduit
géométriquement la concordance entre le théoreme 3.1 et celui de Kedlaya.

Théoréme 3.5 (GAGA). Supposons F algébriquement clos. 1l y a une équivalence de catégories
entre faisceaux cohérents sur X et sur X,

Il est fort probable que le théoreme précédent s’étende au cas F' perfectoide quelconque, mais
Pauteur ne Pa pas vérifié en détails (d’apreés 3.2 il faudrait vérifier que pour tout intervalle I, la
catégorie des By r-modules de type fini est équivalente a celle B% I—modules de type fini munis

)

d’une action continue de Gal(F|F)).

Voici une description concrete de deux équivalences inverses entre faisceaux cohérents sur X et
X4, Soit .# un faisceau p-équivariant sur Y24, On lui associe le faisceau cohérent sur X

(@rore, z=")

d>0
Réciproquement, considérons le ind-schéma

lim Spec(Bj)
—
I1C]o,1]

ott Spec(B;) — Spec(B) si I C J. Il est muni d'une action de ¢Z. Il y a un morphisme ¢-invariant

lim Spec(B;) — X
—
I
qui est un recouvrement fpqc. Concretement, si x € By,  # 0 et  n’est pas une unité, on

peut trouver ¢ € P homogene de degré strictement positif tel que ¢ € Byz. Alors le morphisme
Spec(B;) — X est donné sur 'ouvert D(z) par le morphisme

D(z) — D*(t)

associé a I'inclusion P[1]#=14  B[1]. Alors, si .7 est un faisceau cohérent sur X son tiré en arriére
sur ce ind-schéma définit un faisceau cohérent sur X <.

Remarque 3.6. On vérifie que le morphisme

lim Spec(Br) — X
—
I

fait de X un quotient de lim Spec(Br) par Uaction de ¢ dans la catégorie des ind-schémas. Ce
—

I
morphisme est également un recouvrement fpge (Spec(Br) — X est couvrant dés que I = [p1, pa]

avec p1 < p%) mais cela ne fait pas de X un quotient fpgc de lim Spec(Br) par ©%, la relation
—

I
d’équivalence

( lim Spec(BI)) X ( lim Spec(BI))
— X \ —
I I
n‘admettant pas de description concréte. Si cela était le cas alors le théoréme 3.5 serait évident.

Remarque 3.7. Nous ne disposons malheureusement pas d’une preuve directe de GAGA : la
démonstration que nous domnons consiste en effet a définir un foncteur naturel et constater que
via ce foncteur les deuz classifications coincident par un calcul explicite. Ainsi, on ne sait pas
déduire le théoréme de Kedlaya du théoréme de classification des fibrés sur la courbe Xp g et
réciproquement (on renvoie d la discussion aprés la remarque 7.19 de [3] pour plus de détails
concernant cela).
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4. THEORIE DE KISIN SUR LA COURBE
On développe dans cette section une théorie analogue a la théorie développée par Kisin dans

[11]. Nous suivons également le point de vue développé par Genestier et Lafforgue dans [6] et [7].

Voici un tableau d’analogies permettant au lecteur familier avec la théorie < classique > de [11]
de s’y retrouver au fur et a mesure de la lecture des sections qui suivent.

Théorie classique Théorie sur un corps perfectoide
k((u)) F perfectoide
S =W(k)[u] 6 =Wo,(OF)
& =% W(k)g 6B
G*.E(u) {éléments primitifs irréductibles}
&* . E(u)N & = {éléments primitifs}
O Bt
A =TTr>o0 % I (a), a primitif irréductible distingué
pas d’analogue (¢ pas bijectif) I (a) =" [[pheo " (a)”

4.1. p-modules sur &. Considérons 'anneau
S = Wo,(OF)
= {xeB|VYp€01]|z], <1}

En termes de polygones de Newton, & est I’ensemble des éléments de B dont le polygone de
Newton est contenu dans le quadrant {z > 0,y > 0}. Rappelons que I'on note

B+ = [L].

™
Rappelons également qu'un élément z = 3, ~o[z,]7" € & est dit primitif si 2y # 0 et il existe
d > 0 tel que x4 soit une unité. De fagon équivalente, z mod m # 0 et £ mod Wp,, (mp) # 0. On
remarquera que si x,y € G avec xy primitif alors = et y le sont également.

Définition 4.1. Un @-module sur & est un S-module libre M muni d’un morphisme p-linéaire
@ : M — M dont le conoyau est annulé par un élément primitif. On note

(p—MOdg
la catégorie des p-modules sur &.

Si (M, ) est un couple formé d’un G-module libre et d’un endomorphisme ¢-linéaire, apres
choix d’une base de M, (M, p) € ¢-Modg si et seulement si det ¢ est un élément primitif. Etant
donné (M, ¢) € p-Modg, il existe my,...,my € |Y] ainsi que des entiers positifs aq,...,aq tels
que

d
coker ¢ [ﬂ ~ @ B, m JFil% B, m
i=1
ou on rappelle que B;R o désigne le complété m-adique de B. Le conoyau de ¢ définit donc un
faisceau cohérent de torsion de support fini sur Y2¢ et donc un foncteur

tor

¢v-Modg — Cohyad

(M,p) > cokerp[i].
Exemple 4.2. On a cokerap[%] =0 si et seulement si o : M = M. Appelons étale un tel o-
module. A un tel w-module étale on associe le Og-faisceau lisse F = (Fp)n>1 sur Spec(Op)e ol
pour une Op-algébre étale finie A,

yn<A) = HomG,cp(M’ WOE,TL(A))
ot Wo, n(A) = Wo,(A)/m™. Cela induit une antiéquivalence entre les p-modules étales et les Op-

faisceauz lisses sur Spec(Op) ¢ i.e. les Og-modules libres de rang fini munis d’une action linéaire

continue du groupe de Galois Gal(EF|k‘F) d’une cloture algébrique kp de kp le corps résiduel de
F.
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Exemple 4.3. Soit K|Q, valué complet a corps résiduel k parfait et Ko = W(k)g. Fizons une
uniformisante m de K et soit E(u) € Ok, [u] le polynéme minimal d’Eisenstein de 7. Fizons une
suite de racines p-iémes de T, (wl/pn)nzo dans une cloture algébrique de K et soit

Koo = K(='/"").
n>0

Le corps f(\oo est perfectoide avec

—

F = K2 = k((z)"".
o
T = (”Up )nZO'

L’idéal associé de |Yp| est m = (E([x])) ou E([z]) est primitif de degré 1 :
Br/(E(n])) — Kx
Notons Sy((x)) = W (k)[u] muni du Frobenius tel que ¢(u) = uP. On note maintenant S l'anneau
noté & précédemment. Il y a un morphisme compatible auzr Frobenius
Sw@) — 6r
u — [7]
qui induit par extension des scalaires un foncteur

p-Mods, ., — ¢-Mods,

ot la catégorie de p-modules de gauche est celle définie et étudiée par Kisin dans [11]. L’image
essentielle de ce foncteur est contenue dans les p-modules dont le conoyau de ¢ est annulé par
une puissance de m.

On se restreint désormais au cas ou F' est algébriquement clos afin de ne pas prendre de risques
quant a la conjecture que l'on va énoncer, méme s’il est fort probable qu’elle reste valable pour F
pefectoide quelconque avec quelques modifications (cf. remarque 4.9).

Contrairement au cas < classique » de Kisin, nous devons localiser la catégorie de p-modules
précédente. Cela est dit au fait que 'on ne fixe pas de point particulier de |Y'| tel que le support
de cokerp[ 1] soit contenu dans ce point.

Notons .# D’ensemble multiplicatif des éléments primitifs de & et . ~'& l'anneau localisé
de & associé. Le monoide ./G* est le monoide libre sur les éléments primitifs irréductibles
a équivalence pres i.e.

S)G* ~ @ N.m.
me|Y|
Rappelons que si m = (a) € [Y] avec a = }_, 5 o[an|7" primitif de degré d on note
Imll = lao|*/*.
Définition 4.4.
(1) On note p-Modg [~ la catégorie dont les objets sont ceux de p-Modg et les morphismes
Homgo—Mod@, [—1] ((Mla (p)a (M27 90)) = Homyflﬁ,ap(yilMla yilMQ)'

(2) Pour p €]0,1] on note ¢-Modf la sous-catégorie pleine de p-Modg dont les objets sont
les (M, @) satisfaisant

vm € |Y] tel que m € Supp(coker p[L]) on a p? < |jm| < p.

Exemple 4.5. Pour (M,y) € p-Mods et k € N linclusion (QOk(M),(‘O‘@k(M)) — (M, ) est un
isomorphisme dans p-Modg [ 1.
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Le choix d’un p définit un domaine fondamental {m € |Y| | p? < ||m| < p} pour 'action de ¢
sur |Y|. La proposition qui suit dit que ce choix de domaine fondamental permet de se passer de
la localisation précédente.

Proposition 4.6. Pour tout p €]0,1][, le foncteur
p-Modf — p-Mods [~ 1]
est une équivalence de catégories.
Commencgons par démontrer la pleine fidélité c’est a dire la proposition suivante.

Proposition 4.7. Soient (M, ), (Ms, ) € p-Modf. Alors, tout morphisme
w: SIM, — ST M,

commutant a l'action de @ vérifie
U(Ml) C ’LL(MQ)

Démonstration. Quitte & remplacer M; par u(M;) on peut supposer que M; C .1 My est un
sous-G-module stable sous I’action de ¢ tel que M; /(M) soit annulé par un élément primitif et
pour tout m € Supp(M1/¢(M;)[%]) on ait p? < |Jm|| < p.
Remarquons que puisque .16 /G est sans m-torsion et Ms est libre, il suffit de montrer que
M, C MQ[ ]

1
U
Soit w € . qui annule M; /p(M7) et My/p(Mz) et dont le diviseur dans |Y| est & support dans
{m | p? < ||m|| < p}. Pour tout entier positif & on note

wy, = wp(w) -+ " (w)

qui annule My /% (My) et My /" (My).
Commengons par montrer qu’il existe un entier positif k tel que

® Wi [2] € ([ 2)).
Soit donc = € M et choisissons z € . tel que zx € Ms. Pour tout entier positif & il existe yi € M,
tel que

wiz = " (yx).
On a alors

o (07 F(2)k) = wizw € @*(My)

et donc

o " (2)yr € Ms.
Le & [%]—module

My [2]/Ms [Z] 0 M [ 7]
est annulé par un élément primitif a. Or pour k > 0 les diviseurs & support fini sur |V
div(e=%(2)) = ¢ *(div(2)) et div(a)

sont premiers entre eux i.e. & support disjoint. Il en résulte que pour k > 0, ¢~ *(z) agit bijecti-
vement sur

Mi[2]/Me[7] N My 7]

1
et donc
Yk € M2 [%]7

ce qui démontre (3).

Fixons un tel entier k et soit = € M;. Par application de (3) & ©*(x) on trouve que

Pt (e~ (wi)z) = wept (@) € * (Ma[1] N M N [2])
et donc
o~ (wp)z € My [2] N ML [2].
1

Finalement, le & [+]-module

My[3]/Mz[ 2] N ML []
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est annulé par wy et ¢~ F(wg). Grace a 'hypothese faite sur w, les diviseurs de wy et =% (wy)
sont premiers entre eux. On en déduit que ce module est nul. (]

La proposition qui suit est un analogue du lemme 4.1 de [7].

Proposition 4.8 (Modification des modules sur &).
Soit M un &-module libre. Notons A(M) I’ensemble des collections (Am)me|y|, 0t A, est un
réseau, de M @ Barm, telles que pour presque tout m on ait Ay = M Qg B;“R’m. L’application

M — (M' R B;FR,m)mG\Y|

induit une bijection entre les sous-S-modules libres de M engendrant 1M et A(M). L’in-
verse de cette bijection est donné par

(Am)m — [ (L' M N Ap).

Démonstration. Commengons par montrer que si (Ay)m € A(M) alors
(&' MNAw)
m

est un S-module libre. 11 suffit pour cela de montrer que si A C M ® Bggm pour un m € Y/,
m = (a) avec a € ., alors

M[inA
est un S-module libre. Quitte & remplacer M par a*M avec k < 0, on peut supposer que A C
M ® Bji_&m' Il s’agit alors de montrer que M N A est libre. On peut se ramener au cas ou le
Bz{R’m—module M ® Bijm/A est annulé par FillBj{R’m (on peut toujours trouver une chaine de
résecaux A=AgCA i C---CAg=M® BI&m avec A;/A; 11 annulé par FillBIR’m) et donc

M®Fil'Bl, . CACM®B, .
ce qui implique
aM C M NA.

Notons Cy, le corps résiduel de m d’anneau des entiers O¢, = &/(a). Il y a une suite exacte de
Oc¢..-modules

m

0— MnA/aM — M/aM — M @B, /A

Puisque M ®B;‘R /A est un Cy-espace vectoriel de dimension finie et O¢,, un anneau de valuation,
tout sous-Oc¢,, -module de type fini de celui-ci est libre. On a donc une suite exacte scindée de O¢,, -
module libres de rang fini

0— MnA/aM — M/aM — Imu — 0.

Si MNA/aM =0 alors M N A = aM est le résultat est clair. On suppose donc que ce n’est pas
le cas. L’anneau & est local d’idéal maximal

En particulier, 'idéal Ga est contenu dans le radical de Jacobson de &. Par application du lemme
de Nakayama on en déduit ’existence d’une base de M dont le premier élément appartient a
M N A. La projection sur le premier élément de cette base induit une suite exacte

0—MnNAN-—MNA—G—0
ou M’ C M est le module libre noyau de la projection et
AN =M @Bi, . NA.

L’hypothese de récurrence implique que M’ NA’ est libre et on conclut donc que M 1’est également.
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Pour finir la démonstration de la proposition il suffit de montrer que si M’ C .1 M est libre
sur & et engendre . 1M alors

M = (& 'MAM @Bjg ).
m
Notons pour cela M le &-module du second membre, M’ C M”. D’aprés ce que on vient de
montrer, M" est libre. Il est également clair que
M'[Z] = M"[Z].
Considérons 'idéal principal
a=Div(M' — M")C &
qui est engendré par le déterminant de I'inclusion M’ < M" apres des choix de bases de M’ et
M". On a donc

o[2] = 8[]

s s
De plus, puisque M"' /M’ est annulé par un élément primitif, a est engendré par un élément primitif.
On conclut que a = & soit M’ = M". O

Remarque 4.9. Si F' n’est pas algébriquement clos et a est primitif irréductible de degré > 1
alors & /(a) nest plus un anneau de valuation mais seulement un sous-anneau strict de l’anneaw
des entiers du corps valué & [%] /(a). La preuve précédente ne marche donc pas dans ce cas. C’est
la raison principale pour laquelle nous nous restreignons au cas ou F' est algébriquement clos. En
effet, indépendamment de son utilisation dans la démonstration de la proposition 4.6, la proposition

4.8 devrait jouer un roéle essentiel dans la preuve de la conjecture que nous allons énoncer.

Corollaire 4.10. Soit (M, ¢) € ¢-Mods. Il y a une bijection entre l’ensemble des sous-p-modules
de M qui sont des objets de p-Mods engendrant M et le sous-ensemble A(M,p) de
A(M) formé des (Am)m tels que pour tout m

gD(Am) C A@(m).

Fin de la preuve de la proposition 4.6. Montrons maintenant la surjectivité essentielle du fonc-
teur

¢-Modg — p-Modg[-7 1]
Soit donc (M, ¢) € p-Modg. On note pour tout m € [Y|, Ay = M ® B;R,m' On a alors
M/(p(M) [%] = @ Am/@(Atpfl(m))-
me|Y|

En particulier pour presque tout m, ¢(Ay) = Aym). Pour toute classe d’équivalence o € [Y|/o?
soit m, I'unique élément dans la classe a tel que p? < ||m,|| < p. Définissons alors (AL, )m € A(M, )
tel que pour tout «,

sii <O, A;i(ma) = ()Ok(ALpi—k(ma)) pour k> 0.

On a alors pour tout m, p(Am) = Ay sauf si p(m) = m, ol « est la classe de m. Le module M’
associé & (A, )m par la proposition 4.8 est alors tel que (M’, ) € p-Mod&. O

Exemple 4.11. Pour tout k € Z, ’équivalence composée
qk
©-Modf ~ p-Modg[.7 "] ~ ¢-Modf

est donnée par
(M, ) — (£"(M), )
ot pour k < 0, k(M) est pris dans .1 M.
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Exemple 4.12. Puisque F est algébriqguement clos, tout x € &> s’écrit sous la forme y/p(y) avec
y € 6%. On en déduit que l’ensemble des classes d’isomorphisme d’objets de rang 1 dans p-Mods
est en bijection avec Divt (Y)/", les diviseurs a support fini sur |Y|. Au diviseur D =Y, @ [m]
on associe la classe d’isomorphisme du @-module de rang 1, 1(D) = &.e tel que p(e) = xe avec x
primitif vérifiant div(z) = D.
La catégorie p-Mods est tensorielle. Si Pic(o-Modg) désigne le monoide des classes d’isomor-

phisme d’objets de rang 1 muni du produit tensoriel alors D — 1(D) induit un isomorphisme

Divt(Y)/™ =5 Pic(p-Mods).
On a alors

1(D) ~ 1(D") dans p-Mods[.# "]
si et seulement si il exviste D" € Div(Y )™ tel que
D— D' =D"—pD").

Cela est encore équivalent a ce que via l'application

DivH (V)™ —  Divh(Y/e?)

D +— > ¢"(D)
nez

les images de D et D' dans Div' (Y /%) = Divt(X) coincident. On a donc

Pic(o-Mods[.#~1]) ~ DivT(X).

4.2. Modifications de fibrés.

4.2.1. Définition. Une modification de fibrés sur la courbe X consiste en la donnée d’un triplet
(&1, 8E5,u) ol & et & sont des fibrés sur X et w est un isomorphisme générique entre & et &
c’est a dire

u (5017, L> 60277.
Il revient au méme de demander que w soit un isomorphisme

Ex\s — Eax\s

ol S est un ensemble fini de points fermés de X. Les modifications de fibrés forment une catégorie
exacte E-linéaire.
Définition 4.13. Une modification de fibrés (&1, &2, u) est dite

(1) effective si u(&1) C &

(2) admissible si & est un fibré semi-stable de pente 0.
On note AModifx, //lodz'f)%o et //lodif)%d les catégories associées.
Exemple 4.14. Les classes d’isomorphisme d’objets de rang 1 de %odifﬁd’zo sont en bijection
avec les diviseurs positifs sur X. Au diwiseur D on associe la modification Ox C Ox (D) a iso-
morphisme pres.

4.2.2. Classification de de Rham. Se donner une modification est équivalent a se donner un couple

(éav (Am)x€|X|)

e & est un fibré vectoriel .
e (Az), est une collection de réseaux A, C &,[;-] pour tout point fermé z € | X/, t, désignant

une uniformisante de 6)(@, telle que pour presque tout z, A, = Z";
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A la modification (&1, &, u) on associe

(62 (w(E10) e )

Via cette paramétrisation, les modifications effectives correspondent aux (&, (Ay)s) tels que pour
tout z, A, C &,.

L’anneau BT est le sous-anneau de B formé des éléments dont les polygone de Newton est
contenu dans le demi-plan supérieur,

Bt ={feB|1m|fl, <1}.
p—1
<

Soit p-Modg+ la catégorie des BT-modules libres de rang fini munis d’un isomorphisme ¢-linéaire.
Rappelons qu’il y a une équivalence de catégories

(p—MOdB+ ;> FibX
(D) +— &(D,¢)
ou &(D, ) est le faisceau associé au P-module gradué
o=
d>0
Soit m € |Y| et z(m) le point fermé associé de X via I'uniformisation
Z ~
Y1/¢" — |X].
Rappelons qu’il y a une identification canonique
B:;R,m *N_> OXJ(‘“)

via laquelle

D ® B;FR,m = &(2,9)

z(m)’

Définition 4.15. Un @-module jaugé sur BT consiste en la donné d’un p-module (D, ) sur BT
et pour tout m € |Y| d’'un réseau Ay C M @ Bagm satisfaisant

o pour tout m, P(Am) = Ay(m)
o pour presque tout m modulo %, Ay = M ® B;er,m-

1l est dit effectif si pour tout m, Ay, C M ® Bj{&m. On note
p-ModJag+, <p—M0dJaBZ+0
les catégories associées.

On a donc une équivalence
p-ModJag+ — Hodify
induisant une équivalence entre catégories d’objets effectifs.
Définition 4.16. Un p-module jaugé est dit admissible si la modification associée l’est. On note
go—ModJa%‘ér

la catégorie associée.

Le théoreme de classification des fibrés sur X fournit le critere d’admissibilité suivant.
Proposition 4.17. Un @-module jaugé (D, P, (Am)m) est admissible si et seulement si

() (D77 Aw)
me|Y|

est un E-espace vectoriel de dimension le rang de D.
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Exemple 4.18. Supposons que E = Q,. Soit m € Y| et C, = B/m. Soit H un groupe p-divisible
sur Oc,,. Notons

D(H) = H°((Spec(Oc,, /p)/ Spec(Zy))cris, D(H))
lévaluation du cristal de Dieudonné covariant D(H) de H sur l’épaississement
Om : Aeris(Oc,,) — Oc,, -
1l est muni de la filtration de Hodge
Fil'A.,...D(H) C FilD(H) c D(H)
telle que
D(H)/Fil' AcrisD(H) = wpo.
Utilisant le théoréme 7.21 de [3] on a alors
D" (H) = (] ¢"(D(H)[L]) € p-Modg-.
n>0

La filtration de Hodge définit alors un p-module jaugé admissible de p-module sous-jacent D™9(H).
La modification de fibrés associée est la suite exacte

0 — Vp(H) ®g, Ox — ED"(H), ) — in(mywpo 1] — 0.

Exemple 4.19. Soit K|Q, valué complet de valuation discréte a corps résiduel parfait et Ko =

W (kx)g. Prenons F = C” avec C = K et E = Q,. On dispose d’un point mg € |Y'| canoniquement
fixé qui est le noyau de Uapplication 6 : B — C. Soit p-ModFily k, la catégorie des @-modules
filtrés de Fontaine. Il y a un foncteur

p-ModFilg /i, — @-ModJap+
(D,¢,Fil*Dg) +— (D ®k, BT,0® ¢, (An)m)
0t A = D@ Bgp . sim ¢ ¢%(mg) et
Am, = Fil’(Dk @k Blg )

via la section canonique de 0 : BjR me — C au dessus de K. Via ce foncteur, un p-module filtré
est admissible st et seulement si le w-module jaugé associé [’est.

ad,>0

Exemple 4.20. Les classes d’isomorphisme d’objets de rang 1 de p-ModJa sont en bijection

avec les diviseurs positifs sur X . Si D est un tel diviseur de degré d, choisissonst € Py = (B+)‘F:7’d
tel que div(t) = D. Le @-module jaugé associé a pour p-module sous-jacent BTt~1 et pour jauge
Am = B;_R,m C BdR’mt_l.

4.2.3. Classification de Hodge-Tate. Les foncteur sections globales et V — V ®q, Ox induisent
des équivalences inverses entre fibrés semi-stables de pente 0 et F-espaces vectoriels de dimension
finie.

Définition 4.21. Un module de Hodge-Tate consiste en un E-espace vectoriel de dimension finie
muni de réseaur A, CV ® Ox,z[%] pour tout point fermé x de X tels que pour presque tout x,

Ay =V ®q, E)\X’m. 1l est dit effectif si de plus pour tout x, V ® 6)(,1 C A;. On note
ModHT, ModHT=°
les catégories associées.
A tout (&, &, u) € Aodift’ on associe le module de Hodge-Tate (V, (A,),) défini par
Vv = H'X, &)
A = G

Cela définit une équivalence
Modif = ModHT.
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Exemple 4.22. Reprenons les notations de l'exemple 4.18. Il y a une suite exacte de Hodge-Tate

0 — wir[1](1) 22 Vo(H) @ Gy 2 wgn [1] — 0,

L’inclusion

Wir[2] € Vo(H) ® Cua(=1) = Vo (H) ® Fil ' Bapm /Fil*Bag m
définit un module de Hodge-Tate effectif. La modification admissible de fibrés associée est coincide
avec celle définie en termes de p-modules dans Uexemple 4.18.

Exemple 4.23. Avec les notations de l'exemple 4.19, soit V une représentation potentiellement
log-cristalline de Gal(K|K). Elle définit un module de Hodge-Tate (V,(Az)z) ot Ay =V ® Ox
st x n’est pas associé a my et

Gk
Ay = (V ®q, BdR,mo) ®K Bigm, C V ®q, Bar,m,

sinon via l'identification Z’)\X@ = B;er Mo Via la construction de Fontaine associant un @-module
filtré a une telle représentation, la modification de fibrés associée coincide avec celle de ’exemple
4.19.
Exemple 4.24. Les classes d’isomorphisme d’objets de rang 1 de ModHT =° sont en bijection
avec les diviseurs effectifs sur X. Au diviseur D on associe V. =FE et A, = Ox(D),.
4.3. Construction d’un foncteur p-Modg — //lodif)‘éd’zo. On donne dans cette section la
premiére construction du foncteur qui va nous intéresser. Nous suivons ici 'article [7].
4.3.1. Rappels sur l’anneau B. Rappelons que ’on note
vo: BT — R, U{+o0}
Z [zp]7" — inf{v(z,) | n € Z}.
n>—oo
C’est une valuation qui s’étend & 'anneau B,

vo(x) = }13(1) vp(x) = EgéNewt(x), x € BT,

Notons
p={zeB"|w(zx) >0},
et
B=B"/p.
On montre alors que
p= U laB*
acmp

et que de plus
B*T/pnB>t 5 B.

On note encore p pour p N BY* lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité. Le Frobenius ¢ est bijectif sur B.
De plus, B est un anneau local d’idéal maximal Wo,, (mg)[1]/p et de corps résiduel

MaDE(kF)Q'
Rappelons maintenant que ’application de réduction modulo p induit une équivalence
o-Modp+ — p-Modz.

De plus, apres avoir fait un choix d’une section de la projection Op — kg, le foncteur d’extension
des scalaires des kp-isocristaux vers les p-modules sur BT

p-Modw (), — p-Modp+

est essentiellement surjectif. Plus précisément, tout objet de p-Modg est (non-canoniquement) iso-
morphe & l'extension des scalaires de Wo , (kr)g & Wo, (OF)g de sa réduction modulo We , (mp)g.-
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4.3.2. Construction du morphisme de périodes £. Soit (M, ) € p-Modes. Remarquons que tout

élément primitif de & devient une unité dans B. Il s’ensuit que la réduction modulo p de (M [L],¢)

définit un ¢-module sur B B
(M, ) ®s B € p-Modg.
Inversant I’équivalence ¢-Modg+ — ¢-Modg, on en déduit 'existence de (D, ) € ¢-Modg+ et
d’un isomorphisme
L (D7(P) O+ B ; (M,(p) Rs B

bien définis a isomorphisme unique prés.
Exemple 4.25. Avec les notations de l'exemple 4.3, le morphisme

Sk((w) — 6F
envoie u sur (] qui vérifie vo([x]) > 0. Il induit donc un morphisme

Gk((u))/u — E
Ce morphisme se reléve canoniquement en un morphisme vers BT compatible a action de ¢
puisque Sy ((uy)/u = W (k). Ainsi, si (M, ) € p-Mods,,,,, apres extension des scalaires @ G,
le p-module sur Bt associé par la construction précédente est

(D, ) = ((M, ) @u=o W (K)) @uw ) B.
La proposition qui suit est un analogue du lemme 3.5 de [7].
Proposition 4.26. Il existe un unique morphisme
£€:D— M®s B
commutant a l'action de @ et induisant v par réduction modulo p.

Démonstration. Si & et & sont deux tels morphismes alors
& —&: D — [a].M ®g BT
pour un a € mp. Mais puisque & et & commutent a l'action de ¢ et puisque ce dernier est bijectif
sur D, pour tout k >0
k
Im(&; — &) C [a? |.M ®¢ BT,
On conclut que & = & puisque BT est séparé pour la topologie définie par vg.

Passons a l'existence. On note désormais ¢p et pp; pour les Frobenius respectifs. On peut
trouver (cf. rappels fin sec. 4.3.1) un sous-&-module libre stable sous laction de ¢p, A C D, tel
que

A®s BT =D.
et
CATL] ™ 1
vp : A[7] = A[Z].
On peut alors relever le morphisme de B = & [%] /p-modules
viA[Z] /e = M[2]/p
en un morphisme de & [%]—modules
S A[z] — M[Z].
Quitte & remplacer A par mFA avec k > 0 on peut supposer que £y(A) C M. Soit C € N tel que
dans A[%]
opt(A) T CA
Puisque ¢ est un morphisme de p-modules, il existe a € mp tel que
par oo opp (A) C o] M.

Notons alors pour tout n € N

&= oboopp" A[L] — M[L].
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On a alors
(€nt1 = &a)(A) € 77"Cla” M.
Puisque hr—f a ¢ [aq"] = 0 dans BT, on en déduit que la suite (£,,) converge vers un morphisme
n—-+o0
& A[%] — M ®e BT dont on vérifie qu’il convient. O
Remarque 4.27. On remarquera l’analogie entre la construction du morphisme £ et la description

donnée Zink dans la proposition 71 de [16] du morphisme des périodes en termes de Displays. Dans
le cas des groupes p-divisibles ces deux constructions sont en fait les mémes.

Exemple 4.28. On reprend les notations de l’exemple 4.25. Soit O l'anneau des fonctions holo-
morphes de la variable u sur le disque ouvert de rayon 1. Le morphisme u — [x] de Gi((u)) dans
G se prolonge en un morphisme

O — B*.
Pour (M, ) € p-Mods,,,, le morphisme & que l'on vient de décrire associé¢ a (M, ) @ & est
lextension des scalaires via O — Bt du morphisme construit dans le lemme 3.5 de [7].

Exemple 4.29. Soit M = S.e, p(e) = xe de rang 1 (cf. exemple 4.12). On peut toujours supposer
x distingué c’est a dire x = @ modulo Wo,,(mp) ot d est le degré de x. On peut alors former le
produit convergent de Weierstrass

() = [[ &= Ef) € B*.
n>0 i
On a alors D = Bt .e avec p(¢) = mle et
() = TT* (2)e.

Exemple 4.30. Reprenons l’exemple 4.3. Soit © = pE([x])/E(0), un générateur primitif distingué
de m. Avec les notations de [11], si

A= [T ¢ Ew)/Ew0)
n=0

comme fonctions holomorphe de la variable u sur le disque ouvert alors
I (2) = M([z)).

Puisque la formation de & est compatible au déterminant, on déduit de I’exemple précédent la
proposition suivante.

Proposition 4.31. I existe un élément primitif distingué x € & tel que
g:D{H%m} = M ®e Bﬂﬂ%@)]
4.3.3. Construction de la modification. Commencons par la proposition suivante.
Proposition 4.32. Pour (M, ) € p-Modg
Homg (M, S)
est un Og-module libre de rang rgs(M).

Démonstration. Apres avoir fait le choix d’une base de M, cela se rameéne a prouver la chose
suivante. Soit A € M,(S) une matrice dont le déterminant est un élément primitif. Alors, le
Opg-module
T:{XGG" |“’X:AX}
est un Og-module libre de rang n. Il est clair que T est m-adiquement complet sans m-torsion. Il
suffit donc de montrer que
dimp, T'/7T = n.
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Notons A € M, (OF) la réduction modulo 7 de A. Soit

n Frob— A n
g = ker (GG/OF _— a/OF)

C’est un schéma en groupes fini et plat sur Op d’ordre ¢". Puisque det A # 0, il est de plus
génériquement étale et donc, F' étant algébriquement clos,
dim]Fq g(OF) =n.
11 suffit maintenant de montrer que ’application de réduction modulo w
T — g(OF)
est surjective. Par approximations successives, cela se rameéne a montrer que le morphisme

n Frob— A n
a/OF GG/OF

est surjectif au niveau des Op-points ce qui résulte de ce que ce morphisme est plat fini et F
algébriquement clos. O

Exemple 4.33. Soit M = G.e, p(e) = xe de rang 1 (cf. exemple 4.12). Alors, avec les notations
de 2], Hom,(M, &) est engendré par e — II~ ().

Définition 4.34. Pour (M, ¢) € p-Mods on pose

V(M,p) = Hom,(M,&)[]
E(M,p) = &(DY, ) € Fibx.
ou DV = Homp+(D,BT) le p-module dual.

On a
H(X,6(M,¢)) = smg+(D,BT)#=1
= Hom,(D,B")

et 'application ¢ : D — M ® BT induit par transposition un morphisme

& V(M,p) — HY(X,6(M, )
c’est a dire un morphisme de fibrés

u:V(M,p)®p Ox — &M, ).
Proposition 4.35. Le morphisme de fibrés précédent u est une modification.

Démonstration. Puisque les deux fibrés ont méme rang il suffit de vérifier que ce morphisme est
génériquement injectif. D’apres la proposition 4.31 il existe ¢ € P homogene tel que apres inversion
de t

£:D[3] > Mos B[],
Avec les notations de 4.31 il suffit de prendre ¢ = II'" ()11~ (). Soit B, = B[1]¥=!4. Sur 'ouvert
affine D (t) = Spec(B,) le morphisme de fibrés est donné par le morphisme de B.-modules
¢ :Homg (M, S) ®p, Be — HomBﬂ%W(D[%LBﬂ%D.
11 suffit donc de vérifier que ’application
Home ,(M,8) ®0, B. — Homg ,(M,B*[}])

est injective apres extension des scalaires au corps des fractions de B, ce qui résulte du lemme
bien connu 5 qui suit. O

Lemme 5. Soient K un corps muni d’un automorphisme o et V. un K-espace vectoriel muni d’un
endomorphisme o-linéaire u. Alors l'application linéaire

Vel @ o K — V

est injective.
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4.3.4. Fonctorialité.
Proposition 4.36. La correspondance
(M, ) — [V(M7 ©)®0x — E(M, go)]
induit un foncteur contravariant
o-Mods[.# ] — Modifs™=°

Afin de montrer la proposition précédente, commengons par vérifier que la correspondance
(M, ¢) — V (M, p) s’étend en un foncteur défini sur o-Modg[.#~1]. Cela résulte du lemme suivant.

Lemme 6. Pour (M, ) € p-Mods on a
V(M,p) = Homy-1g ("M, 7 '8).
Démonstration. 1l s’agit de vérifier que tout morphisme de G-modules
M— 77'6
commutant a ¢ est a valeurs dans &. Pour cela, remarquons que

yilG/G [%] = @ BdR,m/B;R,m

me|Y|

sur lequel ¢ agit par permutation de m € |Y| via ¢ : Bypm — Bar,p(m)- Il résulte de cette
description que tout sous-G [%]—module de type fini de .16 /& stable sous ¢ est nul. O

La correspondance (M, ¢) — (D, ¢) s’étend en un foncteur sur o-Modg[-# 1] et donc (M, )
& (J\j , ) également. C’est une conséquence de ce que les éléments de . s’envoient sur des unités
de B et donc

M®6§=¢7_1M®y716§.
Il reste donc a vérifier la fonctorialité de &. Pour cela, soit ¢ € & primitif distingué et
1
f My — Mo [a]
un morphisme de G-modules commutant a ’action de ¢. Il induit un morphisme de modules sur
BT commutant & 'action de ¢

1
M, ® Bt —s M, ® BT [7}
e 207

Par construction méme de £ (cf. preuve 4.26), le diagramme

D, il M, @ B+

|

Dy 5 My @ BYC— My @ B | ]

commute. On en déduit un morphisme de modifications.

4.3.5. Calcul du conoyau et du p-module jaugé associé. Si N est un 6[%]—module annulé par un
élément primitif on note

NY =Hom_ 1 (N, '6/6[1])

s[d) (
son dual ou

S 6/6[L] = P Barm/Blgw

me|Y|

Proposition 4.37. Soit (M, ¢) € ¢-Mod% pour un p €]0,1][.
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(1) Le conoyau de
V(M,p) @ Ox — (M, ¢)
s’identifie au faisceau cohérent sur X associé au faisceau cohérent sur X4
Per7
nez

ot .F est le faisceau cohérent de torsion a support fini de sections globales (cokercp[%])v.
(2) Le o-module jaugé associé a la modification est (DY, o, (Am)m) 0w si pour m € |Y| on note

émn =E®1d: D ®p+ Bipm — M ®¢ Bapm

alors lorsque ||m|| €]p?, p]
v

Am = (&2 (M @ B(JirR,m))
le réseau dual de &30 (M @ BIR m) dans DY @ Bapm = (D @ Bapm)".
Démonstration. Pour tout m € |Y| il y a un diagramme commutatif

&m
D @p+ B;R,m — M ®s B;R,m

s [w

D @p+ B}_R,<p(1n) — M ®s B

dont les fleches deviennent des isomorphismes aprés extension des scalaires a Bgg. Puisque &
devient un isomorphisme aprés inversion d'un élément de la forme I1*(a) ou div(a) € Div(Y) a
pour support Supp(coker ¢[£]), on sait que si ||m|| ]p?, p] alors la fleche horizontale du haut est

1
un isomorphisme. On en déduit que si |[|m|| €]p?, p], il y a une égalité de réseaux
(M @Bl 1(my) = én(D®Bjp ).

Sous cette hypothese il y a donc un morphisme injectif de BIR’m—modules induit par 'inverse de

€m
M B:l_R,m/SD(M ® B;R,gafl(m)) —D® BdR’m/B;i’—R,m'

Cela induit par application de Hom(—, Bag m/ B;R «) un morphisme surjectif
v
DY ®@p+ le_R,m = Homg+ (D, B;;R,m) — (M ® BgR,m/‘P(M ® B;R,Wl(m))) :
Soit z(m) € | X| le point associé & m. Il y a une identification canonique
E(A )

d’out un morphisme surjectif de faisceaux cohérents

; + + v
EM ) — D iam (M OBlpu/o(MEB, 1)) =9

Imli€lp?.p]

a(m) = D" @p+ Bipm

On vérifie facilement que ce morphisme composé avec
V(M,p) ® Ox — &(M, )

est nul. Afin de conclure il s’agit maintenant de montrer que la suite obtenue est exacte. Pour
cela, il suffit de montrer que

deg(&(M,p)) = deg(V (M, p) @ Ox) +deg(¥).

0

Le degré de &(M,p) se calcule en termes du polygone de Newton de l'isocristal obtenu par
réduction modulo Wo, (mp) :

deg(6(M, ¢)) = [M @ Wo, (kr) : o(M ®s Woy (kr))].
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De plus
deg(¥9) = longe[l] (coker p[L1])

qui coincide bien avec deg(& (M, ¢)). O

4.4. Construction analytique du foncteur. On présente maintenant une construction du fonc-
teur

¢p-Modg [# 1] — odify=°
en termes de fibrés vectoriels sur Y%¢. Il s’agit d’une construction < analytique » par opposition
a la construction précédente qui était < algébrique >.

Définition 4.38. On note p-Modo,,,, la catégorie des fibrés vectoriels & sur Y munis d’une
modification de support fini

PrE— &.

Par modification de support fini on entend que le faisceau cohérent de torsion &/¢*& est a
support fini i.e. contenue dans YI“d pour un intervalle compact I CJ0, 1[.
Il y a un foncteur
¢-Mode — ¢-Modo,,,,
(M,QO) — (M®(‘5 OY‘“US&@()D)'

La proposition suivante est élémentaire mais fondamentale pour la construction.

Proposition 4.39. Soit (£,¢) € p-Modo,,, . Alors,

n>0 n<0

sont des fibrés vectoriels -équivariants sur Y4 donnant lieu a un objet de M odifyaa

m(pn*éa(_> U@n*éa

n>0 n<0

Démonstration. Commencons par préciser les notations. La modification ¢*& < & induit par
itération une suite de modifications

R L A S S S QU o}
qui forme un systéme projectif. On note alors
ﬂ P™E = lim " &
—
n>0 n>0
comme faisceau de Oy-wa-modules. De la méme facon, on dispose d’un systeme inductif

(n—1)%

et on note
U PVE = lim " &
—
n<0 n<0
Soit maintenant I C]0, 1[ un intervalle compact. Puisque le conoyau de ¢ sur & est & support fini,
il existe un entier N € N tel que pour n > N, les morphismes de faisceaux de Oy aa-modules

(p(n+1)*g) N (pn*éa

et
(") E — (o) E
soient des isomorphismes en restriction & Y%, Il en résulte que les systémes projectifs et inductifs

précédents deviennent < essentiellement constants > en restriction & Y. On en déduit facilement
le résultat. O
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Pour (&, ¢) € p-Modo,_,, on note désormais

ad

b = (™€
n>0

&> = |Jeme.
n<0

Remarquons le point clef suivant : les inclusions de fibrés

E CECE®
sont telles que :
o il existe p €]0, 1] tel que
Boolvigt = Givipty
o il existe p’ €]0, 1] tel que
oo 4 — o0 4
‘Y]Om’] ‘Y]OJJ/]

Lemme 7. Soit (61,¢) — (&2,¢) un morphisme de p-modules sur Oyaa tel que le morphisme
induit & — & soit une modification & support fini i.e. & — & de conoyau un faisceau cohérent
de torsion de longueur finie. Alors,

éal,oo ;> éo?,oo

EFC s &C.
Démonstration. 1l existe p €]0,1[ tel que le morphisme
(gol,oo — éaQ,oo

soit un isomorphisme sur Y[Zdu- Puisque ce morphisme est un morphisme de fibrés ¢%-équivariants

et que les itérés sous ¢? de Y[Zdl[ recouvrent Y%, c’est un isomorphisme. On conclut de la méme
facon pour le morphisme &> — &5°. O

Définition 4.40. On note ¢-Modo_,,, [#71] la catégorie p-Modo,,,, localisée relativement a
la famille de morphismes (&1,¢) — (&2,¢p) dont le morphisme sous-jacent & — & est une
modification o support fini.

On a donc construit un foncteur contravariant
o-Modop_,[#7Y) — . ModifZ°
(&,0) [ 6],

yad

Il y a bien évidemment un foncteur
o-Modg[7'] — ¢-Modo_,, [~
(M,p) +— (M ®s Oyai,p@9).
Proposition 4.41. Le foncteur composé
p-Mods .7~ — p-Modo

. . ad,>0
est a valeurs dans Modify“=".

[~ — Modif Z°

yad

Démonstration. Rappelons (on renvoie & la section 7 de [3] par exemple) que 1’on note
# = lim L(Y;§%), Oyea)
p—0

l'anneau de Robba et
EN =% = 0g1[21]
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avec

Ogr = {zeZ| gli?)'x'p < +oo}

{Z[mn}w" €0g, | Fp>0,3C €R, Vn |z,|p" < C}.
n>0

Remarquons maintenant que 'inclusion & C O+ s’étend en une inclusion

S716 Ot
i.e. tout élément primitif dans & est une unité de Og+. Maintenant, pour (M, ¢) € p-Modg, si
(&,¢) = (M, ¢) ®s Oyaa, puisque pour un p €]0,1[ on a

éa d = d
‘Ylg el Y](8 ]

alors

. ooy -

lim HO(Y5,), 6%) = M ©s Z

p—0
comme @-module sur 'anneau de Robba. Mais puisque tout élément primitif devient une unité de
Ogi, ce p-module est étale au sens de Kedlaya :

(M ®@s 2,02 p)=(M&s Ogi, 9 ®@¢p) Ro,, #

avec ¢ @ ¢ bijectif sur M ®g Ogt. D’apres Kedlaya, le fibré £ associé sur X est semi-stable
de pente 0. O

Nous ne démontrons pas le résultat suivant afin de ne pas alourdir le texte. Il suffit de retracer
pas a pas chacune des constructions.

Proposition 4.42. Les deux constructions précédentes du foncteur
o-Modg [ — //lodzfad 20
coincident.

4.5. Enoncé de la conjecture. Commencons par résumer ce que ’on a démontré dans les sec-
tions précédentes.

Théoréme 4.43. Il y a un foncteur contravariant
¢-Mods |77 — . Modify=°
(M,p) — [V(M,9)®0, Ox — E(M, )]
ot

o V(M,p) = Hom,(M,S).
o &(M,p)=E(DY,p) avec (D, ) € p-Modg+ tel que

(M,(,D)@GE:(D,QO) (®B‘*'E

via l'équivalence o-Modg+ —> p-Modg.
e via l’équivalence p-Mod& = ¢-Mods|.# '] pour un p €]0,1[, le conoyau de la modifi-
cation est le faisceau cohérent de torsion sur X associ€ au faisceau cohérent de torsion

p-1nvariant
Dot
nez
sur Yo ou F est tel que HO(Y*, F) = (coker p[L])V.

Via l’équivalence entre fibrés sur X et fibrés sur X, le foncteur précédent est donné par
(M g{) |: m gOn* M®b Oyad — U gOn* (M ®G Oyad):| .
n>0 n<0

On peut maintenant énoncer la conjecture.
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Conjecture 4. Le foncteur
p-Mods [ ® Q, — t//lodif;d’zo
est une équivalence de catégories.

4.6. La conjecture en rang 1. On reprend les exemples 4.12, 4.20, 4.29 et 4.33. Le théoreme
suivant est essentiellement contenu dans [2].

Théoréme 4.44. La conjecture précédente est vérifiee pour les objets de rang 1.
Démonstration. L’essentielle surjectivité se résume a ce que tout ¢ € P homogene s’écrit sous la
forme I(z) = I (z)II" (z) & un E*-multiple pres ot # € & est primitif distingué. Ce résultat est
démontré dans [2].

Passons & la pleine fidélité. Soient M = G.e avec p(e) = xe et M' = S.€ avec p(e) = ye deux
¢-modules de rang 1 dans p-ModfZ. On peut supposer que z et y sont distingués i.e. congrus a

une puissance de 7 modulo We, (mp). Se donner un morphisme de M vers M’ revient & se donner
un élément z € & vérifiant

xz = (2)y.
Si une telle équation est vérifiée alors
div(z) + div(z) = ¢(div(z)) + div(y)
dans Div'(Y). Puisque z € &, son diviseur est contenu dans {||m|| > p} pour un p €]0,1[. On en
déduit que si D = div(x) — div(y) alors
div(z) = Y ¢™(D).
n<0

Puisque les supports des itérés de D sous les puissances de ¢ sont disjoints (grace a 'hypothese
faite que nos ¢-modules sont dans ¢-ModZ) on a donc D > 0 c’est & dire

div(z) > div(y)
soit encore xz € Gy. Ecrivons z = wy, w € &. Nécessairement, w est primitif distingué et
z =11 (w)

a un E*-multiple prés. On vérifie alors facilement que le choix d’un tel 2z est équivalent & se donner
un morphisme des modifications associées. O

4.7. Quelques pas vers la conjecture du point de vue analytique.

Proposition 4.45. Le foncteur

o-Modo_,,[#7Y) — . Modif Z°

yad Xad
\%
(&,¢) — {éaoo — éaoo]

est une équivalence de catégories.

Démonstration. Etant donné un faisceau cohérent de torsion .# sur Y4 et un intervalle CJo, 1]
on lui associe le faisceau cohérent de torsion

T F =% j; F
ott jr : Y4 < Y, (Cest le plus grand sous-faisceau de % a support dans Y24, Remarquons que
e (11.F) =11 (" F)

ol les extrémités de I’ sont obtenues & partir de celles de I en appliquant p — p?.
Nous allons décrire un foncteur inverse. On choisit p €]0, 1] quelconque. Soit

IO C 5
une modification de fibrés p?-équivariants sur Y*?. On lui associe la modification duale

Hy C A
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Soit alors & I'unique Oy-«a-module satisfaisant
Hy C & C A
81 =0,( 7 17).

On a via la structure ¢?-équivariante sur J4" /745"
e (0 (#416)) = mopm(e(#4/4"))
= no(247/4))
R T CAVE

On en déduit que via le morphisme p*54" — 5,
pECE
avec pour conoyau un faisceau cohérent de torsion de longueur finie. On vérifie aisément que cela

définit une équivalence inverse (indépendante du choix de p grice a la localisation faite de la
catégorie p-Modp O

yad ) *
Mentionnons maintenant le résultat suivant dont nous éludons la preuve.

Proposition 4.46. Via le foncteur sections globales sur Y4, la catégorie p-Modo,, ., [~ est

équivalente a la catégorie Lp-]lféf\oZZB dont les objets sont les couples (M, @) ot M est un B-module
projectif et ¢ : M — M un morphisme p-linéaire de conoyau annulé par un élément primitif et
les morphismes entre (M, ¢1) et (Ma,p2) sont donnés par

HOmy—1B7¢(y_1M1,y_1M2).
En examinant la preuve du lemme 1.3.13 de [11] on est alors amené & la conjecture suivante.

Conjecture 5.

(1) Soit M un B-module projectif muni d’un morphisme p-linéaire de M dans lui-méme de
conoyau annulé par un élément primitif. Alors, M est un B-module libre i.e. le fibré associé
sur Y4 est trivial.

(2) Pour tout entier n on a

GL,(%#) = GL,(B).GL,(%").
Théoréme 4.47. Sous la conjecture 5, la conjecture 4 est vérifiée.

Démonstration. Soit (M,yp) € <p—1\’/[\c;13. Par hypotheése, M est un B-module libre. L’objet de
M odif)?o associé est admissible si et seulement si

(M, ) @ %
est étale i.e. de la forme

(A7 90) ®Og,f 4

avec A C M ®pZ un O g+-module libre de rang fini et ¢ : A =+ A (un tel réseau A est alors unique
a isogénie pres i.e. A[[%N est unique). Si c’est le cas, d’apres le point (2) de la conjecture 5, on
peut choisir une base de M qui soit une base de A[%] Puisque BN %’ =& [%], on en déduit que
(M NA, ) € p-Modg et vérifie

La correspondance (M, ¢) — (M N A, ) induit alors une équivalence inverse. O

4.8. Application aux groupes p-divisibles.
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4.8.1. Construction d’un foncteur. Soit C|Q, valué complet algébriquement clos et F' = C’. On

prend £ = Q, et on note m = ker (B LN C) € |Yr|. On note mg = mN S qui est engendré par un
élément primitif de degré 1.

Définition 4.48.
(1) On note @—Modgm la sous-catégorie pleine de p-Modg formée des (M, ) tels que coker [%]
soit annulé par m.
(2) On note @—Modgm’f la sous-catégorie pleine de <,0—M0dGSm formée des (M, ) tels que la
réduction modulo p de p soit topologiquement nilpotent sur le Op-module libre M /pM .

Définition 4.49. On note BTo,, la catégorie des groupes p-divisibles sur O¢ et BT(];c celle des
groupes p-divisibles formels.

Nous allons maintenant expliquer comment construire un foncteur contravariant
¢-Mods™/ — BTS

tel que si (M, ) — H alors on ait canoniquement
(1) M/o(M) ~ (M/p(M)) @ me/mg = wh
(2) @(M)/mG-M = W;{D
Nous utilisons pour cela la théorie des fenétres et des cadres de Zink ([15]) complétée par le
résultat de Lau ([12]). Soit Aeris := Aeris(Oc). Le triplet (Agpis, @, Fil! Acris) est un cadre au sens
de [15].

Définition 4.50. On note p-ModFila

o N est un Aeris-module libre,

e v: N — N est un morphisme semi-linéaire relativement au Frobenius cristallin,

e Fil N est un sous-module contenant Fil' A,.;s.N et tel que Fil N/Fil1 Agris-IN soit facteur
direct dans N/Fil1 Agris-N,

e o(FilN) C pN et p(N) + £(FilN) engendrent N.

la catégorie des triplets (N, o, FilN) od

cris

Soit maintenant (M, ¢) € w—Modém. On pose
N =¢(M) ®e Acris-
On définit alors
FilN = NN (M @ Fil' Agpis)
et le Frobenius ¢ : N — N comme étant simplement ¢ ® . Utilisant que si mg = (a)

M € A:fm'w

p ri

on vérifie aisément que
(N, ¢, FilN) € ¢o-ModFily,,,

avec
N/FIIN = oM)/mgM

FilN/Fil' A,is. N = (M/p(M)) @0, me/m% =~ M/o(M).
La catégorie po-ModFil 4
p-ModFily

... €st munie d’une dualité. Plus précisément, étant donné (N, ¢, FilN) €
il existe une unique application linéaire

¥:N— “N

cris)

vérifiant ® o ¥ = pld olt P est le linéarisé de ¢ (on renvoie a [15]). On a alors
(NV, o, FilNV) € o-ModFil4

cris

ou NV =Homy,,, (N, Acris), le linéarisé de ¢ sur NV est obtenu par transposition de ¥ et

Fil NV /Fil' Aupis. NV = (FILN/Fil' ApiuN) .



QUELQUES RESULTATS ET CONJECTURES CONCERNANT LA COURBE 37

On vérifie alors que le foncteur composé
Dualité

p-Mod &™/ — o-ModFil o-ModFil4

prend ses valeurs dans les A.,;s-fenétres au sens de Zink i.e. la condition (iv) de la définition 1.2
de [15] est vérifiée. D’apres le théoreme 1.6 de [15] complété par le résultat principal de [12], on
obtient ainsi un foncteur contravariant

BT : ¢-Mod ™/ — BT},

cris cris

4.8.2. Enoncé de la conjecture. On peut maintenant énoncer la conjecture principale de cette
section.

Conjecture 6. Sip # 2, le foncteur (4.8.1) précédent s’étend en une équivalence de catégories
BT : p-ModE™ == BTo...

telle que
T,(BT (M, p)) = Home ,(M, S)

Lorsque p = 2, on dispose de plus d’une telle équivalence et égalité a isogénies pres.

Utilisant les théoréme 5 et 7 de [1] couplés & la conjecture 4 on espére pouvoir démontrer la
conjecture précédente d’une maniére similaire & la preuve du théoréme 2.2.7 de [11].
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