APPLICATION DE HODGE-TATE DUALE D’UN GROUPE DE LUBIN-TATE,
IMMEUBLE DE BRUHAT-TITS DU GROUPE LINEAIRE ET FILTRATIONS
DE RAMIFICATION

LAURENT FARGUES

RESUME. L’un des buts de cet article est de décrire 'isomorphisme entre les tours de Lubin-
Tate et de Drinfeld au niveau de leurs squelettes apres quotient par GL, (Op) X OE ou bien
I x OE ou Op est 'ordre maximal dans ’algebre a division d’invariant % sur F' et I un sous-
groupe d’Iwahori de GL,,. Nous donnons des applications & ’étude des sous-groupes canoniques
sur les espaces de Lubin-Tate, la description des orbites de Hecke sphériques dans ces espaces,
les domaines fondamentaux pour les correspondances de Hecke et I'application des périodes de
Gross-Hopkins. Nous-y étudions également en détail les filtrations de ramification (inférieure et
supérieure) et l'application de Hodge-Tate d’un groupe formel p-divisible de dimension un.

ABSTRACT. One of the goals of this article is to describe the isomorphism between Lubin-Tate
and Drinfeld towers at the level of their skeletons after taking quotient by GL,(Op) X OE or

Ix O; where Op is the maximal order in the division algebra with invariant % over F'and I a
Iwahori subgroup of GL,,. We give applications to the theory of canonical subgroups on Lubin-
Tate spaces, the description of spherical Hecke orbits in those spaces, fundamental domains for
Hecke correspondences and the Gross-Hopkins period mapping. We also study in details the
ramification filtrations (upper and lower) and the Hodge-Tate map of a one dimensional formal
p-divisible group.

INTRODUCTION

Soit F' une extension de degré fini de Q, et n > 1 un entier. L'un des buts de cet article est
de décrire I'isomorphisme entre les squelettes des tours de Lubin-Tate et de Drinfeld apres quo-
tient par GL,(Op) x OF ou bien I x OF ot Op est ordre maximal dans I’algebre a division
d’invariant % et I un sous-groupe d’Iwahori de GL,,. Aucun des résultats de cet article ne découle
de l'existence de cet isomorphisme. Par exemple, le fait que I'isomorphisme entre les deux tours
induise une application au niveau des “squelettes” ne découle pas de son existence. Les résultats
de cet article donnent des compléments sur la structure de cet isomorphisme. Réciproquement ils
ne sont pas nécessaires a sa construction.

L’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld au niveau des points de Faltings ([6],
cf. également le chapitre IT de [7] pour une version plus détaillée) est un isomorphisme GL,,(F) x
D*-équivariant en niveau infini

LT = Drs
LT, /GL,(Op) = B! Droo /O = Q

ou L7, désigne “la tour de Lubin-Tate en niveau infini”, Dr, celle de Drinfeld, B! la boule p-
adique “ouverte” en dimension n—1 et  C P"~! I’espace de Drinfeld. Il induit un homéomorphisme
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des espaces analytiques p-adiques de Berkovich associés
|LTo| — |Droo|
Par passage au quotient par GL,,(Or) x OF il induit donc une application
OF\B" | — GL(F)\|Q]

On va décrire cette application au niveau des squelettes de ces deux espaces.

Plutét que de tenter de décrire le résultat général explicitons ce que cela signifie sur la figure 1

dans le cas de GLy pour le quotient par GLo(Z,) x OF :

— L’espace de Lubin-Tate sans niveau (la tour de Lubin-Tate quotientée par GL2(Z,)) est
une boule ouverte p-adique au sens de Berkovich B!. Dans ce cas 1a appelons squelette de
B! un rayon de cette boule |0,4+o00]. Il y a une rétraction (la fleche verticale de gauche)
|IB§1| —]0, +00] donnée par la valuation de la coordonnée dans la boule.

— L’espace de Drinfeld sans niveau (la tour de Drinfeld apres quotient par OF) est I'espace Q2
de Drinfeld ayant pour Cp-points C,, \ Q,. Son squelette est I’arbre de Bruhat-Tits Z de GLs.
Il y a une rétraction (la fleche verticale de droite) |Q2] — Z qui apres quotient par GL2(Z,)
fournit une rétraction GL2(Z,)\|Q| — GL2(Z,)\Z.

— Si D désigne une demi-droite simpliciale d’origine la classe du réseau Zg dans ’arbre Z alors

D est un domaine fondamental pour 'action de GL2(Z,) sur Z et D — GLo(Z,)\Z.

— L’isomorphisme entre les deux tours induit une application |0, +oc] — D

— On décrit alors completement la structure simpliciale sur |0, +o0] déduite de celle sur D par
I’application précédente.

— Apres quotient par une “petite” partie de ]0, +o0c] ’application induit un isomorphisme (fleche
du bas).

Le résultat est du méme type pour GL,, bien quun peu plus compliqué & énoncer.

q
L@ | | L
i \ \ T
+oo' i 1 1 1 0
o a(a+1) a1 ‘ ‘
(S | | L
\ \ \ i — | | | | - .

isomorphisme I I I I I

F1G. 1. Le cas de GLo

Indépendamment de 'isomorphisme entre les deux tours la structure simpliciale que nous ex-
plicitons sur ’espace de Lubin-Tate a de nombreuses applications comme 1’étude des sous-groupes
canoniques, la détermination de domaines fondamentaux pour les correspondances de Hecke et
I’étude du morphisme des périodes.

L’un des autres buts de cet article est d’étudier en détails la filtration donnée par la valuation des
points de torsion sur un groupe formel p-divisible de dimension un.

Décrivons succinctement le contenu de chacune des parties de I'article :
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— Dans le premier chapitre nous donnons une formule pour la valuation p-adique des périodes
de Hodge-Tate du dual de Cartier d'un groupe p-divisible formel de dimension un sur un
anneau de valuation (pas forcément discréte) complet pour une valuation de hauteur 1. En
fait, nous considérons plus généralement le cas d’'un O-module formel m-divisible ou O est
I’anneau des entiers d’une extension de degré fini de @Q,. Dans ce cas la bonne notion de
dualité remplacant la dualité de Cartier est celle définie par Faltings ([5]). Le lecteur ne
connaissant pas la théorie de [5] pourra supposer O = Z,,.

— Dans le second chapitre on étudie la filtration donnée par la valuation sur les points de torsion
d’un groupe formel 7-divisible de dimension 1. Cette filtration fournit une famille de réseaux
dans le module de Tate rationnel V},. L’'image dans I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL(V},) de
cet ensemble est un ensemble fini de sommets. De plus les éléments de valuation suffisamment
petite décrivent un simplexe S de cet immeuble. L'un des principaux résultats est que cet
ensemble est contenu dans un appartement et peut étre reconstruit géométriquement dans
I'immeuble a partir du simplexe S et du sommet donné par le réseau T, C V,, ot T}, désigne
le module de Tate.

Nous donnons également une description combinatoire du simplexe S a partir du polygone
de Newton de la multiplication par 7 sur une loi de groupe formel associée.

— Le troisiéme chapitre est inspiré par les travaux d’Abbes-Saito et Abbes-Mokrane ([1]). La fil-
tration sur les points de torsion étudiée dans le deuxieme chapitre se comporte bien par restric-
tion a un sous-groupe : si H est un groupe formel p-divisible de dimension 1 et Go C G; C H
des sous-groupes plats finis alors VA {z € G1 | v(x) > A} N G2 = {z € Gy | v(x) > A\}. Par
contre cette filtration dite de “ramification inférieure” ne se comporte pas bien par isogénies.
C’est le cas de la filtration définie en toute généralités dans [1]. Dans le cas que nous étudions,
celui des sous-groupes plats finis d’un groupe formel p-divisible de dimension 1, 'algébre de
ces groupes est monogeéne et la filtration de ramification supérieure de [1] est obtenue par
réindexation de la filtration de ramification inférieure via une fonction de Herbrand. Cela
est expliqué dans 'appendice B. La terminologie “inférieure/supérieur” provient par analo-
gie avec la théorie des groupes de ramification des groupes de Galois des corps locaux : les
groupes de ramification inférieure se comportent bien par restriction & un sous-groupe de
Galois tandis que ceux de ramification supérieure se comportent bien vis a vis d’un quotient.

Nous étudions cette filtration de ramification supérieure ainsi que son image dans 1'im-
meuble de la méme fagon que dans le chapitre deux.

— Dans le quatrieme chapitre on étudie le point de la réalisation géométrique de I'immeuble
défini par I’application de Hodge-Tate du dual d’un O-module formel w-divisible de dimension
un. Ce point est la classe d’équivalence de la norme sur le module de Tate rationnel donnée
par la valuation de I'application de Hodge-Tate étudiée dans le premier chapitre. On donne
des formules intégrales pour cette norme en fonction des filtrations étudiées aux chapitres 2
et 3. Cette formule est particulierement simple lorsque formulée en termes de la filtration de
ramification supérieure (proposition 14).

L’un des principaux corollaires de ces formules est que ce point dans I'immeuble est contenu
dans la réalisation géométrique |S| du simplexe S défini au chapitre 2.

— Dans le chapitre 5 on définit et étudie une structure simpliciale sur le squelette de ’espace de
Lubin-Tate sans niveau. Le bon objet n’est pas en fait ce squelette mais plutot un quotient de
celui-ci, 'espace des polygones de Newton. On décrit completement une structure simpliciale
sur cet espace des polygones de Newton ainsi que ’action de certains opérateurs de Hecke
sur cet espace simplicial.

La définition de cette structure simpliciale est inspirée des résultats des chapitres 2 et 4.

— Dans le chapitre 6 on montre que la bijection entre les points des tours de Lubin-Tate et de
Drinfeld induit un isomorphisme entre ’espace des polygones de Newton muni de la structure
simpliciale définie au chapitre 5 et le quotient de I'immeuble de PGL,, par un sous-groupe
compact maximal.

— Le chapitre 7 est consacré aux applications de la structure simpliciale sur I’espace des poly-
gones de Newton et de I'action des opérateurs de Hecke sur celle-ci. Certains raisonnements
sur l'espace de Lubin-Tate s’interpretent naturellement sur un appartement de 'immeuble.
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Par exemple on démontre que 'existence de sous-groupes canoniques en un sens généralisé
est équivalent a ce que le point dans I'immeuble soit contenu dans un certain demi-appartement.
Cela démontre par un simple raisonnement géométrique que le “bord” de I'espace de Lubin-
Tate est recouvert par des ouverts admissibles sur lesquels il y a des sous-groupes canoniques
puisque c’est le cas dans I'immeuble. L’application quotient par un sous-groupe canonique
se comprend également tres facilement sur I'immeuble, de méme que l'action des correspon-
dances de Hecke.

Couplé aux résultats des chapitres précédents cela donne une condition nécessaire et suffi-
sante pour ’existence de sous-groupes canoniques généralisés en termes de ’application de
Hodge-Tate du groupe p-divisible formel de dimension 1, comme dans [1].

On généralise également le domaine fondamental de Gross-Hopkins ([8]) gréace a cette étude
sur I'immeuble : n’importe quel domaine fondamental polyedral dans le simplexe standard
Convexe(eg, ..., e,) C R sous l'action du groupe des rotations engendrées par eg +—
e1,e1 — €a,...,e, — eg fournit un domaine fondamental pour 'action des correspondances
de Hecke dans ’espace de Lubin-Tate.

— Dans le chapitre 8 on généralise les résultats précédents au cas de 'espace de Lubin-Tate avec
structure de niveau Iwahori. Dans ce cas la ’espace est une couronne p-adique généralisée et
son squelette un simplexe “ouvert”. On définit et étudie alors comme auparavant une structure
simpliciale sur ce simplexe et montre que via ’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate
et de Drinfeld ce simplexe ouvert est isomorphe au quotient de 'immeuble par un sous-
groupe d’Iwahori. Enfin on peut comprendre facilement grace a cette étude le morphisme de
I’espace de Lubin-Tate avec niveau Iwahori vers celui sans niveau au niveau des squelettes.
Ce chapitre ne contient aucune démonstration, les démonstrations étant semblables a celles
du cas de I'espace de Lubin-Tate sans niveau elles sont laissées au lecteur.

— Enfin 'appendice A contient des rappels sur I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL,,.

Certains des aspects de cet article apparaissent déja dans les travaux de Yu [12]. Cet article
peut donc étre en quelques sortes considéré comme une suite de [12], suite qui permet de com-
prendre pourquoi les calculs effectués dans [12] font apparaitre ’appartement d’un immeuble de
Bruhat-Tits.

Remerciements : L’auteur tient a remercier Alain Genestier et Vincent Lafforgue pour de nom-
breuses discussions sur le sujet. C’est en particulier Alain Genestier qui a suggéré d’introduire le
simplexe de la définition 4, simplexe qui a suggéré a l'auteur d’étudier plus en détails les filtrations
de ramification. Ils ont également suggéré a lauteur l’étude du cas Iwahori faite au chapitre 8.

1. UNE FORMULE POUR LA VALUATION p-ADIQUE DE L’APPLICATION DE HODGE-TATE DU
DUAL D’UN GROUPE DE LUBIN-TATE

Soit F'|Q, une extension de degré fini et O = Op son anneau des entiers. On note 7 une
uniformisante de O et ¢ le cardinal de son corps résiduel. On appelle O-module m-divisible un
groupe p-divisible sur une base au dessus de O, muni d’une action de O telle que ’action induite
sur 'algebre de Lie soit 1'action canonique.

Soit K|F un corps valué complet pour une valuation v & valeurs dans R étendant celle de F.
Soit H un O-module 7-divisible formel de dimension 1 et de hauteur finie n sur Og.

Supposons d’abord que O = Z,. Le but de cette section est de donner une formule pour
I’application composée

Tp(HP) “22 wy © O= ~ O= 5 R, U {o0}

olt ayp est I'application de Hodge-Tate de H” : si x € T,(HP), » : Q,/Z, — HE_ et 2P :
K
H@? — [ip=/O— alors
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Pour O plus général que Z, nous donnons une formule pour la composée

(@}
\4

Tp(Hv) L’WH@O%&O?L)RJ’»U{OO}

ou HY est le dual strict au sens de Faltings ([5]). Si £7 désigne un groupe de Lubin-Tate de
O-hauteur 1 alors & 2 € T,(H") est associé un morphisme z" : H@% — LT)o_. qui définit donc
K

a9 (z) = (xV)*B apres choix d'un générateur 3 de wer.

11 est clair que pour le probleme auquel on s’intéresse on peut supposer que K = K, ce que
nous ferons dans la suite.

On va également faire '’hypothese supplémentaire suivante.
Hypothese : Soit ki le corps résiduel de K, un corps algébriquement clos. Il existe alors une
unique section € comme morphisme de Op-algébres

€

TN
OK/FOK —>>kK

On demande alors que les O-modules mw-divisibles (H @0, kic) @y Ok /TOk et HRo, Ok /10K
sotent isogenes. Cela est encore équivalent a supposer que pour un A vérifiant 0 < X\ < 1, si
my = {z € Ok | v(z) > A}, alors H ® Og/my est isomorphe & un groupe constant via e,
(H @0y ki) Qe Ox/my. Une autre condition équivalente consiste a dire que H provient d’un
point de Uespace des déformations de Lubin-Tate du groupe H @, ki a valeurs dans Ok .

Remarquons que cette hypothese est automatique si H est défini sur 'anneau des entiers d’une
extension de F' dont la valuation est discrete. Les groupes p-divisibles ne la satisfaisant pas ont
peu d’intéreét.

Convention : Dans cet article tous les groupes p-divisibles sur un anneau O, avec K|F valuée

compléte, satisfairont a Uhypothése précédente lorsqu’on étend les scalaires ¢ K
1.1. Périodes de Hodge-Tate de certains schémas en groupes de type (p,...,p).

1.1.1. Le cas O = Z,. Soit G un schéma en groupes fini localement libre d’ordre p sur une base
affine Spec(R) au dessus de Spec(Z,). D’apres [11], ou plus généralement [9], il existe alors v, € R
tels que vd = w, ol w € Zj, est une constante universelle de valuation p-adique 1, tels que

G =~ Spec(R[T]/(T? —T))

GP ~ Spec(R[U]/(UP —~U))
Alors,
wg =~ R/SR.AT
wgp =~ R/yR.dU
et

agp :GP —  wg
u +— (umod 9).dT

Si R = Ok avec K comme précédemment alors v(y) + v(d) =1 et

Yu € GP(Ok) vlu) = :(_”Y)l

et donc on connait le sous-module O Im agp de wgp deés que Pon connait v(Ann wg) = v(J) ou
bien v(Ann wgo) = v(y).
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1.1.2. Le cas O général. Soit R une O-algebre. Soit G un schéma en groupes fini et localement
libre sur Spec(R). Supposons le muni d’une action de O/7O et de type (p,...,p) relativement &
cette action. L’anneau R étant une O-algebre il y a un caractere

Y (O/TFO)X Teichmiiller 0% . RX
D’apres [9] il existe alors (vi,d;)iez/rz € RZITZ tels que 7;0; = w € Z, est de valuation p-adique
1, localement sur Spec(R) G ~ Spec(A) avec
A = R[Tiiez)rz/ (T} = 0:Ti11)

et laction de (O/mO)* sur A induite par Iaction de O/7O sur G se fait sur T; a travers le
caractere x? . On a alors
we~ @ R/6;1R.dT;
i€Z/rL

Supposons maintenant de plus que l'action de O sur wg soit I'action naturelle induite par la
structure de O-algebre de R. Alors,

Vi#r—16; € R*
et donc, si

§=0or 6l 67 16,

on a

A~ R[T]/(T9—6T)

Le complexe de co-Lie de G s’identifie alors a
lc ~[R 2% R

placé en degrés —1 et 0. Supposons maintenant que G est muni d’une action stricte de O au sens
de [5] relevant laction de O/7O sur G. D’aprés [5] 'ensemble de ces relévements est un torseur
sous le groupe de cohomologie H~!(End(lg)) ~ Anng(§). Supposons maintenant que R est sans
p-torsion. Cela implique Anng(d) = (0). D’apres ce qui précede il existe donc une unique telle
O-action stricte : c’est celle définie dans le chapitre 3 de [5] sur le groupe noté G, . On a donc
identifié G muni de son action stricte de O et d’apres le chapitre 3 de [5] le dual strict d’un tel
groupe est connu. Rappelons en effet qu’il existe alors v € R tel que 76 = w’ € O ot w’ est une
uniformisante de F' et que le dual strict s’identifie a

GY ~ Spec(R[U]/(U? —~U))

Soit L7 un groupe formel de Lubin-Tate de O-hauteur 1. Alors, d’apres [5], pour un choix de
coordonnée formelle V' sur L7 'accouplement

G x G — LT (x|
est donné par
Vi—TeU

Soit alors
1)

agy 1 GV — wg
I'application de Hodge-Tate relative a O. Avec 'identification
wg ~ R/OR.AT
cette application s’identifie donc a
u +—— (u mod §).dT
Lorsque R = Ok avec K comme précédemment on en déduit que I'on connait O K.Imagv des que

lon connait v(Ann wg) = v(d) ou bien v(Ann wgv) = v(9).

1.2. Calcul de la valuation p-adique de a%. ().
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1.2.1. Notations. Soit H un O-module m-divisible formel de dimension 1 et de O-hauteur n sur
Spec(Ox). Nous allons calculer v(a$. (z)) pour = € T,(H"). Nous noterons H le groupe formel

associé sur Spf(Ok ). Alors H(Ok) = Uy, H[m*(0g) € H(Ok). Iy a une “valuation”
v: H(Og) —]0, +o<]

qui définit une filtration dite de ramification inféricure sur H(Og) et donc sur les points de
torsion (cf. section 2). Cette “valuation” est définie de la fagon suivante : fixons un isomorphisme
de Spf(Ok)-schémas formels pointés

H - Spf(Ok|[[T]])

ot H est pointé par sa section unité et Spf(Ox[[T]]) par la section T = 0. Cet isomorphisme
induit une bijection H(Ok) ~ {z € Ok | v(z) > 0}. Si via cette bijection y € H(Ok) correspond
a x € Ok on pose alors v(y) = v(z). On vérifie aussitot que cette définition ne dépend pas de
I'isomorphisme de schémas formels pointés choisi.

On utilisera systématiquement le jeu entre la fibre générique et les modeles entiers en écrivant
pour G un groupe fini localement libre sur O

G(Ok) = G(K)

et

T,(H) = lim Hx|(K) = lim H[x)(Ox)
k k

Etant donné que K est algébriquement clos on considérera toujours les fibres génériques des
groupes finis sur Ok comme des groupes abstraits.

Soit G un groupe p-divisible sur Spec(Of) et D un sous-groupe fini de la fibre générique de G.
On notera D% I'adhérence schématique de D dans G[p*] pour k >> 0 (et cela ne dépend pas de
k). Dans la suite il n’y aura jamais d’ambiguité pour un D donné sur le groupe G' dans lequel on
prend 'adhérence schématique, c’est pourquoi G n’intervient pas dans la notation.

1.2.2. Premiers calculs. Pour G un groupe fini localement libre muni d’une action stricte de O le
morphisme de faisceaux fppf agv : GV — wg est naturel en G, tout morphisme strict f : Gy —
G5 induit un diagramme commutatif

En particulier Yk € N* linclusion H[r*] — H[7**!] induit un diagramme commutatif de mor-
phismes de schémas en groupes

o
«
H\/[ k+1] ~
HY[rk+1] S WHpk ] ~— wi /T wy
i aov i

k ~
HY [ﬂ_k] H4M> WH[rk] <— wH/ﬂ—ka
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et un diagramme de morphismes de groupes

T,(HY) - wf
Tp(HY) /7T, (HY) wi /T wh
H[wk]V(OK) aH[wk]v LA}H[Fk]

ot T,(HV) est le groupe des (z)r>1, vx € H[7*]V(K) = H[7*]Y(Ok), 72141 = ). Ainsi si
r = (21)k>1 pour calculer o, (z) il suffit de calculer ag[ﬂk]v(:vk) pour tout k, qui s’identifie &

a9 (z) mod 7*.

Soit donc x € T,(H") dont on veut calculer v(a$), (z)). On peut supposer que z ¢ 771,(H")

c’est & dire que le morphisme associé T,(H) — Op(1) est surjectif out F'(1) désigne le caractere
de Lubin-Tate. On fera donc cette hypothese. On constate que la valuation de ozg » (z) ne dépend
que du sous-module engendré O.x C T,(H") qui est facteur direct dans T,(H"). Via la dualité
parfaite
Ty(H) x Ty(H") — Op(1)

de tels sous-modules correspondent aux sous-O-modules M C T,(H) facteur direct de rang n — 1,
M= (0.a)".

Cela reste valable modulo 7*. Si z € H[x*]Y(K) \ H[x*"']¥(K), modulo une unité o+v ()
ne dépend que du sous-module engendré C' =< x > et de tels sous-modules sont en bijection avec
les sous-modules O+ C H[r*](K) facteurs directs de rang n — 1 sur O/7*0.

Lemme 1. L’opération d’adhérence schématique commute & la dualité de Cartier-Faltings : si
C C H[7*]V(K) est un sous-groupe alors

(Cadh)\/ ~ H[z*]/ (CJ_)adh
Démonstration. De la suite exacte
0 — Codh ., 7Y — H[x*]Y /codh — 0
on déduit d’apres le théoreme 8 de [5] la suite exacte
0 (H[Fk]\//cadh)v . H[ﬂ_k] . (Cadh)v —.0
Le sous-groupe fini localement libre de gauche coincide en fibre générique avec C-. Il est donc
égal & (C+)*™". O
Proposition 1. Soit D C H un sous-groupe fini localement libre sur Ok . Alors wp ~ Ok /vOk

ol

AED\O
Le complexe de co-Lie de D est isomorphe au complexe

or 20

Démonstration. Avec un choix de bonnes “coordonnées formelles” (on entend par 1a un isomor-
phisme de schémas formels pointés entre H et Spf(Og|[[T]])) & la source et au but, I'isogénie de
groupes formels

H-—H/C
s’écrit T H (T —z). O
xzeD\{0}
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Remarque 1. Dans cette derniere proposition l’assertion concernant la valuation de vy est l’ana-
logue de la proposition 4 du chapitre IV de [10] reliant valuation de la différente et les groupes de
ramifications inférieurs d’une extension de corps locauz.

Corollaire 1. Soient D1 C D2 des groupes fini localement libres sur Ok sous-groupes de H. Alors
la suite

0 — wp,/p, — wp, — wp, — 0

est exacte.

Démonstration. D’apres la proposition précédente le groupe de cohomologie H~! du complexe
de co-Lie de nos groupes est nul puisque O est sans p-torsion. O

Soit donc maintenant C' = O.y C H[r*]V(K) facteur direct de rang 1 et notons C+ C H[r*](K)
son orthogonal. Considérons le diagramme

_,0
A1=A cadh

Cradh W(gadh)yv e iy frRwy

iih q2

Cadh/c[ﬂ_k—l]adh e W(cadh /C[gk—1]adh)v

L’isomorphisme (C’adh)v ~ H(n*]/ (CL)adh implique que si w(geanyy ~ Ok /7O alors
v =k= Y w(z)

zeC+\{0}

De méme si w(o[rr-1jeanyv = Ok /7' O alors
W) =k—1- Y )

zeC+[rh—1\{0}

Soit maintenant 7" tel que w(cadn jc(zr-1]adnyy = Ok /7" Of. On déduit donc du corollaire 1 que
v(y") =1- > @)
z€CL\CL[nk—1]

Nous allons maintenant utiliser les résultats de la section 1.2. Le groupe C%" /C[r*=1]adh est de
type (p,...,p) et son dual strict vérifie les hypotheses de la section 1.2. Avec les notations du
diagramme précédent, ¢1(x) engendre les points & valeurs dans K de ce groupe comme O/7O-
module. On en déduit que as(gi(x)) = S mod v/Ok o

ZzECJ-\CJ-[ﬁkfl] U(Z)
g—1

v(B) =

et donc, si
v(B) <v(v")
c’est a dire si
Z v(z) <1-— !
2€CE\CL[rk—1] 4
alors a1 (y) # 0 € Og /70K et
ZzecL\cL[wkfl] v(z)

v (y)) = -
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Si maintenant notre élément y € H[x*]V(K) provient dun =z € T,(H") \ 7T,(H"), puisque
W(gadnyp wp /mFwp est une injection on a

ZzecL\cL[wkﬂ] v(z)

oo () = TS k- o)
ZzECJ-\CJ-[ﬂkfl] U(Z)
= 1 + Z v(z)
zeCL\{0}

Définition 1. Soit A un ensemble de points de torsion de H. On note
v(A) = Z v(2)
ze A\{0}
Résumons ce que nous avons démontré jusqu’a maintenant.
Proposition 2. Soit x € T,(HY) \ nT,(H") et M = (O.x)* C T,(H) facteur direct de rang

n — 1. Notons pour tout entier k > 1 M|[r*] le sous-groupe des points de m*-torsion associé dans
H[7*)(K). Si Uentier k est tel que

1

o(M[*)\ M[zF7 1) <1 - p

alors
o(M[r*]\ M[x*~1)
q—1
1

= — (@) ~ v 1))

v(afy)(z) +u(M[r*])

Reste a voir qu'il existe un tel entier k, ce que nous allons faire sous une condition.

1.3. La formule finale. Rappelons maintenant ([8], [7] chapitre I) qu’il existe une loi de groupe
formelle associée a H telle que le polygone de Newton de la multiplication par 7 pour cette loi
soit ’enveloppe convexe des points

(Oa OO), (17 1)5 (U(.Il), Q)a e (v(xi)v ql)a e (v(xnfl); qnil)a (07 qn)
ol Z1,...,Tpn—1 € K et Vi v(z;) > 0 (cf. figure 2). Rappelons également la recette suivante :

si y € H(Ok) la valuation des points s’envoyant sur y par la multiplication par m sur H(Ok)
s’obtient en prenant I’enveloppe convexe du polygone précédent et du point (0, v(y)).

FIG. 2. Le polygone de Newton de la multiplication par 7
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Lemme 2. On a
lim sup v(z) =0
k—>+OOZ€H[ﬂ.k]\H[ﬂ-k—l]
Démonstration. Remarquant que
H[x* )\ H[r*] = { y € H(Ok) | my € H[x*]\ H[x"7"] }
on en déduit facilement le résultat en utilisant les rappels précédents sur le polygone de Newton.
(]

Ainsi les valuations des points de torsion de H(Ox) forment un ensemble discret dans ]0, +00]
s’accumulant en 0.

Proposition 3. Soit M C T,(H) un sous-O-module facteur direct de rang n — 1. Alors,

v(y)

pour k >>0, Vy € M[x*]\ M[z"'], Vz € H[r|(K), —
q

< w(z)

De plus st k est un entier vérifiant cette condition alors

v(Mr" N\ M) = év(M[ﬂ’“] \ M[r*=1)

Démonstration. La premiere assertion résulte du lemme précédent. Quant a la seconde, il y a
une application surjective

multiplication par 7 : M[r*t1]\ M[x*] - M[x*]\ M[z*~1]
et si k vérifie la condition énoncée alors d’apres les rappels sur le polygone de Newton de la

multiplication par

1
k+1 k
Vz € Him" T\ H[7"] v(z) = q—nv(ﬂ'.z)
Remarquant que par 'application multiplication par 7 précédente un élément a ¢ antécédents

on en déduit le résultat. O

n—1

Corollaire 2. La condition de la proposition 2 est toujours vérifiée pour k >> 0. La fonction
1
ki — (qu(M[r"]) — o(M[r*1]))
q-—
est constante dés que k > ko ou ko est tel que Yy € M[r*o]\ M[p* 1 Vz € H[x] v(y) < ¢"v(z).

Elle fournit donc une formule pour la valuation de % (z) lorsque k vérifie cette condition.

Lemme 3. Soit M C T,(H) facteur direct de rang n — 1. Soit M ® Q,/Z,, C H(Ok) l'ensemble
des points de torsion associé. Alors la fonction
1
ki — (qu(M[r"]) — o(M[r*1]))

est égale a v (M ® Qp/Z,) pour k >> 0.
Démonstration. Soit ko un entier comme dans le corollaire précédent.

v(M®Qp/Zy) = oM+ Y v (MEF]\ M)
k>ko+1
= oM+ Y (o(MxH]) — o(M[xFT)
k>ko+1
= o(M[r*]) + (v(M[x*F]) —o(M[x*]) Y g7
i>0
1

= o= (eI — o[ ))

Résumons tous les résultats obtenus dans le théoreme suivant.
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Théoréme 1. Soit x € T,(H") non-nul et notons ¢ : H — LT le morphisme associé. Alors
O
v(afy (z)) = > v(z)
z€ker @) rr(pee)(1)\ {0}
1l existe de plus un entier ko tel que

Wy € ker p[r")(K) \ ker p[r™~1|(K) ¥z € ker p[n](K) v(y) < ¢"v(2)

Alors, si k > kg

v(af () = qi—l (qu(ker o)) — v(kerw[ﬂkﬂ]))

Démonstration. Il existe un entier k > 0 tel que x € 7T, (HY)\7* 1T, (H"). Quitte & considérer
la factorisation

¢:H— H/H[r"] — LT

on peut se ramener au cas ou x ¢ 71,(H") étudié précédemment. En effet, si C' est un sous-groupe
fini de H contenant H[r*] alors d’apres la proposition 1 et le corollaire 1

Z v(z) =k+ Z v(x)
zeC\{0} ze(C/H[m*])\{0}

ou C/H[r*] ¢ H/H[n*] et la fonction valuation sur C/H[r*] est celle déduite de la fonction
valuation sur le O-module formel H/H [r*]. O

Remarque 2. Soit f : Hy, — H, une isogénie de groupes formels de dimension 1 sur Ok . Aprés
choiz d’isomorphismes de schémas formels pointés Hy ~ Spf(Ok[[T]]), resp. Ha ~ Spf(Ok[[T]]),
d’aprés le théoréme de factorisation de Weierstrass

=11 -y xu
y€Eker f
ot u € Ok|[[T]]*. Alors, lapplication induite f* : wg, — wg, $’identifie a

% f1(0)=u(0) T, crer 1[0} ¥

OK OK

et v(f'(0)) = X, crer pr{o} V(W) Pour un ¢ + H — LT comme dans le théoréme précédent, si

n > 1, aprés un choiz d’isomorphismes H ~ Spf(Ok[[T]]), LT ~ Spf(Ok(T]]), ¢*T € Ok|[[T]]
ne vérifie pas les conditions du théoréme de factorisation de Weierstrass. Mais la formule donnée
dans le théoréme précédent dit que pour v ((¢*T)(0)) tout se passe comme si

T = H (T —y) x unité
yEker o\ {0}

bien que ce produit infini n'ait pas de sens. Plus précisément, pour tout entier k > 1 on peut
factoriser

eT= [ (T—y) xg)
yeker [n*]\ {0}

ot gr(0) & Oy ce qui exprime le fait que le noyau du morphisme ©|grr) : H(z*] — LT[x*] nest
pas plat. Néanmoins le théoreme précédent est équivalent a ce que

lim v(gx(0)) =0
k—s 400
L’auteur de cet article a essayé de trouver une démonstration du théoréme précédent sous la forme
que l'on vient de donner a partir de manipulations élémentaires sur les séries formelles mais n’a
pas réussi. Bien sir les considérations précédentes montrent tout de méme que v(a§. (z)) >

Zyeker ©\{0} v(y)-
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2. FILTRATION DE RAMIFICATION INFERIEURE

Soit K|F un corps valué complet pour une valuation v & valeurs dans R étendant celle de F.

On supposera comme dans le chapitre précédent que K = K.
Soit H un O-module 7-divisible de dimension 1 et de O-hauteur n sur Spec(O) dont la fibre
spéciale est formelle. On fera la méme hypothese sur H que celle faite au début de la section 1.

2.1. Définition et premiéres propriétés. Posons V = V,(H), un F-espace vectoriel de dimen-
sion n. On a l'identification
Vo(H) ={ (®i)iez | i € EI(OK) mxi41 = x; et ¢; = 0 pour i << 0 }
Avec cette identification soit
v:V — ]0,4]
(zi)iez +— v(z0)
Via lidentification V,(H) @ Q,/Z, = H(Ok) cette “valuation” v s’écrit aussi comme Papplication
composée
Vo(H) — Vo(H) ® Qp/Zy = H(Ox) C H(Ox) —]0, +00]

Elle vérifie

—Vz,y eV v(xr +y) > inf{v(z),v(y)}

~YaeOVreV v(ax) > v(x) et v(mz) > v(zx)

~Vz eV v(r*x) = 400 pour k >> 0

et v(nFlz) = %v(w’%) pour k << 0
Définition 2. Pour tout A €]0, +00] posons
Fiha,V={zeV]|v(z)>A}

qui définit donc une filtration décroissante de V.

Il résulte des propriétés énoncées de v que les Fil,V sont des sous-O-modules. De plus

— D’apres le lemme 2 les Fil\ V' sont des réseaux dans V'

— Fil,V =T,(H)

— Pour A > q_Ll Fil,V = Fil,V

~ Je>0tel que YO < XA < e 7 'Fily = Fil 5

La filtration est donc entierement détermirqlée par un nombre fini de réseaux, les autres étant
déterminés par périodicité. Ses sauts forment un ensemble discret s’accumulant en 0 dans Rs.

Plus précisément, elle a la forme suivante
Fily, € --- C Fily, C Fily,,, € --- C Fil

OUAL > - >N > Nj1 > - > Ay
La “valuation” v sur V donne lieu & une “valuation”

v : V/Filee —]0, +00]
Pour tout entier £ > 1 il y a un isomorphisme naturel
7 *Fils /Filoe — H["](OK)

et via cet isomorphisme la “valuation” n’est rien d’autre que la valuation sur les points de 7*-
torsion. Ainsi

Cr%Fily,. C...

r+t -+ r41 =

C 7 'Fily

T4+t = r41

I
41 C--Cm Fily

Vk>1 (Fil\n7 *Fil™®) /File = {2z € H7"(Ok) | v(z) > A }
Fil,/Filoo = {2 € H(Ok) |v(z) > X\ }

Notons enfin deux propriétés cruciales qui n’ont pas encore été énoncées de la “valuation” v sur
V/FiloV :

(¥) Vo € V/FiloV {v(y) | y € V/FilooV 7y = 2 } ne dépend que de v(x)
(xx) Vr,2" € V/FilooV v(z) < v(z') = sup{v(y) | my =z } < sup{v(y)) | 7y’ =2’ }
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Celles-ci résultent des rappels faits au début de la section 1.3 sur le polygone de Newton de la
multiplication par 7w sur une loi de groupe formel associée a H.

2.2. La filtration de ramification est contenue dans un appartement de 1’immeuble.
Soit Z(V') 'immeuble de PGL(V) vu comme ensemble simplicial (cf. appendice A). Considérons
les classes d’homothéties

([FilAV]),\e]o,+oo]

Elles forment un ensemble fini de sommets dans Z(V). On renvoie & 'appendice A pour les
définitions de bases concernant les appartements et les quartiers dans I'immeuble Z(V).

Théoréme 2. L’ensemble fini { [Fil\V] | A €]0,+0c0] } est contenu dans un appartement de
Z(V). Plus précisément, cet ensemble est contenu dans un quartier de sommet [FilooV] dans un
appartement. Il est également conneze.

Démonstration. Considérons la filtration par des sous F,-espaces vectoriels sur les points de
m-torsion de H
Fily (77 'Fil V/FilssV) A €]0, +00]

Soit (egl))lgign une base de 71 FiloV/Fil,, V scindant la filtration précédente, c’est a dire telle

que pour des entiers 1 < oy < --- < o, = n cette filtration soit donnée par

(0) C< egl),...,egll) >C - C< egl),...,egli) >C - C< egl),...,esll) >
Pour tout entier ¢ tel que 1 < ¢ < n soit une suite (ez(-k))kzl définie par récurrence de la fagon
suivante :
(k) —kTo: .
e; € 7w "Filo, V/Fil,,V
reHD B
et v(egkﬂ)) sup{ v(z) | 7z = ez(-k) }

Les (egk))lgign forment donc une base du O/7*O-module libre 7= *Fil,V/Fil, V. La relation de
(k+1) (k)
= e’i

) implique qu’ils fournissent une base du module de Tate T,,(H). En

compatibilité me
termes d’algebre linéaire cela se traduit de la facon suivante : si pour tout ¢ et k on fixe el(-k) eV
(k) ¢ V/FiloV alors en posant

i

un relevement de e

Vi e; = lim 7el®) € Fil v

k—-+oo
on a
FilV =<eq,...,e, > et egk) = wikei mod Fil,
Montrons que VA Fil\V est dans 'appartement associé a la base (e1,...,e,) c’est a dire s’écrit
sous la forme < 7%y, ..., 7 *re, > olt k; € N. D’apres le lemme 16 de I'appendice A il suffit

de montrer que V(a;); € F™, v(}_, aje;) ne dépend que des (v(a;))i<i<n-

Posons pour tout k < 0 el(»k) =0 € V/Fil,, V. Tout « € V/Fil .V, x # 0, peut s’écrire sous la
forme
041 ‘
.S aieF)
j=1i=06;+1
ou

0=0 <0< - <dp1=n
E(1)>k@2)>--->k()>0
Via; € Op et Vj>1 as, € Op
Nous allons démontrer par récurrence sur 'entier k£ > 1 I’assertion suivante :

(Ag) Soit x écrit sous la forme précédente avec k(1) = k

alors v(x) = inf{v(ef") [1 < j <1}
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Sik =1, (A1) est vérifiée par définition des (egl))i. Supposons done (Ay,) vérifiée et soit 2z comme
précédemment avec k(1) = k+ 1. Alors, d’apres la propriété (s«x) de la “valuation” v sur V/FilV
donnée a la fin de la section 2.1

. k(j k(j k(5
Wi e {11} v(el'T)) = (el D)) = > u(el))

et donc
o(e) > int{u(eg 7)) [1< <1}
De plus, par hypothese de récurrence
v(rz) = inf{v(eé’jﬂfl)) [1<j<I}
Soit jo € {1,...,1} tel que

w(ef ) = mb(uef ) 1< < 1)

Sjo+1

Alors, toujours d’apres la propriété ()

inf{v(egifijl))) 11<j<1}=o(elto))

8jo+1
Or d’apres la propriété (x)
(k(jo)—1) )= v(e(k(jo)))

Gjo+1 djo+1

sup{o(y) | Ty = 1z } = sup{o(z) | 7z = e

Donc
k(j
’U((E) - U(e((;,(m)))

Jjo+1

d’out (Aky1).
Le résultat sur le fait que la filtration de ramification est contenue dans l’appartement s’en
déduit.

Vérifions maintenant que cette filtration est contenus dans le quartier de sommet [Fily] égal &
{[< m®er,...,m%ep, > a1 <ag<---<a,}
Pour cela il suffit de vérifier que
Vi < jVa € Zv(re;) > v(re;)

ce qui est clair une nouvelle fois grace a la propriété (**).

La connexité de ’ensemble de sommets associé résulte de ce qu’étant donné que Vo € V' \ {0}
v(rx) > v(x) on a

VA # 400 AN > X\ wFily C Fily C Fily
(I

Proposition 4. Soit (e1,...,e,) la base construite dans le théoréme précédent. Soient Ay > +-+ >
An les valuations des points de m-torsion non-nuls de H, ov il y a ¢° —¢'~' points de valuation \;.
Soit I={ie{l,....n—1} | \i =Xix1}. A uni €I est associé un mur de appartement associé
a la base (e1,...,en) défini par

{[< m™eq,...,m"

€en >] | a; = CLl'Jrl}
L’ensemble fini [Fil\V]x est contenu dans l'intersection de ces murs associés a I.

Démonstration. Cela se déduit aisément de la démonstration du théoreme précédent. O
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2.3. L’algorithme de calcul de la filtration de ramification. De la démonstration du théoreme
2 on peut extraire I’algorithme suivant. Soient

AL > >

les pentes du polygone de Newton noté N de la multiplication par 7 sur une loi de groupe formelle

S () g . . i P TNAL
associée a H ou )\Z(- ) désigne la pente comprise entre les abscisses ¢'~! et ¢'. Définissons pour
(k+1)

tout ¢ la suite (/\Ek))kzl par récurrence de la facon suivante : \; est la plus grande pente de

Penveloppe convexe de N et du point (0, /\Ek)), c’est a dire la pente comprise entre les abscisses 0
et 1.

1
On a donc )\Z(-k—H) < /\Ek) et pour k >> 0 )\Z(-k'H) — W),

D’apres la démonstration du théoreme 2 il existe une base (e1, ..., e,) de T,(H) = Fil, .V telle
que
Vivk > 1 v(r Fe;) = AW

Pour tout 1 € Ry et tout ¢ soit

k(i 1) = sup{k > 0 [ A" > 1}
ot 'on a posé Vi /\EO) = 400. Alors

k(luﬂ) 2 k(27M) 22 k(nhu’)
et

Fil,V = @ Op. 7 *ime,

=1

De plus, pour une telle base

V(z1,...,xn) € F" ’U(Z xi€e;) = inf{)\z(-_v(wi)) |1<i<n}
i=1

ou 'on a posé /\Ek) = +4oosi k <0.

Définition 3. On appellera base adaptée du module de Tate de H une base (e1, ..., e,) de FilsV
telle que

VI<i<nVk>1 v(r¥e) =AW
Ainsi pour une base adaptée (eq,...,e,) la filtration de ramification est située dans le quartier

{[< ﬂ—_alela" '77T_anen >] | ay = -+ > an}

2.4. L’application A — A(*) et la fonction de Herbrand. On renvoie & appendice B pour
les définitions et propriétés de base concernant les fonctions de Herbrand.

Soit NV : [0,¢"] — R le polygone de Newton de pentes A; > --- > \,,. Pour X €]0, +00[ on note
()\(k))k21 la suite définie par A(Y) = X et A**1 est la plus grande pente de I'enveloppe convexe de
N et de (0, \(R)).

Pour une fonction convexe ¢ considérons sa duale (cf. appendice B)

7 (t) = sup{u | (o) > —t & +-u}
Notons n(e) = N *(e) et ¥ = n~! la fonction de Herbrand de H|[r] (cf. appendice B). Alors

VA | AR = geth=1 ()

et Wo(F=1) est 1a fonction de Herbrand de H[x*~1]. On a W= = (polk=1))=1 ¢t
D) = [ o e B o) = o)
0

2.5. La facette de I’immeuble associée a la filtration de ramification.
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2.5.1. Premiére définition.

Définition 4. Soit € €]0, +oo[ tel que € < Ay, c’est a dire Vo € 7 Fil,V v(z) > €. On note S
le simplexe de sommets

{[FibV]]0<A<e}
dans limmeuble Z(V).

Cette définition a bien un sens car pour 0 < A < e on a Fily/nV = 7 1Fil\V qui définit donc
une suite périodique de réseaux.

2.5.2. Deuziéme définition comme intersection de demi-appartements. Soit (eq,...,e,) une base
adaptée du module de Tate de H (définition 3). Soit A Pappartement de Z(V') de sommets

{[@O}mﬂiaiei] | a; € Z}

Posons

n

Vi< j Oéij(@ Op.ﬂ'iaiei) =a; —aj

i=1

les fonctions racines sur 'appartement.
D’apres la section A.2.5 de 'appendice les simplexes maximaux dans A sont en bijection avec

les collections d’entiers relatifs

(bij)1<i<j<n
telles que

bij € 7Z et Vi <j< k by € {blj +bjk7bij —|—ka + 1}

N

A (bij)i<; est associé le simplexe dont les sommets sont
{,T e A | Vi <j Oéij(l') S {bij,bi]‘ + 1} }

La proposition qui suit dit que la maniére dont s’ordonnent les valuations des points de torsion

en fonction de leur ordre, les ()\gk))lgign, k>1, déterminent un simplexe dans ’appartement qui est
une facette de S.

Proposition 5. Soient (b;j)i1<i<j<n, bij € N tels que
Vi< j ATt >y s A t2)
Alors, (bij)1<i<j<n définit un simplexe mazimal dans A dont S est une facette égale a lintersection
des murs
{z | a;j(x) =bi;} oui<j et )\l(-b”H) =\
avec ce simplexe maximal.
Démonstration. Soient i < j < k. On a les inégalités
(bjr+1) (bjr+2)
A7 > A > A

et
/\Ebij-i-l) > /\j > /\Ebij-i-?)
Mais d’apres la remarque 3 (énoncée apres cette démonstration) on déduit des deux inégalités
précédentes
/\Ebijerijrl) > AL > A§bij+bjk+3)

Ce qui implique que b, € {b;j + bjk, bij + bjr + 1}. On en déduit donc d’apres la section A.2.5 de
l’appendice que la donnée des (b;;)i<; définit bien un simplexe maximal dans A.

Soit maintenant p €]0, +oo[ suffisamment petit. Supposons par exemple que V1 < i < j <

n p< /\Eb” ™) Utilisons la formule donnée dans la section 2.3 pour la filtration de ramification :

si Vi k(i, ) est tel que /\Ek(i’“)) > > /\Ek(i’“)ﬂ)
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alors

Fil,V = @ 7 1 0p e
i=1

Soient maintenant 1 <1 < j < n. De I'inégalité

)\EbijJFl) > )‘j > /\(bij+2)

i
on déduit en appliquant de nouveau la propriété de la remarque 3 et 'inégalité k(i, ) > b;; + 2

que
o> )\Z(k(z,u)+1) > /\;k(w)—biﬂrl)
“ (kG by 1) (k)
) =bij— )
/\j H J > /\z Y > m
ce qui implique que
k(i ) € {k(i, 1) — bij — 1, k(i, 1) — bij}
c’est a dire k(i, ) — k(J, 1) € {bij,bi; +1} et donc [Fil, V] est dans la chambre définie par (b;;)i<;.
De méme si )\Ebiﬁl) = \; on en déduit que k(i, 1) — k(j, u) = bi; ce qui implique l'assertion sur
le fait que [Fil, V] est dans I'intersection des murs donnés dans la proposition.
Réciproquement on doit vérifier qu’étant donnés des entiers strictement positifs (k;); tels que
Vi < j ki —kj € {bij,bij + 1} et si A" = X alors k; — kj = b
il existe u tel que [Fil, V] =< 7= *eq,...,m "¢, > (nécessairement pour un tel u [Fil,V] € S
car Vi k; > 0). Cela équivaut a trouver u tel que

Vi AR > sz (Rt D)

Soit Iintervalle de R I; =]A¥ D AF)] On vérifie o partir des hypotheses, de la définition des
(bij)i,; et de la remarque 3 que

Vi< j A S A ep () sy (et
Cela implique que Vi # j I; N I; # (. On conclu avec le lemme qui suit. O
Lemme 4. Soit (I;)1<i<n une famille d’intervalles de R. Alors
(NL#0eVitj LN £0
i=1
Remarque 3. La propriété suivante est utilisée a maintes reprises
Va,fVa,b,e > 1 AW > AP = Aote) > A0
et de méme en remplacant > par >.
2.5.3. Lien entre la facette et la filtration de ramification.
Proposition 6. On a l’égalité suivante
YA €]0, 400 VI €N, I >1, Fil\V =7'"'FilyoyV + Filo,V
Démonstration. Utilisant 1’équivalence
Yk > 1V, pa €]0, +00] g > pa <= pi > pP
on vérifie facilement avec les notations de la section 2.3 que

ViVl >1 k(i,\) = sup{k(i, \D) +1—1,0}

Définition 5. Soient deux sommets x,y € Z(V). On pose
aVy={[Ar+Ao] [ [Ad] = 2, [Ao] =y }

un ensemble fini de sommets de (V') contenu dans lenclos délimité par x et y.
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Proposition 7. Le simplexe S ainsi que le sommet [T),(H)] = [Filoc V] déterminent complétement
les sommets de l’immeuble associés a la filtration de ramification inférieure. Cet ensemble, contenu
dans Uenclos délimité par S et [T,(H)], est égal a

U @ Vv [FilV])

zeS

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition précédente couplée au faits suivants

VA €]0, +o0[  lim 2D =0

et VI > 1 'application A — A\(!) est une bijection de ]0, +oo[ dans lui-méme. O

F1G. 3. Les cinq configurations possibles pour la filtration de ramification inférieure dans le
cas de GL3

3. FILTRATION DE RAMIFICATION SUPERIEURE

On continu d’utiliser les notations de la section précédente.

La filtration étudiée précédemment se comporte bien vis a vis de la restriction & un sous-schéma
en groupes, par exemple VA Vn < m H[r"|(K)) = H[x™](K)xNH[x"](K). Il s’agit de 'analogue
de la filtration de ramification inférieure du groupe de Galois d’une extension de corps locaux
([10)).

La filtration que nous allons étudier dans cette section est adéquat aux isogénies, et donc plus
adaptée a Paction de GL,,(F') par les correspondances de Hecke sur les espaces de Lubin-Tate.

Définition 6. On note pour tout n € N* et X\ €]0,+oc] H[z"|* la filtration d’Abbes-Saito de
H[r"] (cf. appendice B).

Il s’agit d’une filtration décroissante qui d’apres la proposition 33 de 'appendice B vérifie
Vn <m 7™ "H[z™]* = H[z"]*.
Définition 7. On note v = n~! la fonction de Herbrand de H|r] (cf. appendice B).

On a donc

H[r"]M(K) = H[x"|(K)yr (o)

Rappelons (cf. section 2.4) que la fonction 1% est également celle notée \ AEFD dans les
sections précédentes.

Définition 8. Soit pour A €]0, 00|
Fil*V,(H) = lim H[z*|NK) C T,(H)

—

k>1
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On a donc en termes de la filtration de ramification inférieure et de la fonction de Herbrand

Fil*V = lim (Fil,oenV N7 *Filo V) /FilV
E>1

qui définit une filtration décroissante telle que Fil*V = T,(H) pour A suffisamment petit.
Lemme 5. Soit A €]0, +00]. Alors pour k >> 0
H[x"™ = {x € H[z"] | 7z € H[x"N}

Démonstration. 11 suffit de choisir k tel que A(F+1) = an/\(k).

D’apres le lemme précédent les Fil*V forment donc des réseaux dans V et on a
YA Fil*V = 7*Fily i V N Tp(H) pour k >> 0
On en déduit la propositions suivante

Proposition 8. La filtration (FilAV)AG]OHrOO] forme une chaine périodique de réseauz dans T,(H)
pour X >> 0 telle que le simpleze associé dans limmeuble de PGL(V') soit le simpleze noté S dans
la définition 4 de la section précédente.

On a une description explicite de la filtration de ramification supérieure analogue a celle donnée
dans la section 2.3 pour la filtration de ramification inférieure :

Proposition 9. Soit (¢;)1<i<n une base adaptée du module de Tate T,(H). Posons
Vi Y €]0,+oo| (i, p) =inf{l > 0]\ >+ )
Alors .
Fil"V = @ Op.alMe;
i=1
Démonstration. 11 suffit d’écrire pour A € N
mle; € Fil'V <= pour k >> 0 7' *e; € Fil 41y V
< pour k>>0 )\Z(-kil) > pF+D
— > it

Définition 9. Soient x,y deux sommets de Z(V'). On pose
e Ay ={[MNA][[M] ==, [Ao] =y}
Voici la proposition cousine de la proposition 7

Proposition 10. Le simpleze S ainsi que le sommet [Fil V] déterminent complétement les som-
mets de l'immeuble associés a la filtration de ramification supérieure. Cet ensemble, contenu dans
Uenclos délimité par [Filx V] et S, est égal a

U (@ A [FilV])

zeS

4. LE POINT DE L'IMMEUBLE ASSOCIE A L’APPLICATION DE HODGE-TATE DUALE
4.1. Une formule générale. Soit H comme dans les chapitres précédents. Soit
1) v
agp :Tp(HY) — wy ~ Ok

et
G (—1) : Tp(H)* — wi(—1) ~ Ok
ou F(1) désigne le module de Tate d’un groupe de Lubin-Tate de O-hauteur 1.
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Considérons la norme “additive” associée
I Tp(H)"  — RU{+00}
¢ — vlags(=1)(p))
Soit (FilxV,(H))xe)o,400) la filtration de ramification inférieure telle que définie dans la section
2.1.

Proposition 11. Soit 1 €]0,400]. Soit ¢ € T,(H)* \ {0} tel que ¢(Fil,V,(H)) = Op. Soit
M =kerp®Q, C V,(H). Soit FilxM = Fil\V,(H)N M la filtration induite sur M. Alors

Il = / (il Vy () Fil Vo ()| Pily M Pil, M| — 1) d\ + o( il Vy (H), Filo Vo (H))

Démonstration. Soit ¢ = ¢ ® Id : T,(H) ® F/Op — F/Op. D’apreés le théoréme 1
lell= > v(@)
xeker \{0}
De plus il y a une suite exacte
0 — Fil,V/FilooV — ker ¢ — M/Fil,M — 0
Solent (Ag)k>0, Akt1 < A les sauts de la filtration (Filz\V,(H))x>, (avec Ao = u). Alors
—+oo
v(r) = Z (|(Filx, M + Fil, V) /Filo V| — |(Filx, _, M + Fil,V)/Fil V) Ak
weker 3\(Fil, V/Filo V) k=1
+oo
= ST (((Filn, M + Fil, V) /FilooV| — 1) — ([Fily, _, M + Fil,V/Filo V| — 1)) Ay
k=1
+oo
= Z (|Fil,V/Filoc V[.|(Filx, M + Fil, V) /Fil, V| — 1) (A — Aeg1)
k=1

o
/ (IFil, V/Fils V|.|Fily M/Fil, M| — 1) dA
0

O

Corollaire 3. Soit A\, la plus petite valuation des points de H[r](Ok). Soit u €]0,+oo|. Soit
e tel que e < pet 0 < e < \,. Il existe alors une constante C telle que Yo € V,(H)* tel que
©(Fil, V,(H)) = O si M =kerp @ Q, on ait

o 3
/ | Fily M/ Filoo M|dA + Ll | Pily M/ Filu M|d)| + C

€ q— €/qm

el = A

ou A, = |Fil,V,(H)/FilxV,(H)|.
Démonstration. 11 suffit d’utiliser le fait que VA < € on a Fily /;n M = 7 1Fily M et que donc

nk

+o0  ne/q
) / IFily M/Filoo M|dA
0 e/qnk+1)

+oo €
1 . .
= W/ IFily g M /Filog M| d\
=0 ¢ e/qm

|7 = FFily M/Filog M|=q("—1¥ |Fily M/Filo, M|

/ |Fily M /Filoo M|dA
0

- 1 Fily M /Filoo M| dA
q - 1 E/q"
O

Définition 10. Pour A un réseau dans V,(H) on note AV = {¢ € V,(H)* | ¢(A) C Op}
le réseau dual. On note alors (Fily\V,(H)*) la filtration croissante de V,(H)* égale a

((Fil\Vy(H))Y)

A€]0,+00]

AEJ0,4o0)- On mote [Illx la norme “additive” sur V,(H)* associée au réseau FilyV,(H)*.
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Théoréme 3. Soit la fonction
f :]07 +OO] — R
A — |Fil\V,(H)/FilsxV,(H)|

Soient 1 et € comme dans le corollaire précédent. Il existe alors une constante C' telle que

n
Yo € Vy(H) \ {0} [loll = / £ eI Ieldx ¢ o], + C

o 3
_ / f(A)qnsaukwudMLq_Ll// FO) @191 ar 4 o], + C
€ e/q™

Démonstration. Lorsqu'on remplace ¢ par 7%p les membres des formules données sont tous

translatés de k. On peut donc supposer que ¢(Fil,V,(H)) = OF c’est a dire |||, = 0.
11 suffit alors de remarquer que si M = ker ¢ ® @, on a une suite exacte

0 — FilaM/Fil,M — Fil\V,,(H)/Fil, V,(H) — ¢ (Fil\V,(H)) /O — 0
et que ¢ (Fil\V,(H)) = nl¢IxOp. Cela implique que
Fil,, V,,(H)/Filo Vp, (H)|.|Fily M/Fil, M| = f()) ll#l>
d’out le résultat par application du corollaire précédent. 0

Corollaire 4. Soit i €]0, 00| tel que pu < \,,. Il existe alors une constante C' telle que

. qa [" _
Vo e Vp(H)"\ {0} HwH:—q_1 ) O glelh=lielegy 4+ ||, + C
w/qn

4.2. Applications. On a définit un simplexe S dans I'immeuble Z(V,(H)) (définition 4). On peut
considérer le simplexe dual SV dans Z(V,,(H)*) via la bijection A — A" définie par le réseau dual.

Proposition 12. Soit [||.||]] € |Z(V,(H)*)| le point de l'immeuble associé a application de Hodge-
Tate duale de H. Alors, |||.||] appartient a la réalisation géométrique du simpleze dual SV associé
a la filtration de ramification de H .

Démonstration. 1l résulte du corollaire 4 que la norme ||.|| ne dépend que des normes associées
& des réseaux dont la classe d’homothétie est dans SV. D’oll le résultat. O

Proposition 13. Soient Ay > --- > X\, les pentes du polygone de Newton associé¢ a H. Soit

(e1,...,en) une base adaptée de T,(H) et (e},...,ek) la base duale associée. Soit Vi < j «j la
racine diag(ti,...,tn) — t; —t; dans la base précédente de V,,(H)*.
St pour i < j Al(-b”H) = \; alors le point de Hodge-Tate dual appartient au mur a;j = by
Démonstration. C’est une conséquence de la description donnée du simplexe S comme intersec-
tion de demi-appartements et de murs (proposition 5). O
Exemple 1. Si A\ = --- = )\, c’est a dire le polygone de Newton de la multiplication par 7 est
plat alors [||.|[] = [T,(H)"].

Exemple 2. Siay > -+ > a, > 0 sont des entiers et le polygone de Newton de H vérifie
Vi< g Aemath o

alors le point de Hodge-Tate de H est un sommet dans l'appartement. Dans une base comme dans
la proposition précédente ce sommet est [< e, ..., mmel >].

4.3. Expression en termes de la filtration de ramification supérieure.

\%
Proposition 14. Soit ||.||* la norme sur V,,(H)* associée au réseau (Fz‘l}‘Vp(H)) . Pour p >>0

il existe une constante C' telle que

* q " A Iz
Yo € VU \ (0} llell = 15 [ g1 an ol 40
-1/,
Démonstration. Effectuer un changement de variables dans l'intégrale couplé a la formule ex-
primant la fonction 1 de Herbrand comme une intégrale. O
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5. UNE STRUCTURE SIMPLICIALE SUR LE SQUELETTE DE L’ESPACE DE LUBIN-TATE

5.1. Rappels sur ’espace de Lubin-Tate. Nous reprenons les notations du chapitre I de [7]
(cf. également [8]). Soit

X ~ Spf(OF/,m[[Il, N ,.’,Enfl]])
I’espace de Lubin-Tate des déformations d'un O-module n-divisible formel de dimension 1 et de
hauteur n ([4]). On suppose les coordonnées (1, . . ., x,—1) normalisées de telle maniére que sur une
loi de groupe formelle universelle le polygone de Newton de la multiplication par 7 soit ’enveloppe
convexe des points (1,1),(¢%, v(z;))1<i<n—1 et (¢™,0) (cf. la section 1.1.5 de [7] ou bien [8]).

o

Soit X9" l'espace de Berkovich associé, X** ~ B"~!. On appelle squelette de X" lespace
topologique
S(x™) =10, +o0]" 7t C x|

ott I'inclusion est donnée par application qui a (r1,...,7,-1) €]0, +00]" ! associe la valuation

Z agzt . oxpt | =inf{v(as) +oar -+ apo1rn-1}
o

a=(a1,...,0p—1)EN?—1
Il y a une rétraction
ro X0 —  S(x)
Il — (|zil)i<i<n—

ou |.| désigne une valuation dans l'espace de Berkovich.

5.2. L’espace de Newton.

Définition 11. On note Newt l’ensemble des fonctions convezes f : [1,q"] —]0, +o00[ linéaires
pour 1 < i <n—1, ne s’annulant pas sur [1,q"[, vérifiant f(1) =1 et

sur les segments [q*, ¢!
f(g") =0.
Une telle fonction f € Newt est décroissante et vérifie Imf = [01]. On muni Newt de la

topologie de la convergence uniforme sur les fonctions continues de [1,¢"] & valeurs dans [01]. On
vérifie aussitot le lemme suivant :

Lemme 6. L’ensemble Newt est convexe dans [’espace des fonctions de [1,q"] a valeurs dans R.
)
Ainsi on a une “structure affine” sur Newt au sens ot 'on a une notion de barycentre :

VI fini V(vy;); € Rfr vérifiant Z% =1VY(f;); € Newt! Z%fi € Newt
i i
Une description concrete de Newt que 'on utilisera est la suivante :

n
Newt ={(Ar,...,\n) €R™ [\ > == X\ >0et > (¢ — ¢ )\ =1}
i=1
ol \; désigne la pente du polygone de Newton entre les abscisses ¢* ' et ¢*. Dans cette description
le barycentre dans Newt consiste & prendre le barycentre des pentes ()\;);, la structure affine est
induite par celle de R™.
Il y a une application continue surjective

S(x*") — Newt
(’Ula"'avn—l) | — COHV((lal)u(Q7U1)7"'7(qn_1avn—l)7(qn70))
ou Conv désigne 'enveloppe convexe. Pour toute extension valuée complete K |F/";” I’application
composée
X(K) — |X"| L= S(X°") — Newt
est celle qui & une déformation (H, p) avec H un O-module 7w-divisible sur Ok associe le polygone
de la multiplication par 7 sur une loi de groupe formelle associée.
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Remarque 4. Soit D lalgébre a division d’invariant 1/n telle que D* agisse sur l’espace de
Lubin-Tate ([4],[8],[7]). L’ application X" (K) — Newt est D*-invariante, ot D* agit triviale-
ment sur Newt. En effet, le polygone de Newton de la multiplication par m ne dépend que de la
classe d’isomorphisme du groupe formel et non de la déformation.

Définition 12. Soit un polygone dans Newt donné par ses pentes \y > --+ > \,,. On notera pour
tout k € Z et tout i /\Ek) le nombre donné par )\Z(-k) =400 si k <0, )\1(1) =\ et /\Ekﬂ) est la plus
grande pente de l'enveloppe convezxe de (0, /\Ek)) et du polygone dont on est parti.

5.3. Les opérateurs (779, ..., 7 %) sur ’espace de Newton. Dans cette section nous définissons
et étudions des opérateurs qui sont des sections des correspondances de Hecke non-ramifiées, sec-
tions définies uniquement au niveau des polygones de Newton.

5.3.1. Définition.

Proposition 15. Soit ¢ : H — Hs une isogénie entre O-modules formels de dimension 1. Le
polygone de Newton de la multiplication par w sur Hy ne dépend que de celui de la multiplication
par 7 sur Hy ainsi que de celui de ker p (on entend par la la collection des v(z),z € kerp \ {0},
comptées avec multiplicité).

Démonstration. Soit C = {x € Hy | mx € kerp}. Alors C/ker¢ ~ Hs[rn]. Apres un choix de
bonnes coordonnées formelles la composition d’isogénies de groupes formels

Hy % Hy/kerp 2 Hy/C
s’écrit
gT =g(T), o (T)=[f(T)
ou f et g sont deux polynomes unitaires dans Ok [T]. Le polygone de Newton de f est connu par
hypothese. Celui de f o g également d’apres les rappels du début de la section 1.3.
Le résultat est donc une conséquence de ce que si f et g sont deux polynomes unitaires dans

Oxk|T] alors Newt(f o g)* = Newt(f)* o Newt(g)* (cf. le lemme 22 de 'appendice B) et que ces
fonctions sont bijectives, donc Newt(fog) et Newt(f) déterminent Newt(g)* et donc Newt(g). O

Corollaire 5. Soit (a1,...,a,) € N". Soit H un O-module w-divisible formel de dimension 1 et
hauteur n sur Ok avec K algébriquement clos. Soit (e1,. .., ey,) une base adaptée de son module de
Tate (définition 3). Soit C' C H 'adhérence schématique du sous-groupe fini < 7~ % ey, ..., 7 %, >C
T,(H) ® F/Op de la fibre générique de H et H' = H/C'. Alors le polygone de Newton associé d
H' ne dépend que de celui de H et des (a;)1<i<n-

Démonstration. D’apres les formules données dans la section 2.3 les valuations des éléments de
C ne dépendent que des ()\(-k)

. )1<i<n.k>1 qui eux mémes ne dépendent que des (A;)i<i<n—1. Le

résultat est donc une conséquence de la proposition précédente. O
On peut donc définir V(ay, ..., a,) € N® un opérateur
(r= ..., %) : Newt — Newt

tel que VK, via lapplication X**(K) — Newt, celui-ci soit donné comme dans le corollaire
précédent par le quotient par le sous-groupe adhérence schématique de < 7=%' ey, ..., 71~ %"e, >.

5.3.2. Une formule explicite pour les isogénies.

Lemme 7. Soit R un anneau et F(X,Y) € R[[X,Y]] une loi de groupe formelle commutative de
dimension 1. Soit X =Y = F(X,u(Y)) € R[[X,Y]] ot ¢ € R[[T]] est lVinversion formelle associée
F

a F (Tunique série telle que 1(0) =0 et F(T,(T)) = 0. Alors
Jhe R[X,Y]]* X-Y=(X-Y)xh
F
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Démonstration. Soit 'anneau Y-adique A = R[[Y]] et X = Y € A[[X]]. Appliquons le lemme
de division de Weierstrass & cette série et au polynéme X —Y € A[X].
Jh € A[[X]] Jac A X;Y: (X-Y)h+a

Mais si l'on fait X =Y on obtient ¢ = 0. De plus X —Y = X — Y mod deg 2. Donc h(0) =1 et

h est inversible. " il

Remarque 5. Le lemme précédent est fauz si l’on remplace le couple (X =Y, X —=Y) par (X +

Y.X 1Y), F F

Corollaire 6. Soit ¢ : Hi — Hs une isogénie de O-modules formels de dimension 1 sur Ok (K
algébriquement clos). Alors

Vo € Hi(Ok) v(e(x) = > v(w—a)

a€ker @

ot x — a désigne la différence entre x et a dans le groupe H1(Ok).

Démonstration. On sait qu’apres un bon choix de coordonnées formelles a la source et au but

I’isogénie s’écrit
H (T —a)

a€ker ¢
Donc v(p(2)) = > 4cker o V(@ — @). On conclut d’aprés le lemme précédent. O
Soient (a1,...,a,) € N et H sur Ok dont le polygone de Newton associé a pour pentes

A1 > - >\, Soit (eq, ..., e,) une base adaptée de T,,(H). Rappelons que d’apres la section 2.3
V(x1,...,xn) €EF" v Z:z:leZ inf{)\z(-_v(wi)) |1 <i<n}

Soit C' 'adhérence schématique du sous-groupe < 7~ % é;,... 7w “é, >C T,(H) @ F/Op et ¢ :
H — H/C- Soit x = Y. | xje; dont on veut calculer v(¢(x)). On peut supposer que pour un

sous-ensemble I C {1,...,n} =), xie; ou Vi € I v(x;) < —a;. Alors
vipl@) = Y vty
yEker @

= Z v <Z(IZ +tm Y )e; + Z tiﬂ-_aiei>

(t1,estn)EO /T D---BO /Tan il il
- 3 inf (AT e puAeT ) ¢
(t1,....tn)€OQ /T G---BO /won
= ¢z S0 [ A nfATED [ie bu (A i ¢ 1}
(ki)igr i¢l
0<k;<a;
ou l'on a posé
Ak) = - sik>1
1 sik=0
5.3.3. Composition des opérateurs (=, ..., 7 ).
Théoreme 4. Soit (a1,...,a,) € N". Soient H un O-module m-divisible formel de dimension 1
et hauteur n sur Ok tel que le polygone de Newton associé ait pour pentes \y > --- > \,. Soit
(e1,...,en) une base adaptée de T,,(H). Soit C l’adhérence schématique de < 7~ é1,...,m "€, >C

T,(H)® F/Op et ¢ : H— H/C = H'. Soit p, : T,(H) — T,(H') le morphisme induit. Soit
o € G,, une permutation telle que

(ag(1y+1) (ag(2y+1) (@ (ny+1)
)\0'(1) )\0(2) Z 2z A(7 (n)
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Alors, si l’on pose
Vie{l,...,n} € = @u(m" " Dey)
(€i)i est une base adaptée de T,(H').

Démonstration. Reprenons la formule donnée dans la section précédente

vip(x) = ¢=ere 3 ([[AGK:)) mfAT) [ie ryuAM |i¢ 1)

(ki)igr g1
0<k;<a;

ST Atk AT fie b u A |1 <i <n)

(ki)i<i<n 1<i<n

0<k;<a,
_ : (—v(z4)) (k) .
=it ST (I Al) w0 125 <)

(kjli<j<n 1<j<n
0<kj<a;

= infu(p(zie:))

et de plus Vi v(p(x;€;)) ne dépend que de v(z;). On a

(ag(1y+1) (ag(2y+1) (Go(n)+1)
)\U(l) z )\0(2) Z 2z )\a'(n)

et donc grace a la formule ci-dessus
v(p(r ™0 er)) 2 - 2 v(p(r T Teg ()
ce qui implique que cette suite de valuations est la suite des pentes du polygone de Newton associé
a H'. Reste & voir que
ViVk > 1Vy € H'[x] v(o(r= % 1e))) > v(p(rn= % ley) +y)

Mais cela résulte de la formule v(p(z)) = 1r€1§ v(p(ze)). O

Corollaire 7. Soient (ai,...,an), (b1,...,b,) € N™.
— Pour tout P € Newt il existe une permutation o € &, telle que

(m= o, w4, ((F_bl, . 77T_b").’P) = (W_(a"<1)+b1), R W_(“"<")+b”)).73

)

- Siby < by <---< by, on peut prendre o = Id
— En particulier il y a une action du monoide

{(x=®, .., |0<a1 <~ <ap }
sur Newt.
Remarque 6. Bien sirVb € N Uaction de (7=, ... 7w~ %) est la méme que celle de (m~ (@140 |
ce qui permet de définir une action du monoide défini comme précédemment en relachant la condi-
tion a1 > 0.
5.4. Définition des simplexes maximaux en termes des pentes de Newton.
Définition 13. Soit (e1,...,ey) la base canonique de F™. On note A lappartement de l'immeuble

de PGL,, associé (cf. appendice A) et Q le quartier dont les sommets sont les classes de réseauz
{[< % eq,...,m%en > a1 > > an}
On note prg, : Al — @ la projection de Uappartement sur son quartier (cf. la section A.6.1 de
Uappendice A).
Notons pour tout i < j (< 7%eq,...,m% e, >) = a; — a;. D’apres la section A.2.5 de
I’appendice les simplexes maximaux dans 4 sont en bijection avec les collections
(bij)1<i<j<n

telles que
bij cZetVi< 7 < k, bik € {bU + bjk7bij —|—ka + 1}

ﬂ'_(u’n"’_b))



french APPLICATION DE HODGE-TATE ET IMMEUBLE DU GROUPE LINEAIRE 27

A (bij)i<j est associé le simplexe dont les sommets sont
{,T eA | Vi< j Oéij(l') S {bij,bi]‘ + 1} }
Les simplexes maximaux dans @) sont eux paramétrés par les (b;;)i<; comme ci-dessus avec la

condition supplémentaire Vi < j b;; € N.

Définition 14. Soit S un simpleze mazimal dans le quartier QQ associé a (bij)i<i<j<n. Notons
Newt(S) le sous-ensemble de Newt formé des polygones de Newton dont les pentes satisfont

S (biy+D) (bi;+2)

Vi<jg A7 Z)\jZ)\jJ
Lemme 8. Les ensembles Newt(S) sont convezes. De plus pour tout i et k application a valeurs
dans R qui a un polygone associé aux pentes \y > -+ > \,, associe /\Ek) est affine sur les Newt(S).

Démonstration. Nous laissons au lecteur le soin de se convaincre de ce lemme en dessinant
quelques polygones de Newton. 0

Lemme 9. Les convezes précédents recouvrent Newt :

Newt = U Newt(S)
s
ot S parcourt les simplexes maximauzr dans Q.
Démonstration. Soit un polygone de Newton associé aux pentes Ay > - -+ > \,,. Soient (b;;)1<i<j<n,
bi; € N, tels que
Vi< APt > x5 (bt
Soient ¢ < j < k. On a les inégalités
)\gbjk‘i’l) Z )\k > )\gbjk+2)
et
ALTED > 8 > AP
D’apres la remarque 3 on a donc
/\Ebijerijrl) > AL > A§bij+bjk+3)
Ce qui implique que bix, € {bij + bjk, bij + bjr + 1} O
Exemple 3. Soit Sy le “simplexe fondamental” de sommets
[< mer,...,mei €11 ...,en > 1<i<n
Il est associé o Vi < j byj = 0. Mais en fait |So| = {x € Q | ain(z) < 1}. Donc

A
Newt(S0) = (A <0} = (5 < 0)

5.5. Action simpliciale des opérateurs (7=, ... 7~ %),

Définition 15. On note x — (7, ..., 7% ).x l’action par translations sur A qui a [< 7%ey,..., w0 e, >
] associe [< w1 Hbieq ... wintine, S,

Théoréme 5. Soit S un simpleze mazimal dans @ et (ay,...,a,) € N*. Alors, opérateur

(r=, ..., %) induit une bijection affine entre Newt(S) et Newt (prQ (o, ... w7 9).9)).

Démonstration. Soit P € S un polygone de Newton de pentes Ay > --- > \,. Supposons S
associé aux (bsj)i<;. Soit H un O-module formel de dimension 1 ayant pour polygone de Newton
associé P. Soit (e1,...,e,) une base adaptée de T,,(H). Soit ¢ : H — H/C = H' l'isogénie
associée & (aq,...,a,) comme dans le corollaire 5. Soit o € &,, une permutation telle que

(ad(1)+1) (a(r(n)+1)
Aoy 2 Z Ao

Posons pour tout i < j
bij = @o(s) = Goli) + bo(i)a(s)
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ot on a posé by(i)s(j) = —ba(j)o(i) Sl (i) > o(j). Alors Vi < j bi; € N. En effet,

. . . bo(iyo () +1 bo(i)o(j) +2
si o (i) < o(j) DD W A

(ae () +bo()e()+1) (ag@)+1) (a0 () +bo(i)o () T2)
= A0 ZAG) 2 A0

= o(i) < Ao(j) + bo(i)a())

o . bo(ye (i) F1 bo (o) +2
si o(i) > o(j) )\E‘(j())” )ZAg(i)zAg(j()“) )

)\(a’c{(i)"‘ba(j)cr(i)"l'l) > )\(a7(i)+1) > )\(a7(i)+bg(j)a(i)+2)
a(j) = To(i) = "o(j)

= Ge(j) < o) T oot
Donc, o est 'unique élément du groupe de Weyl tel que si 8" = (7% ..., 7 %).S est le simplexe
dans A associé a la donnée (b;; + a; — a;)i<; alors
0.8" =prg(s’)

Comme dans la démonstration du théoreme 4 on vérifie que si Aj > --- > X\ sont les pentes
associées & H' alors

wh>1 N = 3 T Atk im0 o %) G £ 0y
0<kj<as ;) 1<j<n
1<j<n

Cette formule permet de démontrer facilement que
. oy (bG41) (v},+2)
Vi< NV > )\;- > N\

De méme elle permet de démontrer que sur S l'application qui & un polygone de pentes A\; >
-+ >\, associe celui de pentes \] > --- > X\ est affine. En effet, sur S les applications qui &
(A1 > -+ > \p) associent les quantités inf{)\gz‘i’)(“ﬂ)} U {/\((f(g% | j # i} sont affines puisque l'ordre

des (/\l(»k)hgign,kzl y reste inchangé.

Reste a voir que opérateur (7~ %', ..., 7~ ) est un isomorphisme. Mais pour N > sup{a;} sur

i
S la composée des opérateurs (7=, ... 7 %) et (= N-9%w) . 7=(N=a:m)) correspond au
niveau des groupes de Lubin-Tate & H — H/H|[r™V] est est donc I'identité. De méme la composée
sur S des opérateurs (m~ (V=% @) g=(N=aem)) puis (7%, ... 77 %) est Pidentité. O

5.6. Définition des sommets.

Définition 16. Soitz = [< 7, ..., 1% >] un sommet dans Q. On note P(z) = (w®, ..., 7% ). Py
ot Py est le polygone de Newton ayant une seule pente \y = -+ =\, = ﬁ.
Proposition 16. Siz = [< 7%, ..., 7% >] € Q avec a1 > -+ > an > 0 alors P(x) est unique

polygone de pentes Ay > --- > N\, vérifiant
Vi< AlmTeth =y
De plus

qalfai

Vi A\ =
qn

S T Alhy)gneetlon—at ot -1

0<kj<ai—aj j7i
JF#i

oty A(k) = q¢* —¢" 1 sik >0 et A(0) = 1.

Démonstration. Le fait que les pentes de P(z) vérifient les égalités annoncées résulte des formules
données dans la section 5.3.2 ainsi que dans la démonstration du théoreme 4.

La démonstration concernant 'unicité est laissée au lecteur. Il s’agit de vérifier qu'un certain
systeme linéaire en les pentes (\;)1<;<n possede une unique solution ce qui ne pose pas de probleme
particulier. 1
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Exemple 4. Reprenons 'exemple 3. Le sommet < ey, ..., e, > correspond au polygone plat
1
et pour 1 <i<n—11le sommet < mey,..., €, €i41,...,6n > correspond au polygone
qnfi 1
AN ==\ = D VISR . S—
' -1 M BRI CTE))

5.7. Définition des chambres comme enveloppe convexe de sommets.

Proposition 17. Soit S un simplexe mazimal dans QQ vu comme la collection de ses sommels.
Alors Newt(S) est l'enveloppe convexe des P(x), x € S.
Démonstration. Soit Sy le simplexe de sommets
{[< me1,...,mei, €41, ..., > |1 <i<n}
Il existe (a1,...,an) € N tel que S = projg((7=,..., 77 ).5). D’apres le théoreme 5 il suffit

de démontrer le résultat pour Sp.
On a Newt(Sy) = {% < A\, }. Donc

Newt(Sp) = {M ==X >0]> (¢ ¢ Hhi=1et q—; < An}

=1
1=1

olt 'on a posé p; = ¢*(A\; — \iy1) pour 1 <i <mn—1et y, = ¢"\, — A1 qui définit un changement
de coordonnées affines. Dans ces nouvelles coordonnées le simplexe est le simplexe standard de
R’. On vérifie alors que les sommets du simplexe standard dans ces coordonnées correspondent
aux pentes des P(z),z € Sy telles que calculées dans 'exemple 4. O

5.8. Définition des murs et demi-appartements.
Définition 17. Soit b € N et M le mur du quartier @ égal a
{z € Q| aij(x) = b}
On définit alors un “mur” dans Newt égal a
{P e Newt | A\ =}
Soit les demi-appartements dans QQ égauzx a
{2 €Q | ay() > b)
resp.
{z e Qfai(x) <b}
On définit des “demi-appartements” associés dans Newt
{P € Newt | A\"™) >}
resp.
{P e Newt | A" <z}

Alnsi avec les notations de la définition précédente, si S est un simplexe maximal, Newt(S) est
égal a l'intersection des demi-appartements le contenant. De méme si x est un sommet de @) alors
{P(x)} est égal a I'intersection des murs de Newt contenant .

Dans la figure ci-dessous on a dessiné I'image réciproque de la décomposition simpliciale de
I'espace de Newton au squelette de 'espace de Lubin-Tate dans le cas de GL3. Ce squelette est
I'ensemble des (v(z1),v(z2)) €]0,+00]% La partie en haut & droite correspond & la zone ol le
polygone de Newton est plat. Les bandes horizontales et verticales correspondent & des zones o



v(w2)
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v(z1)

FI1G. 4. La décomposition simpliciale de la boule p-adique ouverte de dimension 2

le polygone de Newton ne détermine par de fagon unique v(z1) et v(x2). On voit dans ce dessin le
quartier dont l'origine, le carré en haut a droite, correspond au polygone de Newton plat. Cette
figure apparait déja dans [12] (figure 4 p.316). Au niveau des sommets, le meilleur moyen de voir
que la décomposition de Yu coincide avec la notre consiste a utiliser la définition des sommets qu’il
prend : il s’agit de 'orbite de Hecke d’un point CM ayant multiplication complexe par I’extension
maximale non-ramifiée de degré n (ce que Yu appelle les relévements quasi-canoniques). Or il
est aisé de vérifier que le polygone de Newton d’'un O-module 7w-divisible ayant multiplication
complexe par l'ordre maximal dans une telle extension non-ramifiée de degré n est le polygone
plat. Donc les polygones de Newton de cette orbite de Hecke coincident avec ceux des sommets
que nous avons définis. On renvoit a la section 7.5 de cet article pour d’autres liens concernant
I’application des périodes. On remarquera également que I’on peut aisément décrire tous les points
CM dans la figure précédente. Par exemple le barycentre des simplexes correspond a une orbite de
Hecke d’un point ayant multiplication complexe par ’extension maximale non-ramifiée, le point
associé dans le simplexe fondamental Sy correspondant a la multiplication complexe par 'ordre
maximal.

6. L’ISOMORPHISME ENTRE LES TOURS DE LUBIN-TATE ET DE DRINFELD AU NIVEAU DES
SQUELETTES APRES QUOTIENT PAR DES SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX

Soient |M§OT’[O] |, resp. |M£OT’[O] |, espace de Berkovich associé a l'espace de Lubin-Tate, resp.
lespace de Drinfeld, en niveau infini (cf. [7] chapitre I pour les notations, le symbole O] signifie que
Pon regarde des déformations par quasi-isogénies de degré 0). Ces espaces topologiques sont munis
d’une action de GL,,(F)! x O ou GL,(F)* désigne les éléments de GL,,(F') dont le déterminant
est un unité p-adique et O} l'ordre maximal dans une algébre & division d’invariant 1/n sur F.
L’action de GL,,(F)! se fait & droite sur |M(§OT’[O}| par correspondances de Hecke et & gauche sur
|MODOT’[O]| par action sur la déformation. L’action de OF se fait & gauche des deux cotés. D’apres
[7] il y a un homéomorphisme

IMETHI = Mt
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qui transforme l'action de (g, d) € GL,,(F)! x OF en ('g,d). D’ol en particulier
GLAOF)xog\Lwéfmw_:;>Guxopyxog\pAgﬂm

OF\METO) — NIQ|

ol |M£T’[0}| est l'espace topologique noté |X°"| au début dans la section 5.1 et Q Despace
symétrique de Drinfeld. Nous voulons décrire cette application au niveau des squelettes via la
rétraction de ces espaces sur leur squelette :

Eall GLn (Or)\|9]

lr lf

S(:{an) 7) GLH(OF)\S(Q)

o S(X) a été décrit dans la section 5.1, S(2) = |Z(F™)| est la réalisation géométrique de
Iimmeuble de PGL,,(F) et la rétraction r : |Q — S(2) = |Z(F™)| est Papplication qui &
[F" — K] € Q(K) associe la norme sur F" déduite de la valuation sur K (en fait il ne découle pas
de l'existence de I'isomorphisme entre les deux tours qu’une telle application entre les squelettes
existe, nous allons le montrer).

Rappelons (cf. section 5.1) qu’il y a une application O}j-invariante S(X") — Newt.

Théoréme 6. Il y a une application
S(x*) 25 GL,(Op)\S(Q)

faisant commuter le diagramme précédent. Soit Q le quartier de l’immeuble de PGL,,(F) dont les
sommets sont les classes de réseaux [< m™eq,...,m%me, >| ot ag > -+ > ay, et (e;); est la base
canonique de F™. Alors l'application précédente se factorise en

GL,(Or)\S(2)

Newt—>Q

ou v est une bijection simpliciale affine par morceaux lorsque Newt est muni de la structure
simpliciale définie précédemment. Plus précisément, pour tout sommet x € Q Y(P(x)) = x, pour
toute chambre S dans Q Y(Newt(S)) =S5 et

YiNewt(s) : Newt(S) — S

est affine.

Dans cette bijection les murs et demi-appartements de Newt tels que définis dans la section 5.8
correspondent a ceur du quartier Q.

De plus dans cette bijection l'action de Uopérateur (m~, ... , 7~ %) : Newt — Newt correspond
a lopérateur composé

(r=1,m o)

= |4 Al 72 Q

1w

ot |A| ( |A| est une translation dans la partie vectorielle du groupe de Weyl affine
sur Uappartement et prq est la projection de Uappartement sur le quartier, obtenue par application
d’éléments du groupe de Weyl vectoriel &S, Q = &,\|A|.

Démonstration. L’application |X%"| — GL,, (Or)\|Q| se décrit de la facon suivante : soit K|F
et H un O-module m-divisible formel de dimension 1 et hauteur n sur Og. Soit 'application
de Hodge-Tate de HV tordue, a$.(—1) : T,(H)* — wy ® K(—1). Fixons un isomorphisme
O3 — T,(H)*. Alors le point de GL,(Op)\Q(K) associé est la GLy,(Op)-orbite de [O% ——
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T,(H)* — wyg @ K(—1)] € Q(K). Le point dans GL,,(Op)\|Z(F™)| associé est obtenu en prenant
la norme associée sur F".

Les résultats des sections 2 et 4 montrent que cette application se factorise par |X*"| — Newt.
En effet, si (e1,...,€,) est une base adaptée de T,(H) de base duale (€7, ..., €} ) alors la filtration
de ramification inférieure se situe dans le quartier {[< 7%ey,..., 7% ¢, >] | a1 < - - < a,} et se
calcule explicitement en fonction du polygone de Newton (section 2.3). Donc la filtration duale est
dans le quartier {[< 7™ €},..., 1% €} >] | a1 > -+ > a,} et se calcule explicitement en fonction
du polygone de Newton. Le théoreme 3 montre alors que la classe d’équivelnce de norme additive
associée se calcule en fonction du polygone de Newton.

Soit ¢ : Newt — @ cette application factorisée.

Rappelons qu’on a définit une action par translations sur 'appartement associé a la base cano-
nique de F" (cf. définition 15). Montrons que V(a1, ..., a,) € N, VP € Newt, ((x=*,..., 7~ %).P) =
pro((m=, ..., 77 ).4)(P)) ou prg est la projection de I'appartement sur le quartier. Soit H as-
socié au polygone P et (¢;); une base adaptée de T,(H). Soit C' adhérence schématique du groupe
<TTME, ..., e, >CT,(H)® F/Op et f: H— H/C = H' I'isogénie associée. Le polygone
de Newton associée & H' est (7~ ,...,7 ). P. Il y a de plus un diagramme

/ af), (=1)

b — Ty(H') —> wp @ K (1)

fx ~

afp(—1)

n s Ty (H) —> oy @ K(—1)

*

ou 7 est donné par (€f); et n’ par (7% e€});. De cela on déduit que la norme additive associée & H'
sur F™ se déduit de celle associée & H par composition avec diag(7®,..., 7% ) € GL,(F) et que
donc (cf. définition 26 de I’appendice) dans I'immeuble |Z(F™)| le point associé a (a9, (—1),7') est
obtenu en appliquant diag(m=%1,..., 7~ %) & celui associé a (a§(—1),n) (on n’a fait qu’exprimer
Péquivariance de Iisomorphisme entre les deux tours). Etant donné que ce second point est déja
dans le quartier () on conclut.

D’apres le théoreme 5 il suffit donc maintenant de montrer que si Sy est la chambre de sommets
{[< me1,...,mei, €41, .., > |1 <i<n}

alors 1 induit un isomorphisme affine entre Newt(Sp) et Sp. Il suffit pour cela de montrer que 1)
restreinte a Sy est une application affine. En effet, supposons le vérifié. Alors d’apres 'exemple 1
si 0 désigne le sommet de @ alors /(P (0)) = 0. Donc, d’apres la compatibilité de 1) aux opérateurs

(=, ..., 7 %) pour tout sommet x de Sy, ¥(P(x)) = x ce qui implique d’apres la proposition
17 que Y| Newt(s,) st un isomorphisme entre Newt(Sp) et So.
Montrons donc que 9| yew(s,) est affine. Pour un H sur O notons (e1,a, ..., €, 5) une base

adaptée de T),(H) et ||.||g désigne la norme additive associée sur T,(H)*. Il suffit alors de mon-
trer que I'application qui & un polygone de Newton P associe [|€] | i est affine en restriction a
Newt(Sp). Mais on vérifie directement avec le théoréme 1 que cette application est

P 5 (1= (P() ~P(a ™)

7. QUELQUES APPLICATIONS

7.1. Sous-groupes canoniques généralisés. Soit K|F un corps valué complet pour une va-
luation v : K — R U {400} prolongeant celle de F. Soit H un O-module 7-divisible formel de
dimension 1 et hauteur n sur Og.

Définition 18. Un sous-groupe canonique de rang r et niveau k est un sous Op /7*Or module

M ¢ HirM[Og]
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libre de rang r vérifiant
Vo € MYy € H[r*|[Ox] \ M v(z) > v(y)

S’il existe, un tel sous-groupe est unique; il s’agit en effet d’un cran de la filtration de ramifi-
cation inférieure sur H[r*][O%] égal & 'ensemble des g*"-6léments de plus grande valuation dans
H[r*][O%]. Son unicité implique qu’il est stable sous Gal(K|K) et définit donc un sous-groupe
étale de H[*| @0, K.

Lemme 10. Soit P € Newt le polygone de Newton associé a H. Le groupe H posséde un sous-
groupe canonique de rang v et niveau k ssi P appartient au demi-appartement de Newt associé au
demi-appartement ouvert du quartier QQ défini par

{xeQ|ar,pi(x) >k—1}

Démonstration. D’apres les résultats de la section 2 I'existence d’un tel sous-groupe canonique
est équivalente & Vinégalité A®) > A\, 1. O

Remarque 7. En particulier [’existence d’un sous-groupe canonique de rang et niveau donné peut
se lire sur lapplication de Hodge-Tate de H".

IVAVAV " U

12

F1a. 5. Demi-appartement A = 3 sous-groupe canonique de rang 2 et niveau 3, B = 3 sous-
groupe canonique de rang 1 et niveau 4, C = AN B

Remarque 8. L’image réciproque dans ’espace de Lubin-Tate X" d’un demi-appartement ouvert
définit un ouvert admissible de la boule ouverte.

Corollaire 8. Pour tout k € N* de,0 < € < 1, et des ouverts admissibles (Ui(k))lgign_l dans
Iespace de Lubin-Tate X" tels que

n—1 ¢
(U U}’”) C B(0,¢)
i=1

et Vo € Ui(k) le groupe p-divisible universel spécialisé en x posséde un sous-groupe canonique de
rang i et niveau k.
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Démonstration. 11 suffit de vérifier que dans le quartier @ pour k € N*

Q\ U {reQlaiin(@)>k-1}

1<i<n—1

est un compact dans @ et Uapplication |X*"| = Newt est propre. O

On remarquera également le lemme suivant.

Lemme 11. Les assertions suivantes sont équivalentes :
— H possede un sous-groupe canonique de rang r et niveau k
— H posséde un sous-groupe canonique de rang r et niveau 1 et si H[w]* C H|r| est le cran de
la filtration de ramification supérieure associé, H[n*|"(O%) est libre de rang r sur O/m*O
Ainsi si c’est le cas V1 < k' < k H[wk,]“(Of) est un sous-groupe canonique de rang T et niveau
k' et il y a une suite exacte

’

’ ﬂ'k _ ’
0 — H[r""(Og) — H[r"]"(O) —"— H[x" ¥ ]"(Og) — 0
Démonstration. Elle ne pose pas de probleme. (]
7.2. Orbites de Hecke.

Lemme 12. Soit Hi — Hs une isogénie de O-modules formels de dimension 1. Soient Py €
Neuwt, resp. Py € Newt, les polygones de Newton associés a Hy, resp. Hs. Il existe alors (a1, ..., an) €
N™ tel que Po = (m~%, ..., 7w %).P;.

Démonstration. Toute isogénie peut s’écrire comme une composée d’isogénies cycliques c’est a
dire de noyau engendré par un point de m-torsion non-nul. Pour une isogénie cyclique le résultat
découle de la proposition 15. Le cas général est donc une conséquence du corollaire 7. O

Définition 19. Soit X l'espace de Lubin-Tate et x € |X*"|. Soit H le groupe p-divisible universel
sur X, K algébriquement clos tel que x provienne d’un élément 2’ € X(Ok) et Hy: la spécialisation
sur Ok de H. On appelle orbite de Hecke de x le sous-ensemble de |X*™| associé auzy' € X(Ok)
tels qu’il existe une isogénie Hyr — Hyy.

Remarque 9. L’orbite de Hecke d’un point est un sous-ensemble O -invariant.

Proposition 18. Soit x € |X*"|. L’image dans Newt de l'orbite de Hecke de x ne dépend que
de I'image de x dans Newt. Via lisomorphisme Newt — Q (ou Q est le quartier de I’immeuble
défini dans les section précédentes) cette image est lorbite du point associé a x dans @ sous le
groupe de Weyl affine (c’est a dire les points de lorbite dans 'appartement qui sont dans Q).

Démonstration. Soit A I'appartement et prg, : A — @ la projection. Soit y € @ le point associé

a z. D’apres le lemme précédent I'image de l'orbite de Hecke de x dans @) est égale a I’ensemble
des

Prg (t.Q)
ou t parcourt les translations dans le groupe de Weyl affine. Donc cette orbite est Wog.yN@Q. 0O

7.3. Domaines fondamentaux pour I’action des correspondances de Hecke. Dans cette
section nous montrons comment construire des domaines fondamentaux généralisant le domaine
fondamental de Gross-Hopkins utilisé dans le chapitre I de [7].

L’orbite dans I'appartement A d’un point y € @ sous le groupe de Weyl affine admet la des-
cription suivante. Soit € : A — Z/nZ un étiquetage des sommets de A donnée par [A] — [Ag :
A] mod n ot Ap est un réseau fixé. Si S est une chambre de A (un simplexe maximal) on note
W(S) C Aut(S) le groupe des rotations de S de centre le barycentre de |S|, isomorphe & Z/nZ,
défini par

W(S)={fe€Aut(S)|Ja € Z/nZVs € S e(f(s)) =€(s) +a}
Alors,
W(S) = Stabw,(S)
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Soit donc maintenant y € |A| et Sy une chambre telle que = € |Sp|. Soit S une autre chambre dans
A. Fixons un isomorphisme
Qo SQ = S
tel que
e Z/nZ Vs € Sy e(a(s)) =e(s)+b
Alors, si |af 1 |So| — |S]|, on a
Wag.y 0[S] = W(S).|a|(z) = |af (W(So).y)
De la on déduit la proposition suivante
Proposition 19. Soit S une chambre du quartier Q et D C |S| un sous-ensemble tel que
W(S).D = |S|. Supposons que D est un polyédre rationnel dans le simpleze |S|, c’est a dire
défini par des inégalités linéaires a coefficients rationnels en coordonnées barycentriques dans |S|.
Alors, limage réciproque & |X°"| de D définit un domaine analytique fermé D dans X°™ associé
un ouvert admissible de X" tel que pour tout K et x € X (K) il existe K'|K finie, y € D(K') et

une isogénie H, — H,. En d’autres termes les itérés de D par les opérateurs de Hecke sphériques
recouvrent X",

Le probleme est maintenant de comprendre comment se recollent les itérés d’un tel domaine D
sous 'action des correspondances de Hecke. Cela peut se faire dans le simplexe fondamental du
quartier comme dans la section 3 du chapitre I de [7].

Soit Sy = convexe(0, w1, ...,w,—1) le simplexe de @) de sommets

0=<er,...,ep >, wWi=<Te€l,...,M€;,Citl,y...,6n> 1<i<n—1

Soit N
So = So \ convexe(ws, ...,wn—1) = So \ {a1, =1}

le simplexe privé du mur ay,, = 1. L’image réciproque a Newt de §0 est
~ A\
Newt(Sp) =1 o <A}
Voici une généralisation de la proposition 3.5 du chapitre I de [7].

Proposition 20. Soient x,y € X*"(K) tels que les polygones de Newton associés appartiennent
a Newt(Sy) et ¢ : Hy, — H, une isogénie ne se factorisant pas par w. Alors ker ¢ C Hy[r] et si
dimp, ker o =7, ker est un sous-groupe canonique de rang r et niveau 1.

Démonstration. Soit M = ker . Soient g1 > - -+ > pu, les pentes du polygone de Newton associé
a H,. On a des inclusions

M) /M [ 1) M) H
De plus
Ya € M[r*)\ M[z*= vb € M[x*~1] v(a) < v(b)

Posons
Vi, 1<i<rVk>1 d" = dimg, (7' M[x*] N Fil,, M]r])

ou l'on pose Fily = {a | v(a) > A}. On a donc dgk) > o> dM et i dl(-k) > d§k+1).
Les valuations des éléments non-nuls de M sont

(Lk>1,1<i<r dP £0)

an
et
Vi, k long(Fil w M) = di) +long(M[r*~"])
q’Vl
Soit (eq, ..., e,) une base adaptée de T),(H). Il est alors aisé de vérifier qu’il existe (a1, ..., a,) € N”
tels que si N =< 7w~ %éy,...,m e, >C Hy[r>] alors M ~ N comme groupes abstraits et

YV long Fil, N = long Fil, M
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11 suffit pour cela de choisir les (a;); tels que
Wik |{j | v(r " e;) > i et a; > kY| = d"

Soient donc P.,P, € Newt les polygones de Newton de H,, resp. H,. On a donc d’apres la
proposition 15

Py=(r ", ..., )P,
Mais il est aisé de vérifier que

V(ai,...,a,) € N inf{a;} =0 pro((m™*,... 7 9).80)NSy = Fi (as,...,an) = (1,...,1,0,...

N
De plus si u € S vérifie
pro((r™! .. m7 ), 1, 1)) € Sp
—_————
alors a; ;+1(u) # 0 et on conclut facilement. O

Corollaire 9 (Généralisation du domaine fondamental de Gross-Hopkins). Soit Sy le simplexe

mazimal du quartier Q contenant l'origine. Soit D un polyédre rationnel dans |So| tel que D C |§0|
c’est a dire D ne rencontre pas le mur {a1, = 1}. Supposons que

S| = W (So).D

ot W(So) = Stabw,;(So). Notons Yo € W(So) ~ Z/nZ 0,D = D No.D. Soit D l'image
réciproque a |X"| de D et Yo € W(Sy) 05D celle de 0,D. Ce sont des domaines analytiques
fermés associés a des ouverts admissibles de X79. De plus les itérés de D sous les correspondances
de Hecke sphériques forment un recouvrement admissible de X"9. Les itérés de D ayant une
intersection non-vides avec D sont associés aux correspondances de Hecke (w_l, T St TR 1)
—_———

i
avec 1 < i < n — 1. Ces intersections sont les 0,D et les relations de faces sont obtenues par
quotient par un sous-groupe canonique généralisé dans les points de mw-torsion.

Corollaire 10. Pour tout domaine fondamental D comme dans le corollaire précédent on peut
refaire la construction du chapitre I de [7] : on peut reconstruire la tour de Lubin-Tate en niveau
infini a partir d’un tel domaine fondamental.

FI1G. 6. Une décomposition simpliciale du quartier relativement & un domaine fondamental
pour l'action des correspondances de Hecke et une orbite de Hecke (points noirs)
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7.4. I’image du domaine fondamental de Gross-Hopkins dans I’espace de Drinfeld.
Soit _

D= {(x1,...,@0-1) € X" | Viv(e) 21— =}
le domaine fondamental de Gross-Hopkins ([8], [7] 1.3). Si pour x € X% on note P, € Newt le
polygone de Newton correspondant et si Pgy désigne le polygone défini par Vi v(z;) = 1 -+ alors

D={xeX|P,>Pcu}
et D est donc I'image réciproque dans X" de ’ensemble
D={P|P>Pcu}

On se propose de calculer I'image de ce domaine fondamental de Gross-Hopkins dans 1’espace
de Drinfeld via 'isomorphisme entre les deux tours.

Proposition 21. L’ensemble convexe D C Newt est un polytope possédant 2"~ points extrémaux
en bijection avec les parties A C {1,...,n—1}. A A =1 est associé le polygone plat Py défini par

1
)\ :-~»:)\n:
1 1
Pour A# 0 si A={i; <---<i,} le polygone associé P est défini par
A==, A1 = = gy e A1 = = A

et Yke{l,...,r} v(a:ik)zl—z—k
n

Ainsi Pg1,....ny = Pam. On a donc
D = Convere(Pa)acq,...n—1}

Proposition 22. Soit pour tout i, 1 <i <n—1, le sommet w; =< Te1,..., M€, €it1,...,Cn >,
P(w;) € Newt le polygone associé (cf. exemple 4) et Py le polygone “plat” associé au sommet
<er,...,en > Alors VA ={iy < -+ <.} C{Ll,...,n— 1}, avec les notations de la proposition
précédente,

P4 € Conveze(Po, P(wiy)s -, P(wi,))
plus précisément
Pa=aoPo+ Z arP(wi,)

k=1

ik ._. . _.
Vk;«éOak:‘J_(’k i S ”C)

n qik _ qik—l qik+1 _ qik

ou l'on a posé 19 =0, 1, =n, et

aozl—Zak

k0
En particulier
n—1
P{l,...,n} = — <Po + Z P((.«M))
i=1
Corollaire 11. L image du domaine fondamental de Gross-Hopkins dans le simplexe fondamental
est Uenveloppe convexe de lorigine [< e1,...,e, >| et des
T
a0[< €1,...,€p >] + Z A Wiy,
k=1
ou{iy <---<ip} CA{L,...,n} etles (a;); sont comme dans la proposition précédente. Le sommet
correspondant & {i1 < --- < i} ={1,...,n} est le barycentre du simpleze.

La bijection du chapitre II de [7] induit une bijection entre les points de la tour de Lubin-Tate en
nweau infini au dessus du domaine fondamental de Gross-Hopkins et ceux de la tour de Drinfeld
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en niveau nfini au dessus d’un point de 0 s’envoyant dans le polytope précédent via ’application
quotient |Q)| — |Z(PGL,)| = GL,(Op)\|Z(PGL,)| = Q.

<T[e_l,T[E2 ,83>

1
2 1
<ee e T sy 0 %S

F1a. 7. L’image du domaine fondamental de Gross-Hopkins dans le “simplexe fondamental”
du quartier et son image dans l’appartement

7.5. Application au morphisme des périodes. L’application des périodes de Gross-Hopkins
a été étudiée en détails dans [12]. Dans cette section on explique comment obtenir de nouveau les
résultats de la section 13 de [12] sans utiliser les formules explictes pour 'application des périodes
utilisées dans [12].

Commencons par remarquer avec les notations de la section 7.3 que si Sy est le simplexe
fondamental dans le quartier @ et Sy désigne Sy privé du mur {ay, = 1} alors

Va € |Sol, Y(ar, ..., a,) € N"\N.(1,..., 1), n| D @y = (n~™,... .7 " ).z ¢ |So]
=1

et que donc si U C X" désigne I'image réciproque dans l’espace de Lubin-Tate de |§0|
AL

pour toute correspondance de Hecke T non-triviale de degré un multiple de n on a T.U N U = ().
On vient donc de donner une démonstration géométrique sur 'immeuble de la proposition 1.4.2
du chapitre I de [7]. On en déduit comme dans la section 1.4 de [7] que Papplication des périodes
de Gross-Hopkins 7 : X% — P"~! induit un isomorphisme entre U et sont image.
Intéressons-nous maintenant aux propriétés “métriques” de I'application des périodes.
On sait d’apres la section 23 de [8] qu’il existe un systeéme de coordonnées z = (z1,...,Tn_1),
une loi de groupe formel universelle F,, de logarithme logy , sur I'espace de Lubin-Tate X tels que

logp, = Y bi ()T

k>0
et T=[fo:...: fn_1] avec
= lim 7*b
fo G 7 b
Vi>0, fi = lim 7 b,

k——+4o00
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Utilisons maintenant la formule

On déduit de celle-ci que Vz € X*"(K)
Newt(logp, ) := Convexe(q", v(bx(z)))k>0

est le polygone convexe débutant en (1,0), affine entre les abscisses ¢* et ¢**1

pour pentes les (/\(»k)

. )i<i<n,k>1 (rangées par ordre décroissant) ot Ay > --- > A, sont les pentes
du polygone de Newton associé a z. En particulier I'application z —— Newt(logp ) se factorise
par Iespace Newt et est affine sur chaque simplexe de Newt au sens de la structure simpliciale
définie précédemment.

Les formules précédentes impliquent en particulier que pour z € U = {2—5 < An} de polygone
de Newton P, € 1S0] on a v(fo(z)) =1 et

CODVGXG((I, 1)a (qvv(fl(z)))v R (qnilvv(fnfl(g)»a (qnv O)) = P£

ce qui fournit exactement la valuation de f;(z) lorsque P, € 10| \ {.i+1 = O} et une borne

pour k > 0, et ayant

inférieure sinon sur le mur {a; ;41 = 0} dans |Sp|. En particulier

Va € Int(|So]) = |S°| \ {murs}, v(fo(z)) =1et Vi>0 v(fi(z)) = v(z;)
Maintenant si z € X" (K) est quelconque il existe (a1, ..., a,) € N* telsque (7= %,..., 77 %). P, €
Sol. 11 existe donc y € X (K') avec K'|K, une isogénie H, — Hy, que l'on peut supposer
déformer Frobqu‘“, tels que (=%, ..., )Py = Py. L'application des périodes étant D*-

équivariante et constante sur les orbites de Hecke on en déduit que 7(y) = M2 % 7 (z) ou I € Op
est une uniformisante agissant via IL.[wg : ... : wp—1] = [wy : ... : wy—1 : Two]. Cela donne une
estimation du type précédent sur les valuations des coordonnées de ’application 7. En particulier,

on connait parfaitement ces valuations en dehors des murs de Newt.

8. LE CAS DES ESPACES DE LUBIN-TATE EN NIVEAU IWAHORI

Nous avons précédemment étudié 'isomorphisme au niveau des squelettes induit par 1’isomor-
phisme entre les tours de Lubin-Tate et Drinfeld apres quotient par GL,,(Or) x OF. Nous allons
faire de méme apres quotient par I x OF ot I désigne un sous-groupe d’Iwahori.

Rappelons que si (eq,...,e,) désigne la base canonique de F™ alors A est Pappartement de
sommets

[<m™ey,...,m%e, >], (a1,...,a,) € Z"
Q@ le quartier de sommets
[< mey, ..., 7%, >] a1 > >ay
et Sy le “simplexe fondamental” de sommets
[<er,...,en>], [<mer,...,me€i41,...,6n>] 1<i<n-—1

Soit I le sous-groupe d’Iwahori associé au simplexe Sy

x 0 0
I={9€GL,(Op)|gmodm=1| « - o |}
X X X
Soit I°PP le sous-groupe d’Iwahori
X X X
IP?P = {g € GL,(OF) |[gmod 7= | o - « |}
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Soit Y le schéma formel sur Spf(O =) classifiant les classes d’isomorphismes d’objets

FnT
Pn—1
(H1LH2¢—2>...—>HH,1—>Hnﬂ>Hl,p)

ou (Hy, p) est dans l'espace de Lubin-Tate sans niveau (p étant la déformation), Vi ¢; : H; —
H; 11 est une isogénie de degré ¢q entre O-modules formels et ¢, o --- 0 ¢; = 7. Le schéma formel
Y est un modele entier de l'espace de Lubin-Tate en niveau I°PP. Le morphisme d’oubli de la
structure de niveau est

yB(H1—>—>Hn—>H1,p)'—>(H1,p)€%

Il y a de plus un isomorphisme

Y = Spf (Ollyss- - 9all /1 -9 =)

ousi (Hy — ---— H, — Hy,p) est 'objet universel sur ) il y a un diagramme commutatif

. Lie ¢1 . Lieg; .. . Lie ¢ .
Lie H —— ... ——lLie H; —> Lie H;;; —> --- — Lie H,, —— Lie H;

[ P

0y —% ~ 0y Oy

Cela découle de la théorie de la déformation de Grothendieck-Messing.

Définition 20. Posons A = S(Y*™) le squelette de la fibre générique Y égal a

n

A={(vr,...,v0) €01 | > vy =1}

i=1
muni de sa structure affine naturelle.

Il y a une rétraction
ro Y - A
W yn) = (W), v(yn))

qui est O)-invariante, c’est & dire ne dépend que de la chaine d’isogénies Hy — -+ — H,, — H;
et pas de la déformation p.
Comme au début de la section 6 I'isomorphisme entre les deux tours induit un diagramme

Y] ——1\|]

..

Sy — L = 1\S(Q)

ou la fléche horizontale du bas ne découle pas directement de I’existence de cet isomorphisme, mais
on montrera son existence. De plus I\S(2) s’identifie & |A| et donc on s’attend & 'existence d'un
morphisme

A——=|A]

8.1. Action du groupe de Weyl affine sur A. Soit Wag = Z"/Z % S,, ou Z — Z" est le
plongement diagonal.

De la méme facon que l'on a défini des sections des correspondances de Hecke au niveau de
I'espace Newt on peut définir de telles sections sur A.

Proposition 23. Soient (a1,...,a,) € N" et 0 € &,,. Soit K algébriquement clos,

H, &,_”_)Hn‘/’_”,ﬂ17 Qpo---0p =T
une chaine d’isogénies sur SplOk) et yi,...,yn € Ok tels que [[, yi = m un uplet associé. Soit

(e1,...,en) une base de T,(Hy) telle que
- 31 €6, (er1),---»Cr(n)) 50it une base adaptée de T,(Hy)
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— la filtration de H,[r)(Ok)
(< ten,...,m e €,y B0 >)1<icn
soit égale a la filtration
ker p1 C ker(pz 0¢1) C -+ Cker(pn—10...¢1) C Hi[r](OK)
Soit C' l'adhérence schématique du sous-groupe fini
<M eg(1)s ey T o) >C Tp(H) ® F/OF

Soit Hy = H1/C, (e1,...,€,) la base de T,(HY) image de (1~ ey(1), ..., T " eqny) via Tp(Hy) —
T,(Hy). Soit la chaine d’isogénies
JERa P

telle que Vi ker(y) o---o0¢h) soit l'adhérence schématique du groupe

/
.—

—1_ 1. — _
< T €1y, T Ei,€i+1,...,6n>CTP(H/1)®F/OF

Sotent y'y,...,y, € Ok, [, y; =7, des nombres associés a Hy — --- — H) — Hj.
Alors, (v(y}),---,v(y,)) € A ne dépend que de (a1, ... ,an)Xo € Wy et de (v(y1),...,v(yn)) €
A. Cela définit une action de Wy sur A. Lopérateur associé a (a1, ...,a,) X o est noté
(m= ., )Xo

8.2. L’application A — Newt. On utilise ici les résultats de 'appendice B.
Définition 21. Soit A €]0, ﬁ[ On note ny : [0,400[— [0, 400 la fonction continue linéaire
par morceaux définie par
- qr si x € [0, A]

m(z) = { (x —A) + g\ siz € [\, +o0|

Lemme 13. Pour (v1,...,v,) € A soit
n(vi, ..., o) =17 0 0N [0, +00[— [0, +o0]
Soit
P(viy...,vn) = (n(vy,... ’U")*)I[LQ"]

ot on pose f*(x) = sup{—at+ f(t) |t € [0,+oo[}. Alors P(vi,...,v,) € Newt et cela définit une

application
P:A— Newt

Lemme 14. Soit H, -2 ... — H,, —2*~ H; une chaine d’isogénies sur Ok et (v1,...,v,) € A
le uplet associé. Alors P(v1,...,v,) est le polygone de Newton de H.

Corollaire 12. Pour tous (a1,...,a,) X0 € Wygetve A IT€ 6,
P((r=®,...,7 ) xow) = (r %O .. 1x %) P(v)
8.3. Quartiers.
Définition 22. On note
QA) ={(v1,...,v) €A | vy > ”_; >

fil >0 > Un
e

qn—l

Proposition 24. L’application Piga) induit une bijection entre Q(A) et Newt. A (U1,...,0p) €
Q(A) elle associe le polygone de pentes Ay > -+- > X\, ot Vi \; = #-
Soit Hy 2, H, RN Hy une chaine d’isogénies sur Ok . Le point associé dans A est

dans Q(A) ssi la filtration
(0) Ckerpy & -+ Cker(ppo---0@1) = Hyln]

raffine la filtration de ramification inférieure (donnée par la valuation des points de w-torsion) sur

Hl[ﬂ'].
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Rappelons qu’étant donnés deux drapeaux complets sur un [Fy-espace vectoriel de dimension n
on peut définir leur invariant dans &,, mesurant la position relative des sous-groupes de Borel du
groupe linéaire associé.

Proposition 25. On a la décomposition

A= | oQ(a)

oeS,

. . s @Y1 Pn . N 27 2
Une chaine d’isogénies Hy —— ... — H,, — Hy sur O donne lieu d un élément de 0.Q(A)
sst Uinvariant des drapeauz

ker 1 C ker(pz 001) C -+ Cker(pn-10...¢1) C Hi[7](Ok)

et un drapeaux complet raffinant la filtration de ramification sur Hq[r] est o. L’application Pis.qa)
est lisomorphisme composé

0.Q(A) T— Q(A) T Newt
Les applications V1 € &,,, 7:0.Q(A) — 70.Q(A) sont affines.

Remarque 10. Pour o € &, lapplication affine o : Q(A) == 0.Q(A) est donnée par les

formules suivantes. Soient (v1,...,v,) € Q(A) et o.(v1,...,vn) = (V],...,v}). Alors
r . Yo(1)
U = -1

etVi>1si1 € 6, 7o € 641 sont tels que

ori(l) <---<om(i—1)
ora(l) < -+ < oma(i)

alors
[ 1—1
;o Ucr7'2(k) Vot (k)
b = Z 07'2 Z q oty (k)—1
k= 1 k=1

8.4. La structure simpliciale sur A.

Définition 23. On munit A de lunique structure simpliciale Wqg-invariante pour laquelle Uap-
plication Pig(a) : Q(A) — Newt soit un isomorphisme simplicial.

Proposition 26. Les simplexes de la structure simpliciale précédente sont des simplexes standards
pour la structure affine naturelle de A. L’action de Wog est affine sur chaque simplexe.

8.5. Enoncé du théoréeme principal.

Théoréme 7. L’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld induit un isomor-
phisme simpliciale Wog5-équivariant

A= |A]
affine sur chaque simplexe tel que lUapplication d’oubli du niveau Y*" — X s’identifie au
quotient par S,

|yen| A ———|A]
l lP im@
| X" | —— Newt — Q

Dans cette bijection Q(A) correspond au quartier Q@ C |A| et le simpleze fondamental dans Q,
noté Sy dans ’exemple 3, correspond a

(%) Un U1

{(v1,...,vn) EA vy > " > > prr > o
Soit G le barycentre du simplexe fondamental dans |A|. Pour 1 < i < n la correspondance de Hecke
(Hy — -+ — H, — Hy) —— H; est donnée par une rotation autour de G dans Uappartement A

composée avec Uapplication quotient |A| — Q.
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Soit Q' C Q le quartier privé des murs o ;41 = 0 pour 1 < i <n—1. Sur l'image réciproque de
Q' dans Uespace de Lubin-Tate sans niveau, le groupe p-divisible universel posséde un drapeau com-
plet de sous-groupes canoniques. Cela fournit une section sur cet ouvert admissible du revétement
en niveau Twahori. Cette section est donnée par le diagramme

Al

>

Q<~—"0Q

simplexe fondamental

0 1
JiNE | | | | | | [
JTTd N N N ‘ N N N T TL
1 _1 1 1 a4 1— L 11t
(q+1) q(q+1) q+1 2 q+1 q(q+1) 7 (q+1)
N——
domaine fondamental de Gross-Hopkins
F1G. 8. La structure simpliciale de A =]01[ dans le cas de GLz
xq e
7 RN 7
/ - -
/ R
| R
1 1 1 -1 _q_ _ 1 _ 1
0 ¢ (q+1) q(g+1) e+l o2 q+1 1 q(g+1) 1 7*(q+1) 1
JinE | | L~ : | | | [
JTT { { I { { { T TL
: | | | |
| | | |
:‘\ | | | | section
i | | 1 cmoae
‘[ \\ | | | |
LA y i Y y
| \
L | | | [
L1 \ { { { T TL
1 1 1 1
too g3 oy @D TG 0

FI1G. 9. L’application entre les squelettes de I’espace de Lubin-Tate en niveau Iwahori et celui

sans niveau pour GLa2 (cette application est “multivaluée” en ﬁ) La section canonique est
définie sur le segment |0, ﬁ[ d’image ]q—}rl, 1[. L’opérateur de Hecke donné par 1’élément non-

trivial dans le normalisateur de I’Iwahori modulo I’Iwahori qui agit comme automorphisme de

I’espace en niveau Iwahori correspond & la symétrie de centre %, r— 11—

ANNEXE A. L’IMMEUBLE DE PGL,

A.1. Définitions. On fixe V' un F-espace vectoriel de dimension finie. On note G = PGL(V) le
groupe algébrique sur F' associé.
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Fic. 10.

F1G. 11. L’appartement de PGL3 dans le squelette A = {(v1,v2,v3) €]J01[3 | v1 +v2 +v3 = 1}
de Spf(O[[y1,y2,y3]l/(y1y2ys — 7)), Uespace de Lubin-Tate en niveau Iwahori !

Définition 24. L’immeuble de G est le complexe simplicial G(F)-équivariant dont les sommets
sont les classes d’homothéties de réseaux dans V' et dont les simplexes sont les ensembles finis
(a1,...,aq) de sommets tels que les (a;)1<i<a possédent des représentants (A;)1<i<a tels que

WAlgAdg"'gAQg_Al
On note T cet ensemble simplicial. Pour un réseau A on notera [A] € T sa classe d’homothétie.

Nous commettrons parfois I’abus de notation qui consiste a noter Z I’ensemble des sommets du
complexe simplicial Z et écrirons ainsi z € 7 pour x un sommet de 7.

Rappelons que le choix d’un sommet [Ag] € Z définit un étiquetage des sommets de Z par des
éléments de Z/nZ :

I — Z/nZ
A] — [Ag:A]

Le choix d’un autre sommet translate cet étiquetage par une constante dans Z/nZ. Si g € G(F)
alors 'action de g translate 1’étiquetage par une constante égale & v(det(g)) € Z/nZ.

Définition 25. Une norme sur V' est une application ||.|| : V. — R U {400} vérifiant
~VeeV |z|=40cc =0
S Wary) € V2 fz+y] > ik {]al], ]}
~VYae FVz eV l|az||=v(a)+ |z

La définition d’une norme que nous prenons n’est pas la définition usuelle (celle donnée page 58
de [3]). Nous prenons la version “additive” de la définition usuelle (si ||.|| est une norme en notre
sens alors la norme usuelle associée est ¢~ lIIl).
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Définition 26. Deux normes ||.||1, ||.]|2 sont équivalentes si il existe A € R tel que ||.||1 = ||.||2 + 4.
On notera [||.||] la classe d’équivalence de ||.|. On définit une action de G(F) sur les normes et
leurs classes d’équivalence en posant g.|.|| = |lg~*.||.

Rappelons également la proposition suivante.

Proposition 27. La réalisation géométrique |Z| de limmeuble de G s’identifie comme ensemble
G(F)-équivariant a l’ensemble des classes d’équivalence de normes sur V. Si [A] est une classe
d’homothétie de réseauzr dans V le sommet associé dans la réalisation géométrique de l'immeuble
est la classe de la norme

|zla = —inf{k€Z|n"zc A}
Rappelons également que si ||.|| est une norme alors ’ensemble
{{zeV]lzlza} [acR}

forme un simplexe dans 'immeuble et que dans la réalisation géométrique le point [||.||] est dans
la réalisation géométrique de ce simplexe.
Réciproquement, si 1Ay € Ay C -+ € Ay définit un simplexe o, si

d
At ={(t1,....ta) ERL [ Y ti=1}
=1

est le simplexe usuel il y a alors un homéomorphisme
e

qui a (t1,...,tq) associe la norme
[l = inf{ ]|

(o lon aposét;+---+t;—1 = 0sii = 1). Cet homéomorphisme est une isométrie si 'immeuble est
muni de sa métrique définie & partir de celle sur ses appartements et A? de la métrique \/Li Vo t2.

At bi<i<a

A.2. Appartements.

A.2.1. Définition.

Définition 27. Soit T un tore maximal déployé dans G. L’appartement associé a T est le sous-
complexe simplicial dont les sommets sont les points fives de T(F)t = ﬂ ker |x|. On le note
XEX*(T)

A(T).

La réalisation géométrique |A(T")| de A(T') est le sous-espace fermé de |Z| formé des points fixes
de T(F)!.

L’ensemble des tores maximaux déployés dans G est en bijection avec ’ensemble des n-uplets
de droites (D1,...,D,,) dans V tels que V.= Dy @ ---® D,,. A (D1,...,D,,) est associé le tore
T =G" /G, — G agissant diagonalement relativement & la décomposition en sommes de droites
de V. I’ensemble des appartements est donc en bijection avec I’ensemble des classes d’équivalences
de bases (e1,...,e,) de VouV(x;); € (F*)" (e1,...,en) ~ (x1€1,...,2ney). Alabase (e1,...,e,)
est associé le complexe simplicial dont les sommets sont

{[<7™ey,....,m%en >| | (a;); € Z™ }
qui est 'appartement associé.

Exemple 5. Pour PGLsy les appartements sont les droites simpliciales infinies a droite et a gauche
dans l’arbre.
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FIG. 12. Un appartement dans 'immeuble de PGL2 sur Q.

A.2.2. Structure affine. Le groupe T'(F) stabilise appartement A(T") et fait des sommets de A(T)
un espace principal homogene sous T'(F)/T(F)!. Il y a un isomorphisme

X.(T) = T(F)/T(F)!
w — w(mT(F)!

Si [A] € A(T) alors si G désigne le modele entier de G associé, G = PGL(A), si T désigne
I'adhérence schématique de T dans G, T est un sous-tore de G. Alors, T(F)* = T(OF) et le choix
de [A] induit au niveau des sommets le diagramme suivant

T(F)/T(Or) —> A(T)

G(F)/G(OF) ——1

qui identifie les sommets de A(T') avec I'immeuble de T.

L’action de X, (T') sur les sommets de A(T) s’étend en une structure d’espace affine sur |A(T)]
d’espace vectoriel sous-jacent X.(T) ® R. Si T est associé & la base (e1,...,e,) de V, X, (T) ~
Z" |7, 7 agissant diagonalement sur Z" et ol si (;); est la base canonique de Z", ¢; correspond
au co-caractere t — [e; — t%e;]. En choisissant comme origine [< ey, ..., e, >| dans [A(T)],

|A(T)| ~ X.(T) ® R ~ R"/R

et a (ay,...,ap) € R"/R est associé la classe de la norme
I Z)‘iei” =inf{o(\;) —a; |1 <i<n}
i=1

Et en fait on a la réciproque suivante :

Lemme 15. Une classe d’équivalence de normes [||.||] est dans l'appartement associé ¢ la base
(e1,...,en) ssiV(x1,...,xn) € F™ || 30, xiei]| ne dépend que des v(x;) pour 1 <i<n.

Démonstration. Soit ||.|| une norme comme dans I’énoncé. Il suffit de montre que pour tout
aceR {zxeV||z|>a}l est un réseau de la forme < 7w%'ey,..., 7% e, > puisque [||.||]] est dans
I'enveloppe convexe de ces classes de réseaux lorsque a varie dans R. Cela résulte du lemme qui
suit dont la démonstration élémentaire est laissée au lecteur. (]

Lemme 16. Soit un sous-ensemble A C (Z U {+oco})™. L’ensemble
{ (@iicicn € F" [v(z:) € A}

est un réseau de F™ ssi il existe (a1,...,a,) € Z" tels que A ={ (k1,...,ky) | Vi k; > a; }
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A.2.3. Le systéme de racines affines. On a vu qu’on peut retrouver les sommets de 'appartement
associé au tore T' a partir de celui-ci et mettre une structure affine dessus. En fait, a partir du
systeme de racines associé on peut retrouver toute la structure simpliciale.

Soit @ C X*(T) le systeme de racines de T' dans Lie G. On appelle racine affine I’ensemble des
fonctions

Sp={a+k|lacdPkeZ}

Soit g € |A(T)| un sommet (un point spécial dans la terminologie de Bruhat-Tits, mais pour
PGL,, tous les sommets sont spéciaux). Le choix de xg permet d’identifier |A(T)| & X.(T) ® R
et fournit donc un ensemble de fonctions affines encore appelées racines affines sur |A(T)| et noté
P,. On vérifie aussitot que cet ensemble de fonctions affines ne dépend pas du choix de zg.

Définition 28. Un mur est un hyperplan de la forme a~*({0}) ot o € ® . Un demi-appartement
est un ensemble de la forme a~1([0, +o00]).

Exemple 6. Dans l"immeuble de PGLs les demi-appartements sont les demi-droites simpliciales.
La structure simpliciale se retrouve maintenant de la fagon suivante.

Définition 29. Une facette est une classe dans |A(T)| pour la relation d’équivalence x ~ y si x
et y sont contenus dans les méme demi-appartements. On met la relation d’ordre suivante sur les
facettes : Fy < Fy si Fy C Fs.

Appelons simplexe ouvert {(z;); € RY | Y, 2; = 1 et Vi z; # 0 }. Ainsi pour un complexe
simplicial C, et ¢ un simplexe de C on peut définir le simplexe ouvert associé a o dans la réalisation
géométrique |o| C |C|. Ces simplexes ouverts forment une partition de |C|.

Fait 1. Les facettes s’identifient auz simplexes ouverts dans la réalisation géométrique du complexe
simplicial A(T). Ce complexe simplicial s’identifie au complexe simplicial associé a l'ensemble
ordonné des facettes.

Soit A un ensemble de racines simples dans ® associé & un ordre sur les racines et {wy,...,wp—1}
l’ensemble des copoids fondamentaux associé & A. Alors, X, (T) =< w1, ...,w,—1 > et un simplexe
maximal associé est

n—1
Conv(0, w1, ...,wp—1) ={ Zaiwi | a; € Ry et Zai <1}CcX.(T)®R
i=1 i
dont les sommets sont (0,w1,...,w,—1). Les autres simplexes (les adhérences des facettes) s’en

déduisent en prenant les itérés sous le groupe de Weyl affine des faces de ce simplexe.

F1G. 13. Un appartement de I'immeuble de PGL2. w = copoids fondamental

Dans la figure ci-dessous wi(t) = (¢,1,1) et wa(t) = (¢,¢,1) sont les copoids fondamentaux
associés au systeme de racines simples {aq, aa} pour le tore diagonal de PGL3 ol aq (1, ta,t3) =
tltgl et as(ty,to,ts) = tgtgl. Les réseaux indiqués sont Ag =< eq,e2,e9 >, A =< ey, ea,€3 >,
Ay =< mey,mes, e3 >, Ay =< e, mea, e3 >, Ay =< ey, mea, e3 >. Le choix fait de la structure
euclidienne pour représenter I’appartement de PGL3 n’est pas quelconque. On a pris, a un scalaire
pres, 'unique structure euclidienne invariante sous l'action du groupe de Weyl affine (cf. la section
qui suit). Pour cette métrique les simplexes sont des triangles équilatéraux.

A.2.4. Groupe de Weyl affine. Soit T un tore déployé maximal dans G.
Définition 30. On note W,g= N(T)(F)/T(F)*.
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F1G. 14. Un appartement dans 'immeuble de PGL3

Le groupe W,g agit sur |A(T)| par des transformations affines. Il y a de plus une suite exacte
scindable

1—X(T) — Wag — W — 1

ou W = N(T)(F)/T(F) est le groupe de Weil vectoriel du systéme de racines ®. L’application
Wag — W s’identifie a 'application qui a une application affine associe sa partie vectorielle.
Le choix d’une origine zo € A(T) induit un scindage Wog ~ X, (T) x W via W = Stabyw,,, (o).
L’action de Weg sur | A(T)| permet également de retrouver la structure simpliciale puisque les murs
sont exactement les hyperplans fixes des symétries non-triviales dans W,g. Ce complexe simplicial
ne dépend que du systeme de Coxeter associé a ®,g.

On muni |A(T)| d'une métrique euclidienne invariante sous l'action du groupe de Weyl affine
(une telle métrique est unique a un scalaire pres). Bruhat et Tits montrent qu’une telle métrique
peut s’étendre & tout 'immeuble en une métrique G(F)-invariante de maniere & redonner la
métrique que l'on a fixée en restriction aux appartements. On renvoie a la section 3 du chapitre 3
de [3] pour une formule donnant la distance entre deux normes dans I'immeuble.

A.2.5. Une paramétrisation des chambres dans un appartement. Soit A(T) un appartement dans
Z. Soit @ C X*(T') 'ensemble des racines associées et @+ un ensemble de racines positives associé
au choix d’un sous-groupe de Borel contenant 7. Nous allons donner une paramétrisation des
simplexes maximaux dans A(T") comme intersection de demi-appartements (cf. figure 15).

Proposition 28. Fizons une origine dans A(T) et identifions donc les sommets de A(T) ¢ X.(T).
Soit
A={(ba)acs, €Z" |Va,B € L a+ [ € P = batp € {ba +bg, bo + bz + 1} }

et B l’ensemble des simplexes mazimauz (vus comme les collections de leurs sommets) dans A(T).
Il y a alors une bijection entre A et B donnée par les deux applications inverses

A — B
(ba)acr, +— {r€X.(T)|Vaed; a(x) e {by,bs+1}}
et
B — A
S +— (inf{a(z) |z € S})ae<1>+

La réalisation géométrique du simplexe associé a (by)a est

{r e X, (T)®R | Va € &1 afx) € [ba,bo +1] }
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Démonstration. On peut supposer que T est le tore diagonal de PGL,,
T = {diag(tl, .. .,tn) | t; € Gm}

et que &4 = {tﬁ;l | ¢ < j}. On identifie alors X.(T') & Z"/Z ou Z — Z" est le plongement
diagonal. Soit donc une collection d’entiers relatifs (b;;)i1<i<j<n telle que

Vi <] <k by € {blj +bjk7bij —|—ka + 1}
On veut montrer que

S:{(al,...,an) EZn/Z|Vi<jCLj—CL1‘ E{bij,bij—Fl}

est un simplexe maximal et que cela en donne une paramétrisation. Le point P = (0,b12,...,b14,...,b1n)
appartient a S. On vérifie facilement que quitte a translater par —P et transformer les b;; en
bij —bi;+b1; pour 1 < i < j < n on doit montrer que les simplexes maximaux possédant 0,...,0)

comme sommet sont paramétrés par
{(bij)i<icj<n | Vi>1b1; =0et V1 <i<j<kby€{bij+0bjk,bij +bjr +1}}
Cet ensemble s’identifie a
X = {(bij)i<icj<n | Vi < jbij € {=1,0} et Vi < j < k by, € {bij + bjk,bij +bjr +1} }
Soit le simplexe maximal
So = {(0,...,0,1,...,1)|]0<i<n}
—
= {(a1,...,an) |Vi<jaj —a; €{0,1} }

qui est associé & la donnée Vi < j b;; = 0. Les autres simplexes maximaux possédant (0,...,0)
comme sommet sont les orbites sous le groupe de Weyl &,, de Sy. De plus

Yo €6, 0.5 = {(al, .. .,an) S Zn/Z | Vi < j Ao=1(j) = Qg=1(3) € {0, 1} }
= {(a1,...,an) €Z"JZ|Vi < jaj —a; € {0,1} si o7 (i) < o (j)
et a; —a; € {—1,0} sio (i) > o1 (4) }

Soit donc l'application qui & o € &,, associe (bij)1<i<j<n OU

b — { 0sio (i) <o 1(j)

" —1sio1(i) > o 1(j)
Il est aisé de vérifier que cela définit une application &,, — X qui d’apres le lemme qui suit est
une bijection. O

Lemme 17. Soit Uapplication de &,, dans l’ensemble des parties de {(i,7) |1 <i < j<n} quid
o associe {i < j|o(i) <o(j)}. Elle induit une bijection entre S,, et

{B| (i,7) € B et (j,k) € B= (i,k) € B }

(i,j) ¢ B et (j,k) ¢ B= (i,k) ¢ B
A.3. Immeuble dual. Notons Z(V') 'immeuble de PGL(V') et Z(V*) celui de PGL(V*).
Définition 31. Pour A un réseau dans V notons AY = {p € V* | p(A) C Op} le réseauz dual.

L’isomorphisme de complexes simpliciaux
(V) — I(V7)

[A] — [AY]
s’étend en une isométrie |Z(V)| — |Z(V*)| en posant pour toute norme .|| sur V'
Vo e V™ ol = inf{v(p(z)) + =] | =] = 0}
qui définit une norme ||.||¥ sur V*, et définit isométrie [||.||] — [||.||V]- Cette isométrie transforme

l'action de g € PGL(V) en celle de (tg)~! et envoie les appartements sur des appartements via
des isométries affines.
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F1G. 15. Un simplexe paramétré par une intersection de demi-appartements

A.4. Quartiers.

Définition 32. Un quartier dans Uappartement |A(T)| de |Z| est un sous-ensemble fermé dans
|A(T)| de la forme x + C ot C est une chambre vectorielle dans X.(T) @ R, espace vectoriel
directeur de Uespace affine |A(T)|. L’élément x est appelé le sommet du quartier x + C.

On renvoie a la figure 16.
Soit [Ag] € Z. Soit @ un quartier de sommet [Ag] dans |Z]. Il existe alors une base (eq,...,e,)
de Ag telle que les sommets de Z dans @ soient
{[<n®er,...,m%ey >] a1 > - > ap }
Si @ est un quartier de sommet = dans 'appartement |A(T")] il existe alors un ensemble de co-poids
fondamentaux (w1, ...,wp—1) dans X.(T) tel que
Q=z+Riw;+ - +Ryiw, 1

Les quartiers de sommet 2 dans lappartement A(7T') sont en bijection avec les sous-groupes de
Borel de G contenant T'. A un sous-groupe de Borel est associé un ensemble de racines positives,
donc de racines simples et de co-poids fondamentaux.

FIG. 16. Un quartier dans 'immeuble de PGL3
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A.5. Enclos.

Définition 33 ([2]). Soit M un sous-ensemble fini de sommets contenu dans un appartement
A(T). On appelle enclos de M Uintersection des demi-appartements dans | A(T)| contenant M.

A priori cette définition est ambigué puisque l'enclos de M semble dépendre du choix d'un
appartement dans lesquels M est contenu. Cependant ce n’est pas le cas grace a la proposition
suivante.

Proposition 29. Soit M comme dans la définition précédente. Alors l’enclos de M est égal a
Uintersection des appartements dans lesquels M est contenu. Il est aussi égal a la réalisation
géométrique de [’enveloppe convexe simpliciale de M.

Démonstration. Soient C I'enclos de M, C5 l'intersection des appartements contenant M et Cs
la réalisation géométrique de ’enveloppe convexe simpliciale. Il est facile de vérifier “a la main”
que les demi-appartements sont des intersections de deux appartements. De plus I'intersection de
deux appartements ainsi que les demi-appartements sont simplicialement convexes. On en déduit
les inclusions

CgCCgCCl

Il suffit donc de montrer que si C est la réalisation géométrique d’un sous-complexe simplicial
convexe fini d'un appartement et z ¢ C' un sommet dans cet appartement il existe alors a € g
telle que a(z) < 0et Vy € C a(y) > 0. Bien que pénible & vérifier cela ne pose pas de problemes. [J

FI1G. 17. L’enclos délimité par les points P et Q dans I'immeuble de PGL3

Remarque 11. Pour limmeuble de PGLs l'enclos coincide avec l’enveloppe convexe pour la
structure affine de lappartement, mais en général cette enveloppe convexe affine est contenue
strictement dans l’enveloppe convexe simpliciale.

Proposition 30. Soit S un ensemble fini de sommets contenus dans un méme appartement. Une
classe de normes [||.||] € |Z| est dans U'enclos délimité par les éléments de S ssi pour un ensemble

de représentants S des classes d’homothéties des réseaux dans S la fonction x — ||z|| ne dépende
que des ||z|[a, A € S.

Démonstration. Siles éléments de S sont contenus dans Pappartement associé a la base (e1, ..., e,)
de V alors les ||.||a ne dépendent que des valuations des coordonnées dans une telle base. La pro-
position résulte donc du lemme 15 couplé a la proposition précédente. O

Définition 34. Soient |.||1 et ||.||2 deux normes sur V. Posons
(-l Al = ind {1l -2}
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et
\
1V Al = (I AT
qui définit deux opérations binaires sur les normes sur V.

Ces deux opérations étendent les opérations d’intersection et de sommes de deux réseaux :

-llan A TAe = 1 lasnaes A VITAe = 11 las+as
On peut alors montrer la proposition suivante :

Proposition 31. L’enclos d’un ensemble fini de sommets est l’ensemble des classes de normes
[I.II] telle que ||.| puisse s’obtenir a partir des ||.|a, [A] € S et Uitération d’un nombre fini
d’opérations qui sont

VAER [ = [-1+A, Vv etA

A.6. Quotients de "immeuble.

A.6.1. Quotient par un sous-groupe compact maximal de GL,. Soit [Ag] € T et GL(Ag) le sous-
groupe compact de GL(V') associé. Soit @ un quartier de sommet [Ag] dans un appartement
contenant [Ag]. Alors,

Q — |7] = GL(A)\|Z]
induit un isomorphisme
Q — GL(A)\|Z|
qui au niveau des sommets n’est rien d’autre que la décomposition de Cartan de GL,,

GL.(F)= [J[ GLu(Op)diag(x™,...,7*")GL,(OF)

ai1>->an
Cela définit une projection
pro: |7l — @

Si Q' est un autre quartier de sommet [Ag] (pas forcément dans le méme appartement) alors la
restriction de prg a Q' induit une isométrie affine (au sens ot elle conserve les barycentres) entre
Q' et Q. De plus, si on fixe un étiquetage des sommets € : Z — Z/nZ alors la projection pro
conserve cet étiquetage. Ainsi si @, resp. @', est contenu dans 'appartement | A(T)|, resp . |A(T")|,
si

Q= [Ao] + Rywi + -+ Rywp_1, resp. Q' = [Ag] + Ryw; + -+ + Rywy_4

pour des co-poids fondamentaux (w;); dans X.(T') , resp. (w}); dans X, (T”), il existe alors une
permutation 0 € G,,_; telle que

Vi e([Ao] +w)) = €([Ao] + wos))

Cette permutation se calcule en utilisant le fait que prg conserve un étiquetage des sommets.
Alors, via les identifications précédentes

PIg|q - QN — Q
n—1 n—1
Dl — ) aiwe)
i=1 i=1

Parmi les autres propriétés de cette projection on vérifie que si S est un ensemble de sommets
contenus dans un méme quartier d’un appartement de Z alors I'image par prg, de 'enclos de S est
I'enclos de prg(9).
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A.7. Quotient par un sous-groupe d’Iwahori. Soit S un simplexe maximal dans Z et
I={geG(F)|VxeSgr=ua}

le sous-groupe d’Iwahori associé.
Soit A un appartement contenant S. L’application composée

Al = |Z] = 1\|[Z]

induit un isomorphisme

Al = I\[Z|

ANNEXE B. RAMIFICATION SUPERIEURE/INFERIEURE DANS LE CAS MONOGENE

Dans cet appendice nous explicitions les définitions d’Abbes et Saito dans le cas des algebres
localement intersection compléte monogenes, ce qui est le cas des sous-schémas en groupes finis
localement libres des groupes formels de dimension 1.

Notons f un polynome unitaire séparable a coefficients dans un corps valué complet non-
archimédien K de valuation v : K — R U {+00}. On supposera de plus que f € Ok[T]. Soit K
une cloture algébrique de K. On note

FT) =TT - )
iel
ou Vi a; € Of.
La fonction f définit un morphisme étale fini d’espaces rigides

f . Bl étale fini Bl

Lorsque f(0) = 0 on va s’intéresser a la fagon dont varient les composantes connexes géométriques
des images réciproques des boules de rayon € lorsque € varie dans [01]

F7H(B(0,€)) — B(0,¢)

qui forme une famille de revétements étales finis lorsque € varie. On va voir que les composantes
connexes géométriques sont des boules et que si f~1(B(0,¢))? désigne la composantes connexe
neutre de 0 alors

FHB(0,6)° = B(0,4(e)) < B(0,¢)

ou v, une fonction de Herbrand, est une fonction convexes affine par morceaux qui se calcule en
termes du polygone de Newton de f.
Cela définit une filtration sur les racines de f via

er— fTHH{0H) N FTH(B(0,€))°

qui lorsque G = Spec(Ox[T]/(f(T))) est un schéma en groupes fini localement libre de section
unité donnée par T = 0 forme une filtration par des sous-groupes étales de G,. Un théoreme
de fibration de Abbes et Saito montre plus généralement que cette filtration peut étre définie
indépendamment d’une présentation (i.e. dans le cas monogene le choix d’un polynome f) pour
des algebres syntomiques finies. Nous explicitions donc cete filtration dans le cas particulier tres
simple des algebres monogenes.

B.1. Composantes connexes géométriques de {z | v(f(x)) > €}.

Définition 35. Notons pour tout € € U(FX)ZO V¢ ={x € BYK) | v(f(x)) > €} comme espace
rigide sur K (un ouvert affinoide dans la boule unité).

Si B(0,¢€) = {x|v(z) > €} on a donc en termes d’espaces rigides Y = f~1(B(0,¢)) ou f : B! —
B!
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Définition 36. Soit Ro. la relation d’équivalence sur I définie par Vi,j € I i oy j. Définissons
0,e
par récurrence sur k la relation d’équivalence Ry, sur I de la facon suivante : Ry, est plus fine

que Ry—1,c définie par

1
Vi,jel i ~ jsii ~ jetvloy—aj)>————]¢€— vl — o
/ Rk.e J Re—1,e J ( ’ J) o CaTd[Z]Rk71 e o Z ( ! J)

. e
Rk*l,e
ot [i]Rk—l,e désigne la classe d’équivalence de i pour la relation Ry—1 . On note Roo,e = Ri,e pour
k >> 0 la relation d’équivalence limite sur I.
Lemme 18. Notons pour tout r € v(K) et « € K B(a,7) = {x | v(z — @) > r} comme espace

rigide sur K. Les composantes connexes géométriques de Y ¢ sont des boules

=~ 1
VeorK= [ Bla—-r(— Y vle-a)
. 2
Roo,e

Remarque 12. Bien sur dans le lemme précédent il est inutile d’aller jusqu’a K . I suffit
d’étendre les scalaires a n’importe quelle extension de K contenant toutes les racines de f.

La démonstration du lemme précédent repose elle méme sur le lemme suivant appliqué de facon
récurrente.

Lemme 19. Soit J un ensemble fini, (8;)jcs € K et n € v(K)so. Définissons la relation
d’équivalence suivante sur J : j1 ~ jo siv(Bj, — Bj,) > % Alors

{zeR | v@-p)znt= [] 2K D v@-8)=n-> vB—p8)}

jeJ e/~ 3~ 3o
Si V1,52 € J j1 ~ jo alors
VioeJ {eeR|Y va—p)2n)={zek |v(z—p,) > %}
jeJ
B.2. Dualité convexe et polygone de Newton.

Définition 37. Soit ) : R — R U {—00} une fonction convexe semi-continue inférieurement.
Posons

V" (s) = sup{t | P(e) = —s o +1}
La fonction v se déduit de y* par
$(t) = sup{—at +*(z) | € R}
(le graphe de ¢ est une “enveloppe” de droites). On écrit cela sous la forme ¢ = 1p**.

Définition 38. Notons Newt : [0,deg f] — [0, +0o0] le polygone de Newton de f. Il s’agit d’une
fonction convexe linéaire par morceaux. St f =, arT* son graphe est Uenveloppe convexe des
(k,v(ar))k. Ses pentes sont les opposés des valuations des racines de f (comptées avec multiplicité).

Lemme 20. o
Newt™(s) = inf{v(f(z)) |z € K v(z)>s}

un intervalle de v(K)

Démonstration. On vérifie facilement que

inf{v(f(x)) |z € K v(z) > s} = Zinf{s,v(ai)}

iel

On a donc en termes de géomeétrie rigide
f(B(0,s)) = B(0, Newt™(s))
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B.3. Fonction de Herbrand. Supposons que f(0) =
Définition 39. Soit X la composante conneze géométrique de 0 dans Y = f~1(B(0,€)).
Proposition 32. Si lI'on pose n(e) = Newt* (o) et ) =n~! on a les égalités

X" =B(0,€) et X =B(0,¢(e))

Démonstration. On vérifie aisément que la fonction n : [0, +oo[— [0, +o0] est strictement
croissante et que donc 1 est bien définie. La seconde égalité résulte de la premiere. On a d’apres
le lemme précédent

XM = 7 (f(B(0,)))°

ott (—)° de51gne la composante connexe de 0 € B!. Bien stir B(0,¢) C f L(f(B(0,¢))) et donc
B(0,¢) C f~1(f(B(0,¢)))°. De plus on sait qu'il existe € > 0 tel que f~1(f(B(0, )))0 = B(0,¢)
avec nécessairement ¢ > e. Mais f(B(0,¢')) =B(0,7n(¢')) or si € > en(e’) > n(e). Donc € =e. O

La fonction 7 se calcule de fagon usuelle par une intégrale :

Lemme 21. .
n(s) = /0 Card (f~'(0) N B(0, s)) ds

Lemme 22. Soient f et g deux polynémes comme précédemment. Alors
Newt},, = Newt; o (Newt,)

En particulier Newty et Newt, déterminent complétement Newtsoq. La fonction 1 associée a fog
est la composée de celle associée a f avec celle associée a g.

Démonstration. On a
(f 0 9)(B(0, €)) = F(B(O, Newts(€))) = B (0, Newt; (Newt(¢))
qui est égal a B(0, Newt},,(€)). O

B.4. La filtration de ramification des schémas en groupes monogeénes. Soit G = Spec(Ox[T]/(f))
ou f(T) =T][;,(T — o;) un schéma en groupe fini localement libre sur O dont I’algebre est mo-
nogene.

Remarque 13. Soit H un groupe formel p-divisible sur Ok et G C H un sous-groupe fini lo-
calement libre. Alors l’algébre de G est monogene. En effet, aprés un bon choix de coordonnées
formelles T a la source et au but l'isogénie de groupes formels H — H/G s’écrit T —— f(T)
pour un polynome unitaire f.

Définition 40. On pose G, = {o; | v(a;) > a } vu comme sous-groupe étale de G,. On note
également G, = Spec(Ok [T/ (T'[]; y(ai)>a(T — ))) son adhérence schématique dans G. On pose
G = Gy(q) ot 1) est la fonction de Herbrand associée a f.

D’apres la proposition 32 le groupe G est celui défini par Abbes et Saito, et étudié par Abbes-
Mokrane ([1]).

Proposition 33. Soit ¢ : Hi — Hjy une isogénie de groupes formels p-divisibles de dimension 1
sur Ok. Soit G C Hy plat fini et p(G) Uadhérence schématique de o(Gy). Alors

P(G*) = p(G)*

Démonstration. Posons G = Spec(Ok[T]/(f o g)), p(G) = Spec(Ok[T]/(f)) et ¢ : G — ¢(G)
donné au niveau des algebres par T — ¢(T'). Alors, G* est la composante connexe de 0 dans
U={y e BYK) | v(fog(y) > a} et ¢(G)* la composante connexe de 0 dans V = {y €
BY(K) | v(f(y)) > a}. Il est clair que ¢(V) C U. De plus I'image par ¢ de la composante connexe
contenant 0 de V est encore connexe, contient zéro, et donc est contenue dans ¢(G)*. Donc
©(G*) C p(G)®. Pour 'autre inclusion il suffit de voir qu’étant donné que ¢ induit un morphisme
étale fini d’espaces rigides le morphisme ¢y, : V' — U est étale fini et qu’il lest donc encore en
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triction & chacune des composantes connexes. Or un morphisme étale fini entre espaces rigides

connexes est surjectif. 0

Les groupes de ramifications supérieures se comportent donc bien par isogénies, mais sont moins

concrets que ceux de ramification inférieure. Certains des calculs de cet article se ramenent donc en
fait a jouer sur les deux plans en passant de la ramification inférieure a la ramification supérieure.
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2]
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(8]

[9]
(10]
(11]
(12]

REFERENCES
A. Abbes and A. Mokrane. Sous-groupes canoniques et cycles évanescents p-adiques pour les variétés abéliennes.
Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci., 99, 2004.

F. Bruhat and J. Tits. Groupes réductifs sur un corps local. Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math., 41 :5-251,
1972.

P. Deligne and D. Husemoller. Survey of Drinfeld modules. In Current trends in arithmetical algebraic geometry
(Arcata, Calif., 1985), volume 67 of Contemp. Math., pages 25-91.

V. G. Drinfel’d. Elliptic modules. Mat. Sb. (N.S.), 136(94) :594-627, 1974.
G. Faltings. Group schemes with strict O-action. Mosc. Math. J., 2(2) :249-279, 2002.

G. Faltings. A relation between two moduli spaces studied by V. G. Drinfeld. In Algebraic number theory and
algebraic geometry, volume 300 of Contemp. Math., pages 115-129, 2002.

L. Fargues. L’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld et application cohomologique. In
L’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld. A paraitre dans Progress in Math., Birkhaiiser.

M. J. Hopkins and B. H. Gross. Equivariant vector bundles on the Lubin-Tate moduli space. In Topology and
representation theory (Evanston, IL, 1992), volume 158 of Contemp. Math., pages 23-88. Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 1994.

M. Raynaud. Schémas en groupes de type (p,...,p). Bull. Soc. Math. France, 102 :241-280, 1974.
J.P. Serre. Corps locaux (troisiéme édition). Hermann.

J. Tate and F. Oort. Group schemes of prime order. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 4(3) :1-21, 1970.
Jiu-Kang Yu. On the moduli of quasi-canonical liftings. Compositio Math., 96(3) :293-321, 1995.

CNRS-IHES-UNIVERSITE PARIS-SUD ORSAY
E-mail address: laurent.fargues@math.u-psud.fr



