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RESUME. Etant donné un entier n > 1 et un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n
et de dimension d sur un anneau de valuation d’inégales caractéristiques, nous donnons une
borne explicite sur son invariant de Hasse qui implique que sa filtration de Harder-Narasimhan
posseéde un sous-groupe libre de rang d. Lorsque n = 1 nous redémontrons également le théoreme
d’Abbes-Mokrane ([1]) et de Tian ([37]) par des méthodes locales. On applique cela aux familles
p-adiques de tels objets et en particulier & certaines variétés de Shimura de type PEL afin de
montrer I'existence de familles compatibles de sections de certaines correspondances de Hecke
sur des voisinages tubulaires explicites du lieu ordinaire.

ABSTRACT. Given an integer n > 1 and a truncated Barsotti-Tate group of level n and dimension
d over an unequal characteristic valuation ring, we give an explicit bound on its Hasse invariant
so that its Harder-Narasimhan filtration has a break which is free of rank d. When n = 1 we
also give a local proof of the Abbes-Mokrane ([1]) and Tian ([37]) theorem. We apply this to
p-adic families of such objects and in particular prove the existence of compatible families of
sections of some Hecke correspondences on explicit tubular neighborhood of the ordinary locus
in some PEL type Shimura varieties.

1. INTRODUCTION

1.1. Soit p un nombre premier. Soit K une extension valuée complete de @, de valuation discrete
et A un schéma abélien de dimension g sur Ok. Si A a réduction ordinaire sur le corps résiduel
de K et n > 1 est un nombre entier, les points de p™-torsion de A sont munis d’une filtration
canonique
0 — A[p"]° — Ap"] — APp")* — 0

ot A[p"]° est un schéma en groupes de type multiplicatif d’ordre p™9 et A[p"]** est étale du méme
ordre. Soit S,,.q le lieu formé des points & bonne réduction ordinaire dans ’espace analytique rigide
p-adique S associé aux variétés de Siegel de niveau premier a p. C’est un ouvert admissible au sens
de la géométrie rigide que 'on peut voir comme le tube au dessus de 'ouvert d’ordinarité de la
réduction modulo p des modeles entiers canoniques de ces variétés. Soit Sy, — S le revétement
étale fini associé au sous-groupe de congruence

B, = {x € GSpyy(Zy) |z = <E; :) mod p"} ,

les blocs de la matrice précédente étant de taille g x g. Sur le lieu ordinaire, les filtration précédentes
se mettent en famille et fournissent une section du revétement Sy, — &. Lorsque n varie, ces
filtrations vérifient certaines relations de compatibilité.

Sur la réduction modulo p des variétés de Siegel, il y a une forme automorphe algébrique de
poids p — 1. Sa valuation définit une fonction < invariant de Hasse >

Ha:S —[0,1].
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De plus, le lieu d’ordinarité de S est exactement le lieu Ha ' ({0}). Se pose alors la question de
savoir si ’on peut étendre pour un n donné la section canonique précédente sur un voisinage tu-
bulaire Ha"'([0, €,[) de Sorq pour un €, € Qso que 'on aimerait pouvoir contréler. La question
précédente s’étend en un probleme plus général concernant les groupes de Barsotti-Tate tronqués
(pour I’étude du méme probleme dans le cas des variétés de Shimura autres que les variétés de
Siegel, le cas des points de torsion des schémas abéliens est insuffisant).

Le cas des courbes elliptiques a été completement résolu par Katz ([25]) et Lubin ([30]). Dans
Particle [1] Abbes et Mokrane ont résolu le cas des variétés abéliennes de dimension générale
lorsque n = 1, c’est-a-dire le cas des points de p-torsion. Ils utilisent pour cela la description
donnée par Bloch et Kato des cycles évanescents p-adiques sur les variétés projectives lisses ayant
bonne réduction, couplée & la théorie de la ramification développée par Abbes et Saito dans [2].
Dans l'article [37], Tian a étendu le résultat d’Abbes-Mokrane au cas des groupes de Barsotti-Tate
tronqués d’échelon 1. I fait usage pour cela de résolutions de tels groupes par des schémas abéliens
et des résultats de Bloch-Kato sur les cycles évanescents p-adiques associés. Dans Darticle [3]
Andreatta et Gasbarri ont retrouvé le résultat d’Abbes-Mokrane par d’autres méthodes globales,
c’est-a-dire faisant intervenir des schémas abéliens. Conrad a montré dans [10] la surconvergence
en général pour les points de p"-torsion des schémas abéliens pour tout n mais sans borne explicite.
Le cas des variétés modulaires de Hilbert a été étudié en détails dans [26], [21] et [22]. Notons
enfin que dans [32], des résultats sur les sous-groupes canoniques de niveau quelconque ont été
obtenus pas des méthodes completement différentes. Ces résultats concernent d’autres filtrations
des schémas en groupes finis et plats que celles que nous utilisons (ces filtrations interviennent
tout de méme dans la section 3 ot nous les appelons filtrations de ramification inférieure naives,
mais uniquement comme intermédiaire pour en étudier d’autres).

1.2. Nous commencons tout d’abord par redémontrer le théoréme d’Abbes-Mokrane et Tian par
des méthodes locales ne faisant pas intervenir de schémas abéliens (cependant contrairement &
Abbes et Mokrane, nous ne traitons pas dans ce texte le cas des schémas semi-abéliens). Nous
précisons également le comportement de leurs filtrations vis-a-vis de la dualité et donc des po-
larisations. Voici le théoreme démontré dans la section 6. On fixe une extension valuée complete
K|Q, pour une valuation & valeurs dans R. On suppose de plus que p # 2, 3 dans le reste de cette
introduction.

Théoreme (Théoréme 4 point (2) et Corollaire 2). Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon 1, de hauteur h et de dimension d < h sur O . Soit (GXS)/\>0 la filtration d’Abbes-Saito
de G. Supposons que son invariant de Hasse w € [0,1] soit strictement plus petit que % Alors
pour 745 < A < %(1 —w) le groupe GAg est de rang d, indépendant de X. Il en est de méme

de GP, la filtration étant alors de rang h — d. Pour A\ comme précédemment, via l'accouplement
G(Ox) x GP(0%) = Fy(1), on a Uégalité (GP)rs(O%)" = GAg(O%).

La démonstration de ce théoreme fait intervenir une étude fine de 'application de Hodge-Tate
des schémas en groupes finis et plats sur Ok . Dans la section 6 nous démontrons d’autres résultats
concernant cette application qui sont utiles dans la suite, notamment le résultat suivant.

Théoréme (Théoreme 4 point (3)). Sous les hypothéses du théoréme précédent la réduction du
cran de rang d de la filtration de G modulo les éléments de O de valuation supérieure ou égale
a1 —w coincide avec le noyau du morphisme de Frobenius de la réduction de G.

L’un des résultats-clefs pour la suite est également le théoréme suivant (qui de notre avis, en
dehors de 'existence des sous-groupes canoniques, est un des résultats les plus importants de cet
article cf. section 9.2). Si F est un schéma en groupes fini et plat sur Ox on note deg(E) = >, v(a;)
lorsque wg ~ ®;0k /a;Ok, la valuation du < discriminant > de E.

Théoréme (Théoreme 4 point (1)). Sous les hypothéses précédentes si C C G désigne le sous-
groupe canonique construit précédemment alors deg(G/C) = Ha(Q).
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1.3. Le second but de cet article est le suivant. Dans [16] lauteur a développé une théorie des
filtrations de Harder-Narasimhan des schémas en groupes finis et plats. Nous utilisons cette théorie
afin de construire des sous-groupes canoniques en niveau quelconque dans la section 7. Voici une
version abrégée du théoreme 6 de cette section.

Théoréme. Soit n > 1 un nombre entier. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon
n, de hauteur h et de dimension d < h sur Ok . Soit w € [0,1] son invariant de Hasse. Supposons
que

1

w < W
La filtration de Harder-Narasimhan de G posséde alors un cran C tel que C(O%) soit un Z/p™Z-
module libre de rang nd. La filtration de GP posséde également un cran D tel que D(O%) soit

libre de rang n(h — d). De plus C(O%) = D(O%)*.

Le théoreme précédent est plus précis au sens ou il comprend un résultat de compatibilité
lorsque n varie. Si 1 < k < n, ladhérence schématique dans G de C(Oz)[p*], Ck, est un cran de
la filtration de Harder-Narasimhan de G[p*]. Soit €, = 210"%1 la borne donnée dans le théoreme

précédent. On montre alors que le groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n—k, p~ (=% C), /Cy
est d’invariant de Hasse strictement plus petit que €,_; et C/Cy est le cran de sa filtration de
Harder-Narasimhan libre de rang (n— k)d. Voici un des autres résultats que nous démontrons dans
la section 7 (cf. théoreme 5 et le corollaire 3).

Théoréme. Soit H un groupe p-divisible sur Ok tel que Ha(H) < % Soit C C HIp] le sous-groupe
canonique du théoreme précédent.

e SiHa(H) < p—_}_l alors Ha(H/C') = pHa(H).
o Si # <Ha(H) < % alors Ha(H/C) > 1 — Ha(H).

En particulier tout groupe p-divisible non-ordinaire sur Ok est isogéne a un groupe p-divisible
d’invariant de Hasse supérieur ou égal a %

Le cas des courbes elliptiques a réduction supersinguliere montre que le théoreme précédent est
optimal.

On remarquera enfin que dans [38], Yichao Tian démontre que le sous-groupe plat fini précédent
C, qui est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan de GG et dont on a montré qu’il est un cran
de la filtration d’Abbes-Saito lorsque n = 1, est également un cran de la filtration d’Abbes-Saito
pour tout entier n. Cela compléte donc les résultats précédents.

1.4. On montre dans [16] que les filtrations de Harder-Narasimhan des groupes finis et plats se
mettent en famille. Le théoreme qui suit découle alors facilement des résultats précédents et de
ceux de [16]. Nous énongons le théoréme dans le cas des variétés de Siegel mais celui-ci s’applique &
d’autres cas de variétés de Shimura de type PEL (par exemple toutes celles associées & un groupe
de similitudes symplectiques sur un corps totalement réel). Il est probable que les techniques de cet
article s’appliquent a toutes les variétés de Shimura de type PEL (une fois défini un bon invariant
de Hasse qui modifie I'invariant usuel).
On note Py = Gspgg(Zp). Sin >k >0il y a une correspondance de Hecke

Sp.,
Trly Y’k
S‘Bk S‘ﬁk

ol 71,k est I'application d’oubli du niveau et g, ; associe & un couple (4, C') le couple
(A/C[p"=*],C/C[p"~*]) ol A est une variété abélienne principalement polarisée et C' C A[p"] un
sous-groupe totalement isotrope maximal.
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Théoréme (Théoréme 8). Posons pourn > 1, €, = 217"%' PourkeN, eeQ,k>0ete>0on

note (Sp, )ora(€) le tube du lieu ordinaire dans Sy, ou linvariant de Hasse est strictement plus
petit que €.

(1) Il y a alors pour tout n > 1 une section sy,

(S‘Il‘n )ord(én>

ﬂl,n,Ul > Sn

Sord(én)-

étendant la section canonique sur le lieu ordinaire.
(2) Posons U, = m21,00 $1 : SOTd(%) — S lopérateur < quotient par le sous-groupes cano-
nique >. On a alors en restriction au tube Sypa(

Hao U, = pHa.

1
1)

(3) Lorsque e < Mgp;fm le morphisme induit Uy, : Sora(€) = Sora(pé€) est étale fini et surjectif.

(4) On a les relations de compatibilité suivantes

T1,n,k ©Sn = Sk\Sord(e”n)
Sk O T2, n—k,0 © (Sn—k)|sord(e‘;,) = T2n,k O Sn-

1.5. Disons quelques mots sur la stratégie utilisée pour démontrer les résultats précédents. Nous
procédons a une étude fine de I'application de Hodge-Tate des groupes de Barsotti-Tate tronqués.
Cette stratégie n’est pas nouvelle puisqu’elle apparait déja dans [1] et [3] sous la forme de 1’étude
de l'application < dlog ». Dans ces articles, les auteurs caractérisent le sous-groupe canonique des
points de p-torsion d’une variété abélienne comme étant le dual du noyau de cette application dlog
(cf. par exemple [1] rem. 6.1 pour une telle description conjecturale et [3] prop. 13.4 et section
13.6). C’est 1a que l'auteur a pris connaissance du fait que I’étude de 'application de Hodge-Tate
est un outil pour étudier les sous-groupes canoniques. L’ingrédient principal que nous ajoutons est
le suivant. Si G est un schéma en groupes fini et plat sur Ok son application de Hodge-Tate est
un morphisme
ag G(O?) — Wgp 39 Of
On démontre et utilise alors le résultat suivant de théorie de Hodge p-adique (théo. 3) : le Og-
module de torsion
wgp ® O /O Im(ag)

est annulé par pﬁ. Ce théoreme combiné a des manipulations < élémentaires >, mais astucieuses,
d’algebre linéaire et sur les en groupes finis et plats fournit miraculeusement les résultats cités
précédemment (le terme semble adapté car, partant de ce résultat de théorie de Hodge p-adique,
la preuve est une succession de manipulations qui s’emboitent de fagon mystérieuse).

1.6. Voici une description des différentes sections de ’article.

La section 2 contient des rappels et définitions sur 'invariant de Hasse et I’application de Hodge-
Tate des groupes de Barsotti-Tate tronqués. On y explicite le lien entre ordinarité, invariant de
Hasse et filtration de Harder-Narasimhan. Le seul résultat original est la proposition 2 reliant
I'invariant de Hasse d’'un BT; a celui de son dual de Cartier.

La section 3 contient un argument montrant I'existence d’une borne non-effective e(n,d, h) > 0
telle que si G est un BT, de hauteur h et de dimension d dont la valuation de son invariant de
Hasse est plus petite que €(n, d, h) alors G posséde un sous-groupe canonique au sens des filtrations
de Harder-Narasimhan (cf. prop. 3). Pour les schémas abéliens et d’autres filtrations des schémas
en groupes finis et plats, ce type de résultat non-effectif a été obtenu par Conrad dans [10]. Les
résultats de cette section ne sont pas utilisés dans la suite de I'article. Cependant leur preuve est
élémentaire et constitue tout de méme une motivation pour les résultats effectifs qui suivent. C’est
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pourquoi nous I’avons inclus.

La section 4 contient des propriétés générales des différentes filtrations des schémas en groupes
finis et plats que nous utilisons dans la suite. Le point principal est la proposition 6 qui est une
preuve élémentaire du théoreme 1.6 de [37] reliant I'orthogonal de la filtration d’Abbes-Saito & la
filtration de congruence du dual définie par Andreatta et Gasbarri dans [3].

La section 5 contient le résultat cité précédemment sur le conoyau de 'application de Hodge-
Tate d’un groupe fini et plat (le théoreme 3). Cette section peu paraitre inutilement longue, mais
nous avons préféré détailler ce résultat et I'inclure dans le corps du texte pour deux raisons. Tout
d’abord il s’agit de l'ingrédient nouveau essentiel par rapport aux travaux d’Abbes-Mokrane et
Andreatta-Gasbarri. De plus, ce résultat, que 'auteur a déja utilisé dans [16] et [15], n’a semble-t-il
pas été remarqué auparavant et 'auteur pense qu’il pourrait avoir des applications dans d’autres
contextes. L’auteur a donc décidé de détailler ce résultat et notemment de le mettre en perspective
par rapport & la presque décomposition de Hodge-Tate de Fontaine ([18]). Le lecteur peux treés
bien admettre ce résultat de théorie de Hodge p-adique et lire le reste de D'article.

La section 6 est le coeur de cet article. Le résultat principal en est le théoreme 4. On y construit
le sous-goupe canonique d’'un BT} comme noyau de I'application de Hodge-Tate légérement mo-
difiée. Le point nouveau par rapport aux résultats de [1] et [3] est que I'on montre que si C est le
sous-groupe canonique du BT} G alors le degré du groupe fini et plat G/C est égal a la valuation
de l'invariant de Hasse de G (point (1) du théoréme 4). Ce résultat est fondamental. C’est autour
de celui-ci que s’articule tout le reste de l'article et en particulier la construction du sous-groupe
canonique des BT, pour tout entier n. OQutre le résultat cité précédemment sur le conoyau de
I’application de Hodge-Tate, la preuve du théoreme 4 utilise un argument de découpage du groupe
plat fini G/C en une extension successives de groupes de Oort-Tate (groupes pour lesquels on peut
calculer explicitement leur application de Hodge-Tate). Cela peut paraitre naif au premier abord,
mais combiné a des arguments d’algebre linéaire cela donne le résultat.

Dans la section 7 on construit le sous-groupe canonique en niveau quelconque et on démontre
ses propriétés énoncées précédemment (théoreme 6). Le point consiste & effectuer une récurrence
a partir des sous-groupes canoniques des BT}. Plus précisément, si I’'on suppose construit le sous-
groupe canonique des BT, et G est un BT, 11 on regarde le BT,, (G/C')[p™] ou C est le sous-groupe
canonique de G[p]. Grace au résultat énoncé précédemment sur le degré de G[p]/C, on dispose
d’un bon contrdle sur la valuation de l'invariant de Hasse de (G/C)[p"] et on peut lui appliquer
I’hypothese de récurrence. Cela permet de construire un sous-groupe fini et plat D de G contenant
C' et tel que D/C soit le sous-groupe canonique de (G/C)[p"]. Il s’agit ensuite de montrer que D
satisfait aux propriétés demandées pour le sous-groupe canonique.

La section 8 contient les applications aux variétés de Shimura énoncées précédemment. Il s’agit
d’une traduction géométrique des résultats précédents.

J'aimerais exprimer mes remerciements o Yichao Tian qui dans une lettre ([36]) m’a expliqué
comment aboutir aux résultats finaux de la section 7 a partir d’une version préliminaire de cet
article. Je remercie également Farid Mokrane, Marc-Hubert Nicole, Vincent Pilloni, Torsten Wed-
horn et Daniel Wortmann pour des remarques et des corrections.

NOTATIONS

Soit p un nombre premier. On fixe K|Q, une extension valuée compléte pour une valuation
v: K — RU{+4o00} telle que v(p) = 1. On ne fait aucune hypothese sur le corps résiduel de
K. La valuation v peut étre quelconque, pas forcément discrete. Si t € Ryo No(K*) on notera
mg,; ={x € Ok |v(z) >t} et Og, = Ok /mg . Si M est un Ox-module on note M; := MOk ;.
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On fixe une cloture algébrique K de K. On utilisera le méme type de notations my,, O, M;
——X

pour t € v(K ") et M un O-module.
Si M est un Og-module de présentation finie annulé par une puissance de p, on note

deg(M) = v(Fittg M)

ou Fittg M désigne le 0-ieme idéal de Fitting de M et si I est un idéal non nul de type fini de O
on note v(I) = v(a) si I = (a). En d’autres termes, si M ~ @Ok /a;Ok, deg(M) = > v(a;). On
iel iel

utilise le méme type de notations pour un Ox-module de preésentation finie. On remzfrquera que
cette fonction degré est additive sur les suites exactes de modules du type précédent.

Tous les schémas en groupes finis et plats que nous considérons dans cet article sont supposés
commutatifs. On note G — GP la dualité de Cartier de tels schémas en groupes.

Nous utilisons la théorie développée dans [16]. Rappelons en particulier les notations suivantes.
Si G est un schéma en groupes commutatif fini et plat d’ordre une puissance de p sur Og on note
ht(G) = log, |G| et deg(G) = deg(wg). Enfin, si G est non nul, sa pente de Harder-Narasimhan
est par définition
@) = d}ftgg
Rappelons également([16]) que l’on peut associer & un tel G un polygone de Harder-Narasimhan
que nous notons HN(G). Remarquons enfin le probléme de terminologie suivante qui nous 'espérons
ne génera pas trop le lecteur ; si G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué par définition sa hauteur
est la hauteur au sens précédent de ses points de p-torsion et non de G lui méme.

€ [0,1].

2. GROUPES p-DIVISIBLES ORDINAIRES ET INVARIANT DE HASSE

2.1. Quelques rappels sur les groupes finis localement libres en caractéristique p.

2.1.1. Groupes annulés par leur Verschiebung. Soit S un schéma tel que pOg = 0. Si M est
un faisceau quasi-cohérent de Og-modules on note M le faisceau fppf associé. Lorsque M est
localement libre de rang fini M est représentable par un S-schéma en groupes localement isomorphe
pour la topologie Zariski de S & une somme de copies du groupe additif G,. Pour un faisceau de
groupes abéliens fppf F sur S on note F) = FrobgF et F: F — F (P) le morphisme de Frobenius
relatif. Si M est un faisceau cohérent on note M) = Frobi M. Les notations précédentes sont
compatibles au sens ol (M)(p) = M® que I’on notera donc sans ambiguité M)

Soit C la catégorie formée des couples (M, 1) ot M est un Og-module localement libre de rang
fini et v : M — M®). D’aprés le théoreme 7.4 de [20], il y a une équivalence de catégories

C = S-schémas en groupes finis localement libres annulés par V

ou V désigne le Verschiebung. Cette équivalence se décrit de la fagon suivante. Au couple (M, )
on associe le schéma en groupes G noyau de F' — 1),

0—G— M- M® 0.

Au groupe G annulé par V' on associe le couple (wgp,¥g) ol G : wgp — wigpyw = wg% est le

morphisme induit par F : G — G,
Si G est un S-schéma en groupes fini localement libre, il y a un morphisme canonique

ag: G — wan
universel pour les morphismes de G vers un faisceau de la forme M avec M quasi-cohérent. 11 est
défini de la fagon suivante :
og: G = Hom(GD, Gm) — weo
Ldar

T o T .
T

On a de plus Pégalité (F — ¢g) o ag = 0, oll P est défini comme précédemment.
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Si H est le groupe annulé par V associé a (M, 1)) alors, via 'identification wyp = M, le plonge-
ment canonique H — M est égal a ag. En effet, le morphisme oy est compatible au changement
de base, fonctoriel en H et une section de H est donnée par un morphisme Z/pZ — G. 11 suffit

alors de vérifier que pour H = Z/pZ = ker(G, EimiiN Ga), le plongement Z/pZ C G, est égal &
az/pz €€ qui ne pose pas de probleme.

Si H est un groupe annulé par V comme précédemment, le foncteur E — (wgp,v¥g) induit la
formule d’adjonction pour tout schéma en groupes fini localement libre G (théoréme 7.2 de [20])

Hom(G, H) — Hom ((wgp,¥a), (wyp, ¥m)).

L’inverse de cet isomorphisme est donné par ag et la formule H = ker(F — o).

2.1.2. Le cas des BT;. On renvoie au chapitre I de [31] et a [24] pour les généralités concernant
les groupes de Barsotti-Tate tronqués. Soit maintenant G un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon 1 sur S. Le module wgp est alors localement libre. Via I'équivalence de catégories
précédente, le couple (wgp, ) correspond au groupe annulé par V, G/ker(F). Il y a alors une

suite exacte

0 — ker F — G 2% wip 09, o)

Cette suite exacte est a la base de I'idée suivante sur laquelle se fonde la section 6 de cet article,
la construction de la filtration canonique des points de p-torsion. Supposons que GG provienne par
réduction modulo p d'un groupe de Barsotti-Tate tronqué G’ et que I'on veuille relever le noyau
du Frobenius de G en un sous-groupe de G’. L’application ag se releve toujours canoniquement
en une application ag: et il est logique de s’intéresser au noyau de a.

— 0.

La proposition suivante sera tres utile plus tard.

Proposition 1. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 sur un schéma annulé
par p. Soit C C G un sous-groupe fini localement libre. L’inclusion C' C ker Fo est vérifiée si et
seulement si l'application wep — wgp est nulle.

Démonstration. Le morphisme composé C — G — G/ker F est donné d’apres la formule
d’adjonction précédente par le morphisme associé (wep, ¥o) — (wap, ¥a). O

2.2. Invariant de Hasse d’un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1.

2.2.1. Le cas d’un point. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, de dimension
d et de hauteur h > d sur Spec(Ok). Le Ok 1-module wgp est libre de rang h — d. On a de
plus I'égalité wgp = wepgo,,,- On note encore ¢ pour Yeeo, ,- Prenant le déterminant de ce
morphisme de Ok j-modules, on obtient un élément

Ha(G) € det(wen )21,

De facon équivalente, apres avoir fixé une base de wgnp, prenant la valuation du déterminant de
1, on voit cet invariant de Hasse comme un élément

Ha(G) € [0,1].
On remarquera bien str que si L|K est une extension valuée complete alors

Ha(G) = Ha(G ®o, OL).

2.2.2. Le cas des familles. Soit K|Q, comme précédemment. Soit X un Spf(Og )-schéma formel
topologiquement de type fini sans p-torsion (un schéma formel admissible au sens de Raynaud, cf.
[8]). Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, de dimension d et de hauteur h sur
X. Le Ox/pOx-module wgo est localement libre de rang h — d. On note ¥g := ¥)G mod p- Prenant
le déterminant de g on obtient alors un invariant de Hasse

ﬁ;’“(G) € F(%, det(wgp )®(p—1)) _
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Voyant cet invariant comme un morphisme ﬁ;i(G) 0 Ox/pOx — det(wgp)®®=Y il induit un
morphisme Ha(G)Y : det(wen)®(P) — Ox/pOx et donc en particulier un faisceau d’idéaux
cohérent

Hasy (G) C Ox

contenant pOx et tel que Haz(G)/pOx = Im(I-/Iva(G)V) soit localement engendré par un élément.

Soit
f:9 —x
un morphisme de schémas formels du type précédent. Posons f*G := G xx %). Il y a une identifi-
cation
Wir=a)yp = f*wGD.

On vérifie aussitot les formules

Ha(f*G) = ["Ha(G)
Hag(f*G) = O@.filHaj(G).
Soit 7 : X —» X I'éclatement formel admissible de I'idéal Haz(G). Le diviseur exceptionnel de

7 est I'idéal Haz(7*G). Quitte & faire un éclatement formel admissible de la base, on peut donc
toujours supposer que Haz(G) définit un diviseur de Cartier sur cette base.

Soient X" resp. X", la fibre générique de X comme K-espace rigide ([8]), resp. comme K-
espace analytique au sens de Berkovich ([4]). Si z € X" on note K(x) le corps résiduel associé, un
corps valué complet extension de K. Rappelons que les points de X" s’identifient aux z € X"
tels que [K(x) : K] < +00. A un point 2 € X9 est associé une spécialisation G, de G, un groupe
de Barsotti-Tate tronqué sur Oj(,). On peut donc définir Pinvariant numérique

Ha(G;) € [0,1].
On remarquera que cet invariant ne dépend que de 'idéal Haz(G). On vérifie facilement le lemme
qui suit.
Lemme 1. La fonction
x| — [0,1]
x +—— Ha(Gy)

est continue. De plus si e € [0,1]Nv(K ") le fermé
{z € X" | Ha(G,) < ¢}

est un domaine analytique dans X" associé & un ouvert admissible quasicompact de X™9. De
méme en remplagcant fermé par ouvert, < par < et en enlevant l’assertion de quasicompacité.

2.2.3. Compatibilité a la dualité. Soit G défini sur X comme dans la section 2.2.2 précédente.

Proposition 2. Supposons 0 < d < f\L/ 1y a_un isomorphisme canonique det(wG)®(p_1) ~
det(wen)2®~Y . Via cet isomorphisme Ha(G) = Ha(GP).
Démonstration. Notons X la réduction modulo p de X, ¥ = Spec(F,) et G la réduction modulo
p de G. Soit
£ = Extyy(G, Ox/n)x
Pévaluation du cristal de Dieudonné contravariant de G sur 1'épaississement tautologique ([7],

chapitre 3), un Ox-module localement libre de rang h. Il y a une suite exacte de Ox-modules
localement libres

0 —we — & — wlp —0.
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Soient F : G — G® le morphisme de Frobenius de G et V : G®) — G son Verschiebung. Ils
induisent des morphismes
F* . &P ¢
Ve £ —EW,

Ces deux morphismes sont compatibles a la suite exacte précédente

0 wa £ Weo 0

o | F*HV* v

-
0 w® £ (wep) P ——0.

(p)
G

En restriction a ws’ le morphisme F™* est nul. Il se factorise donc en un morphisme

F* i (whn)® — €.
Le morphisme V* : (wéD)(p) — wp est nul et donc

v :5—>wg).

Il y a une suite exacte de complexes parfaits de Ox-modules (dans le diagramme qui suit les
complexes sont les lignes horizontales)

we Y D)

(wip)® L £ —>

(w\éD)(p) A wéD.

Notons 0 — Cy — Cy — C3 — 0 cette suite. Chacun de ces complexes parfaits est de rang nul.
Le diagramme précédent induit donc un isomorphisme ([27])

det(C1) @ det(C3) — det(Cy).

On a det(Cy) = wg(p_l) et det(C3) = wgg_p). Remarquons maintenant qu’étant donné que G
est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, le complexe C5 est exact. Il y a donc un
g(pfl) ~ ®=1)

isomorphisme canonique det(Cs) — Ox qui induit I'isomorphisme cherché w ~weop
Supposons maintenant que sur un ouvert schématiquement dense de X les complexes C et C3
soient acycliques. Les invariants Ha(G) et Ha(GP) sont donc des diviseurs de Cartier. Avec les

notations du chapitre II de [27] cela induit une égalité de diviseurs de Cartier
0 = Div(Cy) =~ Div(Cy) + Div(C3) = Ha(GP) — Ha(QG).

On en déduit le résultat sous 'hypothese précédente. Passons au cas général. Soit Y le foncteur
qui & un F,-schéma S associe les classes d’isomorphismes de couples (H, «) ot H est un groupe

de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, de hauteur h et de dimension d et « : Ogh —=5 Oy un
isomorphisme de Og-modules. On vérifie aisément qu’il est représentable par un IF,,-schéma de type
fini. D’apres le point a) du théoreme 4.4 de [24], ce schéma est lisse sur Spec(F,). La proposition
A.2.2.1 de [24] implique que 'ouvert d’ordinarité dans Y est dense. Il est donc schématiquement
dense. Soit H le groupe de Barsotti-Tate tronqué universel sur Y. D’apres 1’étude précédente on
a Ha(H) = Ha(HP). Or il existe un diagramme de schémas

SN

X Y
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tel que g soit fidelement plat (un GL,.-torseur) et

g'G~ f"H.
On en déduit que g*Ha(G) = g*Ha(GP). Le morphisme g étant fidélement plat on en déduit que
Ha(G) = Ha(GP). O

Remarque 1. La preuve de la proposition précédente utilise le fait que G est un groupe de
Barsotti- Tate tronqué. Un tel type d’énoncé n’existe pas pour des groupes plats finis plus générauz.
Plus précisément, soit G un schéma en groupes de Oort-Tate sur Spec(Og) ([35]). On a G ~
Spec(Ok[T]/(TP — 6T)) et GP ~ Spec(Ok[T]/(TP —~T)) ot 7,6 € Ok sont tels que 6 est une
somme de Gauss de valuation p-adique 1. Le Verschiebung V : (G ® OK,l)(p) — G ® Og,1 est
induit par le morphisme d’algébre
OralT]/(T? = 6T) —  Oxa[T]/(T? = 6*T)
T — AT.

Appliquant cela & GP, on voit que le morphisme Fg, : wgp — wg% s’identifie a
Ok /v0k  — Ok/(p,"?)
1 = 8§ mod (p,7").

On en déduit que pour Fg. : wgp — wg)[)) et Fap, : wg — wg) on a

deg(coker(Fgy)) = inf{v(d),pv(v)}
deg(coker(Fgn,)) = inf{v(y),pv(d)}

qui ne sont pas égaur en général.

2.2.4. Calcul explicite sur les espaces de déformation. Soit H un groupe p-divisible de hauteur h
et de dimension d sur F,. Soit (M, F,V) son cristal de Dieudonné covariant. On a donc Lie H =
M/V M. Fixons une base (e1,...,ep) du W(F,)-module libre M telle que e1,...,e, induise une

base de M/VM et egy1,...,en, € VM. Soit A € GL;,(W(F,)) la matrice telle que

F€1 e1
Fed — A
Vle -
d+1
V_leh €h

Soit X I'espace de déformation par isomorphismes de H, un Spf(W (F,,))-schéma formel. Soit

B = <Idi }izjl) A e GL, (W(W(Fp)[[zw]]lgljggw%id))

D’apres la formule (86) page 174 de [41] il existe un isomorphisme Spf(W (F,)[z;;]) — X et
une base (€1, ...,¢e,) du Display de la déformation universelle telle que B soit la matrice expri-
mant (Feq,...,Feq,V teqi1,...,V tey) en fonction de (eq,...,€p). Soit B e GL, (W (Fp)[w45])
la réduction de B via W (W (F,)[zi;]) — W (Fp)[zs;]). Si

_ (A1 A
= %)

B (A1 + (w45)i,5-A3 :) _

avec A; de taille (d, d) alors

ES3
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Soit alors f = det(Ay + (wij)i,j-As) € W(F,)[zi;]. Cette fonction f définit une fonction rigide
analytique sur la fibre générique de X. Alors,
Ha: X" — 10,1]
x +— inf{o(f(z)),1}.
Le cas de l'espace de Lubin-Tate est particulierement simple. Supposons donc d = 1 et H
formel. On peut choisir

0 - 0 1
1
A=
1
et donc f = a1 ot Spf(W(Fp)[z1,...,2n-1]) = X (avec les notations précédentes, x; = 1;).

On vérifie que le module de Cartier associé au Display de la déformation universelle ([41] prop.90)
possede pour V-base un élément e qui satisfait a I’équation fonctionnelle
h—1
Fe = Z Vilzjiile + Vhe.
j=0
Si Hunv désigne la déformation universelle sur X = Spf(R), e € H*""(R[T]) est une courbe
p-typique qui induit un isomorphisme Spf(R[T]) — H"""| c’est & dire une loi de groupe formel
associée a la déformation universelle. L’équation fonctionnelle précédente se traduit en ce que le
logarithme de la loi de groupe formel universelle précédente satisfait a 1’équation fonctionnelle
(5.4) de la section 5 de [23]. Cette loi de groupe formelle universelle est donc celle étudiée dans
[23]. Pour celle-ci, le polygone de Newton de la multiplication par p est donné par I'enveloppe
convexe des points (1,1), (p,v(x1)), ..., " Y v(zn_1)), (p",0).
De cette analyse on déduit que si G est un groupe formel p-divisible de dimension 1 et hauteur
h sur Og et Newt(G[p]) : [1,p"] — R désigne le polygone de Newton de la multiplication par p
sur G alors on a toujours

Ha(Gp]) > Newt(G[p])(p)

avec égalité des que Newt(G[p]) posséde un point de rupture en Pabscisse p.

2.3. Groupes de Barsotti-Tate tronqués ordinaires. Nous avons défini précédemment 1’in-
variant de Hasse d’un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 dans divers contextes. Pour
un groupe de Barsotti-Tate d’échelon quelconque, ou bien un groupe de Barsottit-Tate, on définit
son invariant de Hasse comme étant celui de ses points de p-torsion.

Définition 1. Un groupe de Barsotti- Tate tronqué sur un schéma formel p-adique est dit ordinaire
s’il s’écrit comme une extension d’un groupe étale par un groupe de type multiplicatif.

Lorsque G est ordinaire, il s’écrit canoniquement comme une extension d’'un groupe étale par
un groupe de type multiplicatif, il s’agit de la suite

0— G —G— G —0.

Soient K|Q, et X comme précédemment. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué sur X. Il est
alors bien connu que les assertions suivantes sont équivalentes :

Le groupe G est ordinaire.

Le groupe G|[p] est ordinaire.

Pour tout & € X", resp. x € X", (G, est ordinaire.
Pour tout @ € X", resp. x € X", Ha(G) = 0.

Le groupe G X x X,cq est ordinaire.

Pour tout point fermé z € X,cq, Gy () est ordinaire.

L’application ¥gy) : wgpp — wg)[)p] p est un isomorphisme i.e. ﬁgm(G) induit une trivia-

lisation Ox /pOx EARN det(wG[p]D)®(p*1)_
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Définition 2. On note X%, resp. X9, le lieu ordinaire. Pour € €]0,1] Nu(K ™), on note xon (e),

3 ord’ :
resp. X9 (€), le lieu ot Uinvariant de Hasse est plus petit que €. On note X2, (€) et X% (€) les

ord ord
lieux ou l'invariant de Hasse est strictement plus petit que €.
D’apres le lemme 1, X2
quasicompact X)'%. Le lieu d’ordinarité de la réduction modulo p de G définit un ouvert U =
X\ V(Haz(G)) de X. On a alors X7, = 89" et X7%9 = 479,

ord ord

v, est un domaine analytique fermé dans X" associé a I’ouvert admissible

Le lieu X% (€), resp. %Zi‘;(e), est un domaine analytique fermé dans X, resp. un ouvert
admissible quasicompact dans X7%9. Néanmoins en général il faut procéder & un éclatement formel
admissible de X afin de faire apparaitre ces lieux comme des ouverts de X (éclatement qui dépend
de €).

Le lieu X27,(¢) est un ouvert de X% associé & I'ouvert admissible X%, (é) (ouvert admissible
qui n’est pas quasicompact en général).

2.4. Caractérisation de ’ordinarité via les polygones de Harder-Narasimhan. Rappe-
lons que dans la théorie développée dans [16] les pentes des polygones de Harder-Narasimhan sont
a valeurs dans [0, 1]. Si G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n, de hauteur h et de
dimension d sur O on a les formules

deg(G) = nd, Wt(G) =nh et u(G)= %

Le polygone de Harder-Narasimhan d’un tel groupe est alors en dessous du polygone concave de
pentes 1 avec multiplicité nd et 0 avec multiplicité n(h — d). Rappelons de plus que pour ces
filtrations de Harder-Narasimhan la partie de pente 1 correspond au plus grand sous-groupe de
type multiplicatif et celle de pente 0 au plus grand quotient étale. Le lemme qui suit est donc
immédiat.

Lemme 2. Soit G un groupe de Barsotti- Tate tronqué d’échelon n, de dimension d et de hauteur

h sur Ok. Il est ordinaire si et seulement si le polygone HN(G) est le polygone concave de pentes
1 et 0 avec multiplicités nd et n(h — d), si et seulement si HN(G)(d) = d. Si c’est le cas, la suite

0—G"—G—G%—0
est la filtration de Harder-Narasimhan de G.

2.5. Caractérisation de l’ordinarité via 1’application de Hodge-Tate de G. Soit G fini
et plat sur Og. On note encore

ag G(Of) — wgp ® O

le morphisme de groupes induit par ag : G — wgn. C’est ce qu'on appelle 'application de
Hodge-Tate de G. On considérera également le morphisme de O7-modules

ag®1: G(Of) ®z O — wgp ® Of.
Le lemme qui suit est immédiat.

Lemme 3. Soit G un schéma en groupes fini et plat sur Ok annulé par p. L’image de ['application
de Hodge-Tate ag de G est contenue dans le Fp,-espace vectoriel

{r €wep ® O | Ya(z) =2 ® 1}
ot pour x € wgp ® O on note x ® 1 € (wgp ® O) @04 1, Frob Okx,1 = (Wgp ® Of)(p).

On remarquera que lorsque G est annulé par p, 'application de Hodge-Tate précédente se
factorise via I’application de réduction modulo p :

G(Of) wagbp ® Of

| |

G(Ox/pOx) —= wWiGeox.)» © O /pO%.

ag
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Lemme 4. Un groupe de Barsotti-Tate tronqué G d’échelon 1 sur O est ordinaire si et seulement
st ag ® 1 est surjective. Si c’est le cas, Uapplication ag détermine complétement la suite 0 —
G° — G — G — 0 puisqu’alors

G%(O%) = ker ag.

Démonstration. Si G est ordinaire, on vérifie aussitot par un calcul sur les groupes multiplicatifs
et étales que ag ® 1 est surjective et G°(Ox) = ker(ag).

Réciproquement supposons ag ® 1 surjective. D’apres le lemme 3, cela implique que le O-module

wg) [)) ® O est engendré par des éléments dans I'image de g et que donc ¥ est surjective apres

extension des scalaires a O et I'est donc. O

3. LA FILTRATION CANONIQUE : UNE BORNE NON EFFECTIVE

Les résultats de cette section ne seront pas utilisés dans la suite. On montre comment obtenir
simplement des bornes non effectives sur l'invariant de Hasse impliquant l’existence d’un sous-
groupe canonique en niveau quelconque au sens des filtrations de Harder-Narasimhan. Dans le cas
des schémas abéliens et pour d’autres filtrations ce type de résultat a été obtenu par Conrad dans
[10].

3.1. Sur le champ des BT,,. Soit n > 1 un nombre entier. On munit la catégorie des Spec(Z,)-
schémas de la topologie lisse. Soit

BT,

le champ des groupes de Barsotti-Tate tronqués d’échelon n. Il s’écrit comme une union disjointe
de sous champs ouverts

BT, = [[ BTw.n
heN
ot BT, , est le sous champ ou la hauteur du groupe de Barsotti-Tate tronqué est h. Il y a une
identification

BT, » ® Q, = BGL,(Z/p"Z).
Soit X,, , le foncteur qui & un Z,-schéma S associe les classe d’isomorphismes de couples (G, @),
ou G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n et de hauteur h et
nh
o Og — O¢
est un isomorphisme de Og-modules. Il y a une action du groupe algébrique GLnn sur X,, 5, par
action sur la rigidification a ainsi qu'un morphisme GLn.-invariant

Xn,h — BTnyh.

D’apres la proposition 1.8 de [40], X, est représentable par un Z,-schéma de type fini. Le
morphisme précédent induit de plus un isomorphisme

[GL,ui \X 1| — BTy p.
En particulier, BT,, ;, est un champ algébrique de type fini sur Spec(Zy).

Considérons la catégorie des Spf(Z,) schémas formels p-adiques, c’est-a-dire les schémas formels
X tels que pOx soit un idéal de définition de X. Par définition, un morphisme lisse de schémas
formels p-adiques est un morphisme dont la réduction modulo p* est un morphisme lisse de schémas
pour tout £ > 1. On munit la catégorie des schémas formels p-adiques de la topologie lisse. Soit

BT,.»

le champ sur ce site classifiant les groupes de Barsotti-Tate tronqués d’échelon n et de hauteur h.
Il y a une décomposition en union disjointe de sous-champs ouverts

BTon= ][] BTuna
0<d<h
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ou d désigne la dimension du groupe de Barsotti-Tate tronqué. Soit )?n,h le complété p-adique de
Xn,n Il'y a une décomposition GL,nr-invariante

Xon = H Xoh,d
0<d<h
et un isomorphisme
I:GLpnh\Xrn”hqd:I — BTn,h,d-

Remarquons que d’apres le théoréme 4.4 de [24], le champ E'\Tn,h,d est formellement lisse sur
Spf(Z,) et donc X, j, 4 est un Spf(Z,)-schéma formel lisse.

3.2. Une borne non effective.

Proposition 3. Soient 0 < d < h et n > 1 des nombres entiers. Il existe €(n,d,h) > 0 tel que
st K est une extension valuée compléte de Q, pour une valuation de rang 1, G est un groupe de
Barsotti-Tate tronqué sur O d’échelon n, de hauteur h et de dimension d vérifiant

Ha(G) < €(n,d, h)
alors la filtration de Harder-Narasimhan de G posséde un cran C' tel que C(Ox) soit un Z/p"7Z-

module libre de rang d.

Démonstration. Commengons par le cas n = 1. Soit E le groupe universel sur Xl,h,d- D’apres
le théoréme 3 de [16], la fonction

|X1 hal — { Polygones : [0,h] — [0,d] }

est continue, ’ensemble des polygones étant munis de la topologie de la convergence uniforme. De
plus d’apres le lemme 2,

|()?i7l,d)ord| = HN™! ({Pord})

ol P,q est le polygone concave de pentes 1 et 0 avec multiplicités d et h — d. 1l existe un voisinage
U de P,,q dans lequel tout polygone a un point de rupture en I'abscisse d. L’ensemble

HN~Y(U)
est alors un voisinage de |(X 'h.a)oral. Puisque X .4l est compact, I'application
Ha : [X{7 4| — [0,1]
est propre. De cela on déduit que
{Ha '([0,e]) |0 < e< 1}

[
forment une base de voisinage de Ha™*({0}) = |()?f,7l,d)ord| et qu'il existe donc e(d, h) > 0 tel que

(X5 'h.a)ord(€(d, b)) C U.
Lorsque n = 1 on peut alors prendre €(1,d, h) := €(d, h).

Traitons maintenant le cas n > 2. Soit E le groupe universel sur )?n,h,d- Par le méme rai-
sonnement que précédemment sur l'espace X7} ,, on vérifie qu’il existe ¢ > 0 tel pour tout
S ()A(g’}l 2)ora(€), le groupe spécialisé E, possede un cran de sa filtration de Harder-Narasimhan
qui est de hauteur nd. L’espace analytique ()?,T}l 2)ora(€) est compact. Il possede donc un nombre
fini de composantes connexes qui sont ouvertes et fermées. En effet, si A est une algebre affinoide,
les composantes connexes de I'espace de Berkovich M(A) sont en bijection avec les composantes
connexes de Spec(A) et il s’en suit que tout espace de Berkovich compact posseéde un nombre fini
de composantes connexes. Soit

( n, h d OTd H Y

el
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la décomposition associée avec I fini et pour tout i € I, Y; connexe. Soit J C I, le sous-ensemble
défini par

J= (i € I YN (R aora # 0}.
Pour tout ¢ € J, choisissons Z; un point géométrique a valeurs dans Y; N (X2, ;)ord. Soit pour
ieJ

-~

it Fl(}/vi,.fi) — Aut(Eii)

la représentation de monodromie associée au groupe étale fini £%". Soit C; C Ej, le sous-groupe
de E;, associé au cran de hauteur nd de la filtration de Harder-Narasimhan de la spécialisation de
E sur 'anneau des entiers du point associé au point géométrique z;. D’apres le théoréme 4 de [16],
ce sous-groupe est invariant sous la représentation de monodromie p;. Puisque Z; est a valeurs
dans le lieu ordinaire, C; est un Z/p"Z-module libre de rang d. On en déduit qu’en tout point
x de Y;, le cran de la filtration de Harder-Narasimhan de F, de rang nd a pour fibre générique
géométrique un groupe libre de rang nd.

Constatons maintenant que U Y; forme un voisinage de ()?g’}l 2)ora- 1l existe donc €(n,d, h) > 0

icJ
tel que
(Xgﬁz,d)ord(e(na d, h)) C U Y;.
icJ

On conclut aisément. O

4. SUR LES FILTRATIONS DES SCHEMAS EN GROUPES FINIS ET PLATS

Dans cette section nous rappelons et établissons quelques propriétés de certaines filtrations
des schémas en groupes finis et plats définies par Abbes-Saito et Andreatta-Gasbarri. Les points
nouveaux sont la proposition 6 qui est une démonstration élémentaire du théoreme 1.6 de [37]
ainsi que la proposition 5 qui relie la filtration de congruence a la fonction degré définie dans [16].
Ces résultats seront utilisés dans la section 6. On note I' = U(FX). Soit G' un schéma en groupes
fini et plat sur O d’ordre une puissance de p.

4.1. Les différentes filtrations en jeu.
4.1.1. La filtration de ramification inférieure naive.
Définition 3. Pour A € I', A > 0, on pose
G\ (Ox) = ker(G(Ox) — G(O% ).

Cela définit une filtration Gal(K|K )-invariante de G(Oz) et donc une filtration du groupe étale
G® K. On note (GX)a>o la filtration obtenue par adhérence schématique dans G, que l'on appelle

filtration de ramification naive (il est sous-entendu dans cette notation que X parcourt des éléments
deT).

La filtration (G, ) x>0 est décroissante. Le sous-groupe G\, coincide avec la composante connexe
neutre de G lorsque A est suffisamment proche de 0. On vérifie de plus aisément que les sauts de
cette filtration sont dans I'. Cette filtration est compatible a la restriction a un sous-groupe : si
G’ C G est un sous-groupe plat fini de G, alors pour A € I', A > 0,

GhoK = (G'®K)n (G, @ K).
4.1.2. La filtration de ramification d’Abbes-Saito.
Définition 4. On note (GAg)rera>o la filtration de ramification définie par Abbes et Saito (2],

[11)-

La définition d’Abbes et Saito concerne le cas ou la valuation v de K est discrete. Néanmoins, la
définition s’étend aussitot au cas de valuation quelconque. D’apres le théoreme 5.1 de [2], lorsque
la valuation est discrete, les sauts de cette filtration sont des nombres rationnels. L’auteur ignore
si cette assertion s’étend au cas de valuation quelconque, i.e. si les sauts de cette filtration sont
dans T' (nous n’utiliserons de toutes fagons pas ce type d’assertion).



16 LAURENT FARGUES

D’apres la proposition 2.8 de [37], cette filtration est compatible aux quotients. Plus précisément,
si

f:G —G
est un épimorphisme de schémas en groupes finis et plats alors pour tout A > 0, A € I,
A A
fiap, GRs(Ox) — Gas(Ox)

est surjectif.

4.1.3. La filtration par les sous-groupes de congruence d’Andreatta-Gasbarri ([3]). Pour u € O

vérifiant v(u) < ﬁ, on peut définir ([3] §5) un schéma en groupes fini et plat de hauteur 1, C,,

sur Spec(Oy) d’algebre O[T]/(P,(T)) on
(14 uT) —1

P,(T) := 7
Via cette identification, la section neutre de C,, correspond a 7' = 0. Il y a donc une identification
we, ~ Oz/pu' PO%.

De cela on déduit qu’avec les notations de [33] (auxquelles 'auteur est plus habitué)

Cy ~ Spec(O#[T]/(T? — 6T))

o v(d) = 1 — (p — 1v(u). La famille (Cu)ueof,v(u)gp—il n’est qu'une reparamétrisation de la
classification de Oort-Tate ([35]). Elle est de plus munie de morphismes canoniques non nuls, si
v(ur) = v(uz),

Nuy s € Hom(Cly, , Cuyy)

vérifiant que si v(u1) > v(u2) > v(us), alors

Nuyus = Thug,us © Thy,ug-
Ces morphismes sont des isomorphismes en fibre générique. On a de plus

(0) siv(ur) < v(uz)

H uy u2 = .
om(Cuy; Cu ) {Fp.nuhw si v(uy) > v(ua).

Il'y a un isomorphisme Cy, =~ Cy, si et seulement si v(u1) = v(uz). On a I'égalité C1 = p,. Il y a
donc un morphisme canonique

N1t Cu —> My,

qui est un isomorphisme en fibre générique.

1
Définition 5. Supposons G annulé par p. Pour A € I vérifiant 0 < A < ——7’ " note
p—

Gé\ong(of) - Hom(G(%?a CU‘)CE; Hom(G(%?a ,“p) - G(Of)
ot u € Op est n'importe quel élément de valuation X. Cela forme un sous-groupe Gal(K|K)-

invariant de G(O). On note Géong le sous-groupe associé de G par adhérence schématique du

sous-groupe de G ® K de K -points G2, (O).

cong

Cela définit une filtration décroissante (Gé‘ong) rero<a<-t. de G. Elle est compatible a la res-
OSAS G

triction & un sous-groupe.

Exemple 1. Le sous-groupe Géc/,r(fé_l) est le plus grand sous-groupe de type multiplicatif de G. Le

sous-groupe U Gé‘ong est la composante connezxe neutre de G.
A>0
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4.2. Comparaison des différentes filtrations pour les groupes annulés par p. Le point
de cette section est le suivant. Si I'on a défini une filtration sur les schémas en groupes finis et plats
compatible a la restriction a un sous-groupe, alors celle-ci est completement déterminée par les
filtrations associées des groupes E tels que E(Oy) soit cyclique i.e. engendré par un seul élément.
Il en est de méme pour les filtrations compatibles aux quotients.

Maintenant, si on se restreint aux schémas en groupes annulés par p, de tels sous-groupes E sont
les groupes de hauteur 1. Or, d’apres Oort et Tate ([35]), on peut effectuer des calculs explicites
sur ceux-ci.

4.2.1. Filtration de ramification naive et filtration par les sous-groupes de congruence. Un calcul
explicite sur les schémas en groupes de Oort-Tate fournit le lemme qui suit.

Lemme 5. Soit E' un schéma en groupes fini et plat de hauteur 1 sur O et X € I', A > 0. Alors
- deg E
\ { 0 st A> T

E si)< el

rn

Proposition 4. Supposons G annulé par p. Alors, si A € I';, A > ﬁ on a G = 0. De plus, si

0< A< p—il, on a l’égalité

G =G,

cong*

Démonstration. Puisque nos deux filtrations sont compatibles a la restriction & un sous-groupe,
il suffit, quitte & prendre I’adhérence schématique d’un sous-F,-espace vectoriel de dimension 1 de
G(O%), de démontrer la proposition pour un schéma en groupes de hauteur 1 sur Og. Or, si E
est un tel schéma en groupes, puisque deg(E) < 1, d’aprés le lemme 5 on a £ = 0 pour \ > p—il.

De plus EP ~ C,, on u € Oy vérifie v(u) = d:%f. On en déduit le résultat. O
4.2.2. Filtration par les sous-groupes de congruence et fonction degré.

Proposition 5. Supposons G annulé par p. Pour x € G(Of), notons (x) l'adhérence schématique
dans Go_ du sous-F,-espace vectoriel engendré par x dans G(O). Alors pour X € T' vérifiant
0<A< 55,

Grong(O) = {z € G(Og) \ {0} | deg((z)) > (p — 1)A} U{0}.

Démonstration. Soit x # 0. Posons E = (z). On a © € G, © E,, # 0. Mais EP ~ C,
deg(E)

pour un u € Oy vérifiant v(u) = di%(lE). Donc, E},,, # 0 si et seulement si 1 = A Dotle

résultat. (|
4.2.3. Filtration d’Abbes-Saito et dual de la filtration de congruence d’Andreatta-Gasbarri.

Lemme 6. Soit E un schéma en groupe fini et plat de hauteur 1 sur Ox. Soit X € ' tel que

A > 0. Alors,
E si )\ < pdeslB)
e

. deg(E
Osz)\>p?(1).

Démonstration. L’algébre du groupe E est monogene, E ~ Spec(Ok[T]/(T? — §T')) pour un
d € Of vérifiant v(9) = deg(E). D’apres I'appendice de [14], on a donc
B)s = B4
ot ¢ est la fonction de Herbrand de E (cf. 'appendice de [14]), fonction qui se calcule & partir du
polygone de Newton du polynéme TP — §T. On trouve facilement que

Agin < @)
D p—1
A

\) =
v —v(d) si A > ’;Ufi).

Le résultat se déduit alors du lemme 5. O
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Le résultat qui suit a déja été démontré par Tian dans [37] (théoréme 1.6). Néanmoins, la
démonstration de Tian fait intervenir des résolutions des groupes plats finis par des schémas
abéliens ainsi que la filtration de Bloch-Kato des cycles évanescents p-adiques sur ces schémas
abéliens. Nous donnons une démonstration élémentaire de ce résultat.

Proposition 6. Supposons G annulé par p. Soit A € I tel que X > 0. Alors,

GAS—OSZ)\>L1

p—
Considémns Uaccouplement parfait G(Ox) x GP(Ox) — pp(K). Alors, via cet accouplement, si
A< L5 ona
p—
GXS(Of)L - U (GD)éong(Of)'

’ 1A
)\>p71 >

Démonstration. Soit x € GP(O%) \ {0}. Notons E I'adhérence schématique du sous-groupe
engendré par x dans Ggf. Il y a une factorisation

CR N S—TH

\/

ol  est un épimorphisme et 1 est un isomorphisme en fibre générique. La compatibilité de la
filtration d’Abbes-Saito aux quotients implique alors que

T e GXS(OF)L (ED)AS =

Le résultat se déduit alors du lemme 6 et de la proposition 5. O

5. SUR L’APPLICATION DE HODGE-TATE DES GROUPES p-DIVISIBLES ET DES SCHEMAS EN
GROUPES FINIS ET PLATS

Dans cette section nous expliquons plus en détails les théoreémes I1.1.1 de [15] et 7 de [16] sur la
suite de Hodge-Tate d’un groupe p-divisible. Nous expliquons en particulier le lien avec la presque
décomposition de Hodge-Tate de Fontaine ([18]), ce qui n’est pas fait dans [15]. Le seul résultat
que nous utiliserons dans la suite est le théoreme 3 de cette section (qui est le théoreme 7 de
[16]). Nous en faisons ici beaucoup plus que nécessaire. Cependant, il a semblé adéquat & Pauteur
d’expliquer plus en détails ce type de résultat indépendammant de son application a la théorie des
sous-groupes canoniques.

Pour montrer le théoréme 3 nous utilisons les résultats de [13] concernant les périodes cristallines
entieres des groupes p-divisibles. Notons cependant qu’une modification des arguments de [9]
permettrait d’obtenir le théoréme 3. Plus précisément, dans [9] Chambert-Loir consideére le site
cristallin relatif de Spec(O)/Spec(Ok ). En remplagant celui-ci par le site cristallin absolu c’est a
dire celui associé a Spec(Oz)/Spec(Zy) on peut obtenir le théoreme 3. Néanmoins 'auteur ignore
si la méthode de [9] permet d’obtenir le théoréme 2 de cette section. C’est pourquoi nous avons
préféré utiliser les méthodes de [13].

Le lecteur effrayé par les considérations de théorie de Hodge p-adique pourra aisément admettre
le théoreme 3 et passer a la section suivante.

5.1. Relévement cristallin de 1’application de Hodge-Tate.

5.1.1. Relevement du morphisme ag. Soit S un schéma et G un S-schéma en groupes fini loca-
lement libre. Comme dans la section 2.1, on note
(672 G — Wap

I’application universelle de G vers des faisceaux fppf de groupes abéliens de la forme M, ou M
est un Og-module quasi-cohérent. Supposons que p soit localement nilpotent sur S et que S soit
un Y-schéma, ou 3 est un schéma affine qui est le spectre d’un anneau p-adiquement complet sans
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p-torsion. L’idéal pOsy, de Ox; est canoniquement muni de puissances divisées. On note CRIS(S/X)
le gros site cristallin fppf de S/% ([7]). Rappelons([7] 1.1.4) qu’il y a un morphisme de topos
(155, 0s/54) * Syppr = (S/E)cris

ot si F est un faisceau fppf sur S et (U,T,d) € CRIS(S/X) alors I'((U, T, 6),ig/5:F) = F(U). Si
C est un S-schéma en groupes il définit donc un faisceau cristallin ig/5,C que nous noterons C'
dans la suite. Posons maintenant

D(G) = Ext' (GP, Og/x)

le cristal de Dieudonné covariant de G ([7] chap. 3). Soit Jg/x, 'idéal a puissances divisées canonique
de Og/x. Il y a une suite exacte

1— 1+ Jgx — O — G — 1
qui fournit un morphisme dans la catégorie dérivée des faisceaux de groupes abéliens sur CRIS(S/X),
Gm — (1 + Jg/x)[1]. On dispose de plus d’'un morphisme logarithme ([7], 5.1.7)
log: 1+ Jg/x — Jgy=.

Poussant I'extension précédente en avant par ce morphisme, on obtient un morphisme dans la
catégorie dérivée

% — Js/z[l].
Appliquant le foncteur Hom(QD , —) & ce morphisme et composant avec l'inclusion Jg/5; C Og/x,
on obtient un morphisme de groupes dans (S/%)crrs

al™ G — D(G).
Rappelons ([7], 3.2) que si A(G) = 7<; RHom(G” ,Og/x) € mef(OS/z) des1gne le complexe

de Dieudonné covariant de G, son évaluation sur ’épaississement tautologique s’insere dans un
triangle < filtration de Hodge >

(1) lgp[-1] ——= A(G)s

Ce triangle de complexes Zariskiens s’identifie a I’évaluation sur 1’épaississement tautologique du
triangle cristallin

T<1R7'[0m G JS/E 7‘<1R7'[0m G OS/Z)

\/

T<1RHom( GP ,Ga)

déduit de la suite exacte 0 — Jg;v — Og/x — G4 — 0. Le morphisme ad®s évalué sur
I’épaissisement tautologique s’insere alors dans un diagramme commutatif

(acTzs)S

D(G)s

G
o] T
Wep == Ext! (GD, JS/E)S-

En effet, un tel diagramme est fonctoriel en G et compatible au changement de base. Une section
de G étant donnée par un morphisme de schémas en groupes fini et plat Z/p"Z — G avec r > 0

il suffit de vérifier que ce diagramme est commutatif lorsque G = Z/p” Z mais cela ne pose pas de

probleme. Ainsi, a@*® est un < relevement cristallin > de ag.

Fve, @ )) Le morphisme

Lorsque pOg = 0, 'image de ag est contenue dans ker (WGD — W

a%”‘s vérifie le méme type d’assertion. Plus précisément, soit Sy la reductlon modulo p de S et
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Go = Gx5Sp. Le site CRIS(Sp/X) se < plonge » dans le site CRIS(S/X), 'immersion & puissances
divisées 7 : Sp < S induit un morphisme de topos

(itpissderisx) : (So/2)crrs — (S/E)cRrs-

Le couple de foncteurs adjoints (i, icris«) induit de plus une équivalence de catégories entre la
catégorie des cristaux de Og, s-modules et celle des cristaux de Og/s-modules ([5] IV.1.4.2). Via
cette équivalence
D(G) = icris«D(Go) et D(Go) = i, D(G).

On suppose désormais que ¥ = Spec(Zp). Le morphisme de Frobenius de Sy induit un mor-
phisme Frob : (Sp, %) — (S0,%). Si € est un cristal en Og,/s-modules on note EP) = Frob*€.
Via I'équivalence de catégories précédentes si £ est un cristal en Og/s-modules on note &£ ®) =
Geriss ((i5,.45E)®)). Concretement, si (U,T,6) € CRIS(S/X), Uy = U xg So, s'il existe p : T — T
relevant le Frobenius de Uy,

U—U—T

o s

U—U“—T

et ¢ commute aux puissances divisées de I'idéal de Uy dans T associées a ¢, alors

(2) (5(p))(U,T,6) = 80*(5(U,T,6))
ot si F € (S/X)crrs on note F(y,r,s) le faisceau associé sur le petit site fppf de 7'. Le morphisme
de Frobenius F': Gy — Ggp ) induit un morphisme
V = F, : D(Go) — D(GF) = D(Gp)@.
Il induit donc un morphisme noté de la méme fagon
V:D(G) — D(G)P).

Soit maintenant ((U,T,d),¢) comme précédemment. Notons 7 la projection du petit topos fppf
de T sur son topos Zariskien. Soit

5 = W*D(G)(U7T75),
un Op-module cohérent tel que le morphisme d’adjonction
é =7 — ]D)(G)(U,T,S)

cris

soit un isomorphisme. Si x : U < T, le morphisme de faisceaux induit par ag*?,
(&™) w6 5 (G x5 U) — €,
vérifie via la formule (2)
Im((a&™)wr,5) C{z€E|V(z)=z®1}.

ouV: & — p*&. Cette formule releve alors la formule Im(ag,) C ker (C_dcg M c_ug’,)j).
0

Soit maintenant Z 'idéal de U dans T'. D’apres les considération précédentes sur la filtration
de Hodge il y a un morphisme de Oy-modules wgpy sy = wgp @og Ouv — £/ZE. Notons Fil€ le
sous-Op-module de € tel que ZE C Fil€ et E/FilE = Im (wgp ®py Oy — E/ZE). On obtient au

cris

final que l'application des périodes agi*® évaluée sur (U, T,0) vérifie

Im((agis)(UﬁTﬁg)) C {ac e Fil& | V(.T) =z 1}.
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5.1.2. Relevement de l'application de Hodge-Tate. Soit maintenant G un groupe plat fini sur
Ok. On note S = Spec(Ox), So = Spec(Ox/pOk), Go = G x5 So, S = Spec(O=), Sy =
Spec(O%/pO%) et ¥ = Spec(Z,,). Rappelons que d’apres Fontaine, puisque le morphisme de Frobe-
nius de Oz /pO est surjectif, la catégorie CRIS(Sp/%) posséde un ind-objet initial, I'épaississement
p-adique

Acris L O? — O?/])Of

Si R = lim Ox/pOyx désigne le perfectisé de O /pO7, il y a une application surjective 6 :
—

N
W(R) — Oﬁ et anneau de Fontaine A..;s est le complété p-adique de I'enveloppe a puissances

divisées de W (R) relativement a ker(f) ([19]). Il est muni d’un Frobenius cristallin ¢ et d’une
action de Gal(K|K). Soit alors

E = H°S,/%,D(Gg,))

= l(in F(Spec(Of/pOf) — SpeC(Acris/pnAm«is), D(Go)) .
n>0

C’est un A.rjs-module de présentation finie annulé par une puissance de p et muni d’un Verschie-
bung, un morphisme A.,;s-linéaire
V:FE—F ® Acris-
AcTi.w‘P
Si G est un groupe de Barstotti-Tate tronqué d’échelon n et de hauteur h, c’est un Aepis/p™* Acris-
module libre de rang h. L’application des périodes précédentes définit un morphisme Gal(K|K)-
équivariant

(3) GO /pOs) — {z € E|V(z) =2 ®1}.
Soit maintenant
M =D(Go)syss,

un Og-module de présentation finie de torsion. D’apres la propriété de cristal on dispose d’une
identification canonique

E Afi,e Of = M @ox O,

car le membre de gauche s’identifie & D(Go)g,.,5- Remarquons maintenant que H “g) =
0 et H '({gp) = 0. Le triangle filtration de Hodge (1) insére donc M dans une suite exacte
de Og-modules de torsion

0 — wgp — M — wl — 0,

olt wl := Homop, (we, K/Ok) désigne le dual de Pontryagin du Ox-module de torsion we. Notons
alors Fil M = wgp, sa filtration de Hodge. Lorsque G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon n, de hauteur h et de dimension d, M et wgp sont des Ok /p™Ok-modules libres de
rang h et h — d. Dans ce cas 1a, Fil M est un Ok /p"Ox-module facteur direct dans M.

Via lisomorphisme E ®4_ . ¢ (9% =M e (9%, notons Fil £ I'image réciproque par 6 de

FilM ® (9%. On a donc

criss

Fil'Aeis ECFILE C E et Fil E/Fil' Ay E = FilM © O=.

La composée de I'application des périodes (3) avec I’application de réduction G(Ox) — G(Ox/pOx)

définit un morphisme a@*® s’insérant dans un diagramme

cris

G(Og) S {(z€FlE | V(z)=2®1}

l le

wGD®Of4>M®Of.
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5.2. Un isomorphisme des périodes entier pour les groupes p-divisibles. On reprend
les notations de la section précédente. Soit maintenant H un groupe p-divisible sur Ok . Notons
Hy = Hg, la réduction modulo p de H. Soit

D(Ho) = Ext' (Hy , Og/x)
son cristal de Dieudonné covariant ([7], 3.3). Soit
E = H°(So/%,D(H,y)),

un A..;s-module libre de rang la hauteur de H, muni d’un Verschiebung V : F - E &  Acpis
Acrisa‘ﬂ

induit par F: Hy — Hép) et d'un Frobenius F : E ® A.s — F induit par V : Hép) — Hy.

Acris,p
Décrivons plus précisément ce module E. Il y a un morphisme surjectif
R = {(zi)ieN | T € Of/])@f, ZL':Z-D_,’_l = ZL'z} — O?/pO?
(xi)izo — Xp.
L’application de réduction modulo p induit une bijection
{(x(i))ieN | 2 e O=, (2P = x(i)} LR,
Via cette bijection, la fonction v : R — R U {400} qui & (#();> associe v(z(?)) définit une
valuation sur R. L’anneau R est alors un anneau de valuation complet parfait de caractéristique
peta:=ker(R = Ox/pOx) ={r € R | v(zx) > 1} ie.
R/Cl = Of/]?@ﬁ
Puisque R est a-adiquement complet, le groupe p-divisible Hg  sur Spec(Oz/pOz) se releve en

un groupe p-divisible ﬁo sur Spf(R) que l'on voit encore comme un groupe p-divisible I;TO sur
Spec(R) ([31], 4.16). Soit alors
N = D(HO)W(R)HRa

un W (R)-module libre muni de deux morphismes F : N — N, o-linéaire, et V : N — N, o~ 1-
linéaire. Si B B

M (Hy) = Hom(HP,CW)
désigne le module de Dieudonné covariant < classique > de Hy ([17] chap. III), il y a un isomor-
phisme canonique de W (R)[F, V]-modules ([7] 4.2.15, [6])

M (Hpy)® ~ N.
Le morphisme de CRIS(S,/%)

Spec(O%/pO%) A Spf(Acris)

| l

Spec(R) Spf(W(R))

couplé a la propriété de cristal induit alors un isomorphisme canonique compatible aux opérateurs
FetV
E~N ®W(R) Acris-

Supposons momentanément que K soit de valuation discrete a corps résiduel parfait. Notons
alors Hy, la réduction sur le corps résiduel de K de H. Via la section de Teichmiiller 7 : & —
Ok /pOk, par rigidité des quasi-isogénies, il existe une unique quasi-isogénie

p: HkK ®kk,‘r OK/])OK — Hy
relevant I'identité de Hy,. . Soit
M (Hy, ) = Hom(H[ ,CW),
le module de Dieudonné « classique » de Hy, . Il y a un isomorphisme ([7] 4.2.14)

D(Hpy )W (s y—skere = M (Hpy)”
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et donc un isomorphisme

ps t M(Hyy )7 [5) @w (ki)g Biris — B3]

1
cris P

ou rappelons que 'on note BZ'M-S = AC”-S[%]. Néanmoins, nous-nous intéressons ici & des isomor-
phismes de périodes entiers. C’est pourquoi nous n’utiliserons pas cette identification lorsque K

est de valuation discrete a corps résiduel parfait.

Considérons maintenant
M =D(H)s,—s;
un Og-module libre de rang la hauteur de H. Il est muni d’une filtration de Hodge Fil M = wgyp
qui s’insere dans la suite exacte

0 — wygp — M — wj; — 0.

Il y a un isomorphisme

B8 O = M Box O

Soit alors Fil E C F I'image réciproque via 6 de la filtration de Hodge,
Fil' A.isE CFilE C E et Fil E/Fil' Ao B =FilM ® O-.

cris

Les applications de périodes a T

des périodes

sont compatibles lorsque n varie et fournissent une application

57 T,(H) — Fil E¥=P
ol ¢ : E — FE est le morphisme (A.ris, p)-linéaire défini par p(z) = F(x ® 1). Cette application
releve 'application de Hodge-Tate de H, ap : T,(H) — wyp ® (9? au sens ou la composée,

cris

Tp(H) 22— Fil E?" 5 wpp © O=

coincide avec ag. Rappelons que t € Fil' Agpis désigne une période du groupe multiplicatif (cf.
[19]). On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 1 ([13] théoremes 7 et 5%). Supposons p # 2. Soit H un groupe p-divisible sur Ok .
(1) L’application des périodes précédente induit un isomorphisme

T,(H) = Fil E#=,

(2) Le morphisme Acpis-linéaire induit par Uapplication des périodes T,(H) ®z, Acris — E
est injectif de conoyau annulé par t.

(3) Munissons E de la filtration décroissante définie par Fil''E =E, Fil’E = FilE et pour
i > 1, Fil' E = Fil'M A5 E + Fil' Ay Fil E. Munissons Tp(H) ® Aepis de la filtration
Fili(Tp(H) ® Acris) = Tp(H) ® Fil’ A.p;s. Posons deg(t) = 1. Les inclusions de Agris-
modules filtrés

tE C Ty(H) ®z, Aeris C E

sont alors strictement compatibles auz filtrations.

Remarque 2.

e Dans [13] le théoréme précédent est démontré lorsque K est de valuation discréte. Néanmoins,
les résultats de [13] énoncés précédemment s’étendent au cas que nous considérons, la pro-
priété essentielle étant que le Frobenius de O /pOy est surjectif ce qui est vérifié dans
un contexte plus général que celui de [13] (cf. la discussions avant ’énoncé du théoréme
5% de [13]).

o Tel qu’énoncé dans [13], le théoréme fait intervenir le complété de Acpis relativement a sa
filtration a puissances divisées i.e. Faltings travaille avec le site cristallin nilpotent au lieu
du site cristallin. Dans la suite de cet article nous n’utiliserons en fait que les gradués de
Acris, ¢’est pourquoi cela ne pose pas de probléme. Néanmoins, le lecteur pourra vérifier
que les preuves de [13] montrent le résultat énoncé précédemment sans passer au complété
relativement a la PD filtration.
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e Lorsque p = 2 on peut montrer un résultat moins précis : Uapplication T,(H) — Fil E¥=P
est injective de conoyau annulé par 2. Le reste de I’énoncé est valable sans restriction.

o L’inclusion tE C Tp(H) @ Acris induit par dualisation un morphisme t Tp,(H)* @ Acris —
E*. 1l y a une identification canonique tT,(H)* = T,(H)*(1) = T,(HP). De plus, E*
s’identifie a I’évaluation du cristall de Dieudonné de HP ([7] 5.3). Via ces identifications,
le morphisme T,(HP) — E* est aiﬁf.

5.3. Sur la suite de Hodge-Tate entiére d’un groupe p-divisible.

5.3.1. Structure de gr' A.,;s. Notons Acris(Ox) pour 'anneau noté précédemment A,;s. Le mor-
phisme naturel de gr’4.,;s(O) = O%—algébres graduées a puissances divisées

gI'. Acris (Zp) ® groAcris (Of) — gI'. Acris (Of)

g0 Acris (Zp)
est un isomorphisme. Le Z,-module des différentielles de Kihler sz /2, €St p-divisible de torsion.
Fontaine construit dans la section 1.4 de [19] un isomorphisme canonique Gal(Q,|Q,)-équivariant
de %p-modules

Tp(sz/Zp) = g1t Aeris(Zy).
L’application des périodes

Zp(1) = Tp(l“p%) & Fil' Acris (Zp)

a pour image Zj.t. De plus, la composée

cris

[e3

Tp(thye) — Fil' Aeyis(Zp) — &' Acris(Zp) = T,(Qg ;)
est "application
diog : Z,(1) — Tp(Q ;)
(en)nzl = (eﬁlden)nzl
ol €, € Z, est une racine p"-ieme de I'unité et €)1 = €. D’apres le théoreme 1 de [18], celle-ci
induit une injection de %p—module libre de rang 1

Zp(1) = T(Q, s,
de conoyau annulé par pﬁ. On en déduit que I'application
(4) O=(1) — T,(Qg, 3,) ®7, Oz =~ gr' Aeris(OF)

1
est injective de conoyau annulé par pr—7.

5.3.2. La cohomologie de la suite de Hodge-Tate entiére est annulée par pp%l. Voici maintenant
le théoréme I1.1.1 de [15].

Théoréme 2 ([15]). Soit H un groupe p-divisible sur O . La cohomologie de la suite de Hodge-
Tate de H

‘(ayp®1)(1)
e

* ag®1
0 — wy ® 0=(1) Tp(H) ® O —"—— wyp ® O — 0

est annulée par tout élément de (9? de valuation supérieure ou €gale a p—il. En particulier Uappli-
cation de gauche est injective et la composée des deux applications est nulle (i.e. la suite est bien
un compleze).
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Démonstration. Il y a un diagramme de O%—modules

0 — Fil' A.p4s.E/Fil' E—— Fil’E/Fil' E —— Fil’E/Fil' A¢pis.E —= 0

1
w?—] & ar ACTiS WyD & groAcris

(095 222) ® O%

0—>w}{®(9%(1) Tp(H)®O% 0

ou

la suite horizontale du haut est exacte,

la suite horizontale du bas est la suite de Hodge-Tate,

Papplication verticale de gauche est induite par 'application (4) de la sous-section précédente,

I'application verticale du milieu est induite par 'application des périodes T),(H) ® Acris —
Fil E.

On sait que le conoyau de 'application verticale de gauche est annulé par pﬁ . Il suffit donc de voir
qu’il en est de méme pour 'application verticale du milieu. Or, il y a un diagramme commutatif

TP(H) ® groAcris ——FilE® gI‘OAACMS

ixt \th
Ty(H) ® grtAeris — FilE @ gr' Agpis.

La stricte compatibilité aux filtrations de linclusion tE C T,(H) ® A.ris implique que dans le
diagramme précédent I'image de I'application verticale de droite est contenue dans I'image de
I’application horizontale du bas. On conclut aisément. (]

5.4. Application au conoyau de 1’application de Hodge-Tate. Du théoreme 2 précédent
on déduit le théoreme 6 de [16], auquel on renvoie pour la preuve.

Théoréme 3 ([16]). Soit G un schéma en groupes fini et plat sur Ok . Le conoyau de Uapplication
de Hodge-Tate de G, ag ® 1 : G(Ox) ® O — wgp @ O, est annulé par tout élément de O de

valuation supérieure ou égale & ——.
p—1

5.5. Lien avec la presque décomposition de Hodge-Tate de Fontaine. Dans cette section
on suppose que K est de valuation discrete a corps résiduel parfait. On note Ko C K le corps des
fractions des vecteurs de Witt a coefficients dans le corps résiduel de K.

5.5.1. L’anneau Acris, k. Reprenons les notations de la section 5.1. Nous avons considéré précédemment
les site cristallins CRIS(Sp/X) et CRIS(S/%) avec Sy = Spec(Ok /pOk), So = Spec(O%/pO%)
et ¥ = Spec(Z,). Soit maintenant ¥ i = Spec(Of ). Le site CRIS(So/Y k) posséde un objet initial
donné par I’épaississement

Acris,K i) O% — Of/])@f
ousif: W(R)— (9%, Acris,ic est le complété p-adique de I'enveloppe a puissances divisées du
noyau de I'application

021: W(R)®ok, Ok — O=
et on note encore 6 : Agpis k — (9% Papplication induite par § ® 1. D’apres la section 1.4 de [19]
il y a un isomorphisme

T;D(QO?/OK) = grlAcris,K-
Il y a un morphisme naturel de Oﬁ—modules grt Agris — grlAC”-& x et le diagramme suivant est
commutatif
TP(QZ?/ZP) ®§p O% —_— TP(QOF/OKO) N—> grlAcris

l

TP(Qof/OK) — grlAcris,K
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De ce diagramme on déduit que le morphisme gr' A.,.;; — grlAc”'s, K est injectif de conoyau annulé
par v(Dg/k,) ot Di/k, désigne la différente de K|Ko. En particulier I'annulateur de I'image de
t dans gr! A..is i est de valuation ﬁ +v(Dk /K, )-

5.5.2. Presque décomposition de Hodge-Tate. Soit H un groupe p-divisible sur Ok. Rappelons
que l'on note Hy sa réduction modulo p et D(Hy) son cristal de Dieudonné covariant. Soit

Ex = H°(Sy/Sk,D(Hy))

. . . . 0
I’évaluation de ce cristal sur I’épaississement A¢pis x — (9% — O /pO%. Cest un Apis, k-module

libre de rang la hauteur de H. Rappelons que I'on note £ = H°(S, /%, D(Hy)). D’aprés la propriété
de cristal, il y a un isomorphisme canonique
EK ~F ® Acris,K-
Acris
Par application de (—) ®a.,.. Aeris,k aux inclusions tE C T,(H) ® A¢is C E, on obtient que
l'application des périodes T),(H) — Ex induit une injection T,,(H) ® Acris,x C Ex de conoyau
annulé par t, c’est-a-dire
tE C Tp(H) X Acm‘s,K C Fk.

Comme pour E, Ex est muni d’une filtration Fil Ex qui induit une filtration (Fili Ex)i>_1 de
Fi avec Fil® Ex = FilEg. Le sous-module Fil Ex de Ex est 'image de Fil E ® Acpis x dans
Ex = E ®a,,,, Acris,ix- L’application des périodes T},(H) — Ek est & valeurs dans Fil Ex. On
en déduit que les inclusions tEx C T,(H) ®z, Acris,ik C Er sont compatibles aux filtrations.
Comme dans la preuve du théoreme 1 (cf. [13]), la compatibilité de 'application des périodes & la
dualité de Cartier et la compatibilité aux filtrations des inclusions du type précédent associées a
HP impliquent que les inclusions tEx C T),(H) ® Acris, k. C E sont strictement compatibles aux
filtrations.

Le point nouveau par rapport au cas ¥ = Spec(Z,) est maintenant le suivant. Soit M =
D(Hp)s,—s muni de sa filtration de Hodge 0 — wj; - M — wgp — 0. Il y a un morphisme
d’épaississement dans CRIS(Sy/X k)

Acm’s,K —> Of/pof
O — Ok / pOK

Celui-ci induit via la propriété de cristal un isomorphisme
Ex ~M R0k Acris,K

via lequel
Fil Ex = FilM ®0, Acris.x + M @0, Fil' Acpis k.

Observons maintenant que cette description de la filtration induit un scindage canonique de I’ana-
logue de la filtration apparaissant dans la démonstration du théoreme 2 :

Fil’Ex /Fil' Ex — M/FilM @0, gr' Aeris.x @ Fil M @0, g1 Agris k-
L’application des périodes T),(H) ® Aeris, i — Fil Ex induit un morphisme Gal(K | K )-équivariant
de O=-modules

K
T,(H) ®z, O= — Fil’Ex [Fil'Ex = (Wi @ gt Acris,x) © (Wpp @ g% Acris k)
= w;{@)TP(QOf/OK) @ Wb ®O%
On vérifie comme dans la preuve du théoreme 2 que ce morphisme est injectif de conoyau annulé
par tout élément de valuation p—il +v(Dk/k,)- De plus, la composée

*(ayp®ld)(1)
SIS

wir ® O=(1) Tp(H) ® Oz — wy @ Tp(R0/0k)
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est donnée par I'inclusion O=(1) < grl Acris, k. On retrouve donc le résultat de [18] sur la presque-
scindage de la suite de Hodge-Tate d’un groupe p-divisible.

6. LA FILTRATION DES POINTS DE p-TORSION : UNE BORNE EFFECTIVE

6.1. Notations. Dans ce chapitre on suppose K algébriquement clos. Puisque les filtration que

nous étudions descendent automatiquement de K a K, on peut toujours de ramener a ce cas la
pour les problémes qui nous intéressent.

6.2. Un lemme d’approximation d’Elkik.

Lemme 7. Soit (A,7) un couple hensélien tel que A soit séparé pour la topologie J-adique et
lidéal 3 de type fini engendré par une suite réguliére. Notons S = Spec(A). Soit X un S-schéma
fini et plat étale sur un ouvert schématiquement dense et globalement intersection complete dans
un espace affine AY. Notons

D = Div(Lx/s),
un diviseur de Cartier sur X . Soient n et h deuz entiers tels que n > 2h. L’application de réduction
modulo 3"~ induit alors une bijection

{reX(A) |7 ca*D} = Im[{z € X(A/7") | I" C 2" D} — X(A/3""})].
Démonstration. L’assertion de surjectivité résulte du lemme 2 de [12]. Montrons 'injectivité.
Soit
X = Spec(A[X1,.... Xn]/(f1,..., [N)).

= (5%)
0X; 1<i,j<N

la matrice jacobienne et A = det(M) I'idéal jacobien. En restriction & X, le polynéme A engendre
le diviseur D. Soient z,y € AN tels que pour tout entier i tel que 1 < i < N on ait les égalités

filz) =0, fily) =0,

Notons

ainsi que les inclusions
3" C Az) et 3" C Ay).
Supposons que
z=y [3"7"].
Montrons par récurrence sur k > 0 que

z=y [32k(n—2h)+h]_

Cela conclura la preuve puisque A est séparé pour la topologie J-adique. Supposons 1'hypothese
vérifiée au rang k. Ecrivant un développement de Taylor a I'ordre 1, on obtient la relation de
congruence

fl(g) f1(z) Y1 — 1
: = : + M(z) : mod 32" (n=2h)+2h
fn(y) fn(z) YN — TN
et donc
Yy — 21
M(z) : =0 mod 32" (n=2h)+2h
YN —IN

En multipliant par la matrice des cofacteurs de M (z) on obtient que pour tout entier i tel que
1 <4 < N on obtient la relation de congruence

A(z).(yi — z;) = 0 mod 32k+1("*2h)+2h
et donc

(i — ;)" € 32 (2R,
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Le choix d’une suite réguliere engendrant Z définit un isomorphisme (EGA TV, 15.1.9)
A/3T, ..., Ty — GrS A.

De cela on déduit qu’on peut < simplifier » la relation de congruence précédente par 3" pour
obtenir
2; =y mod 32 (n=2h)+h

ce qui est le résultat escompté. O

6.3. Préliminaires d’algébre linéaire. Voici 'analogue des propositions 5.1 de [1] et 9.1 de
3].

Proposition 7. Soit M un Ok 1-module libre de rang n muni d’un morphisme 1 : M — M®
vérifiant
1
w := deg(coker ) < 7
Soit
N={meM]|ypm)=m®el},
un sous-Fp-espace vectoriel de M. Alors,

(1) Le sous-F,-espace vectoriel de My_,,
Vi=Im(N — M;_,)

est de dimension n. De plus pour tout € € v(K*) vérifiant ﬁ <e<1l—w,V s’injecte
dans M.
(2) Sivi,...,v, estune base de' V', (A1,...,\n) € O%, € vérifie % <e<l—wetilyaune
relation
Z Aiv; = 0 dans M,
i=1
alors pour tout i € {1,...,n}, v(\;) > 0.
(3) Soit f:V ®@F, Ox,1—w —> M1_yw Uapplication naturelle. Il existe alors un morphisme de
Ok 1—w-modules g : My, — V ®r, Ok 1w tel que fog=01d et gof =0d1d ond € O
vérifie v(6) = 5.
P
(4) Pour tout € € v(K™) vérifiant 75 <€ <1 —w, deg(Mc/Og Im(V — M.)) = -*5.
Démonstration. Fixons une base de M. Pour X = (;)1<;<, € O notons X®) = (20)1<;<,.
Soit A € M, (O) une matrice se réduisant modulo p sur la matrice de 1. L’ensemble N s’identifie
aux solutions de la congruence
X®) = AX mod p
avec X € Of ;. Le lemme 7 s’applique et montre que Iapplication de réduction modulo mg 1w
induit une bijection
(5) (XecOp | XP) = AX} V.

Plus précisément, si A = (ai;)1<i j<n, o0 applique le lemme 7 & la variété algébrique affine d’anneau
n
OK[Xl, e ,Xn]/(Xf) — Z ainj)lSign
j=1

(& strictement parler le lemme 7 s’applique lorsque w € Q mais le lecteur n’aura aucune difficulté
a en déduire le résultat pour w quelconque en I’écrivant comme limite de nombres rationnels).
L’ensemble de gauche dans la bijection (5) s’identifie aux Og-points d'une Ok-algebre fini et libre
de rang p™ étale en dehors de p. Il est donc de cardinal p™ ce qui implique que dimg, V' = n.

Montrons maintenant que pour e comme dans I’énoncé, V' s’injecte dans M. Soit X € O} non
nul tel que X® = AX. Ecrivons X = (x1,...,2,) et soit a = inf{v(z;) | 1 < i < n}. Soit B la
matrice des cofacteurs de A. L’équation précédente fournit I’équation

BX® = det(A)X.
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Celle-ci implique l'inégalité
pa < w4+«

et donc a < ﬁ. Cela implique que V' s’injecte dans M, des que 1% <e<1l—w.

Montrons maintenant le point (2) de I’énoncé. Soient x1,...,z, € N induisant une base de V.
Soit f : M®) — M un morphisme Og-linéaire tel que f o1 = ald ot v(a) = w. Définissons
un morphisme Frob-linéaire ¢ : M — M en posant ¢(z) = f(zx ®1). Pour 1 < ¢ < n on a

n
alors o(x;) = ax;. Si A1,..., A, € Ok sont tels que Z)\iaci = 0 dans M., par application de
i=1

n n
¢ on obtient que az M x; =0 dans Mip(1 pey et donc Z Mx; =0 dans Mipe(1 pej—w- Grace a
i=1 i=1
I'hypothese faite sur €, on a inf{1,pe} — w > e. On obtient donc que Y . ; Az; = 0 dans M. A
partir de la la suite de la preuve du point (2) est strictement identique a celle du lemme 9.7 de [3]
auquel on renvoie.
Montrons maintenant le point (3) de la proposition. Soit C' € M,,(Ok) une matrice dont les
colonnes vérifient I'équation X®) = AX et induisent par réduction une base de V. Le point (2)
implique que det(C') # 0. De plus, I’équation

oP) = AC

implique I'égalité v(det C') = 5. Les points (3) et et (4) s’en déduisent. O

Nous utiliserons le lemme suivant. On renvoie au lemme 14 de [16] pour la preuve de celui-ci.

Lemme 8. Soient M un Ok -module de présentation finie et N C M un sous module de type fini.
Soit r > 1 un entier. Si M est engendré par r éléments, alors N est engendré par r éléments.

La proposition qui suit sera importante dans la preuve du théoreme 4.

Proposition 8. Soit M un Og-module de présentation finie de torsion muni d’une filtration
croissante

0=TFileM C FilbM C -+ CFil,_yM C Fil,M = M

dont les gradués sont monogénes. Supposons donnée une collection d’éléments (x;)1<i<, d’éléments
de M telle que pour tout i, x; € Fil; M et vérifiant pour (\;)i<i<r € O,

Z Nz, = 0= Vi, ’U()\i) > 0.

i=1

Alors, pour 1 <i <r, limage T; de x; dans Fil; M/Fil;_1 M est non-nulle et

deg (M/ > OK.,TZ') = >~ dog ((FilM/Fili 1 M)/ O 7).

Démonstration. 11 suffit de montrer la propriété
r J
(%) Vi<j<r FILMNY Oga;=Y Ok
i=1 i=1

En effet, si la propriété (x,) est vérifiée et que 'on avait un indice i tel que z; € Fil;_1 M, i.e.
T; = 0, il existerait A1,..., A1 € Ok tels que

i—1
T = g ATy
k=1
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i—1
et donc x; — Z Apxr = 0, ce qui est impossible par hypothese. De plus, la propriété (x,.) implique

k=1
que 'on a une suite exacte

r—1 T
0— Fil, \M/> Oga;— M/> Og.a; — (Fil,M/Fil,_,M)/Ok .z, — 0.
i=1 =1

Par additivité de la fonction degré et par récurrence on en déduit I'assertion de la proposition
concernant ’égalité des degrés.

Montrons maintenant la propriété (x,.) par récurrence sur r. Supposons la vérifiée au rang r — 1.
Soient Ay, ..., A\, € Ok tels que

y=Y_ Nx; € Fil;M.
i=1
avec 1 < j < r. On a donc
Az € Fil._ M.
Puisque Fil,_1 M/Fil,_o M est monogene, il existe «, 5 € Ok tels que

aX -z, + fx,._1 € Fil,_oM

avec soit « = 1, soit § = 1. Supposons d’abord que g = 1 i.e. a\ .z, + -1 € Fil,_oM. On
vérifie aisément que le module Fil,_; M muni de la filtration (Fil;M)o<i<r—1 et des éléments
(X1,...,Tr_2, @\ 2 +x,_1) satisfait & hypothese de récurrence. D’apres le raisonnement précédent
(cf. début de la démonstration) cela implique que a\,z, + x,_1 ¢ Fil,_oM, ce qui est une contra-
diction. On a donc ao =1 et Az, + fz,.—1 € Fil,_o M.

Montrons maintenant par réccurence descendente sur k a partir de k = r—1 qu’il existe 8y, ..., 31 €
Ok tels que

ANy + Brpxg + -+ Br_1wr—1 € Filg_1 M.

Le cas initial kK = r — 1 vient d’étre vérifié. Supposons donc vérifié 'hypotheése de récurrence au
rang k. Notons

z = A’l“x’l“ + ﬂkl'k ++ ﬂrflxrfl S FllkflM
Puisque le module Fil,_1 M /Fil;_oM est monogene il existe a, v € Ok tels que
Yxi—1 + az € Filg_o M

avec « = 1 ou bien v = 1. Si 'on avait 7 = 1, on peut appliquer I'hypothese de récurrence sur
r au module filtré Fily_; M muni des éléments (z1,...,T5—2,2x—1 + @z). Comme précédemment
cela est impossible. On a donc a = 1 et 'hypothese de récurrence au rang k — 1 est vérifiée.
Appliquant le résultat que 1'on vient d’établir & £ = 1 on obtient que

r—1
ANy € ZOK.SCZ'.
i=1
On a donc
r—1
y €Y Ogx; NFil;M.
i=1
J
De cela on déduit par application de 'hypothese de récurrence (*,-1) que y € Z Oxx;. O

i=1
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6.4. Sur ’application de Hodge-Tate des points de p-torsion d’un groupe p-divisible.
Nous allons maintenant utiliser le théoreme-clef 3.

Définition 6. Pour e € v(K*), 0 < e <1, on note ag, l'application composée
G(OK) e, wGgpb —7 WGD -

Proposition 9. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 et de dimension d sur
Ok . Pour p—il < e <1, l'inégalité suivante est vérifiée :
dimp, ker ag,c < d.

Démonstration. Soit h la hauteur de G. Puisque G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon 1, wep ~ (O /pOx )"~ On en déduit que si § € O est un élément de valuation p—il,
dwep . est un O 6_%—module libre de rang h — d. D’apres le théoreme 3,

=5t

(SCUGDﬁe - OK.IID(O(G7E).

Puisque O .Im(ag,e) est un sous module de type fini du module de présentation finie wgp , c’est
un module de présentation finie. On peut alors appliquer le lemme 8 pour conclure que dwgp . est
engendré par moins de dimp, Im(ag) éléments et que donc

h —d < dimg, Im(ag).

O

On renvoie a la proposition 13 de la section 7.2 pour un énoncé plus général concernant les
groupes de Barsotti-Tate tronqués d’échelon quelconque.

6.5. Sous-groupe canonique des groupes de Barsotti-Tate tronqués d’échelon 1.

Proposition 10. Supposons p # 2. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, de
hauteur h et de dimension d < h sur Og. Supposons vérifiée l’inégalité

1
Ha(G) < 5

Alors, si
Ha(G
Ha(G) <e<1-Ha(G),
p—1
on a l’égalité
dimg, ker(ag,c) = d.

1
p—1’
I'inégalité dimp, Im(ag,1-w) > h — d. D’apres le lemme 3 et la proposition 7, I'image de ag,1—w
est contenue dans un F-espace vectoriel V' de dimension h—d. On a donc dimp,, Im(aG,l_w) = h—d
et V = Im(ag,1—w). Le point (1) de la proposition 7 dit que V' s’injecte dans wgp . pour tout €
comme dans I’énoncé. Cela permet de conclure. (]

Démonstration. Posons w = Ha(G). D’apres la proposition 9, puisque 1 — w > on a

Remarque 3. Dans la proposition 10 la preuve de l'inégalité dimg, ker ag . < d utilise de fagon
essentielle le fait que G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué et que le conoyau de 'application
de Hodge-Tate est annulé par pﬁ. C’est la Uingrédient nowveau que nous apportons a [1], [37]
et [3]. Comme Ua fait remarquer 'un des rapporteurs a lauteur, l'inégalité dans l'autre sens,
dimr, ker ag 1 _ma(q) > d résulte en fait de [37] et [3] et n'est pas liée au fait que G soit un BT .
Cette partie n’est donc pas nouvelle. Plus précisément, dans le cas des points de p-torsion d’un
schéma abélien, c’est une conséquence du théoréme 8.1 et de la proposition 9.1 de [3]. Le cas d’un
groupe fini et plat annulé par p général peut alors se déduire du cas précédent par un dévissage
standard en utilisant la proposition 5.5(i) de [37].
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Lemme 9. Soit G un groupe de hauteur 1 sur O. Soit x € G(Ok) un générateur du groupe
cycliqgue G(Ok). Il existe alors un isomorphisme wgp ~ Ok /vOk avec v € Ok, ainsi qu’un
élément y € O, tels que via l'isomorphisme précédent, ag(x) =y mod yOf et

o) = 1-deg(G)
deg G
v(y) = pj

Démonstration. Le schéma en groupes G est du type de ceux étudiés par Oort et Tate dans
[35]. On peut calculer explicitement Papplication de Hodge-Tate d’un tel schéma en groupes (cf.
[14] chapitre 1.1.1). O

Théoréme 4. Supposons p # 2. Soit G un groupe de Barsotti- Tate tronqué d’échelon 1, de hauteur
h et de dimension d < h sur O . Supposons vérifiée l'inégalité

1
Ha(G) < 5

L’égalité suivante est alors vérifiée
dimp, ker ag 1 _ma(q) = d-

Sip =3 supposons de plus que Ha(G) < % On a alors les propriétés suivantes.
(1) Soit C l'adhérence schématique de ker g 1_na(e) dans G. L’égalité suivante est alors
vérifiée
deg(CP) = deg(G/C) = Ha(Q).
(2) Soit (G))a>0 la filtration de ramification naive de G (cf. définition 3) et ((GP)rg)r>0
celle d’Abbes-Saito de GP (cf. définition /). Posons w := Ha(G). Alors, pour X\ vérifiant
ﬁ <A< H, on a l’égalité
G =C.

Pour A vérifiant 5 < X\ < JE7(1 —w), on a Uégalité
(GP)2s(0k) = C(OK)*.

(3) Le sous-groupe plat fini C @ Ok 1—w C G® Ok 1y coincide avec le noyau du morphisme
de Frobenius de G @ O 1.

Démonstration. La premiere assertion est contenue dans la proposition 10.
Montrons le point (1) de I’énoncé. Posons E = G/C. Il y a un morphisme de suites exactes

lac lac la,g

0 wep wgp WED 0.

On en déduit en particulier que mg . Im(ac ® 1) = 0. Le théoreme 3 appliqué a C' implique que
My 1 .wep C Im(ac ®1). On en déduit donc que

e
mK7w+ﬁ.ch =0.

Soit € € v(K™) tel que 5 <e<l-wete<1-— p_il —w (il existe toujours un tel e grace a

I’hypothese faite lorsque p = 3). La projection wgp — wgp induit un isomorphisme

WGb ¢ — 7> WED ..

Soit (e1,...,en—q) une base du Fp-espace vectoriel E(Ok). Notons pour 1 < ¢ < h —d, E;
l’adhérence schématique de Fpeq,®--- ® Fpe; dans E. Il y a donc un drapeau de groupes plats
finis

0)=EcCE1C - CEpa=E,
dont les gradués sont des groupes de hauteur 1. Celui-ci induit un drapeau de Og-modules

(0) =wpgp Cwgp C -+ Cwgp  =wgp
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dont les gradués sont des O-modules monogenes. Notons (Fil; WED,e)Ogigh—d la filtration image

— wED,e)'

Filwgp = Im(wERE

Pour 1 <i < h —d il y a une surjection canonique

Qi :W(E, /B0, — Filiwgp /Fili_ywpp .

D’apres le point (2) de la proposition 7, la collection d’éléments (ag c(e;))1<i<h—d satisfait aux
hypotheses de la proposition 8. On en déduit que pour 1 <i < h —d,
qi o g, /p,_,.e(€) #0 € Filwgno /Fil;_jwgo
oug; € (E;/F;_1)(Ok) désigne I'image de e; € F;(Ok). On a donc en particulier,
ag,/B_(€)#0€ W(E,)EBi_1)P e
D’apres le lemme 9, cela implique que
deg (w(m,/m, 1),/ Ok -0p, /B,y (€:) = %-

Mais puisque I'application g; est un morphisme surjectif de Ox-modules monogenes et gioag, /g, , (€i) #
0ona

deg (w(Ei/Ei,l)D,E/OK-aEi/Ei,l,e(ei)) = deg ((FilinD7E/Fili_1wED7E)/OK.qi e} O‘Ei/Ei,l,e(éi))-

Le dernier point de la proposition 8 fournit alors 1’égalité

h—d

Z deg ((Filinp7€/Fili,1wEo7€)/OK.qZ- o OéEi/Ei,l,e(éﬁ)
i=1

h—d

de Ez Ez'fl
3 g(Ei/Ei1)

p—1

deg coker(ag,® 1)

i=1
deg F
p—1

Mais d’apres le point (4) de la proposition 7 on a

deg coker(ag,.®1) = v
p—1

On obtient donc bien que deg E = w.

Montrons le point (2) de I'énoncé. Pour = € C(Ok) \ {0} notons (x) I'adhérence schématique
du sous-groupe de C(Ok) engendré par x dans C. Soit donc x € C(Ok) \ {0}. D’apres le point
(1), mp w-wep = 0. Puisque wi,yp < wep on a donc Mg .wizyr = 0. On en déduit que

deg((z)) > 1 — w.
Maintenant si @ € G(Ok) \ C(Ok) et y € E(Ok) désigne la projection de x, le morphisme
naturel de schémas en groupes (x) — (y) est un isomorphisme en fibre générique. On a donc
deg((z)) < deg((y)). Pour € > % suffisamment proche de -5, ap. et donc ayy) . est injectif.
On déduit alors du lemme 9 que deg((y)) < w. On a donc, pour z € G(Ok) \ C(Ok),
deg((z)) < w.

Les propositions 5 et 6 permettent de conclure.
Montrons maintenant le point (3) de I’énoncé. Puisque d’apres le point (1) deg(CP) = w, wep
est annulé par mg ,,. On en déduit que le morphisme

WCPQOK 1—w — WCP 1—w — 7 WGP 1—w = WGPROK 1_w

est nul. Il suffit alors d’invoquer la proposition 1. O

Remarque 4. Nous montrons dans la section 7 que C est également un cran de la filtration de
Harder-Narasimhan de G.
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6.6. Compatibilité a la dualité.

Proposition 11. Supposons p # 2. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, de
hauteur h et de dimension d sur Ok tels que 0 < d < h. Supposons vérifiée l'inégalité Ha(G) <
% sip # 2 et Ha(GQ) < % sip = 3. Soient C' le sous-groupe de G adhérence schématique de
kerag 1 _maq) et D le sous-groupe de GP adhérence schématique de ker agp 1—Ha(a)- On a alors
l’égalité

C(Ok) = D(Ok)*.

Démonstration. D’apres la proposition 2, Ha(G) = Ha(GP). On peut donc appliquer le théoréme
4 4 GP et G. On obtient ht(D) = h — d et ht(C) = d. 1l suffit alors de montrer que D(Ox)* C
C(Ok). Notons w = Ha(G). Il y a une factorisation

D O‘GD,17w®1
G”(Ok)®@ O 1y ——— WG, 1-w

GP(Ok)/D(0OK) ® Ok 1w
qui induit en passant au dual une factorisation

a\C/v‘D,l—w(l)®1

w1 —w(1) G(Ok)® Ok 1—w

|

D(Og)* ® Ok 1—w
D’apres le point (3) de la proposition 7 il existe un morphisme
g: D(OK)J‘ ®OK1—w — wél_w(l)
vérifiant go f = §Id o1 6 € O est tel que v(d) = ﬁ. Considérons la suite de Hodge-Tate

Y
aGp g, (1)®1 ag1-w®l

wé,lfw(l) G(OK) Y OKJ*UJ — WGP 1-—w-

D’apres le théoreme 2, la composée des deux applications dans la suite précédente est nulle (lorsque
K est le complété de la cloture algébrique d’un corps valué complet de valuation discrete cela est
da a Tate [34], ou bien & Fontaine [18]). Des considérations précédentes on déduit donc que

mK,%.(D(OK)J‘ ® OK,l—w) C ker(aG,l_w 024 1).

On en déduit que D(Ok )+ C ker QGD 1w = C(Ok) car 1 —w — 2> (la proposition
10 s’applique donc avec e =1 — w — 1%) O
Corollaire 1. Supposons p # 2. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 et de
hauteur h > 0 sur Og. Supposons le muni d’un isomorphisme X\ : G = GP wérifiant AP = e\
pour un e € Zy. Cela définit un accouplement parfait G(Ok) x G(Ok) — Fy(1). Supposons
vérifiée inégalité Ha(G) < % sip # 3 et Ha(GQ) < % sip = 3. Soit C le sous-groupe de G
adhérence schématique de ker ag 1_na(q). Le groupe C(Of) est alors un sous espace totalement

isotrope mazximal de G(Ok).

Corollaire 2. Supposons p # 2. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, de hauteur

h et de dimension d vérifiant 0 < d < h. Supposons vérifiée l'inégalité Ha(G) < % sip# 3 et
Ha(G) < § sip=3. Alors, si A € v(K*) vérifie % < A< 35 (1-Ha(G)), les groupes Gig et

(GP)Ag sont de hauteur d et h — d. De plus Grg(Ok) = (GP)rs(Ok)*:. En particulier, si G est

muni d’un isomorphisme X : G = GP tel que AP = e\ pour un € € Ly , alors GXS(OK) est un

sous espace totalement isotrope mazimal de G(Ok) relativement a l'accouplement défini par A.
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7. UNE BORNE EFFECTIVE POUR LA FILTRATION DES POINTS DE p"*-TORSION

Dans cette section on suppose que K est algébriquement clos, ce qui est suffisant pour nos
besoins.

7.1. Un critere de liberté. Le lemme qui suit ne pose pas de probleme.

Lemme 10. Soient n > 1 et d > 1 des nombres entiers. Soit M un Z/p"Z-module de longueur
nd. Alors, pour tout entier k vérifiant 1 < k < n on along(p*M) < (n—k)d. De plus, M est libre
si et seulement si les inégalités précédentes sont des égalités pour tout k vérifiant 1 < k < n.

Proposition 12. Soit n > 1 un entier. Soit G un groupe de Barsotti- Tate tronqué d’échelon n et
de dimension d sur Ok . Soit C' un sous-groupe plat fini de G de hauteur nd. Supposons que

deg(C) > nd — 1.
Le Z/p™Z-module C(Ok) est alors libre de rang d.

Démonstration. Soit k un entier vérifiant 1 < k < n. Notons E I'adhérence schématique dans
G de C(Ok)[p"] et F celle de p*C(Of). 11 y a une suite de groupes plats finis

k
0—F—C22sF >0

telle que E soit un sous-groupe fermé de C' et la suite devienne exacte en fibre générique. D’apres
le corollaire 3 de [16], cela implique I'inégalité

deg(C) < deg(E) + deg(F).

Puisque E est un sous-groupe de G[p*], deg(F) < deg(G[p*]) = kd. On a de plus deg(F) < ht(F)
([16] corollaire 2). On a donc

nd — 1 < deg(C) < kd + ht(F).
On obtient donc
ht(F) > (n—k)d —1
et donc d’apres le lemme 10, ht(F') = (n — k)d. Cela étant vrai pour tout k, d’apres le lemme 10
C(Ok) est un module libre. O

7.2. Sur l’application de Hodge-Tate des groupes de Barsotti-Tate tronqués. Dans
cette section nous étendons les résultats de la section 6.4 qui concernaient les groupes de Barsotti-
Tate tronqués d’échelon 1 a ceux d’échelon quelconque.

Proposition 13. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n sur Ok . Pour e € v(K*)
vérifiant 0 < e <1 — ﬁ’ ker ag n—c est engendré par moins de d éléments. En d’autres termes,
d
ker ag n—e ~ @ Z/p“Z pour des entiers (a;)1<i<q vérifiant 0 < a; < n.
i=1 ==
Démonstration. Notons h la hauteur de G et d sa dimension. Apres choix d’une base de wgp,
la suite exacte

0— w@p|P — WGDb —7 W@[pn-1]p — 0,
déduite de la suite exacte 0 — G[p] = G =2 G[p"~!] — 0, s’identifie & la suite
0— (pn_loK/pnOK)h_d — (OK/pnOK>h_d — (OK/pn_10K>h_d — 0.

On en déduit que le morphisme wg,p — wgr induit une injection wgppp 1-c > wWap .. Celle-ci
s’inscrit dans un diagramme commutatif

Glpl(Ok)—— G(Ok)

O‘G[P],lel \Lac,ne

wG[p]D,1_€C—> WaED p—e-
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Soient V' = Im(agn—e) et V' = Im(agp)i1—) C V. Puisque G[p](Ok) = p" 'G(Ok), V' =
p" V. D’apres la proposition 9, dimg, V' > h — d. On en déduit donc que
dimp, p" IV > h—d
SiVe~ @ 7,)p%7Z pour des entier (b;); vérifiant 1 < b; < n, on a donc que |{i |b; = n}| > h —d.
i=1

De cela on déduit I'existence d’une décomposition V' = M; @& My, ott M; est un Z/p"Z-module
libre de rang h — d. Le morphisme surjectif de Z/p"Z-modules libres

G(Ox) @Gin-c 1, _P1O] M,
possede alors une section qui fournit un isomorphisme
G(Ok) ~ M, @ N,
via lequel, le morphisme

My &N~ G(Ok) =2, V = My & M,

Idp, O
* * )

On en déduit que 'application composée
ker(agn_c) < G(Ox) ~ My & N 22, N

a une matrice de la forme

est injective. Pour conclure, il suffit donc de montrer que N est engendré par d éléments. Or
I'isomorphisme G(Og) ~ M; @ N induit un isomorphisme G(Ok)/pG(Ok) ~ M, /pM; & N/pN
ot dimr, (G(Ok)/pG(Ok)) = h et dimp, (M1 /pM1) = h—d. On en déduit que dimg, (N/pN) =d
et donc N est engendré par d éléments. O

7.3. Sur la filtration de Harder-Narasimhan d’un groupe de Barsotti-Tate tronqué.

Proposition 14. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n, de dimension d et de
hauteur h sur Ok . Supposons qu’il existe un sous-groupe plat fini C de G tel que

1
ht(C) =nd et deg(G/C)<1— 7
D

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :
(1) Sie=deg(G/C), C(Ok) = ker(agmn—.) qui est un Z/p™Z-module libre de rang d.
(2) Si C" est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan de G vérifiant ht(C") < nd alors
c'cC.
(3) Si C" est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan de G vérifiant ht(C") > nd alors
cccao.

Démonstration. Commengons par le point (1). Puisque ht(C) = deg(G), deg(G/C') = deg(wep).
On en déduit que le sous-module wep de wgp est annulé par mg . L’application composée wep —
wep — Web e est done nulle. Il en résulte que C(Ok) C ker(ag,n—c). Les propositions 13 et 12
permettent alors de conclure quant au point (1).

Considérons maintenant le point (2). Puisque les pentes du polygone de Harder-Narasimhan de
G sont comprises entre 0 et 1, la fonction

[0, nd] — R+
x +—— x—HN(G)(z)
est décroissante. On a donc l'inégalité

deg(werp) = ht(C") — deg(C")

ht(C") — HN(G) (ht(C"))
(

< Wt(C) — HN(G) (1t (C))
= deg(G) — HN(G)(t(C))
< deg(G/0).
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On en déduit comme dans le point (1) que C'(Ok) C ker(agn—c) = C(Ok) et donc C’ C C.

Le point (3) résulte du point (2) appliqué & GP. En effet, si D ¢ GP désigne le sous-groupe
plat fini tel que D(Of) = C(Ok)* via I'accouplement parfait G(Ok) x GP (O ) — Qp/Z,(1), on
a deg(GP /D) = deg(G/C). On peut alors appliquer le corollaire 8 de la section 5.1 de [16] pour
conclure. O

Proposition 15. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n et de dimension d sur
Ok . Supposons qu’il existe un sous-groupe C de G tel que ht(C) = nd et deg(G/C) < % Alors,
C est un cran de la filtration de Harder-Narsimhan de G. De plus, C(O) est un Z/p"Z-module
libre de rang d et ladhérence schématique de C(Ok)* dans GP est un cran de la filtration de
Harder-Narasimhan de GP.

Démonstration. On vérifie sur la figure 1 que la condition implique bien que le polygone de
Harder-Narasimhan de G a un point de rupture en I’abscisse nd. D’apres le point (2) de la pro-
position 14, ce cran coincide avec le groupe C. La proposition 12 permet alors de conclure quant
a Passertion de liberté. Enfin les résultats de la section 5.1 de [16] montrent la compatibilité & la
dualité. O

deg(C) | L e

nd — Lo ”

| | ; |
T T f T

nd—1 nd nd+1 nh

FIGURE 1. Une condition suffisante pour que HN(G) ait un point de rupture en I’abscisse d.

Remarque 5. Dans la section 4.12 de [16] on réindexe la filtration de Harder-Narasimhan de G
en une filtration décroissante (G )o<a<1- La proposition précédente peut se reformuler en disant

1 1
que le cran Gy est tel que GEn(Ok) soit libre de rang d sur Z/p™Z.
7.4. Variation de I’invariant de Hodge sous 1’isogénie canonique.

Théoréme 5. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 2 sur Ok . Supposons que
Ha(G) < 1%' Soit C' le sous-groupe canonique de G[p| construit dans le théoréme 4. Le groupe

de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, p=rC/C vérifie
Ha(p~'C/C) = pHa(G).

5, alors

De plus, si p—_lH < Ha(G) < 1
Ha(p~'C/C) > 1 — Ha(G).

Démonstration. Soit S un schéma annulé par p et H un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon 2 sur S. Soit F' le morphisme de Frobenius de H. Le groupe plat fini E = p~!ker F/ ker F
est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 et il y a un isomorphisme

F:E =5 Gp)».

Celui-ci induit un isomorphisme wg — ng ) et donc

det(wg) — det(wg)®P.
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On vérifie aussitot que via cette identification on a
Ha(E) = Ha(G)®".

Notons maintenant w = Ha(G). D’apres le point (3) du théoréme 4 la réduction sur Ok 1_,, de C
coincide avec le noyau du Frobenius de G. On a donc

inf{pw,1 —w} = inf{Ha(p~'C/C), 1 — w}.

Le résultat annoncé se déduit de cette égalité. O

Comme conséquence des théoremes 4 et 5 on obtient le corollaire qui suit.

Corollaire 3. Supposons p # 2,3. Soit H un groupe p-divisible non-ordinaire sur Ok . Il existe
alors un groupe p-divisible H' sur Ok isogéne o H et tel que

1

5"

Remarque 6. Dans cette section nous supposons K algébriquement clos. Notons néanmoins que
si ce n'est pas le cas, le corollaire précédent reste valable ; le groupe p-divisible H' peut étre pris

défini sur Ok .

Ha(H') >

7.5. Le théoréme final.

Théoréme 6. Supposons p # 2. Soient 0 < d < h des entiers. Soit G un groupe de Barsotti-Tate
tronqué d’échelon n, de hauteur h et de dimension d sur O tel que

sip#3 et Ha(G) < = sip = 3.

(1) La filtration de Harder-Narasimhan de G posséde alors un cran C' tel que C(Ok) soit un
Z/p"Z-module libre de rang d.

(2) La formule suivante est vérifiée : deg(G/C) = %Ha(G).

(3) Si pour 1 <k < n sil'on note Cy l'adhérence schématique de C(Og)[p*] dans G, Cy, est
le cran de hauteur kd de la filtration de Harder-Narasimhan de G[p*].

(4) Pour 1 <k < n considérons p_("_k)Ck/Ck, un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon
n — k. Alors Ha(p~("=®Cy, /Cy) = p*HaG et C/Cy est le cran de la filtration de Harder-
Narasimhan de p~("=*)C},/Cy de hauteur (n — k)d.

(5) La filtration de Harder-Narasimhan de GP posseéde également un cran dont les O -points
forment un Z/p"Z-module libre de rang (h — d) et ce cran est égal a lorthogonal du
précédent via l’accouplement parfait G(Ok) x GP(Ok) — Z/p"Z(1).

(6) Pour 1 <k <n le sous-groupe Cj, @ Ok 1_pr—11a(q) de G @ Ok 1_pr-11a() coincide avec
le noyau du k-ieme itéré de Frobenius.

(7) Le groupe C(Ox) coincide avec le noyau de l'application de Hodge-Tate o, e P L HA(G)

=B

Démonstration. On suppose p # 2, le cas p = 3 étant laissé au lecteur. On procede par récurrence
sur n, le cas n = 1 étant une conséquence du théoreme 4. Supposons donc 'hypothese vérifiée pour
les groupes d’échelon n — 1 avec n > 2. Soit G un groupe d’échelon n vérifiant les hypotheses de
Iénoncé. Le groupe G|p| satisfait en particulier aux hypotheses du théoréme 4 et de la proposition
15. Soit donc D C GJp] le sous-groupe fourni par le théoreme 4. Le groupe plat fini p~1D/D est
un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, de hauteur h et de dimension d. Puisque n > 2,
G[p?] satisfait aux hypotheses du théoreme 5 qui donne donc 1'égalité

Ha(p~'D/D) = pHa(G).

On peut donc appliquer ’hypothese de récurrence au groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon
n—1, p~=DC/C. Soit donc C tel que D € C C p~ VD et C/D soit le sous-groupe donné



LA FILTRATION CANONIQUE DES POINTS DE TORSION DES GROUPES p-DIVISIBLES 39

par 'hypothese de récurrence. D’apres le point (1) du théoréme 4, deg(G[p]/D) = Ha(G). On a
Iégalité

deg(G/C) = deg(G/p~ """V D) +deg(p~""VD/C)
n—1 _ 1
= deg(G/p~ VD) + %p Ha(G).

Or, il y a un isomorphisme
xp"': G/p~ "D = G[p]/D.
On obtient donc deg(G/C) = IZ_—TH&(G) c’est-a-dire le point (2) de 1’énoncé au cran n.

La difficulté réside maintenant a montrer que C' est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan
de G. En effet, on aimerait appliquer la proposition 15 mais malheureusement 2—=% x —L+ n’est

p—1 2pn—1
pas strictement plus petit que % Néanmoins on vérifie que
1 " —1 1
L1

o1 p_1 1
p P P

et donc d’apres la proposition 14 il suffit de montrer que le polygone de Harder-Narasimhan de G
possede un point de rupture en 'abscisse nd. Notons P = HN(G) ce polygone. Il suffit de montrer
que pour des entiers i, j vérifiant 0 < i < nd < j < nh et tels que i et j soient des abscisses de
points de rupture de P, 'inégalité suivante est vérifiée :
. pr—1
j—iP(])+ —P(i) < nd —

6

() J—1 p—1
Commencons par vérifier que c’est le cas si i < nd—2. Rappelons que si 0 < z < nd alors P(z) < x
et pour tout =, P(z) < nh. De cela et de 'inégalité i < nd — 2 on déduit en raisonnant sur un
dessin analogque a la figure 1 que

nd—i_,. j—n

Ha(G).

nd—i_, .. j—mnd_,. 2
< - —.
j—ip(j)+ jiiP(z)_nd 3

Or, on a
LR
2pn—1 7 p—1 3
Cela fournit I'inégalité (6) lorsque ¢ < nd — 2. On vérifie de la méme fagon cette inégalité lorsque
7 >nd+2.

Reste donc le cas ott i = nd — 1 et j = nd + 1. Notons w = Ha(G). Soit donc A un sous-groupe
de G de hauteur nd — 1 tel que A soit un cran de la filtration de Harder-Narasimhan de G. D’apres
la proposition 14, A C C. Puisque C(Of) ~ (Z/p"Z)?, A(Ok) ~ (Z/p"Z)4~' @ (Z/p" 7).
Notons A[p"~1] 'adhérence schématique de A(Ok)[p"~!] et p" 1A celle de p"~tA(Ok). D’apres
le corollaire 3 de [16], la suite 0 — A[p"~!] — A — p"~1A — 0, exacte en fibre générique, fournit
I'inégalité

deg(A) < deg(A[p"™]) + deg(p" ' A).
On a de plus A[p"~!] = C,,_1, le sous-groupe canonique de niveau n — 1, et ht(p"1A) = d — 1.

pn—171
p—1

L’hypothese de récurrence au cran n — 1 nous donne donc deg(A[p"~]) = (n—1)d — w. De
cela on déduit que

n—1 _ 1
deg(A) <nd—1- piw.
p—1
Maintenant si B est un sous-groupe plat fini de G qui est un cran de sa filtration de Harder-
Narasimhan de hauteur nd+ 1, par application du raisonnement précédent & G (qui satisfait aux
méme hypotheéses que G) et du corollaire 8 de [16], on obtient
n—1 _ 1
deg(B) < nd — piw.
p—1
Plus précisément, (G/B)? est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan de G” de hauteur
n(h —d) — 1 et de degré n(h — d) — (nd + 1) + deg B. Le groupe de Barsotti-Tate tronqué GP est
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de hauteur h et de dimension h — d et vérifie Ha(G) = Ha(GP). On a donc par application du
raisonnement précédent & GP et B,

pn—l -1

deg(G/B)? <n(h—d) —1~ p—1

w)
inégalité de laquelle on déduit celle annoncée pour deg(B).
11 suffit maintenant de vérifier que si w = Ha(G), alors
1 pnt—1 1 pit—1 p"—1

ou encore que

no_ 1 n—1 _ 1 1

(P P )w <=
p—1 p—1

ce qui résulte de I’hpothese faite sur w.

Les autres points de 1’énoncé s’obtiennent aisément (il faut bien sir invoquer le théoréme 5

pour le point (6)). O
7.6. Isogénies anticanoniques.

Proposition 16. Soit H un groupe p-divisible sur Ok tel que Ha(H) < 2pp—:22. 1l existe alors un
groupe p-divisible H' sur O vérifiant Ha(H') = %Ha(H) et H=H'/C" ou C" C H'[p] est le

sous-groupe canonique canonique déduit du théoréme 4 c’est-a-dire le cran de hauteur dim H de
la filtration de Harder-Narasimhan de H|p).

Démonstration. Puisque Ha(H) < 1 le théoreme 4 s’applique. Soit donc C' C H[p] le sous-
groupe fourni par ce théoréme. Soit D C Hlp] un sous-groupe plat fini tel que H[p](Ok) =
C(Ok)®D(Ok) (rappelons que 'on suppose que K est algébriquement clos, il existe donc toujours
un tel D). Posons H' = H/D et C' = H[p]/D. Il y a un morphisme naturel C' — C’ qui est un
isomorphisme en fibre générique. Cela induit un diagramme commutatif

C(Ok) ——=C'(Ok)

acl lac,

Wb —— Werp

Posons w = Ha(G). On a C(Ok) = keragp)1—w (cf. théoreme 4). On en déduit donc que
acr1—w = 0. D’apres le théoreme 3, cela implique que my 1y Wern = 0. On en déduit que le
o=
morphisme
wC/D,lfﬁ*w — wH’[p]D,lf

1
-1 ¥

est nul. D’apres la proposition 1 cela implique que C’ ® O -l —w coincide avec le noyau du
=gt

morphisme de Frobenius de H'[p] ® O _ 1 - Comme dans la démonstration du théoréme 5,
A=t
on en déduit que

1 1
inf{Ha(H'/C"),1 — —— —w} = inf{pHa(H'),1 — —— — w}.
—_———— p—1 p—1
L’inégalité w < 1 — ﬁ — w implique donc que pHa(H') = w. 0

8. APPLICATION AUX FAMILLES ET AUX ESPACES DE MODULES
8.1. Le théoréeme général pour les familles.

Théoréme 7. Supposons p # 2. Soit F|Q, une extension valuée compléte de valuation discréte.
Soit X un Spf(OF)-schéma formel topologiquement de type fini sans p-torsion et réduit. Soit G un
groupe de Barsotti- Tate tronqué d’échelon n, de hauteur h et de dimension d telle que 0 < d < h.

Posons
1

€n = 2pn71
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sip# 3ele, = 3% sip=3. Soit U = f{gigd(é;l) le voisinage tubulaire du liew ordinaire ot

Uinvariant de Hasse est strictement plus petit que €,. Il existe alors un unique sous-groupe étale
fini FilG™ du groupe étale fini G”g‘U tel que :

e FilG™ est localement isomorphe pour la topologie étale au groupe constant (Z/p"Z)%.
e En tout point de U, la fibre de FilG™9 est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan
de la fibre de G.
La filtration précédente de G™9 est invariante sous End(G). Si de plus G est muni d’un isomor-
phisme X\ : G = GP vérifiant A\ = e\ pour un € € Z, alors Fil G est totalement isotrope de
rang mazimal relativement & laccouplement G™9 x G™9 — Z/p"Z(1) défini par X.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 6 et du théoréeme 4 de [16]. O
8.2. Application a certaines variétés de Shimura de type PEL.

8.2.1. Soit (G, X) une donnée de Shimura de type PEL ([11], [29]). On note Q la cléture algébrique
de @Q dans C. Notons E le corps reflex associé, un corps de nombres dans Q. A une telle donnée
est associé une tour de variétés de Shimura quasi-projectives lisses sur £ munie d’une action de

G(Ay)
(Shi)kcaay)

ou K parcourt des sous-groupes compacts ouverts < suffissamment petits > dans G(Ay). Il y a de
plus une uniformisation complexe

Shr(@) =[] G@\(X x G(Af)/K).

ker! (Q,G)

ot ensemble fini ker' (Q, G) paramétre Pobstruction au principe de Hasse pour G.

Soit maintenant p un nombre premier tel que le groupe réductif Gg, soit non ramifié. On fixe
une cloture algébrique @p de Q, ainsi qu’un plongement v : Q— @p qui détermine un complété
p-adique E, de E. Soit € un sous-groupe compact maximal hyperspécial dans G(Q,). Il y a alors
une tour modulaire de Spec(Op, )-schémas quasi projectifs lisses munie d'une action de G(A%)
(cf. [29))

(Skv)Krcaan)

qui forme un modele entier de la tour précédente en niveau € en p. En d’autres termes, la tour
précédente est munie d’un isomorphisme G(A?)—équivariant

(Skr ®0p, Ev)krca(an) — (Sherr ®@p Ey) oy -

Notons
SKP = (§Kp )Mg

I'espace analytique rigide fibre générique du complété p-adique de Sk». C’est un ouvert admissible
quasicompact Hecke-invariant dans l'espace rigide Shy'f, . Il s’agit du < lieu de bonne réduction >
dans Shg'f.,, par exemple si nos variétés de Shimura sont des courbes modulaires, il y a un mor-

phisme j-invariant Shx, x» = Al et Sk,x» = (j7%9)"1(B(0,1)). Pour un sous-groupe ouvert
K, C €, via le morphisme d’oubli du niveau Sh}?g v — Shy'y,, cela définit par image réciproque
en niveau K, un espace rigide quasicompact Sk, x». Il y a donc une tour G(A f)-équivariante

d’espaces rigides

(SKPKP)KchKp'
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8.2.2. On suppose maintenant pour simplifier que le groupe G est un groupe de similitudes uni-
taires ou bien symplectiques (les cas (A) et (C) de [29]). Décomposons le groupe dérivé G?Qir en

facteurs simples,
der __ der
G b HGQPJ"

icl

er

Dans le cas (A) les groupes G4, sont soit des restrictions des scalaires de groupes spéciaux

pst
linéaires soit des groupes spéciaux unitaires p-adiques. Dans le cas (C) ce sont des restrictions des
scalaires de groupes symplectiques p-adiques. Soit A le schéma abélien universel sur Sg» muni de
sa polarisation principale en p. A la décomposition précédente est associée une décomposition du
groupe p-divisible polarisé

Ap>) =P H;

iel

e Dans le cas (A) si G?Qir’i est un groupe spéciale linéaire alors H; = H; © HP muni de la
polarisation tautologique, H; étant un groupe p-divisible muni d’une action de ’anneau
des entiers d’une extension non ramifiée de Q,,.

e Dans le cas (A) si G%‘z , est un groupe unitaire H; est un groupe p-divisible principalement
polarisé, muni d’une action de I’anneau des entiers d’une extension non ramifiée de Q,
équipée d’une involution non triviale, de telle maniére que l'involution de Rosati induite
par la polarisation soit compatible a cette involution du corps p-adique.

e Dans le cas (C) H; est un groupe p-divisible principalement polarisé muni d’une action de
I’'anneau des entiers d’une extension non ramifiée de Q,,, de telle maniere que I'involution
de Rosati agisse trivialement sur ce corps p-adique.

Fixons un i € T et soit H le groupe p-divisible associé, H = H; dans le cas (A) unitaire ou le cas
(C) et H = H; dans le cas (A) linéaire. Soit p : G, — Gg un cocaractere de Hodge de la forme g1,
pour un x € X. Via le plongement v il définit un cocaractere de Hodge p-adique Ko, G, — G5

P P

bien défini & G(Q,)-conjugaison pres. Soit u; : G, — G@p,md la projection de ce cocaracteére
sur le groupe adjoint de G@ ;» un cocaractere minuscule. Kottwitz a défini et étudié dans [28] un
e

ensemble fini B(Gq, ad,i, pti) (on triche légerement ici car en fait il ne faut pas prendre le groupe
Gg,,i mais un certain groupe réductif de groupe dérivé Gg, ; et un certain relevement de p; dans
ce groupe) qui parametre les différents polygones de Newton possibles pour la réduction modulo p
du groupe p-divisible muni de ses structures additionnelles H. Il y a toujours un polygone minimal
dans cet ensemble qui définit un ouvert de la fibre spéciale de Sk» appelé lieu p-ordinaire. D’apres
[39] ce lieu est Zariski dense dans la fibre spéciale. Ce lieu ne coincide par toujours avec le lieu
d’ordinarité de H qui peut étre vide (s’il est non vide les deux coincident bien stir). Nous allons
maintenant faire I’hypothese suivante :

Hypotheése : Le lieu p-ordinaire de H correspond au lieu ordinaire au sens de la définition 1.

Cette hypotheése est toujours vérifiée dans le cas (C). C’est par exemple le cas des variétés de
Siegel ou bien des variétés modulaires de Hilbert. On vérifie en général que cette hypothese est
vérifiée si et seulement si la classe de conjugaison de p; est définie sur Q, ([39] 1.6.3).

8.2.3. Soit ® un modele entier réductif de G tel que € = &(Z,). A Dindice i € T précédent et au
polygone de Newton ordinaire est associé un sous-groupe parabolique de &. On peut lui associer
une famille décroissante de sous-groupes de congruence (3,,),>0 du groupe compact hyperspécial
¢ ol Py = €. Le groupe P est un sous-groupe parahorique et pour n > 1

Pn =1{g € &(Zy) | g mod p" € P(Z/p"Z)} .

-1
Exemple 2. Soit GSp,, le groupe de similitudes symplectiques associé a la matrice <IO 0g>.
g

Considérons le cas ot G = {x € Resp/gGSpy, | det(x) € Q*} pour un corps totalement réel F.
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Le cas F' = Q est celui des variétés de Siegel. Quant au cas g = 1 il s’agit de celui des variétés
modulaires de Hilbert. On a alors

Go, = {(acv)v € HRest/QstpQg | Yoy, v, det(z,,) = det(z,,) € Q;}.
v|p

Le groupe p-divisible A[p™] se scinde en A[p>*] = & H, ot H, est muni d’une action de O, et
v|p
d’une polarisation principale compatible & laction de Op,. On a de plus ht H, = 2[F, : Qplg et

dim H, = [F,, : Qplg. Fizons vo|p. Alors
€ = {(zv)0 € [[ GSpay(OF,) | Yv1,v2, det(wy,) = det(x,,) € Z 1,

vlp

o = @ a,= (g ) mds)

les blocs précédents étant de taille g X g.

Considérons la tour G(A’;)-équivariante d’espaces rigides (Sy,, x»)n>0,x0. Afin d’alléger les
notations oublions 'indice K? dans les notations précédentes. Pour n > k > 0, il y a une corres-
pondance de Hecke

ol 71 p,k est le morphisme d’oubli du niveau. Au niveau de la variété algébrique Shys, k» le mor-
phisme 73, 1 envoie le couple (4, C), ou A est une variété abélienne avec structures additionnelles
et C' C H[p"] un sous-groupe satisfaisant certaines propriétés, sur le couple (4/C[p"~*], C/C[p"~*)).

Théoréme 8. Posons pourn > 1, ¢, = 2;0"%1' Pour k>0, € >0, on note (Sy, )ora(€) le tube du
liew ordinaire dans Sy, ou linvariant de Hasse est strictement plus petit que €.

(1) Il y a alors pour tout n > 1 une section s,

étendant la section canonique sur le lieu ordinaire.

(2) Posons Up = m2,1,00 $1 : Sord(%) — S lopérateur < quotient par le sous-groupes cano-

nique >. FEn restriction au tube SOTd(#) on a l’égalité suivante de fonctions a valeurs
dans [0, 1],
Ha o U, = pHa.
(3) Lorsque e < p(gp;i) le morphisme induit Uy, : Sora(€) = Sora(pe) est étale fini et surjectif.
(4) On a les relations de compatibilité suivantes
Tink ©Sn =  Sk|Sora(en)
Sk O T2 n—k,0© (Sn—k)|sord(én) = T2n,k O Sn.

Démonstration. Le point (1) résulte du théoréme 7. Le point (2) est une conséquence du
théoreme 5. Le point (4) est contenu dans le théoreme 6. Pour le point (3), il est clair que le mor-
phisme U, : Spra(€) — Sora(pe) est étale. D’apres la proposition 16, il est surjectif. Il reste donc a
voir qu’il est fini. Notons V' = ﬂi},O(Sord(p%)), un ouvert admissible de Sy, . Soit D C H[p](,ig le
sous-groupe étale fini sur V' donné par la structure de niveau. Puisque pe < %, il y a un sous-groupe
canonique d’échelon 1 sur H{?/D. Soit donc D C C' € H[p*|? ot C est le groupe étale fini tel
que C/D soit le sous-groupe canonique. Soit U C V T'ouvert/fermé de V ot C = D[p] et pD = C
(par ouvert/fermé on entend que l'on a un recouvrement admissible de la forme V = U[[U’).
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L’image de s1 : Sprq(€) — Sy, est contenue dans V' car le sous-groupe canonique d’échelon 2 sur
Sord(€) est localement libre sur Z/p?Z. O

9. PERSPECTIVES

9.1. Optimalité. Soit H un groupe formel p-divisible de dimension 1 et de hauteur 2 sur Ok (le
groupe formel associé a une courbe elliptique & réduction supersinguliere). On vérifie facilement
les assertions suivantes :

(H[p|As)a>0 admet un cran de hauteur 1 <= Ha(H) > %
p
1
(H[P]fix)ref0,1] admet un cran de hauteur 1 <= Ha(H) > 7
D’apres la section 6 de [16], lorsque Ha(H) > 1 les crans de la filtration de Harder-Narasimhan

et d’Abbes-Saito de H|[p] coincident. De ces calculs on déduit que le théoreme 6 est optimal pour
la filtration de Harder-Narasimhan mais que le théoreme 4 ne 'est pas pour la filtration d’Abbes-
Saito. Cependant, on va voir que cela n’est pas si important.

Supposons que Ha(H) > #. Soit C' le cran de hauteur 1 de la filtration d’Abbes-Saito et
H' = H/C alors

Ha(H') = pHa(H) siHa(H)> 5
Ha(H') € [-£7,1] siHa(H) =k
Ha(H') = 1—Ha(H) si g >Ha(H) > 5.

En particulier, la borne du théoreme 5 est optimale. De plus, on déduit de cela que lorsque
1> Ha(H) > i1 alors Ha(H') > Ha(H) et donc dans la zone o il y a un sous-groupe canonique
au sens d’Abbes-Saito mais pas au sens de la filtration d’Harder-Narasimhan 'isogénie canonique

fait grandir 'invariant de Hasse, ce qui n’était pas le but du jeu.

9.2. Un meilleur invariant que 1’invariant de Hasse ? Replagons nous dans le cadre de la
section 8.2 et considérons pour simplifier uniquement le cas des variétés de Siegel. La variété de
Siegel analytique rigide en niveau parahorique S, admet un modele entier modulaire qui est le
suivant. On considere les couples (A, C), ou A est une variété abélienne principalement polarisée
(munie d’une structure de niveau hors p que 'on oublie dans les notations) et C' C A[p| est un
sous-groupe fini localement libre de hauteur g isotrope vis-a-vis de la polarisation. Notons Sy, le
Spec(Z,,)-schéma représentant cet espace de modules. On a alors, Sy, = §;31f . Il 'y a de plus une
correspondance de Hecke

S,
2N
S S
ol S désigne la variété de Siegel sans niveau en p. Par définition, ¢; envoie le couple (A, C) sur A et
¢o lenvoie sur A/C. Avec les notations de la section 8.2 on a donc ¢]"? = 7y 19 et ¢5'Y =m21,0. Si
A désigne la variété abélienne universelle sur S posons £ := det(w,), un fibré automorphe sur les
variétés de Siegel. L’invariant de Hasse est alors donné par la valuation d’une section de £&®—1)
modulo p. Sur Sy, si f: A — A/C désigne 'isogénie universelle celle-ci fournit un morphisme
J*iwasc — wa qui est un isomorphisme en fibre générique. Passant au déterminant, cela nous
donne une section
oc € F(ngl ,GL® C;C_l).

qui définit un diviseur de Cartier sur Sy, (il s’agit du diviseur associé & C' au sens de la section 2
de [16]). La valuation de ce diviseur définit une fonction

§:Sp, — [0,9].

Le point (1) du théoréme 4 se retraduit sous la forme de la proposition suivante.
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Proposition 17. Soit s; : Sord(%) — Sy, la section canonique. On a alors une égalité de fonctions

de

1

[9

[10
[11

[12
(13
[14

[15

16
(17
(18
19

20

[21
[22

23

[24

[25

[26
27

H =g—460s.

a .
1Sora(3)

Il semble a I'auteur de cet article que la fonction d est plus facilement manipulable que I'invariant
Hasse.
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