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PREFACE

L'invitation au voyage

Heureux celui qui peut d'une aile vigoureuse
Sélancer vers les champs lumineux et sereins ;

Charles Baudelaire,
Les Fleurs du mal, « Elévation »

'y avait un mathématicien qui au faite de sa gloire abandonna la re-
cherche scientifique pour préner l'écologie radicale, devint professeur a I'Université
de Montpellier, se livra a la méditation, fut regardé par les uns comme un prophete
et par dautres comme un exalté, puis disparut. On pourrait batir a partir de ces
épisodes la biographie d'un « effrayant génie » et écrire des récits ornés d'anecdotes
et des portraits pittoresques susceptibles de divertir 'amateur de savants illustres.

Notre approche est différente. Clest un portrait dAlexandre Grothendieck
mathématicien que nous avons voulu composer dans cette exposition en nous pla-
cant aussi loin qu'il était possible du tumulte biographique.

Les traces d'une activité perpétuelle de recherche mathématique entre
1973 et 1991 sont pourtant a la fois visibles et nombreuses, comme nous le
montrent les milliers de pages écrites par Grothendieck entre son arrivée a Mont-
pellier et son départ pour le village de Lasserre en Ariege. Ces pages confiées a Jean
Malgoire, qu'on peut lire aujourd’hui sur le site web des Archives Grothendieck de
I'Université de Montpellier, ont fourni lessentiel de la documentation et de l'icono-
graphie de cette exposition.

Ces textes procurent le matériau sans cesse renouvelé de « réflexions ma-
thématiques » dont La Longue Marche a travers la théorie de Galois (1981), Pursuing
stacks (1983) et Esquisse dun programme (1984) sont autant d'« échantillons » que
nous avons examinés. Quant a Récoltes et Semailles (1984-1986), dans lequel Gro-
thendieck propose a nouveau des « réflexions » mais aussi un « témoignage sur un
passé de mathématicien », il advint apres ces échantillons et finit par se substituer a
eux et a ceux annoncés qui ne virent jamais le jour.



Bouillot, « Alexandre Grothendieck au séminaire de géométrie algébrique »,
Archives de I'HES, https://archives.ihes.fr/document/ZP3_3_3_6.jpg



PREFACE

On a pu faire valoir que les mathématiques baroques et provinciales écrites
par Grothendieck dans un « style renouvelé » entre 1973 et 1991 formaient la queue
d’'une comete observée dans tout son éclat entre 1955 et 1970 : la comete de la
géométrie algébrique des schémas et des topos, classique et urbaine, écrite dans le
style formel d'un membre de Bourbaki.

Ce jugement est contredit par les textes mathématiques de cette période
et leur postérité, mais aussi par Grothendieck lui-méme dans la réflexion rétrospec-
tive qU'il propose au sujet de la « géométrie arithmétique » et de I'« algebre topo-
logique ». En effet, ces sciences nouvelles se déploient et se répartissent, suivant un
équilibre nécessaire, sur les deux périodes. Quant a son style d'expression mathé-
matique, s'il concede que celui-ci a changé et se conforme dans Pursuing Stacks a
celui d'un « journal de bord », il ne rejette pas « la rédaction en forme » assujettie au
vénérable canon de la méthode axiomatico-déductive.

Nous sommes conscients des difficultés de lecture engendrées par une
exposition mettant laccent sur Grothendieck mathématicien. Il est vrai que celle-ci
sadresse plutdt a des personnes ayant recu une formation mathématique universi-
taire. Nous ne prétendons pas résoudre ici ce probleme inhérent a la diffusion des
mathématiques. Malgré les défauts de cette premiere tentative, nous continuons
néanmoins a penser qu'une analyse complexe de faits dignes d'intérét respecte da-
vantage le lecteur que des formules simples et donc trompeuses.

Nous espérons qu'en dépit de ces difficultés, celui-ci aura plaisir a suivre
avec nous quelques fragments d'itinéraire d'une exploration mathématique accom-
plie naguére par Grothendieck. Les territoires de ce nouveau continent sont les
théories mathémartiques qu'il découvrit et les étapes de ce voyage, les textes qu'il
écrivit.

Sébastien Maronne, Bertrand Toén
Toulouse, novembre 2024



Alexandre
GROTHENDIECK

Eléments d’une biographie

Comme tv le saic, jai quitté «le grand monde» mathé-

matique en 19720, & la suite dune histoire de fonds militaires dans
mon institution dattache (ITHES). Apréc quelques annéec de
militantisme anti-militariste et écologique, ctyle &révolution
culturelle», dont tu as cans dovte ev quelque écho ici et Ia,
Je disparaic prafiquement de la circulation, perdu dans une

univercité de province Dieu cait od.

(a rumeur dit que je pasce mown tempe & garder dec
moutons et & forer des puits. (a veérité ect qui part beau-
coup dautres occupations, jallaic bravement, comme

tout le monde, faire mes coure & la Fac (cétait (A mon

peu original gagne-pain, et ¢a lect encore avjourdhui).

I1 marrivait méme ici et I8, pendant quelques
Jours, voire quelgues cemaines ou quelques mois,
de refaire des maths & brin de zine - jai des
carfons pleins avec mes gribouillic, que je doic
étre le ceul & pouvoir déchiffrer. Maic cEtait cur
des chosec tréc différentes, & premiére vue du

moins, de ce que javais fait dane le femp.

Aux Aumettes
dans les années 1980

Entre 1955 et 1920, mon théme de prédilection
avait été la cohomologie, et plus particuliérement, la coho-

mologie des variétéc en fove genres (algébriques, en particulier). Je jugeais
en avoir agsez fait dans cette divection-Ia pour que les autres se débrouillent
cans moi, et tant qui faire dec maths, il était tempe que je change de
disque...

Récoltes et Semailles, « Une lettre », mai 1985, p. L3



PORTRAIT

1928 : Naissance a Berlin

1945-1948 :
Licence de mathématiques a Montpellier

1948-1949 : Auditeur libre 4 'Ecole
Normale Supérieure a Paris

1949-1953 : Recherches
a Nancy comme éléve de
). Dieudonné et L. Schwartz

1950

1953-1955 : Université
de Séo Paulo (Brésil) puis
université du Kansas (USA)

\[/ 1953 : These de doctorat

Produits tensoriels topologiques
et espaces nucléaires

A. Grothendieck
a Pont-a-Mousson
en 1951

1957 : Sur quelques points dalgebre
homologique

1958 : The cohomology theory

of abstract algebraic varieties 19561958 :

Chercheur au CNRS
1960-1967 : Eléments de Géométrie

Algébrique (EGA) 1960
1968 : Standard conjectures on algebraic cycles
Dix exposés sur la cohomologie des schémas
1959-1970:

1966 : Poste permanent a I'HES
Médaille Fields

1981 : La Longue Marche 1970

a travers la théorie de Galois 1960-1977 : Séminaire
m de Géométrie Algébrique
(SGA)

1 octobre 1970
Démission de I'HES

1983 :
Pursuing Stacks

1973-1984 : Professeur
a I'Université de Montpellier

1970-1973:
Professeur invité au College
de France puis a Orsay

1984 : Esquisse
dun Programme
1984-1986:
Récoltes et Semailles

1984-1988 : Chercheur au CNRS

1988 : Départ a la retraite / Refus du Prix Crafoord

1986 : Vers une
Géométrie des formes

1990-1991:
Les Dérivateurs

Les lieux d’Alexandre
Grothendieck

1991-2014:
Installation a Lasserre

LES AUMETTES 1980-1991

o LA GARDETTE 1979-1980
2014 : Déces a 'hopital

de Saint-Girons o Université. de
Montpellier
VILLECUN 1973-1984

197321979

2010 LASSERRE
1991-2014

Mer Méditerrannée
Les Pyrénées 9




THEMES

Parmi lec nombrevx pointe de vue nouveaux que [ai dégagée en mathématigue,
il en est douze, avec e recul, que jappellerais des ‘grandes idéec’.

Récoltes et Semailles, « Promenade a travers une ceuvre », janvier 1986, p. P21 ’

Dans Récoltes et Semailles, Grothendieck dresse un bilan de son ceuvre
mathématique et énumere en particulier 12 themes ou « grandes idées » :

12 THEMES QUELQUES TEXTES
Produite tencoriele topologiques 4’_\.
et espaces nucléaires Produits tensoriels topologiques et

espaces nucléaires - 1953

EDua//te’ & continve » et « discréte »

(cate’yar:‘es' dérivées, « <ix opératione »)

b iy
c w&ebr‘mc varieties + 1958
Cohomologie étale et l-adigue

n Eléments de Géométrie Algébrique
Topos
(EGA) - 1960-1967

Séminaire de Géométrie Algébrique
(SGA) - 1960-1977

Standards conjectures on algebraic
cycles - 1968

Sur quelques points dalgebre

Yoga Riemann-Roch-Grothendieck (K-théorie,

- relation & la théorie des intercections) DRIt R

The cohomology theory of abstract

Cristavx et cohomologie crictalling,

a yoga & coefficients de De Rham »,
« coefficients de Hodge » ...

m Topologie modérée
Yoga de géométrie m

algébrigue anabélienne,
théorie de Gafoic- Teichmifler

Motits et groupe de Galoie motivigue
("O—cate'gan‘es' de Grothendieck)

« Algébre Topologique » :
00-champs, dérivatears ; formalisme .
cohomologique des Topos, comme inspiration
pour vke novvelle algébre homotopique

~—e Dix exposés sur la cohomologie des
schémas - 1968

La Longue Marche a travers la
théorie de Galois - 1981
Pursuing Stacks - 1983

Esquisse d’'un programme - 1984
Vers une Géométrie des formes - 1986

Point de vue & cohdmatique » Les Dérivateurs - 1990-1991

ou & arithmétique » pour le¢ polyédres réquliere
et les cﬂnﬁyumtious‘ re’gu/fe‘rer en tous genres

( c Il en ect troic [lec thémes 10-11-12] (et non des moindrec & mes yeux) qui, apparve seulement
aprée mon départ de la. ccéne mathématique, restent encore & [état embryonnaire ; ‘officiellement”
ils nexistent méme pas, puisquaucune publication en bonune et due forme nect [ pour leur tenir liev

de certificat de naiccance.

Récoltes et Semailles, « Promenade a travers une ceuvre », janvier 1986, p. P21-22
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LA PERIODE « MONTPELLIERAINE »

La période de l'ceuvre mathématique
de Grothendieck, située entre 1955 et 1970, est
notoirement connue. Clest celle d'un age dor
de la géométrie algébrique avec la découverte
des schémas, des topos, ... et la publication des
milliers de pages des EGA et SGA.

La période « montpelliéraine» étudiée
ici l'est moins. Les travaux mathématiques ac-
complis entre 1973 et 1991 occupent pour-
tant une part importante des 18 000 pages
d’archives numérisées par I'Université de Mont-
pellier. Celles-ci sont accessibles en ligne depuis
2017. D'autre part, Grothendieck insiste sou-

vent sur la profonde continuité entre ces deux
périodes d'activité mathématique.

Les trois derniers thémes 10 a 12 sont
développés seulement apres 1973 tandis que
le theme 9 opere la jonction entre les deux
périodes. Ces themes présentés dans Esquisse
dun programme en 1984 firent ensuite l'objet
de communications informelles entre mathé-
maticiens. Certaines visions de Grothendieck
furent ainsi concrétisées par la communauté
mathématique. D'autres continuent encore au-
jourd’hui a étre explorées.

5 _m_m?‘f‘ - © Université de Montpellier



GEOMETRIE

ARITHMETIQUE

i i jon n, de-

V be a variety without singular points, ;f t()i;n:g:s:‘ umb,er ”
Lgt ver a finite field & with ¢ elerr}ents. Let f, e Then we

fm:: ‘;] points on V over the extension k» of ko

ratlonx

have i ;
21 wU= = o z(v),
where Z(U) is a rational function in U, satistying 2 functional equa-
tion
2(r) = £ CPUHO:
: Poincaré characteristic of V (intersection-

i 1 to the Euler- ‘
Wlt:[‘ﬂ;(e: ?:‘flihe diagonal with itself on the product VXV)
nu

Furthermore, we have:
i PAUYPS(U) - - Pous(U)
PV
2U) = @) PAD) - Panl)

—1:
it P =1 Uy Pul0) =1 =0, and for 1ERE2E

By
PiU) = II’(l — o)
a iy

ic i alue
where the aa; are algebraic integers of absolute V: q

Lénoncé des conjectures de Weil dans l'article
Number of solutions of equations
in finite fields (1949)

André Weil (1906-1998)

LES CONJECTURES DE WEIL

(c Depuic la théce dArtin, les algébristes de [€cole alle-
mande exploraient les analogies entre corps de nombres
et corps de fonctions cur lec corps finic ; & ce diptyque
Javais ajouté pour mon usage un troiciéme volet, Ia
théorie riemannienne clacsique %] Jaimais & voir (&
un ‘texte trilingue” la ‘pierve de Rosette” [...] dont les
troic colonnes devaient ceclairer lune [autre, mais dont
avant tout il cagissait de combler les lacune.

André Weil, CEuvres Scientifiques I, p. 546

UNE GEOMETRIE NOUVELLE

Les conjectures de Weil constituent
pour Grothendieck « le premier embryon
de cette vision d'une “géométrie arithmé-
tique” » car Weil met l'accent sur des in-
variants topologiques dans ses énoncés.
Les notions fondamentales de cette géométrie
nouvelle sont celles de schéma et de topos qui
généralisent les notions classiques de variété al-

André Weil publie ses célebres conjec-
tures sur les variétés algébriques a coefficients
dans un corps fini en 1949. En progressant dans
la géomeétrie algébrique des corps finis, véritable
« plague tournante » d'un « texte trilingue »
qui contient aussi la géométrie analytique com-
plexe et la théorie des nombres, il s'agit de com-
pléter la colonne médiane de ce texte encore la-
cunaire, avec pour horizon la démonstration de
I’hypothése de Riemann.

gébrique et d'espace.

Ces notions nouvelles vont permettre
a Grothendieck délaborer des théories coho-
mologiques aptes a démontrer les conjectures
de Weil. Il n’y réussira quen partie. Pierre De-
ligne démontrera l'analogue de I'hypothese de
Riemann réputée la plus difficile en 1974 en in-
corporant de nouvelles idées.

( c [Cec] conjecturec absolument époustouflantes, & vrai die, [-..] fricaient entrevoir, pour
ces nouvellee “varigtée” (ou ‘ecpaces”) de nature discréte, la poscibilité de certains typec de
constructions et darquments qui jusque I ne semblaient pensables que dans le cadre des
ceuls “ecpaces” considéréc comme dignes de ce nom par les analystes — cavoir les espaces dit

“topologiques”.

Récoltes et Semailles, « Promenade a travers une ceuvre », janvier 1986, p. P30



PORTRAIT

(a vision était celle dune ‘géométrie arithmetigue’] synthéce de la topologie,

de lo géométrie (algébrique et analytique), et de (arithmetique, dont jai

Lrouvé un premier embryon dans les conjectures de Weil.

STANDARD CONJECTURES ON
ALGEBRAIC CYCLES

By A. GROTHENDIECK

1. Introduction.

ly by Bombieri and myself.

De maniere plus ambitieuse, Gro-
thendieck sadonne au réve des motifs qui
constitueraient le « dénominateur commun »
de ces cohomologies. Il énonce en 1968 les
« conjectures standard » plus générales mais
surtout, dapres lui, plus géometriques, et donc
conformes a sa vision.

GEOMETRIE OU THEORIE
DES NOMBRES ?

Selon Grothendieck, la géométrie
arithmétique doit réunir les domaines jusqu’a
présent séparés du nombre entier et de la gran-
deur continue en se fondant sur une nouvelle
théorie de la forme. D'ou la nécessité d’une al-
gebre topologique, « “soutien logistique” dans
le développement de cette géométrie nou-
velle ».

Cette vision est bien
différente de celle de Weil qui in-
siste sur la fécondité d'analogies
mystérieuses entre des domaines
séparés et hiérarchisés et nen-
tend pas soumettre la théorie
des nombres a la géométrie.

se situe plutét dan

We state two conjectures on algebraic cycles,
which arose from an attempt at understanding the conjectures of
Weil on the {-functions of algebraic varieties. These are not really
new, and they were worked out about three years ago independent-

depuis 1978.
idées, le courant "abélien" incarné par la notion de motif,
ecourant "anabélien" exemplifié par la structure géomé
de la "tout de Teichmiiller", sont &

ce que lesmmkisx courants "compl

jes commutatives" et "chhmps en

Récoltes et Semailles, « Une lettre », mai 1985, p. L6 /

Standard conjectures on
algebraic cycles (1968)

En 1978, Deligne rebaptise
son séminaire a I'HES « séminaire de
géométrie arithmétique ». Il souhaite
ainsi mettre l'accent sur larithmé-
tique et faire place a dautres outils
que ceux issus de la « machine » de Grothen-
dieck, provenant par exemple du programme
de Langlands.

« UNE “SECONDE NATURE” TOUJOURS
VIVANTE EN MOI ! »

La vision de la géométrie arithmétique
irradie les mathématiques de la période mont-
pelliéraine. Elle réapparait avec les théemes de
la géométrie anabélienne et de la théorie de
Galois-Teichmiiller que Crothendieck déve-
loppe a partir de 1977. Ces themes constituent
une partie névralgique de la géométrie arithmé-
tique au coté de la théorie des motifs.

Rapport d'activité
(1¢" octobre - 15 décembre 1984)
Archives Grothendieck, © Université de Montpellier

En termes imagés

et le
rice-aritymé

la "géométrie imé tique

tes de cochaines -

tre ces deux discipline

t d'avancement relatif, cireor

nt en l'espuce de
la vertu de 1l'écriture de "Pursuing

ne diffé

on peut dire que ces deux courants d*

4 l'algébre topologiqueg(encore in uters)

rence de profondeur. Comme c'était




UN « ENSEIGNEMENT
DE RECHERCHE »

PROFESSEUR A MONTPELLIER

Nommé professeur a I'Université de
Montpellier a la rentrée 1973, Grothendieck
propose un enseignement original fondé sur
lintuition topologique des surfaces avec
des prérequis a dessein modestes. Il est ainsi
conduit a renouveler ses propres thémes de
recherche en faisant porter sa réflexion sur des

Le déjeuner mathématique sur I'herbe (1979)
Objets élémentaires p|ut6t que sur des objets de lllustration inspirée d’'une photographie de Jean Malgoire

généralité maximale, comme auparavant.

LES ELEVES
UNIVERSIT& DS SCIENCLS & THCENIQUES Session de JUIN 1976 Des éleves accompagnent Grothen-
DU LaveuD0C dieck dans les élans qui le raménent, a inter-
e valles réguliers, a la recherche mathématique.

Dans Esquisse dun programme, il en compte
une vingtaine a qui il sest efforcé de trans-
mettre avec exigence les « rudiments du métier
de mathématicien ».
Un groupe clairsemé se consacre ain-
Eotagev: s faomnes haapeciiasl. Qi1a1es! FemmItats) 80 08) gs1iues si au théme mathématique du moment dans
problémes typiques de topologie, 1liés & la théorie des surfaces., Il n'est son bureau avant un déJeuner prls en commun.
Grothendieck est le plus souvent lorateur et ne
e B o e i s Sl e ALl se place quavec difficultés dans la position de
(o 5t dant e sesuth aa' asastha), lauditeur.
Grothendieck voit aussi dans ses
teT;“éjZ:ig'Z"eir:j:‘fi‘;:fg‘;l‘fg;:j:ﬁe(1976) éléves des collaborateurs. En dirigeant la thése
Archives de la Faculté des Sciences, © Université de Montpellier d’état d'Yves Ladegai"erie de 1974 ‘a 19761

C4 - MATH. PURsS

Cours Option

Théorie des surfaces topologiques.

pas indispensable de faire un rapport systématique, mais il est recommandé

de donner, dans la mesure du possible, des formulations suffisamment claires

(c Plutot que de cours au cens courant dv ferme, il cngit de céances de  Cette vision pédagogique
I , 0 . . n‘a pas toujours été

réflexion, menéec en commun avec lec etudiants cur des cujetc de feur choix, que o aisce de Faveu
chacun approfondit par un travail personnel au covrs de lannée. Il ny a avcune ~ Méme des protagonistes...

limitation préalable cur lec thémes de réflexion admissibles [...], au point covvent de

Rapport dactivité

\ ’ . . \ 7 . . . .
nous prendre complétement au dépourvu, devant des situations o [€tudiant souvent — Archives Grothendieck,
. , , . e \ . . © Université de Montpellier
a dé le départ, ou développe en couvrs de route, une intuition fréc cire, voire profonde.
De tele situations, clairement pergues par tous, bousculent de fagon bien calutaire

la distribution des réles “ actif-pascif " de rigueur dane linstitution enseignante.



PROJETS

Il m'avait cemblé important de partir dun bagage intuitif commun. ... \

il apprend avec celui-ci des théorémes clefs de
topologie des surfaces tout en lui faisant déve-
lopper quelques « grothendieckeries typiques ».
Il confie également des travaux de fondements
liés aux cartes topologiques a Jean Mal-
goire et Christine Voisin dans un DEA
en 1976 puis une these de troisieme
cycle soutenue en 1979.

POLYEDRES REGULIERS

Un des themes privilégiés de lensei-
gnement d'initiation a la recherche proposé par
Grothendieck a l'ensemble de ses étudiants est
celui des polyedres réguliers. Il s'intéresse en
particulier a l'icosaédre.

En parallele, Grothendieck consacre des tra-
vaux de recherche a une théorie générale des
polyedres réguliers, en tant que réalisations
géométriques de cartes combinatoires, sur un
anneau quelconque.

UN CONSTAT D’ECHEC

Lors de la rédaction d’Esquisse dun
programme en janvier 1984, Grothendieck
dresse un constat déchec « clair et net » dans
son enseignement de recherche a Montpellier.
Il attribue cet échec a une incapacité chez lui
découte et de transmission et a la formation
mathématique de ses éleves qu'il juge trop mo-
deste.

Cet isolement latent va saccentuer
avec le détachement au CNRS en 1984 et le
départ de I'Universit¢é de Montpellier. Ceest le
début d'une période de travaux en solitaire, en-
trecoupés par la correspondance résultant de

Esquisse d’un programme, janvier 1984, p. 2

Licosaedre régulier est un des cing solides
platoniciens. Les vingt faces de ce polyedre
régulier sont des triangles équilatéraux.

Cours DEA 1977/78 de A. Grothendieck

Géométrie arithmétique des polygdnes réguliers

Ce "cours" se fera dans 1'esprit d'une investigation en commun de multiples
facettes de la notion de polygbne régulier au-dessus d'un corps de base, puis
d'un anneau de base quelconque. Ce sera une occasion stimulante pour nous fami-
liariser avee les notions de base de géométrie vectorielle, affine, projective
- avec ou sans métrique — en dimensions un, deux et trois, et avec les phénandnes
particuliers & ces dimensions, ainsi qu®avec les aspects parfois imprévus que
prennent des notions familidres (comme celle de réflexion; ou de centre dtun
polygbne régulier) sur les corps de caractéristique positive, et notamment sur
les corps finis. Le besoin d*une géométrie sur des anneaux de base généraux
(tel 1*anneau "sur lequel s'écrit" le n-polygdne régulier "le plus général)
se fera sentir en cours de route, et nous amdnera sans doute & affleurer quelques
points de fondements de géométrie algébrique. Si le temps le permet et si
d%autres investigations ne nous retiemment , nous tenterons, dans la volée,
de construire 1%icosaédre régulier "général" sur un anneau de base convenable,
fini sur 1%anneau Z des entiers, ayant des corps résiduels de toutes carac-

téristiques. (La caractéristique deux donnera sans doute du fil & retordre !).

Cours de DEA « Géométrie arithmétique

des polygones réguliers » (1977-78)
Archives Grothendieck, © Université de Montpellier

la diffusion de Récoltes et Semailles, durant la-
quelle Grothendieck va peu a peu séloigner des
mathématiques.



REFLEXIONS

MATHEMATIQUES

DES REFLEXIONS PRIVEES

Malgré la concurrence de nombreuses
autres activités, dont la méditation a partir
doctobre 1976, Grothendieck ne délaisse ja-
mais entierement la recherche et se consacre
de maniere sporadique et compulsive a des
réflexions mathématiques privées. Celles-ci
constituent un « travail de prospection » des
richesses du monde mathématique.

(c (& fagon évidente de “récoudre” une telle Fructration, [...] cect de faire moi-

méme av moing une partie de ces choses que je décespérais de voir empoigner

ESQUISSE D’'UN PROGRAMME

UEsquisse dun programme que Gro-
thendieck écrit en janvier 1984 a loccasion
d’une candidature au CNRS est vouée a décrire
les différents themes mathématiques qu'il a
abordés durant les années précédentes.

Grothendieck souhaite en effet dé-
velopper et communiquer les visions qu'il
a couchées sur des milliers de pages manus-
crites, estimant étre le seul a méme de déchif-
frer ce qu'il qualifie de
« gribouillis » ou bien
de « scratchworks ».

A la fin deg fins par (un ov [autre de mes éléves. Cect d ailleurs ce que jai fait

tant coit peu ici et (A, que ce soit par une réflexion occasionnelle de quelques

heures, voire de quelques jours, en marge et & loccasion de mon activité
9 J

enseiqnante, ou pendant dec périsdes de grocse fringale mathématique (qui

curvenaient parfoic comme de véritables explosions...), pouvant durer des

cemaines ov des mois.

Récoltes et Semailles, mars 1984, p. 133

CONTINUITE ET RENOUVELLEMENT

Les nouveaux thémes de réflexion
de Grothendieck trouvent leur origine dans
la topologie des surfaces, mais ils nen restent
pas moins profondément liés aux themes du
son passé mathématique, comme il le
constate apres coup.

P
5T

\

g

7
{

TThes Tho 0ummes ane HRa frrst i & pannad, comsclimaloly unolas-

La géométrie anabélienne er > f  Reflrin ﬂuﬂ»@w e o

la théorie de Galois-Teichmiller in-
tegrent au coté du « yoga des motifs »  «
la géométrie arithmétique, « science
nouvelle », tandis que l'algebre homotopique
et la topologie modérée complétent lalgebre
homologique et la théorie des topos au sein
d'une algebre topologique qui sert de langage
et doutil a cette science.

EM ey mw;minw\»m" aberk Yo

s Cotinands | eoter % be duocoussect amel axblaved . Bng S e

Extrait d'un texte de présentation des Réflexions ma-
thématiques copié par Ronnie Brown, décembre 1983
Archives Grothendieck, © Université de Montpellier



PROJETS

.. une rédaction densemble fout au moing provisoire,

& lintention de la communauté mathématigue.

REFLEXIONS MATHEMATIQUES

Lentreprise des Réflexions mathéma-
tiques a précisément pour but de publier ces
« idées-force » du présent et du passé dans
une série de plusieurs volumes faute d'interlo-
cuteur et de relais, a I'image de ce que fut na-
guere Jean-Pierre Serre.

Il s'agit de transmettre ces idées a
des mathématiciens « dans le coup » qui
pourront les exploiter et accomplir les
grandes taches de fondements que Gro-
thendieck ne veut a présent plus que sug-
gérer ou esquisser.

Au printemps 1983, le premier
volume de Pursuing Stacks, « The Mode-
lizing Story », donne I'impulsion initiale au

projet.

Table des matiéres de

Digressions combinatoires

annoncées pour le tome 4

des Réflexions mathématiques

Archives Grothendieck, © Université de Montpellier

S. Milne, Arthur Ogus,
de mon programme, au Cours des deux ou

les deux ou trois volumes des Réflexions Mathématiques faisant su
en train de terminer la préparation.

deux volumes dont je suis
fait, je prévois de me consacrer prioritairement au progr

trie algébrique anabélienne -
principales idées,®k conjectures et résultat

d'une part,
s déja obtenus,

part, entreprendre une

"tour de Teichmiiller", et pius particulisrement,
étages.

iz Re 10.12.1984

Ao Gl asd

Rapport d'activité (1 octobre - 15 décembre 1984)
Archives Grothendieck, © Université de Montpellier

trois années gqui suivent,

Esquisse d’un programme, janvier 1984, p. 1

(C Also, the idea ic in the air for the last few monthe

- cince I decided to publich thece informal notes on
stacks or whatever it will turn out to be — that I may
well go on the same way, writing vp and publiching in-
formal notec on other topics, including tame fopology

and anabelian algebraic geometry.
Pursuing Stacks, 27 mai 1983, p. 194
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UN PROJET INABOUTI

En juin 1983, Grothendieck

rédige quatre paragraphes d'une intro-
duction a Pursuing Stacks au ton plus
personnel. Il s'agit des premieres lignes
écrites de Récoltes et Semailles dont
la rédaction va absorber Grothen-
dieck du mois de février 1984 jusqu’au
printemps 1986.
Le plan des Réflexions mathématiques
ne cessera pas dévoluer au gré de la « crois-
sance exponentielle » de ce « témoignage sur
un passé de mathématicien », tandis que les
textes de spéculation mathématique initia-
lement projetés et constamment repoussés ne
verront jamais le jour.



UN NOUVEAU STYLE
D’EXPRESSION

LE STYLE BOURBAKI

Grothendieck accomplit sa formation
mathématique sous légide d'Henri Cartan,
Jean Dieudonné et Laurent Schwartz, tous
membres du groupe Bourbaki. Ses textes ma-
thématiques publiés de la période 1955-1970,
comme les Eléments de Géométrie Algébrique
rédigés avec la collaboration de Dieudonné,
portent ainsi la marque du style décriture de

Jean Dieudonné (1906-1992)

Bourbaki.

Eléments de Géométrie Algébrique,
« Nouveau EGA V » (non publié),
tapuscrit annoté par Grothen-
dieck pour Dieudonné

Archives Grothendieck,

© Université de Montpellier

homomorphisme E -—»gx , ou E est un Module loc libre de rang m.

laisse le

Arrivé 4 ce point admibable de généralité, je m'apergois malheureuse-—
nent gqye ces développements sont encore trop particuliers, et qu'au lieu
d'un soﬁs—préschéma défini par une seule section de Q_X y 11 y a lieu de

]

%
considérer celui défini par m sections, ou ce quifrevient au méme, par un

Je te

oin de décider s'il y a lieu d&s le début de commencer avec le

cas ge’ne’ral',\ suivant le principe qu'il faut procéder du général au parti-

culier.

Les mathématiciens du groupe Bour-
baki revendiquent pour modele la méthode
axiomatique hilbertienne. |ls adoptent une
présentation systématique et formelle des
concepts mathématiques, procedent du géné-
ral au particulier, et ne dévoilent que rarement
les motivations a l'origine de leurs choix. Le ca-
ractere impersonnel d’'un tel style est accentué
par la succession des rédactions et des lectures
critiques collectives.

Grothendieck quittera a la fin des an-
nées 1950 le groupe Bourbaki. Dans Récoltes et
Semailles, il prétendra avoir participé de ma-
niere un peu distante et critiquera le « rigide
“canon” d'une “rigueur” de pure facade ».

Le caractere collectif des mathématiques durant
cette période s'incarne dans la notion de rédaction.
Il arrive ainsi que Grothendieck confie a d'autres ma-
thématiciens ses résultats de recherche sous forme de
notes assez détaillées. Celles-ci fournissent la matiere
d'un séminaire qui donne ensuite lieu a une publica-
tion en bonne et due forme.

Armand Borel et Jean-Pierre Serre,
Le théoréme de Riemann-Roch (1958)

LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH
ran
Anasp BOREL et Jeax-Pierne SERRE
(dapres des résultats inédits de A. Grotnxpigck).

INTRODUCTION.

Ce qui suit constitue les notes d'un séminaire tenu a Princeton en

de GroTENDIECK ; les résultats nouvs

automne 1957 sur le X qui y
figurent sont dus a ce dernier; notre contribution est uniquement de nature

rédactionnelle.



PROJETS

)

Pag de ciceavx i de colle pour préparer laborieusement un manvscrit “definitif ”

[qw‘ surtout we doit rien laiccer Transparaitre de lo. démarche quiy a about;)...

Récoltes et Semailles, mars 1984, p. 1, note 1

« UN STYLE RENOUVELE » 27.5.
68. It has been over six weeks now that I did'nt write down any notes.
I_OFSC[U’” se |ance dans |a The reascn for this is that I felt the story of asphericity syructures
X X , X , and canonical modelizers was geing to come now without any problem, al—
pUbhcaUOn deS Reﬂ€X/On5 mathema’ most as a matter of routine tow write it down with some care - therefore
tl‘ques en 1983’ Grothendieck ChOiSit I started doing some scratchwork on a few questgams wnich had been around

but kept in the backs:

ound since the beginning, ~Which were a lot less

demployer un « Style renouvele » clear in my mind. Some reflection en—¥hese was needed anyhow, before it
d’expression. Il juge en effet que ses would make much sen
o N ) o5 9 o took longer ths
idées n'ont été transmises ni par ses e
écrits, en raison du style formel qu'il
employ.alt,'m par ses exposes oraux b - S8 e e b

de seminailre ou ses «commmunica- hyperbolic geometry game and his compactification of Teichmiiller space.

tions privees», dont la memoire se- Le nouveau style de Grothendieck se manifeste notamment a travers des descriptions

rait perdue. de son quotiden mathématique. Pursuing stacks, p. 191
Archives Grothendieck, © Université de Montpellier

to start writing down anything on these. Finally it

i, as usual,~ partly because (as usualf too) a

few surprises would turn up on my way. Also, I finally allowed myself to

tion on the"Lego-Teichmilller construction

£ of kalkx unformal

IHe occasion was a series

has been giving in Molino's se

(c 11 ne cagirait plus pour moi, décormaic, de précenter des fondations méticuleuses et & quatre epingles
pour quelque nouvel univers mathématique en gécine. Ce ceraient des “carnets de bord ” plutét, oi
le travail ce pourcuivrait au jour le jour, cans rien en cacher et Tel quil se poursuit vraiment, avec
ces ratéc et sec foirages, ces incistants retours en arriere et ausei ses Soudains bonds en avant —
un travail tivé en avant irvécistiblement jour apréc jour (et nomobstant lec incidente et imprévus
innombrables), comme par un invisible fil - par quelgue vicion élusive, tenace et sire.
Récoltes et Semailles, « Une Lettre », mai 1985, p. L17
Néanmoins, Grothendieck ne rejette
pas le style décriture mathématique classique
axiomatico-déductif qu'il continue a pratiquer cc But whatever I am qoing to write in mathe-

et a enseigner. |l souhaite simplement réveler a matics, I believe a major part of it will be ‘cpe-
son lecteur le processus de la découverte ainsi culation“ or ‘Fiction’s going hand in hand with

que le réle crucial et positif des erreurs que le
travail de « rédaction en forme » oblitere.

Cette écriture dapparence spon-
tanée, présentée comme celle d'un « car-
net de bord » visant a transmettre la pas-
sion mathématique, sappuie néanmoins
sur un matériau. Des notes préparatoires, les
« scratchworks », s'intercalent entre les phases
décriture proprement dite et ne sont pas exhi-
bées.

painstaking, down-to-earth work to get hold
of the right kind of notions and structures, to
work out comprehensive pictures of ctill misty
landccapes. The notes I am writing up lately
[Pursuing Stacks] are in this spirit [...] .

Lettre d’Alexandre Grothendieck
a Ronnie Brown, 14 juin 1983



20

A LA POURSUITE DES CHAMPS

UN THEME ENRACINE DANS LE PASSE

On trouve les origines de Pursuing
Stacks dans les travaux cohomologiques de
Grothendieck. Durant les années soixante,
celui-ci éprouve le besoin d'une synthese
entre les approches homologiques et homo-
topiques qui serait accomplie par une science
nouvelle, I'« algebre topologique », au ser-
vice de la géométrie arithmétique.

Lettre a Breen, 5 février 1975
Archives Grothendieck, © Université de Montpellier

(c 11 o agit d'ane vaste synthéce des idéec provenant de (algebre homologique [...]

de [nlgébre homotopique, de la “topologie 9énérale ”vercion topog, et enfin
de la théorie (danc les limbes depuic les annéec soixante) des ©-caté- PR

gories (non ctrictes), ou, comme Je préfére dive maintenant, des

O -champs.

A cette époque, Grothendieck est
confronté a de sérieux problemes techniques
engendreés par la notion de catégorie triangu-
lée. Pour les dépasser, il envisage le formalisme
des n-catégories et des n-champs.

Ne parvenant pas a « placer » son pro-
gramme aupres d'autres mathématiciens, Gro-
thendieck finira par satteler a la tache en pro-
posant une « esquisse de fondements » de la
théorie de I'homotopie dans Pursuing Stacks
en 1983.

DIALOGUES INTERMITTENTS

Grothendieck expose longuement les
motivations et les enjeux géométriques de
son programme d’algebre topologique dans
une lettre a Larry Breen de 1975.

A partir de février 1982, il correspond

Récoltes et Semailles, 4 décembre 1984, p. 637

« a batons rompus » avec Ronnie Brown sur le
théme des n-groupoides et des n-catégories.

Grothendieck comprend un an plus tard que
la notion promue par Brown est celle d'eo-
groupoide strict. Celle-ci ne permettant pas de
modéliser les types d’homotopie des espaces,
il décide alors de se lancer lui-méme « a la pour-
suite des champs ».

Grothendieck écrit ainsi quelques
jours plus tard une lettre a Daniel Quillen
qui formera les premiéres pages de
Pursuing Stacks. Il ébauche dans
cette lettre pour la premiere fois £
la définition d'eo- groupoide Y
faible. {

Vad

_ -

Daniel Quillen (1940-2011),
auteur d’Homotopical Algebra (1967),
texte fondateur du domaine



€t on prévoit pas mal demmerdement pour définir de fagon raiconnable

une h- catégor e Pﬁg s 7‘/’ I'Cf boo Lettre de Grothendieck 4 Breen du 5 février 1

{36 or ten days I hav'nt i 3 and the time when I
stopped looks a lot more remote still. For two days still after I 1
wrote on the notes, I kept pondering about skhematization of homotopy
types - it were rather lively days, First day I found the amazingly
simple description of the homotopy groups in the sche ic set-up, which
got me quite excited; next day‘,frlm a phone call to Illusie) it turned
out that the key assumption in all my ponderings on schematization,
namely the "abelianization theorem" (sic) asserting isomorphism between
discrete and schematic (namely quasi-coherent) emhomology (or equivalent-—
1y, cohm.olog‘y) invariants, was definitely false; consequently, the
canonical functor from schematic to discrete homotopy types turns out
definitely not to be an equivalence. This completely overthrows the
idyllic picture in my mind about the relationship between schematic
discrete homotupy types = but the reflection on schematic homotopy

Chapter I 2AER & OFPF
4 letter to
(foLlowed by an

Prints by him ang a group o
homotopical algebra.

techni
the Homotopy teohntaied/ T othtesa) e iy

lett : b

b pyg&xﬂcﬁggxd with Iarry 3 Wt this renindeq me of a few

an out1y Ty Breem in 19754
18 ST BV kind of "topole, a5 )#38re I had developneq

lmtopieal and homologioal algebra Yol e
MOSt of the bagic Antuitions 3, t‘n.l;

in algebrajc geometry,

at THES €ight or nine years befcre,

with

algebra",

Once g° is constructed, we will get the higher order categories
S (primary), ¢, ete by an*#nductive process of succesively adding arrowg.
The category gw 5\(111 then be defined as the direct limit of the catego-
ries g. ’ hnv:l.n;rsﬁm objects k&&'efore as &5 o with
Hom (%,Y) = 1:\‘ HoxfX,Y)
for any twe otjects. This being done, giving a structure of @ -groupoid
in anysktroxzkir category C, will amount to giving a functor
: cC_ —»C
e ] ey

eommuting with the standard Tiber produets. This can be reexpressed L as
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LA THEORIE DE

GALOIS-TEICHMULLER

LA LONGUE MARCHE A TRAVERS
LA THEORIE DE GALOIS

Grothendieck jette les bases de la
géométrie anabélienne et de la théorie de
Galois-Teichmiiller dans La Longue Marche
a travers la théorie de Galois. Ce manuscrit
de 1300 pages est rédigé entre janvier et juin
1981 durant une « longue période de fréné-
sie mathématique ».

Ce texte, qui nétait pas destiné a
étre publié, révele déja certains des traits du
nouveau style dexpression qui devait faire son
apparition publique avec Pursuing Stacks deux
ans plus tard. Grothendieck incorpore des
commentaires spéculatifs et des corrections
pour lui-méme au sein d'une présentation
axiomatico-déductive classique.

UN NOUVEAU REVE MATHEMATIQUE

Grothendieck souhaite donner corps
a un « réve » rejoignant celui des motifs qui
débute en 1977 dans le sillage des « grothen-
dieckeries » sur la topologie des surfaces en
lien avec la thése de Yves Ladegaillerie. En juin
1978, il présente ses idées sur les « dessins d’en-
fants » a Pierre Deligne et Barry Mazur lors

Grothendieck énonce la conjecture princi-
pale de sa « géométrie anabélienne », toujours
ouverte de nos jours. Dans la marge, on lit
« Clest un peu faux, voir §9 ». Dans les pages qui
suivent, il revient sur cette conjecture pour la
raffiner et pour en corriger les hypotheses.

La Longue Marche a travers la théorie de Galois, p. 9, verso
Archives Grothendieck, © Université de Montpellier

d'une visite a I'HES avec Jean Malgoire.

Grothendieck décide de se lancer dans
la rédaction de la Longue Marche trois ans plus
tard, n‘ayant trouvé personne parmi ses éleves
ou ses collegues pour entamer le « voyage de
prospection de ce “monde nouveau” ». Ce leit-
motiv accompagnera toute la période mont-
pelliéraine.

cc [-..] lo. ‘Géométrie algébrique amabélienne’] dont le point de départ est juctement vme
étude [-..] de laction de grovpes de Galois ‘absolve” [...] cur dec groupes fondamentaux

géométriquec (profinic) de variétéc algébriquec [...], et plu particuliérement (rompant avec

une tradition bien enracinée) des grovpes fondamentavx qui sont trég eloignée des grovpec

abéliens (et que pour cette raicon je nomme ‘anabéligns”).

Esquisse d'un programme, janvier 1984, p. 14



X
Un abouvticsement ultime de la théorie de Galoic, 2 + Q<

et dane lecprit sane doute de Galois.

z.
G o Gyt

et
N

Zz, Z.
Récoltes et Semailles, février 1984, p. 16 & i)

Les Aumettes 15.4.1984

pear Lipman Bers, :

'!Qsethnr with Yves Tadegaillerie (a ——e
running & mioroseminar én the Teichnmiiller 5pace

a
vations coming mainly from algebraic geometry,
topology

pis interest in the .
Jem which I would like to gubmit %o y:\l. .:p
expert on qrurston's hyperbolic geome Ty

‘Before stating the specific pro‘:;:: v are really after.
ou
boil down %0) S Lot me tell ¥

_former atudent of mine) we are

194
I thought I was starting a retrospective of six weeks of scratchwoerk
on hometopical algebra - and it turns out te be(;%t retrospective
rather of &he up-and-dcwn mevement of M thematical interests and iavest—
meni&uring the last years. Doubtlessly the very ltrongegmatest

fascination goes with this "new world" of anabgiian algebraic gecmetry.

It may seem strange that instead, I am indulging in this lengthy disress

-on on homotopical algebra, which is almost wholly irrelevant I feel for
the Galeis-Teichmmiiller story.

The reasonwis surely an inner reluctance,
j%/ lunreadiness to embark upon a long-tern veyage, well knowing that it is
centicing mmamgxythat I may well be caught in this game for a number of
yegrs — not doing anything else £emm day and night thaa making love with
mathematics, and maybe sleeping and eating new and then. I have gone
through this a number of times,Vat times I thought I was through. Finall
I came to admit and to accept, twe years agoe, I was noet through yet ~

, my own moti~
and Iadegailleriels froo

¢ surfaces. Lately we have met Wi ¥h & prob
> I understand you are the mal
roach %o peichmiller space.

‘on pyperbolic “pants" ('hleh o
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TOPOLOGIES

FAUX PROBLEMES ET
PHENOMENES SAUVAGES

Une courbe plane continue remplissant un carré est
décrite par David Hilbert dans un article des Mathematische

Annalen de 1891. Il s'agit d'un des exemples les plus célebres de
ces phénomenes sauvages contraires a l'intuition qui accom-

: 2 pagnent la naissance de la théorie des ensembles.
Grothendieck dresse le constat d'une to- L2 3 4

Dans Esquisse dun programme,

123 6 @ z
pologie générale développée pour les
besoins de I'analyse et inadaptée a la géo- , , Ghﬁ ”|’— “ i"'._j“i i"'[_J'"i
meétrie algébrique. Ce défaut dans les fon- S [sLds | i "] el [J
. . I |
dements de la topologie se manifeste par | I P P |1_4'_——{ F—L'
de faux problemes et des phénomeénes 11 e
1 4 J |_ o3 ]
1——2 {slo—1s SEHHHH
sauvages. i [/ T
Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

La courbe de Hilbert définie
par un procédé itératif,
Mathematische Annalen (1891)

(c Ce caractére inadéquat dec fondements de la topologie ce manifecte dés le
débuts, par dec ‘Faux problemes” (au point de vve av moins de lintuition topologique
des formes) [...] Aujourdhui encore, comme aux temps héroiques ot on voyait pour
la premiére fvic et avec inquictude dec courbes rempliv allégrement dec carréc et
des cubes, quand on ce propose de faire de ln géometrie topologique dang le contexte
technique des espaces fopologiques, on se heurte & chaque pas 4 des difficultéc

parasites tenant aux phénomenes cavvages.
Esquisse d'un programme, janvier 1984, p. 29

UNE TOPOLOGIE MODEREE
La démarche de Grothendieck pour

Les « réflexions heuristiques »
concernant une topologie dite modérée
« propre a exprimer avec aisance |intui-
tion topologique des formes » occupent
une douzaine de pages d'Esquisse d'un
programme.

On trouve quelques traces des
essais d'axiomatisation effectués par
Grothendieck dans deux manuscrits de
Montpellier occupant moins d'une cen-

fonder a nouveaux frais une « topologie géo-
métrique » parait faire écho aux considérations
de son ainé et ami Claude Chevalley sur le
style axiomatique.

W ne NY, M, <3S (R

w il Tml | A wr R™,R™
v Mw)e Mo Le. VAG/M,.,) on~ St e U,
Mk) Vu"Yl,»l_.)[llm] >%u£: ’.l’AL ué v_R"'C,R‘“ s .
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taine de pages, mais pas de réflexion dé- ,,»a;/f\rv"‘w el i P o
veloppéepéglg’image dz celle de la Longue :;:»Xl;}ﬁj M Don o ] Ajﬁ_‘) iL: D QHMB;LL/’ ﬂ/; Mh ,&w"‘
Marche. Cette théorie est censée pour- ¢ e e / pros Al
tant produire une seconde « métamor- ‘ LA g :
phose de la notion d'espace » apres celle W)V AM, 8 UL;\) ;: “M“""“ AR )

xD € Ware

accomplie par les topos.

Une premiére version de la définition de « structure modérée » [1973-1978 7]
Archives Grothendieck, © Université de Montpellier



Haro sor la topologie dite ‘genérale’...

Esquisse d'un programme, janvier 1984, Sommaire
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DE LA TOPOLOGIE
DES SURFACES
AUX DESSINS D’ENFANTS

CARTES

Grothendieck étudie avec ses éléves cc : o o bk
: Je ne croic pas quun fait mathématique mait
les surfaces selon un point de vue purement

topologique et aborde avec eux des ques-
tions de plongements de graphes. Par exemple,
de combien de manieres peut-on dessiner un
graphe donné sur une surface fixée ?

Il s'intéresse notamment a la Esquisse d'un programme, janvier 1984, p. 12

Jamais autant frappé que celui-I, et ait eu
un impact peychologigue comparable. Cela
tient chrement & [ nature tellement fami-

liére, non technique, des objets considérés ...

notion de « carte » ceest-a-dire
aux graphes tracés sur une sur-

face qui découpent celle-ci en O RS
secteurs simples. La représen- Ll =S R e
o o Zx L
tation visuelle de ces graphes G R o @09 16
] ] ® e ZuxZ, " i) (,,1)2) (2,2 1y
peut faire penser a des A \—O . 2
« dessins d’enfants ». Gro- S S (s 5
—_— P N ;49 (3,-1,‘)(11.5
H 1ran
thendieck conservera cette @ =
expression imagée dans sa = >O

terminologie de la théorie.

Grothendieck explore des
dessins d'enfants « en bas
degrés » et leurs symétries
(1976-1978)
Archives Grothendieck,
© Université de Montpellier

U=
3 J
:
@ 570 Deux exemples de
5 e
\'< « dessins d’enfants »

Tk - @ —_— dessinés sur une sphére



EXPLORATION MATHEMATIQUE

‘ .. dont tovt decsin denfant griffonné cur un bout de papier...

donne vn exemple parfaitement explicite.

DESSINS D’ENFANTS

Grothendieck et ses éleves remarquent
alors que la donnée d'un dessin denfant tracé
sur une surface permet de reconstruire une
équation de celle-ci vue a présent comme une
surface de Riemann.

une méme surface topologique
(un tore) correspondant a deux équations
différentes:p? = &’ —x et y? = x’ - 1

Sous leur apparence naive, les dessins d'enfants
apparaissent ainsi comme des objets mathé-
matiques d'une grande profondeur qui ré-
velent une connexion nouvelle et inattendue
entre le monde algébrique des équations et
celui topologique des surfaces. En effet, de tres
nombreuses équations expriment une méme
surface. Pouvoir progresser « en sens inverse »
constitue un fait tout a fait remarquable. Cette
découverte frappera profondément Grothen-
dieck.

//'7

Ici, la réalité mathématique

o 'gsE un peu plus complexe,
us precisément, un dessin d'en-

fant corre:spond a une équation et a
une ﬁ,'actlon rationnelle particuliére
appelée fonction de Belyi.

Esquisse d'un programme, janvier 1984, p. 12

Lensemble des solutions d'une équa-
tion algébrique a deux variables f (x, ») = 0
sereprésente classiquementdansle plan réel cartésien
comme une courbe plane formée par l'ensemble des
points (x, ») a coordonnées réelles vérifiant 'équation

J(x, ) = 0.1l suffit de penser aux vénérables coniques

qui correspondent aux équations quadratiques.

Une telle courbe ne représente néanmoins qu'une

petite partie des solutions de I'équation. Cette der-

niere possede en effet une multitude de solutions

complexes ainsi que des solutions « a l'infini ».

L'ensemble de toutes ces solutions forment des

Deux dessins d'enfants tracés sur étendues géométriques bidimensionnelles appe-

|ées surfaces de Riemann.

Les solutions réelles y sont représentées sous la
forme d'une courbe unidimensionnelle.

Les solutions réelles de I'équa- En vert, les solutions complexes
tion y* = x® — x représentées | de l‘équation y? = x’ — x,

en coordonnées cartésiennes en rouge ses solutions réelles

27
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DES DESSINS D’ENFANTS
A LA THEORIE DE GALOIS

LE THEOREME DE BELYI

Cest au cours de discussions infor-
melles avec ses éleves que Grothendieck dé-
couvre une propriété arithmétique remarquable
des équations algébriques associées aux dessins
denfants : leurs coefficients sont des nombres
algébriques. Il émet alors une hypothése qu'il
qualifie lui-méme de « dingue ».

Cette hypothese prédit que toutes
les équations algebriques dont les coefficients
sont des nombres algébriques peuvent-étre as-
sociées a un dessin denfant. Elle témoignerait
ainsi d'un lien profond unissant la théorie de

VERS LA THEORIE DE
GROTHENDIECK-TEICHMULLER

Le groupe de Galois absolu, qui opere
par définition sur les nombres algébriques, peut
donc étre congu comme un groupe de trans-
formations des dessins denfants. La théorie des
dessins d'enfants, motivée a l'origine par Iétude
topologique des surfaces, réalise ainsi une jonc
tion spectaculaire entre la topologie et la théo-
rie de Galois. Cette théorie est développée par
Grothendieck dans La Longue Marche a travers
la théorie de Galois rédigée en 1981.

Galois aux dessins denfant.

Soumise « aux compé-
tences en la matiére », cette hypo-
thése est accueillie avec circonspec
tion, jusqua sa confirmation par le
mathématicien soviétique Gennadii
Vladimirovich Belyi en 1978 au
moyen d'une démonstration d'une
grande simplicité.

Le groupe des transformations du corps @ des
nombres algébriques est appelé groupe de Galois absolu. |l
est noté Gal(Q/Q). Ses éléments sont les permutations quii
transforment un nombre algébrique en un autre nombre
algébrique, tout en préservant addition et multiplication.
Un nombre algébrique solution d'une équation P(x) = 0
est en outre transformé en une autre solution de I'équation.
Lexemple le plus fondamental est celui de la conjugaison
complexe qui transforme le nombre i en — i. Le groupe de
Galois absolu constitue le cceur mystérieux de la théorie
des nombres. Lélucidation de sa structure n'a toujours pas
été accomplie malgré pres de deux siecles d'efforts.

Gennadii Vladimirovich Belyi
(1951-2001)

>ﬁHqH

Un dessin d’enfant et deux nouveaux dessins obtenus par
transformation par certains éléments du groupe de Galois

%
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EXPLORATION MATHEMATIQUE

Celo. montre que [on pevt encore démontrer dec choces
extraordinaires” & peu de frais.

Lettre de Grothendieck a Jean Malgoire, 25 aolit 1978 r

Un nombre est dit algébrique lorsqu'il est solution d'une équation a coefficients
rationnels.v2 (solutionde x>~ 2 =0),lenombred'or ¥ (solutiondex*—x—1=0),lenombreima-
ginairej(solutiondex?+1=0),oubienlesracinesdel'unité e?™" (solutionsdex"—1=0) sontdes
exemplesbienconnusdenombresalgébriques.Lesnombreseetmnesontaucontrairesolutions

d’aucune équation algebrique a coefficientsrationnels:ils sont dits transcendants. Les nombres
algébrigues forment un corps noté Q.

N
\ ; « 1. Topos multigaloisiens »,
La Longue Marche a travers
A L, e la théorie de Galois (1981), p. 1
s G o\ BARSV A j“‘u"‘ B Sh Archives Grothendieck,
© Université de Montpellier
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LA THEORIE

DE GROTHENDIECK-
TEICHMULLER

Afin de comprendre la nature pro-
fonde de l'action du groupe de Galois absolu
sur les dessins denfants, Grothendieck entre-
prend détudier la maniere dont les surfaces de
Riemann sont permutées par une telle action.
Celles-ci sorganisent classiqguement en un es-
pace qu’a étudié Oswald Teichmiiller a la fin
des annees 1930. La théorie de Galois géome-
trique qui en a résulté est appelée aujourd’hui
« théorie de Grothendieck-Teichmiiller ».

ESPACES DE MODULES
DE SURFACES DE RIEMANN

Les acteurs majeurs de cette théorie
sont les espaces Mg qui parametrent toutes les
surfaces de Riemann de genre g.

Lespace de modules des droites du plan passant par l'origine

Un espace de modules est un espace dont
les points décrivent des objets ou des configurations
géométriques. Par exemple, l'espace de modules des
droites du plan passant par l'origine est un cercle : a
tout point A du cercle C, repéré par I'angle a, corres-
pond une et une seule droite D du plan passant par
lorigine et formant un angle B=a/2 avec I'horizontale.

D
A PR
‘\a Y\a/2

Le genre d'une surface mesure sa complexité topologique

en comptant son « nombre de trous ».

genre 0

genre 1 genre 2

Les points de ces espaces sont en corres-
pondance biunivoque avec les surfaces
de Riemann. Les espaces Mg offrent un
exemple classique de ce que l'on nomme
des espaces de modules.

Le groupe de Galois absolu permute
donc les surfaces de Riemann en trans-

30

Surfaces de genre 0, 1,2

formant les coefficients des équations
des dessins denfants qui leur sont associées et
opeére ce faisant sur la géométrie des espaces
M. Cette action géomeétrique constitue le cceur
de la théorie de Grothendieck-Teichmiiller
et permet conjecturalement une description
complete du groupe de Galois absolu.




EXPLORATION MATHEMATIQUE

1 got involved a bit with recalling to mind the (ego-Teichmiiller \

construction game” for deccribing in a. concrete, Vicual” way

the Teichmiiller groupe...

UN JEU DE LEGO

Les espaces Mg demeurent inter-
connectés lorsque le genre g varie grace a un
procédé de « découpage en pantalons ». ||
sagit d'une opération de simplification per-
mettant de comprendre les surfaces d'un genre
donné a laide de celles d'un genre inférieur.
Grothendieckemploie le terme de « jeude Lego

-Teichmiiller » et prédit que
la compréhension du groupe
de Galois absolu nécessite
uniquement létude des es-
paces Mo et M.

Les symétries de ce
jeude Lego forment le groupe
de Grothendieck-Teichmiil-
ler ainsi nommé par Vladimir
Drinfeld qui I'a introduit en
1991. De maniere surprenante
et sans doute imprévue pour
Grothendieck, ce groupe in-
tervient aussi en physique
théorique.

Pursuing Stacks, 14 mars 1983, p. 36

Deux découpages en pantalons d’une surface de genre 2

(C (a parenté de pluc en plus maniteste entre le groupe de Grothendieck-Teichmil-
ler dune part, et le groupe de renormalication de la Théorie Quantique des

Champe nect cans doute que la premiére manifestation d'un grovpe de symétrie

des constantes fondamentales de la physique, une espéce de qroupe de Galois

cosmique !

Pierre Cartier, Un pays dont on ne connaitrait que le nom (Grothendieck et les motifs) (2000), p. 21
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Recto d’une lettre de Grothendieck
aJean Malgoire, Villecun, 25.8.78,
© Jean Malgoire
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Villecon, 25 acat 1928
Cher Jean,

Je tenvoie ci-joint vne lettre de Deligne, donnant la dém. de Bieli
[Be/g:] de la conjecture sur les & nbs alg. cpéciavx ». Comme tv verrac,
cect actucievx et tout cimple — tu avraic cerfainement pu la trouver en ty
mettant ! I faut dire qu'on ne peut faire tovt en méme temps... Cela est un
encovragement, car cela montre que [on pevt encore découvrir des chosec
& extraordinaires » & peu de frais. $i ¢a tinspire, tu pouvrraic escayer
dadapter la démonstration pour prouver que si on a des x; € P(K), oa K
ect une extencion de degré de transcendance n des corps premiers (Q ¢i la
car. ect nulle)l <i < N, alore 3 f : Pk — Pk non ramifié en dehorse d'un
ene. S den + 3 pointe, et avec f(x;) € S, Vi. D'oi : toute courbe algébrique
définie cur K ect un rev. [revétement] de P non ramifié en dehors den + 3
pointe.

Bien cordialement AQ}KQ.‘A«, CV\A‘WJ‘:"VL




POSTFACE

Une solitude peuplée

« Mais je sais bien [...] que les choses qui m'intéressent ne pourront

manquer d'intéresser quelqu'un et méme quelques-uns, que ce soit dans dix ans
ou dans cent ans peu importe au fond. Cest cela qui donne un sens a mon travail,
méme si celui-ci se fait dans la solitude [...] La mathématique est une aventure
collective se poursuivant depuis des millénaires. »

Alexandre Grothendieck, Récoltes et Semailles, février 1984, p. 126-127

Reprenons. En janvier 1984, Alexandre Grothendieck a sous le coude
« deux volumineux cartons de notes manuscrites », soit quelques milliers
de pages de réflexions mathématiques, qu'il évoque dans Esquisse d'un Pro-
gramme. Ce texte est adressé au Comité National pour justifier une demande
d'admission au CNRS mais aussi a quelques mathématiciens qui le liront et le
feront lire. La demande est acceptée et Grothendieck redevient chercheur au
CNRS jusqu'a sa retraite en 1988. Il se retire en 1992 a Lasserre, en Ariege, et
meurt en 2014. Il ne publie pas ses Réflexions Mathématiques. Est-ce la fin de
I'histoire ?

Les idées de Grothendieck circulérent a travers les textes qui furent
transmis a la communauté mathématique, comme Pursuing Stacks. Elles
furent assimilées et développées durant les trente derniéres années. Les
notes mathématiques accumulées tout au long des années appartiennent
a cet héritage mathématique. Récemment, des manuscrits inédits de la pé-
riode 1987-1999 ont rejoint les collections de la BnF et completent ceux de la
période 1949-1991 disponibles sur le site web des Archives Grothendieck de
I'Université de Montpellier. Qui lira donc ces textes ?

On pourrait s'étonner de l'intérét porté par les mathématiciens a des
manuscrits oubliés, quand bien méme ils seraient I'ceuvre d'un génie solitaire.
Les mathématiques contemporaines, dont les progrés sont incessants, ont a
priori peu a faire avec I'érudition qui est la marque de la désuétude en science,
ou le romantisme d'un Chateaubriand voyant dans Pascal un « effrayant gé-
nie ». Aujourd’hui, sur un site web d’ « archive ouverte » nommé arXivy, les
mathématiciens du monde entier enrichissent chaque jour le corpus mathé-
matique de nouveaux éléments. lls écrivent pour étre lus et pour que leurs
travaux soient discutés et utilisés. C'était aussi I'intention de Grothendieck.
Lapparente solitude du génie est vouée a étre peuplée par ceux qui pour-
suivent l'aventure collective des mathématiques en lisant ses textes.
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GROTHENDIECK
MATHEMATICIEN

LE TEMPS DES REFLEXIONS
1973-1991

Les milliers de pages mathématiques écrites par Alexandre Grothendieck
entre son arrivée comme professeur a I'université de Montpellier en 1973
et son départ pour le village de Lasserre en Ariege en 1991 constituent au-
tant de traces des recherches qu'il accomplit durant cette période. Nous
proposons au lecteur de suivre quelques fragments d'itinéraire de cette
exploration mathématique.

CiNNi T Université

TOULOUSE ) de Toulouse




