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GUIDE D’UTILISATION DU POLYCOPIE
A LINTENTION DES ETUDIANTS DE L2

(1) L’assimilation d’un nouveau cours nécessite un travail personnel important. Cela passe par I’assiduité
en cours (écouter un exposé oral stimule d’autres canaux d’apprentissage que la lecture...!), la lecture et
la relecture de ses notes de cours et du polycopié, ainsi que la résolution des exercices proposés.

Dans ce polycopié, on a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux ;
il faut essayer de se les approprier !

Pour cela, il peut étre utile de chercher par soi-méme des situations (aussi simples que possibles) ot un
énoncé nouvellement introduit s’applique, de chercher a voir si on pourrait arriver a la méme conclusion
sans utiliser ledit énoncé nouveau, de chercher a voir si la conclusion reste valable si 'on affaiblit les
hypotheses, éventuellement de chercher des contre-exemples, etc. Les exercices proposés dans le polycopié,
les séances de travaux dirigés et les sujets de contrdle continu, ont pour but de vous aider a effectuer ce
cheminement.

Le jeu est a la fois plus difficile et plus intéressant que s’il s’agissait de régurgiter des données apprises
par coeur et des exercices formatés. Si 'on n’y prend pas gout et si 'on n’y pergoit qu’élucubrations
abstraites et inutiles, mieux vaut changer de cours! Nous espérons au contraire que ce cours suscitera de
I'intérét, voire méme parfois du plaisir 7 Bon travail !

REMERCIEMENTS. Pour cette version 2012-2013, nous avons bénéficié des corrections et suggestions
d’Ahmed Moussaoui et Thomas de La Rochefoucauld. Qu’ils en soient ici remerciés.

(D Ce « Guide d’utilisation » tire son origine de '« Avertissement au lecteur étudiant » rédigé par Jacques Féjoz dans le
polycopié de son cours LM121 2007-2008 ; avec son aimable autorisation, nous ’avons repris & notre compte !
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CHAPITRE 0

RAPPELS : ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Ce chapitre 0 est constitué de rappels : espaces vectoriels, familles génératrices, familles libres, bases
et dimension, applications linéaires et matrices, transposée d’une matrice, théoreme du rang, formules de
changement de base, matrices équivalentes, matrices semblables. Ces notions ont été introduites en L1 et
ne seront pas traitées en cours, mais le lecteur pourra se reporter, si nécessaire, a ce chapitre 0 pour un
rappel de ces notions ou résultats. On suppose également connue la théorie du pivot pour la résolution des
systemes linéaires AX =Y ; ceci équivaut a faire des opérations sur les lignes de la matrice A et on verra
dans le chapitre 1 comment faire des opérations sur les colonnes (ce qui est plus pratique pour la recherche
de vecteurs propres).

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des
compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans un appendice a la fin du chapitre;
ces passages n’interviendront pas dans les évaluations.

0.1. Espaces vectoriels : définition et exemples

0.1.1. Trois exemples importants. — (1) Un exemple d’espace vectoriel sur R est 1’espace de dimen-
sion 3
R? = {(x,y,2) | z,y,z € R}.

Dans ce cas, I’espace vectoriel nous est donné comme un ensemble de n-uplets (ici n = 3) de «coordonnées ».

Deux autres exemples sont les suivants.

(2) Soient a,b € R; l'ensemble .#(a,b) des suites (up)nen de nombres réels vérifiant la relation de
récurrence linéaire
(%) Up4+2 = QUpt1 + buy,
est un R-espace vectoriel, qui est de dimension 2, car toute suite vérifiant (x) est déterminée par ses termes

initiaux ug et uq, qui peuvent étre choisis arbitrairement.

(3) Soient a,b € R et ty € R; ensemble #(a,b) des fonctions f : R — R de classe C°, vérifiant
I’équation différentielle linéaire :

(E) VEER,  fU(t) =af'(t) +bf(t)
est un R-espace vectoriel, qui est de dimension 2, car toute solution f de (F) est déterminée par les
« conditions initiales » f(tg) et f'(to), qui peuvent étre choisies arbitrairement.

Dans ces deux cas, le choix de « coordonnées » sur l'espace .#(a, b) n’est pas évident ... Une des forces de
lalgebre linéaire est qu’elle permet de décrire simplement tous les éléments de . (a, b), une fois qu’'on a
choisi une base appropriée de cet espace ...

Rappelons que la notion d’espace vectoriel sur un corps k est définie pour tout corps k, par exemple,
k = Q ou C, ou un corps fini F; & ¢ éléments (¢ étant une puissance d’un nombre premier p), ou le corps
des fractions rationnelles R(X), etc.
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Définition 0.1.2 (Espaces vectoriels). — Soit k& un corps. Un k-espace vectoriel V' est un groupe abé-
lien (V,4) (c.-a-d., un ensemble muni d’une loi de groupe + commutative) muni d’une « opération »
(t,v) — t-v de k sur V vérifiant les deux conditions suivantes :

i) l-v=vett- (' -v)= () v
(i) t+t)-v=t-v+t v, t-(v4+v)=t-v+t-v.
On peut mémoriser la condition (i) en disant que 1 agit par Iidentité et que 'opération est « associative »,

et la condition (ii) en disant que 'action de k sur V' est « compatible avec I’addition » (dans k et dans V).

Remarque 0.1.3 (Vecteur nul). — Etant un groupe abélien, V' est muni d’un élément zéro, qu’on no-
—
tera provisoirement Oy ou 0. Par exemple, dans V = R3, 0y est le vecteur nul

0 =(0,0,0).
Notons 0 I'élément zéro du corps k. Alors la condition (ii) entraine, pour tout v € V,
—
0-v=0+0)-v=0-v+0-wv, dou0-v=0y=0.

Par conséquent, le vecteur nul Oy = 0 sera noté simplement (par abus de notation) 0. Ainsi, on note {0}
I'espace vectoriel nul. Par exemple, dans R? I’espace des solutions du systeme

r—y=0
r+y=0
est lespace vectoriel nul {0} = {(0,0)}.

Terminologie 0.1.4. — On dira que k est (relativement a V') le « corps des scalaires », et que les éléments
de k sont les scalaires (ceux de V' étant les vecteurs).

Exzemples 0.1.5. — 1) Pour tout n € N*, k" = {(z1,...,2,) | ; € k} est un k-espace vectoriel.

2) L’ensemble M,, (k) des matrices & m lignes et n colonnes & coefficients dans k est un k-espace
vectoriel. Lorsque m = n, on le note simplement M, (k).

3) L’anneau de polynomes k[X] est un k-espace vectoriel.

Définition 0.1.6 (Sous-espaces vectoriels). — Soit V un k-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel
(pour abréger, on dira «sev ») W de V est un sous-ensemble de V' qui est un sous-groupe (en particulier,
0 € W) et qui est stable par opération de k. Ceci équivaut & dire que W # & et que, pour tous w,w’ € W
ettek,onat-w+uw e€W.

Exzemples 0.1.7. — (1) Le plan « horizontal »
P={(z,y,0) | z,y € R},

donné par I'équation z = 0, est un sous-espace vectoriel de R3.

(2) L’ensemble des matrices (aij)i<ij<3 € M3(R) qui sont triangulaires supérieures, i.e. telles que
as1 = az; = aze = 0, est un sous-espace vectoriel de M3(R) .
(3) L’ensemble R,,[X] des polynomes en X de degré < n est un sous-espace vectoriel de R[X].

Définition 0.1.8 (Applications linéaires et endomorphismes). — Soient k un corps, V, W deux k-
espaces vectoriels. On dit qu'une application ¢ : V' — W est une application linéaire (ou « homomorphisme
d’espaces vectoriels ») si elle préserve ’addition et 'opération des scalaires, c.-a-d., si pour tout v,v’ € V
ettekona:

p(v +") = ¢(v) + $(v'), P(t-v) =t P(v).
Notons qu’on peut regrouper ces deux conditions en une seule condition :
(AL) ¢(t-v+v') =t-¢(v) + ¢(v')

et bien siir cette condition implique (et est impliquée par) la suivante :
Bt v+t 1) =t H(0) + 1 G,

Si W =V, on dit alors que ¢ est un endomorphisme de V.



Exzemples 0.1.9. — a) Soit V = R[X]; l'application d qui & tout polynéme P = a, X" + -+ a1 X + ag
associe le polynéme dérivé P’ = na, X"~ ! + --- 4 a; est une application linéaire de V' dans V.
b) Soit V' = €([0, 1], R) l'espace des fonctions continues f : [0,1] — R. Alors 'application

1
V =R, f|—>/0 f(x)dx

est linéaire, mais ’application f — fol f?(z)dz ne lest pas.
Définition 0.1.10 (Isomorphismes). — Soient V, W deux k-espaces vectoriels, et ¢ : V — W une
application linéaire. Suivant des principes généraux, on dit que ¢ est un isomorphisme (d’espaces vectoriels)
si elle est bijective et si I’application inverse ¢ = ¢! est linéaire.
En fait, la seconde condition est automatiquement vérifiée. En effet, soient w,w’ € W et ¢ € k; comme

¢ est bijective il existe v, v’ € V uniques tels que ¢(v) = w et ¢(v') = w'. Alors

Bt v+0) = - 6(v) + 9() =t w+ 0,
donc appliquant ¥ a cette égalité on obtient

YEt-w+w)=t-v+v =t-P)+ Q).

Donc : toute application linéaire bijective est un isomorphisme.

Exzemple 0.1.11. — L’ensemble kN de toutes les suites (tn)nen d’éléments de k muni de I’addition et de
Iopération de k définies « terme a terme », c.-a-d.,
(un)nEN + (Un)neN = (un + Un)nENy t- (un)neN = (t : un)neNa

est un k-espace vectoriel. Soient a,b € k et soit .#(a,b) le sous-ensemble de k" formé des suites (uy)nen
vérifiant la relation de récurrence linéaire :

(%) Up42 = QUpt+1 + by
Alors .#(a,b) est un sous-espace vectoriel de kY. De plus, I'application ¢ : .#(a,b) — k? qui & toute
suite (u,)nen associe le couple (ug,u1), est lindaire (le vérifier!) ; elle est surjective (car on peut choisir
arbitrairement ug et u1), et injective (car les u, sont déterminés a partir de ug et u; par la formule (x)).
Donc ¢ est bijective, donc c¢’est un isomorphisme d’espaces vectoriels :

¢S (a,b) = k>
Exercices 0.1.12. — 1) Soit k = R. Est-ce que l’ensemble des suites (uy)nen vérifiant la relation de
récurrence

Unta = Uny1 + Uy
est un sous-espace vectoriel de RN ?

2) Soient k = C et .#(—1, —1) 'espace des suites de nombres complexes (uy,)nen vérifiant la relation de
récurrence linéaire

Un4+2 = —Upn41 — Unp.

Soit (wp )nen élément de #(—1, —1) défini par wg = 2 et w; = 1. Pouvez-vous calculer wap1p €t wao11 7
(Cf. la Feuille d’exercices 1.)

0.2. Familles génératrices, familles libres, bases et dimension
Définitions 0.2.1 (Sous-espace engendré. Familles génératrices). — Soit V un k-espace vectoriel.

(1) Soit S un sous-ensemble (fini ou infini) de V. On note | Vect(S) |'ensemble de toutes les combinaisons

linéaires finies
o=1tvy + -+ tpv,, pour r € N* (variable), v; € S, ¢; € k,
c’est un sous-espace vectoriel de V', car si ¢/ = 10} + --- + t,v;, est une autre combinaison linéaire de ce
type et si A € k, alors
Ao 40’ = Ayvy + -+ Mo 0] 4 - 0,

est encore une combinaison linéaire du méme type. De plus, si E est un sous-espace vectoriel de V' conte-
nant S, alors il contient toute combinaison linéaire o comme ci-dessus, i.e. il contient Vect(S). Donc :

‘Vect(S ) est le plus petit sous-espace vectoriel de V' contenant S.| On lappelle le sous-espace vectoriel

engendré par S.



Dans la suite, on utilisera principalement ceci dans le cas ou S est une famille finie de vecteurs vy, ..., v, ;
dans ce cas, on a simplement :

Vect(v1, ..., vn) = {t1v1 + - + tnn | t1, ..., tn € k}.
(2) On dit que la famille .# = (v1,...,vy,) est une famille génératrice de V' si Vect(#) =V, c.-a-d.,

si tout élément de V' s’écrit comme combinaison linéaire de v1,...,v,. Dans ce cas, on dit aussi que les
vecteurs vi, ..., v, engendrent V.

Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.

Ezxzemple 0.2.2. — Pour tout n € N, ’espace k" est engendré par les vecteurs
e1 =(1,0,...,0), e2=(0,1,0,...,0), ---, e,=(0,...,0,1).

Définition 0.2.3 (Familles libres ou liées). — Soient V' un k-espace vectoriel et .# = (v1,...,v,) une
famille d’éléments de V. On dit vy, ..., v, sont linéairement indépendants, et que .F est une famille libre,
s’il n’existe pas de relation linéaire non triviale entre les v;, c.-a-d., si la condition suivante est vérifiée :
(FL) pour tous ti,...,tn, €k, sit1v1 + -+ +tpv, =0, alors t1 =0=--- =t,.
Il résulte de la définition que : toute sous-famille d’une famille libre est libre.

Au contraire, on dit que vy, . .., v, sont linéairement dépendants, et que % est une famille liée, 8’1l existe
une relation linéaire non triviale entre les v;, c.-a-d., s’il existe des scalaires non tous nuls t1,...,t,, tels

que t1v1 + - - +t,v, = 0. Dans ce cas, si par exemple ¢; # 0, on peut exprimer v; en fonction des v;, pour

j#i t
o 4o,
v; = Z U
J#i
Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille liée est lice.

Exemple 0.2.4. — Dans k", la famille (e, ..., e,) (cf. 0.2.2) est libre. En effet, pour tous t1,...,t, € k
on a

tier+---+the, = (tl,...,tn),
donc si la somme de gauche est nulle, alors t; =0="--- =t,.

Définition 0.2.5 (Bases). — Soient V un k-espace vectoriel. On dit qu’une famille = (vy, ..., v,) est
une base de V si tout élément v de V' s’écrit de facon unique comme combinaison linéaire des v;, c.-a-d.,
si pour tout v € V, il existe un unique n-uplet (t1,...,t,) € k™ tel que v = t1v1 + - - - + t,v,,. Ceci équivaut
a dire que la famille & est a la fois génératrice et libre.

Exemples 0.2.6. — 1) Lorsque V = k", la famille (eq,...,e,) (cf. 0.2.2) est une base, appelée la base
canonique de k™.

2) Soit M,, (k) le k-espace vectoriel des matrices & m lignes et n colonnes & coefficients dans k. On
note E;; la « matrice élémentaire » dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui d’indice (4, j) (c.-a-d.,
celui situé sur la ligne ¢ et la colonne j), qui vaut 1. Alors, toute matrice A € My, (k) s’écrit de fagcon
unique comme combinaison linéaire des E;; :

A= Y a;Ey,

i=1,....,m
j=1,....,n

oS

oll a;; est le coefficient d’indice (¢, j) de A. Donc la famille (E;;)i=1,...,m est une base de M,, »(k).
j=1,....n

3) La famille (1, X,..., X%) est une base de I'espace vectoriel k4[X] des polynomes de degré < d. En
effet, tout polynéme P € k4[X] s’écrit de fagon unique
P:ao—i—-'-—i—adXd, avec a; € k.
Définition 0.2.7. — Soit V un k-espace vectoriel. Disons provisoirement que V' est finiment engendré
(ou «de type fini », cf. le cours LM 125) sl est engendré par un nombre fini de vecteurs vy, ..., vp.
Remarque : il existe des k-espaces vectoriels qui ne sont pas finiment engendrés, par exemple, I’espace
vectoriel k[X] (cf. Exercice 19 de la Feuille 1), mais dans ce cours on s’intéressera & ceux qui le sont.

Rappelons le résultat suivant, déja vu en LM 125 :

Théoréme 0.2.8 (Dimension d’un espace vectoriel). — Soit V' un k-espace vectoriel finiment en-
gendré.



(i) I existe des bases de V', et toutes ont méme cardinal n ; cet entier s’appelle la dimension de V' sur
k et se note dimy V' ou simplement dim V.

(i1) De toute famille génératrice & on peut extraire une base, en particulier F est de cardinal > n ; de
plus si card(F) = n alors F est une base de V.

(iii) Toute famille libre est de cardinal < n, et toute famille libre de cardinal n est une base de V.
(iv) « Théoreme de la base incomplete » : Toute famille libre peut étre complétée en une base de V.

(v) Tout sous-espace W de V est de dimension finie < dimg V' ; de plus si dimpy W = dimy V', alors
W = V. En d’autres termes, tout sous-espace vectoriel distinct de V' est de dimension < dimy V.

Démonstration. Ceci a été vu en L1. Pour étre complet, on redonne la démonstration dans un appendice
a la fin de ce chapitre, ol on introduira aussi les notions de familles génératrices ou libres dans un espace
vectoriel arbitraire (i.e. qui n’est pas nécessairement finiment engendré).

Terminologie 0.2.9. — En raison du théoréeme précédent, on dira désormais « k-espace vectoriel de
dimension finie » au lieu de « k-espace vectoriel finiment engendré », et si n = dimy V', on dira que V est
de dimension n.

D’apres les exemples de 0.2.6, k™ est de dimension n, My, (k) de dimension mn, et kq[X] de dimension
d+1.

Définition 0.2.10 (Coordonnées relativement a4 une base). — Soit V un k-espace vectoriel de di-

mension n et soit & = (v1,...,v,) une base de V. Alors tout v € V s’écrit de fagon unique
V=T101 F -+ TpUp;

on dit que (z1,...,2,) sont les coordonnées de v par rapport d la base B = (v1,...,v,). Donc la donnée

de £ fournit un isomorphisme de k-espaces vectoriels

bz k", (X1, ,Tp) = 2101 + - + Ty Uy

Remarque 0.2.11. — Remarquons qu'une base de V est un n-uplet ordonné; par exemple, si # =
(v1,v2) est une base de V, alors € = (v, v1) est une base de V distincte de % : I'image de (1,2) € R? par
o est le vecteur vy + 2vy, tandis que son image par ¢« est le vecteur vg + 2v1 # v1 + 2vs.

Proposition 0.2.12. — Soit f : V — W wune application linéaire.
a) Si f est injective et si F = (v1,...,vy,) est une famille libre de V', alors f(F) est libre.
b) Si f est surjective et si F = (v1,...,v,) est une famille génératrice de 'V, alors f(F) engendre W.
c) Si f est bijective et si B = (v1,...,v,) est une base de V, alors f(AB) est une base de W, d’ot
dimW =n=dimV.

Démonstration. a) Supposons [ injective et soit # = (v1,...,v,) une famille libre de V. Supposons
qu’il existe une relation linéaire dans W :

tlf(vl) + +tnf(vn) = 0,
avect; € k. Alors 0 = f(tjv1 +-- - +tpv,) d’ol, puisque f est injective, t1v1 + - - -+t v, = 0, donc comme
Z est libre, t; = 0 pour i = 1,...,n. Ceci montre que f(.%) est libre.

b) Supposons f surjective et soit F = (v1,...,v,) une famille génératrice de V. Soit w € W ; comme

f est surjective, il existe v € V tel que f(v) = w. Comme % engendre V| il existe t1,...,t, € k tels que
v=1tvy +- - +tyv,, dou

w = tlf(vl) +eee tnf(vn)'
Ceci montre que f(.#) engendre W.

¢) Supposons f bijective et soit # = (v1,...,v,) une base de V. D’apres a) et b), f(%) est une famille
libre et génératrice de W, donc une base de W ; alors dim W =n = dim V.

Corollaire 0.2.13. — (i) Tout k-espace vectoriel V de dimension finie est isomorphe (de facon non
canonique) a k™, pour un unique n, égal ¢ dimy V.

(ii) Deux k-espaces vectoriels de dimension finie V' et W sont isomorphes si et seulement si ils ont la
méme dimension.



Démonstration. (i) Si V est de dimension n alors, par le choix d’une base, il est isomorphe & k™. (Cet
isomorphisme est « non canonique » car il dépend du choix de la base.) Réciproquement, si V' ~ k™ alors
d’apres la proposition précédente, on a dimV = dim k™ = m, donc m = n. En particulier, k™ % k™ si
m #n.

(i1) Si V ~ W alors dimg V' = dimy W, d’apres la proposition précédente. Réciproquement, si dimg V =
dimg W = n, alors V et W sont tous deux isomorphes a k".

Exzemples 0.2.14. — 1) La droite d’équation 21 + z2 = 0 dans R? admet pour base le vecteur e; — e,
mais on peut tout aussi bien choisir le vecteur es — €.

2) Le plan d’équation x1 + x2 + x3 = 0 dans R3 admet pour base (e1 — e2,e2 — e3), mais on peut aussi
choisir (e; — es,e1 —e3), ou (e1 —ea,e1 + ea — 2e3), ou (e; — (e1 +ea+e3)/3,e1 +ea —2(e1 + €2+ e3)/3),
etc.

Exemple 0.2.15. — Reprenons 'espace . (a,b) des suites (up)nen d’éléments de k vérifiant la relation
de récurrence linéaire u,+9 = @ty 41 + buy,. On a vu (cf. 0.1.11) qu'il est isomorphe & k2, par Papplication
(tn)nen + (uo,uy), donc est de dimension 2. Supposons que le polynome P = X2 — aX — b ait deux
racines distinctes A # p dans k. Considérons les éléments u = (up)nen €t Vv = (vn)nen de #(a,b) définis
par

ug = 1 = vy, uy = A, v =W
Alors la famille (u,v) est libre (car si su+tv = 0, on obtient s +¢t = 0 = sA + tu, donc ¢ = —s et
s(A—p) =0, d’ott s = 0), donc est une base de .#(a,b). Par conséquent, tout élément w = (wy )nen de
< (a,b) s’écrit de fagon unique

w = su+tv,

et s,t sont déterminés par les conditions s + ¢ = wq et s\ + tu = w;. Ceci permet-il de calculer wsg1¢ et
woo11 dans l'exercice 0.1.127

0.3. Noyau, image, et théoréme du rang

Définition 0.3.1 (Noyau, image et rang). — Soit f : V — W une application linéaire. D’une part,
on définit son noyau
Ker(f) ={ve V| f(v) =0},
c’est un sous-espace vectoriel de V. Noter que f est injective si et seulement si Ker(f) = {0} : en effet, on
a f(v) = f(v') <= flv—2)=0.
D’autre part, on définit son image
Im(f) = f(V)={f(v) [veV}CTW,
c’est un sous-espace vectoriel de V. Alors f est surjective si et seulement si Im(f) = W.

Lorsque Im(f) est de dimension finie r (ce qui est le cas si W ou V est de dimension finie, cf. ci-dessous),
Pentier » = dim Im(f) est appelé le rang de f et est noté rg(f) ou rang(f).

Théoréme 0.3.2 (Théoréme du rang). — Soit f : V. — W une application linéaire, avec V de di-
mension finie n. Alors
n = dimV = dim Ker(f) + rg(f).

(En particulier, [ est surjective si et seulement si W est de dimension rg(f) =n — dim Ker(f).)
Démonstration. Comme V est de dimension finie n, alors Ker(f) est de dimension finie d < n; soit
H = (e1,...,eq) une base de Ker(f).

lere méthode (la plus courte). Complétons £ en une base & = (e1,...,eq,€4+1,---,¢n) de V. Alors
Im(f) = f(V) est engendré par f(Z#) (cf. Prop. 0.2.12), donc par f(e4+1),---, f(e,) puisque f(e;) = 0
pour ¢ < d. Montrons que ces vecteurs sont linéairement indépendants : supposons qu’on ait une relation
de dépendance linéaire

0=1t1f(ea+1) + -+ + tn—af(en) = f(tr€a+1 + -+ + tn—qen)

alors le vecteur t1eq41 + - - -+ tn—qe, appartient & Ker(f), donc est combinaison linéaire de e1, . .., eq, d’out
une égalité

t1eg41 + -+ lp_gen — 5161 — -+ — 8geq = 0.
Comme (eq,...,e,) est une base de V, ceci implique t; = 0 = s; pour tous ¢, j. Ceci montre que les vecteurs
flea+1),-- -, f(en) sont linéairement indépendants, donc forment une base de f(V), d’ott dim f(V) =n—d

et donc rg(f) = dim f(V) = n — dim Ker(f).



2eme méthode. Soit toujours # = (e, ..., eq) une base de Ker(f), donnons une autre démonstration,
qui sera utile plus loin (cf. 0.5.10). () Comme Im(f) = f(V) est engendré par n éléments (les images d’une
base de V'), Im(f) est de dimension finie r < n. Soit (wy, ..., w,) une base de Im(f) et pouri =1,...,7,
soit v; un élément de V tel que f(v;) = w;. Alors la famille

B = (615"'76(1;1}1)"'71}7“)
est une base de V. En effet, elle est génératrice : soit v € V arbitraire, son image f(v) s’écrit f(v) =
tywy + -+ - + tpw,, dout f(v —tvg — - —tv,) =0, donc v — tv1 — - -+ — t,v, appartient a Ker(f), donc
s’écrit sjeq + - - + spep, d'olt
v =1t1v1 + -+ v+ S181+ -+ Spep.
Ceci montre que A est génératrice. Elle est aussi libre : si
0=t1v1 + -+ +tovr + 51610 + -+ + Speyp

alors 0 = f(0) = tjwy + - -+ + t,w,, donc chaque ¢; est nul (puisque (ws,...,w,) est libre), d’ott 0 =
s1e1+ - -+ spep, donc chaque s; est nul (puisque (e, ..., ep) est libre). Ceci montre que % est aussi libre,
donc est une base de V. Donc dim V' = d + r = dim Ker(f) + rg(f).

Proposition 0.3.3. — Soit V' un k-espace vectoriel de dimension n et soit u € Endg (V) ou, plus géné-
ralement, soit u : V — W wune application linéaire, ot dim W =n = dim V. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) u est bijectif;

(i) w est injectif;

(iii) w est surjectif.

En effet, il est clair que (i) implique (ii) et (iii). Réciproquement, si v est injectif, i.e. Ker(u) = {0}

(resp. surjectif, i.e. Im(u) = W), il résulte du théoréme du rang que u est aussi surjectif (resp. injectif),
donc bijectif.

0.4. Applications linéaires et matrices

Définition 0.4.1 (Espaces d’applications linéaires). — Soient V, W deux k-espaces vectoriels. On
note Homy (V, W) ou .Z(V, W) 'ensemble des applications linéaires de V' dans W. Si ¢, ¢ sont deux telles
applications, et si t € k, on définit les applications ¢ + 1 et t - ¢ comme suit : pour tout v € V|

(%) (@+¢)(v) =) +v(v) et (t-9)(v) =t (v).
Ce sont encore des applications linéaires V. — W : en effet, si v,0' € V et s € k, alors
(p+Y)(s-v+v) = d(s-v+0)+ (s -v+0) (par définition)
= s-9()+ (') + s () +(')  (car ¢, lindaires)
= s-(¢p+v)(v)+ (¢ +)(V) (par définition)

et de méme
(t-P)(s-v+v)=t-¢(s-v+0) =ts p(v) +t- () =s-(t-)(v) +(t-)(v).

Ainsi, () munit Homg(V, W) = Z(V, W) d’une structure de k-espace vectoriel ; on dit que c’est ’espace
des applications linéaires de V' dans W.

Supposons V' de dimension finie n et soit (eq, ..., e,) une base de V (par exemple, V = k™ et (e1, ..., €y)
la base canonique). Soit ¢ € Homy (V, W), posons w; = ¢(e;) pour i = 1,...,n; alors tout v € V s’écrit de
fagon unique v = x1e1 + - - - + xpe, et on a
(%) P(v) = z1w1 + -+ + Tpwy
donc ¢ est déterminée par la donnée des n vecteurs wy, ..., w, € W. Réciproquement, pour tout n-uplet
(wi,...,w,) € W™, D'application ¢ : V. — W définie par la formule (%) est linéaire. On a donc obtenu la
Proposition 0.4.2. — Si (e1,...,e,) est une base de V', se donner une application linéaire ¢ : V. — W
«est la méme chose » que se donner un n-uplet (wq,...,w,) € W.

(1) Cette démonstration a I’avantage suivant. Elle montre que si une base (w1, ...,wr) de Im(f) est donnée & I'avance et si

V1,...,0r € V vérifient f(v;) = w; pouri=1,...,r, alors (e1,...,eq,v1,...,0r) est une base de V.



Supposons de plus que W soit de dimension finie m et soit (fi,..., fm) une base de W. Alors, chaque
w; = ¢(e;) s’éerit de fagon unique
wj; = aljf1 +---+ Clmjfma

ce qu'on représente par le vecteur colonne (d’ou le choix de I'indice j pour paramétrer ces colonnes) :

aij
azj
w; = .
Qmj
et donc ¢ est déterminée par la matrice suivante :
ail @iz - Qlp
Q21 G222 - QA2n
Mat 1), (e;)(0) =
am1 Ap2 - Gmn
qui exprime les vecteurs ¢(e;) (les colonnes) en fonction de fi, ..., fm. Noter que la dimension n de I'espace

de départ V est le nombre de colonnes, et la dimension m de I'espace d’arrivée W est le nombre de lignes.

Réciproquement, pour toute matrice A comme ci-dessus, ses colonnes définissent de fagon unique n
vecteurs wy, ..., w, de W, a savoir
wj = ayjfi+ -+ amjfm,
et ce n-uplet (wi,...,wy,) € W™ définit une application linéaire ¢ : V. — W dont la matrice associée est
A. On obtient donc une bijection :
Homy (V, W) «— My, n(k).

De plus, on voit facilement que si A (resp. B) est la matrice associée a ¢ (resp. ¢), alors tA + B est la
matrice associée a t¢ + 1, donc la bijection ci-dessus est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Théoréme 0.4.3 (Applications linéaires et matrices). — Soient B = (e1,...,ey,) une base de' V, et
€ = (f1,..., fm) une base de W.

(1) Une application linéaire V.— W « est la méme chose » qu’une matrice 4 m lignes et n colonnes,
c.-a-d., l'application
Homy (V, W) ~ M,, ,(k), ¢ — Matg z(0).
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

(2) Ceci transforme la composition des applications linéaires en le produit des matrices : si U est un
k-espace vectoriel de base & = (di,...,dp) et si § € Homy (U, V), alors

Mat%’gg(qﬁ o 9) = Mat%,@(¢) . Matgg,gf(@).

Démonstration. — On a déja vu I’assertion (1), montrons I’assertion (2). Notons
i=1,....m j=1,....,n
alors, pour tout £ =1,...,p,on a :
(0 0)(de) = (D bive;) =D bindles) =D bjeaiifi=>_ (D aibje) fi.
j=1 j=1 j=1i=1 =1 j=1

Donc le coefficient d’indice (i,£) de M = Mat s, (4,)(¢00) est Z?:l a;jbje ; ceci montre que M = AB. O

Remarque 0.4.4. — Soit A= (a;j) € My, n(k) et soient (eq,...,en) et (f1,..., fm) les bases canoniques
de k™ et k™. Alors par l'isomorphisme précédent, A correspond a 'application linéaire u : k™ — k™ telle
que, pour tout j =1,...,n,

m
ule;) =Y ai fi.
i=1
On identifiera, chaque fois que ce sera utile, A a I'application linéaire u : k™ — k™ ainsi définie (i.e. la
i-iéme colonne de A est I'image du i-iéme vecteur de la base canonique de k™.

Corollaire 0.4.5. — Soient A € My, n(k), B € M, p(k) et u: k™ — k™, v : kP — k™ les applications
linéaires associées. Alors AB est la matrice de wowv : kP — k™.



Remarque 0.4.6. — Soient B € M, (k) et A € M, (k). Sil'on note Ai,..., A, € k™ les colonnes de

A, alors les colonnes de BA sont les vecteurs BA;,..., BA, € k™. @)
En effet, ceci se voit directement sur la formule du produit matriciel : (BA);; = Y_,_, bi¢ agj. Ou bien,
on peut raisonner comme suit : soit (eg, ..., e,) la base canonique de kP, alors A correspond a I’application

linéaire qui envoie chaque e; sur le vecteur Ae; = A; € k™, et BA correspond a I’application linéaire qui
envoie chaque e; sur le vecteur B(Ae;) = BA; € k".

Remarque 0.4.7 — On ne peut effectuer le produit AB de deux matrices A € My, (k) et B € My (k)
que si n = g, c.-a~d., si le nombre de colonnes de A égale le nombre de lignes de B.

En raison de son importance, répétons le théoreme 0.4.3 et le corollaire 0.4.5 dans le cas particulier ou
l’espace de départ est le méme que celui d’arrivée, c.-a-d., le cas ou 'on considere des endomorphismes
d’un espace V' de dimension finie n, ou des matrices carrées de taille n.

Proposition 0.4.8 (Endomorphismes de V ~ k™). — Le k-espace vectoriel M, (k) est un anneau (non
commutatif si n > 2), c.-a-d., la multiplication des matrices carrées est associative : A(BC) = (AB)C,
distributive & gauche et & droite par rapport o l'addition : (A+B)C = AC+BC et A(B4+C) = AB+AC, et
la matrice identité I,, est élément neutre. De plus, M, (k) est une k-algebre, c.-a-d., ®) pour A, B € M, (k)
ettek, onat - (AB)=(t-A)B = A(t- B), ou - désigne la loi externe.

De méme, si'V est un k-espace vectoriel de dimension n, Uespace des endomorphismes Endy (V') est une
k-algébre (la multiplication étant la composition des endomorphismes). De plus, si l'on choisit une base
B = (e1,...,en) deV, Uapplication

Endg (V) — M, (k), u — Matg(u)

est un isomorphisme d’anneaux et de k-espaces vectoriels, c.-a-d., un isomorphisme de k-algebres.

Définition 0.4.9 (Noyau, image et rang d’une matrice). — Soit A € M,, ,,(k), on définit son noyau
Ker(A), son image Im(A), et son rang, noté rang(A) ou rg(A4), comme le noyau, 'image et le rang de 1’ap-
plication linéaire u : k™ — k™ associée. On a rang(u) < n (d’apreés le théoréme du rang), et rang(u) < m
(puisque Im(u) est un sous-espace de k™), donc rang(u) < Min(m, n).

Or, I'image de u est le sous-espace de k™ engendré par les vecteurs colonnes Ci,...,C, de A, donc
par définition rang(A) est le nombre maximum de colonnes de A linéairement indépendantes, et 'on a
rang(A) < Min(m, n).

On verra plus bas que rang(A) est aussi le nombre maximum de lignes linéairement indépendantes, et
l’on donnera des moyens algorithmiques pour calculer rang(A).

Définition 0.4.10 (Transposée d’une matrice). — Soit dans My, , (k) :

ail aig v Ain

a1 @22 - Q2p
A =

am1 aAm2 - Amn

sa transposée, notée ' A, est la matrice de M,, ,,,(k) suivante :

aix a1 - Gmil
fA a2 G2 - Am2
A1n  QA2n Amn

c.-a-d., la j-éme colonne de A est devenue la j-eéme ligne de *A, c.-a-d., (*A);; = a;;. On a évidemment

(%) {(4) = A

(2) Cette remarque sera utile pour la construction du déterminant, voir Chap. 2.
(3)¢f. Définition 4.2.1 dans le Chap. 3.



Proposition 0.4.11. — L’application A — 'A est linéaire : si A, A’ € My, (k) et s € k,
fs-A+A)=5s-TA+'A.
De plus, si B € My, p(k), alors BA € M, »(k) et Uon a dans M, (k) I’égalité :

(%x) ‘ {(AB) =t'BtA. ‘

Démonstration. Ecrivons A = (a;;) et A’ = (aj;). Alors sA + A" € My, n(k) est la matrice (sa;; + aj;),
et sa transposée est la matrice C' € M,, (k) telle que, pour tout (j,4),
Cji = (sA+ A')ij = say; +aj; = s("A)ji + ("A')js,
donc C' = s-'A+"'A’. Puis, si 'on pose B = (bjy) € M, ,(k), alors pour tout couple (i, /) on a

n

("(AB)),; = (AB)ie = Y awbre =Y (‘B)er - (‘A)ri = ('B'A),,

r=1 r=1
ce qui montre que {(AB) =B 'A. O
0.5. Changements de base
Définition 0.5.1 (Automorphismes et matrices inversibles). — 1) Soit V un k-espace vectoriel.

On dit qu'un endomorphisme f de V est un automorphisme s’il posséde un inverse dans Endg(V),
i.e. 8’1l existe un endomorphisme g de V tel que fog =idy = go f. Ceci équivaut a dire que f est bijectif,
car on a vu (cf. 0.1.10) que dans ce cas ’application inverse g est automatiquement linéaire.

2) On note GL(V') l'ensemble des automorphismes de V'; c’est un groupe pour la composition des
endomorphismes : en effet, la composition des endomorphismes est associative, I’application identique est
élément neutre, et si f,g sont inversibles, alors f o g l'est aussi, son inverse étant g~ o f~! (puisque
fogogtoft=idy=gtoftofog) ™

3) De méme, on dit qu’une matrice A € M, (k) est inversible s'il existe B € M, (k) vérifiant AB =
I, = BA, ou I, désigne la matrice identité de taille n; dans ce cas B est notée A~!. On note GL, (k)
I’ensemble des matrices inversibles.

Comme la correspondance bijective Endg (k™) «— M, (k) transforme la composition des endomor-
phismes en le produit des matrices, on voit qu'une matrice A est inversible si et seulement si 'endomor-
phisme correspondant u de k™ est bijectif, et dans ce cas A~1 est la matrice de v =1 ; de plus GL,, (k) est un
groupe pour la multiplication des matrices : la matrice I,, est élément neutre, et si A, B sont inversibles,
alors AB 1’est aussi, son inverse étant B~1A~1.

La proposition suivante est importante et tres utile :

Proposition 0.5.2. — (i) Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soient u,v € Endg (V) tels

que wov =idy. Alors u et v sont bijectifs et u=v"1.

(i") Soient A, B € My, (k) telles que AB = I,,. Alors on a aussi BA = I, et donc A et B sont inversibles
et inverses 'une de lautre.

(ii) Si A est inversible alors ' A est inversible et l'on a (*PA)~t = (A1),

Démonstration. (i) Pour tout x € V, on a x = u(v(x)), donc u est surjectif, et v est injectif. Donc,

d’apres la proposition 0.3.3, u et v sont bijectifs ; alors en multipliant 1’égalité u o v = idy a gauche par

u~! (ou bien & droite par v~1), on obtient que v = u~*.

(") Notons u (resp. v) Pendomorphisme de k™ correspondant & A (resp. B). Comme AB = I,, équivaut
a uowv =Iidy alors, d’apres (i), u et v sont bijectifs et inverses 'un de l'autre, donc il en est de méme de
Aet Betlona B=A"1et BA=1,.

(ii) Supposons A inversible, alors il existe B € M, (k) telle que AB = I, = BA. Prenant la transposée
de ces matrices, on obtient, puisque 'I,, = I, :

‘B'A="AB)=1,="BA)="'A'B.

Ceci montre que *A est inversible, d’inverse !B = t(A~1).

() Attention ! Noter I'inversion de l'ordre des facteurs : (f o g)~! égale g~ o f~1, tandis que f~1og=! = (go f)~ !



Remarque 0.5.3. — 1) Soit V = R[X], soit I 'opérateur « d’intégration », qui envoie chaque monéme
X" sur X" /(n+1), et soit D lopérateur de dérivation, qui envoie chaque polynéme P sur le polynome
dérivé P’. Alors D o I = idy, donc D est surjectif et I injectif, mais D n’est pas injectif car D(1) = 0, et
I n’est pas surjectif car son image est formée des polynémes de terme constant nul.

2) De méme, soit V l'espace des suites (un)nen et soient I (resp. D) l'opérateur qui envoie toute suite
(tn)nen sur

(0, ug, ur,uz,...) resp.  (u1,usg,us,...).

Alors D oI = idy, donc D est surjectif et I injectif, mais D n’est pas injectif car D annule la suite telle
que ug = 1 et u; = 0 pour 7 > 1, et I n’est pas surjectif car son image est formée des suites de terme ug
nul.

Ces deux exemples montrent que si V' est un espace vectoriel qui n’est pas de dimension finie et si
u,v € Endg (V) vérifient u o v = idy, alors u et v ne sont pas nécessairement bijectifs.

Lemme 0.5.4. — Soient f un endomorphisme d’un espace vectoriel V' de dimension finie, B = (v1,...,0n)
une base de V', posons w; = f(v;). Si (w1,...,wy) est une base de V, alors f est bijective, et son inverse
est 'endomorphisme g de V' défini par g(w;) = v; pouri=1,...,n.

Démonstration. On suppose que ¥ = (w1, ...,w,) est une base de V. Alors f est surjectif, car pour
tout w € V il existe t1,...,t, € k tels que
w=tiwy + -+ tyw, = f(t1v1 + -+ + tyvp).

Donc, d’apres la proposition 0.3.3, f est bijectif. (On peut aussi voir directement que f est injectif : soit
v € Ker(f), il existe t1,...,t, € k tels que v = x1v1 + -+ + T vy, alors 0 = f(v) = v1wy + -+ + Trw,
donc, puisque (w1, ..., w,) est libre, t4 =0="--- =t,, d'ot v =0.)

Soit g 'endomorphisme de V défini par g(w;) = v;, pouri = 1,...,n. Alors on a, d’une part, (go f)(v;) =
v; pour tout 4, d’out g o f = idy, et, d’autre part, (f o g)(w;) = w; pour tout i, d’out f o g =idy.

Définition 0.5.5 (Matrice de passage). — Soient V un espace vectoriel de dimension finie, # =
(é1,...,en) une base de V, et B’ = (v1,...,v,) une seconde base de V. Soit P la matrice n x n ex-
primant la seconde base en fonction de la premiere, c.-a-d., chaque v; s’écrit de fagon unique

vj =pije1t -+ Pnjen

et I’on forme la matrice

pPin - P10 Pin
P=\|pa - Dpij ' DPin
dont les colonnes sont les vecteurs vy,...,v, exprimés dans la base (e1,...,e,). Alors P s’appelle la
matrice de passage de la base # = (e1,...,e,) & la base ' = (v1,...,v,) et se note | Matg(%#').
C’est une matrice inversible : son inverse P~! est la matrice exprimant ei,...,e, dans la base
(Ul, ceey Un).
Remarquons que P peut étre vue comme la matrice de l'application identité idy, exprimée dans les
bases : &' = (v1,...,v,) au départ, et Z = (e, ...,e,) & larrivée, c.-a-d.,

‘P = Mat g g (idy) ‘ et de méme | P! = Matg g(idy).

Conservons les notations précédentes. Tout v € V s’écrit alors de fagon unique
v=ux161+ -+ Tnen et v=alv + -+ 2o,

et les x; (resp. z}) s’appellent les coordonnées de v relativement & la base % (resp. #'), cf. 0.2.10.
Relativement & la base % (resp. '), on peut représenter v comme le vecteur colonne

331 331
X=1": resp. X' =



Proposition 0.5.6 (Changement de coordonnées). — La formule de changement de coordonnées,
pour le changement de base B8 — %' donné par la matrice de passage P, est donnée par :

(noter que cette formule exprime les anciennes coordonnées X en fonction des nouvelles X').
4 . s n .
Démonstration. En effet, écrivant v; = )" | pije; puis
n n n n n
v = T = T;pije; = pijT; | €
j=1 j=1i=1 i=1 \j=1

n . n - N
et comparant avec v = >, @;€;, on obtient qu'on a x; =3 i, pjja pour i =1,...,n, d'ott X = PX".

Soient V, %, %' et P comme plus haut, et considérons maintenant une application linéaire u : V — W.
Soient € = (f1,..., fm) une base de W, et A € M,, (k) la matrice de u dans les bases # et €. Alors,
d’apres le théoreme 0.4.3, on a :

Mat<, 2 (u) = Mat%gg(u) - Mat g, gz (idy)

donc la matrice de u dans les bases %’ et 4 est AP.

Enfin, soit ¢’ = (w1, ..., wm,) une seconde base de W et soit @) la matrice de passage de € & €”; alors
Q = Maty ¢ (idw) et Q! = Maty «(idw), d’ou :

Mater (u) = Matfg/’%(idw) -Matg, g (u) = QilAP.

On a donc obtenu le théoreme suivant :
Théoréme 0.5.7 (Changement de bases pour une application linéaire)

Soit A € My, (k) la matrice d’une application linéaire u : V. — W, relativement & des bases B =
(e1,...,en) deV et € = (f1,..., fm) de W. Soit ' = (v1,...,v,) (resp. €' = (w1, ..., wn)) une seconde

base de V' (resp. de W) et soit P (resp. Q) la matrice de passage correspondante. Alors la matrice de u
dans les bases B’ et €' est :

| Mt g (u) = Q' AP, |

Remarque 0.5.8. — Le théoréme précédent est (évidemment) compatible avec la formule de changement
de coordonnées 0.5.6 : si 'on désigne par X (resp. X’) les coordonnées d'un vecteur v € V relativement &
B (resp. #'), et Y (resp. Y') les coordonnées du vecteur u(v) dans la base € (resp. €”), alors on a :

Y=A4AX, X=PX, Y=QV

don Y’ =Q71Y = Q 'AX = Q"' APX’. Compte-tenu de cette « compatibilité », on peut utiliser (comme
moyen mnémotechnique) 'une de ces formules pour retrouver autre. . .

Remarque 0.5.9. — Méme si l'on s’intéresse au départ & une matrice A € M, »(k), il est souvent utile
de considérer A comme une application linéaire u : k™ — k™ (définie par u(e;) = a1 fi1 + -+ + amj fm, Ol
(e1,...,€en), resp. (f1,..., fm), est la base canonique de k™, resp. k™). Par exemple, le théoréeme précédent

donne alors le corollaire suivant :

Corollaire 0.5.10. — Soit A € M,, (k) et soit r = rang(A).
1) Il existe des matrices inversibles P € GLy, (k) et Q € GL,,, (k) telles que

-1 _ Ir Or,n—r
Q AP = (Omr,r Omfr,nfr

ot I, est la matrice identité de taille r et ot 0, 4 désigne la matrice nulle a p lignes et g colonnes.
2) Réciproquement, s’il existe des matrices inversibles P € GLy (k) et @ € GLy, (k) et un entier s € N

tels que
—1 _ Is Os,n—s
QAP — (0 )

m—s,s Om—s,n—s

alors s = rang(A).



Démonstration. Soient (e, ..., en) et (f1,..., fm) les bases canoniques de k™ et k™ et soit u I'application
lindaire k™ — k™ correspondant & A. Par définition, r = rang(A) est la dimension de Im(u). Soit donc

(w1, ..., w,) une base de Im(u), on peut la compléter en une base € = (w1, ..., wy) de k™ ; notons @ la
matrice de passage de (f1,..., fm) & E.

Soient vy, ..., v, des éléments de k™ tels que u(v;) = w;, pour j =1,..., 7, et soit (e1, ..., eq) une base de
Ker(u). D’apres la démonstration (2¢éme méthode) du théoréme du rang 0.3.2, & = (v1,...,0,,€1,...,€4)

est une base de k™. Alors, la matrice de u dans les bases 4 et € est

IT OT n—r
Maty z(u) = <0 ’ ) .

m—r,r Omfr,nfr
Or, si P désigne la matrice de passage de (e1,...,e,) & %, on a
Matey z(u) = Q. Mat(fi%(ej)(u) .P=Q AP,

d’ou I'assertion 1) du corollaire.
Réciproquement, supposons qu’il existe des matrices inversibles P € GL,, (k) et Q € GL,,(k) et un entier

s € N tels que
-1 _ Is Os,nfs
Q AP = (0 .

m-—s,s Om—s,n—s

Ceci signifie qu'il existe des bases (v1,...,v,) de k™ et (wy,...,wy) de k™ telles que u(v;) = w; pour
i=1,...,s et u(v;) =0 pour j =s+1,...,n. Alors Im(f) = Vect(ws,...,ws) est de dimension s, d’out
s = rang(A).

On déduit du corollaire 0.5.10 la proposition suivante.

Proposition 0.5.11. — Soit A € M, (k). Alors

‘ rang(A) = rang(*A) ‘

par conséquent rang(A) est aussi le nombre maximum de lignes de A qui sont linéairement indépendantes.

Démonstration. D’apres ce qui précede, il existe P € GL, (k) et Q € GL,,,(k) telles que
Q—lAP _ <0 Ir Or,n—r > )

m—r,r Om—r,n—r

ou r = rang(A). Alors
tptAto—1 _
P'A'Q " = (O

Or, d’apres la proposition 0.5.2, ‘P et *Q~! sont inversibles, donc 1’égalité ci-dessus entraine, d’apres le
corollaire précédent, que r = rang(*A).

Ir Or,m—r )

n—r,r On—r,m—r

Définition 0.5.12 (Matrices équivalentes). — Soient A, B € My, (k) ; on dit que A et B sont équi-
valentes s'il existe des matrices inversibles P € GL,, (k) et Q € GL,, (k) telles que Q"'AP = B. (D’apres
le corollaire 0.5.10, ceci équivaut & dire que A et B ont méme rang).

Cas des endomorphismes. — Le théoreme 0.5.7 traite le cas d’une application linéaire v : V' — W, ou
V,W sont a priori distincts. Dans ce cas, lorsque qu’on s’autorise des changements de bases arbitraires
dans V et dans W, le corollaire 0.5.10 montre que le seul invariant de u est son rang, qui est un entier
compris entre 0 et Min(dim V, dim W).

Mais, lorsque V' = W et qu’on s’intéresse a la nature géométrique d'un endomorphisme u de V, c.-a-d.,
lorsqu’on veut comparer u(x) et x, pour x variant dans V', pour pouvoir faire la comparaison on veut
exprimer = et u(z) dans la méme base, et c’est la raison pour laquelle, dans ce cas, on écrit la matrice de
u dans une méme base Z au départ et a I'arrivée.

(Par exemple, si V' = W = k, les automorphismes de k comme k-espace vectoriel sont les homothéties
hy:x — Az avec A # 0, si on prend {1} comme base de départ et {\} comme base d’arrivée, la matrice
est (1) donc on a «perdu » le rapport A de '’homothétie ; mais si on impose de garder la méme base au
départ et & l’arrivée, la matrice est (A)...)

Alors, le théoreme 0.5.7 donne dans ce cas :



Théoréme 0.5.13 (Changement de base pour un endomorphisme)
Soit A la matrice d’'un endomorphisme u de V relativement a une base B de V. St %' est une seconde
base, et si P est la matrice de passage de B a A, alors la matrice de u dans la base B’ est :

| Mat g (u) = P~1AP. |

Définition 0.5.14 (Matrices semblables). — Soit A, B € M,,(k) des matrices carrées de taille n. On
dit que A, B sont semblables s’il existe une matrice inversible P € GL,, (k) telle que P~ AP = B. Dans ce
cas, on dit que A, B sont dans la méme classe de similitude.

Remarques 0.5.15. — 1) On notera que cette définition ne fait sens que pour des matrices carrées.

2) A et B sont semblables si et seulement si elles représentent, dans des bases différentes, le méme
endomorphisme de k.

3) Si A,B € M,(k) sont semblables, elles sont évidemment équivalentes, mais la réciproque est loin
d’étre vraie : les classes de similitude forment une partition de M, (k) beaucoup plus raffinée que celle
donnée par le rang (cf. le cas n = 1, et voir plus loin pour le cas n arbitraire).

0.6. Appendice () : compléments sur les familles génératrices ou libres

Dans cet appendice, on donne la définition des familles génératrices ou libres éventuellement infinies,
ainsi qu’une démonstration du théoréme sur la dimension (0.2.8).

Définitions 0.6.1 (Familles génératrices). — Soit V' un k-espace vectoriel.

1) Soit S un sous-ensemble (fini ou infini) de V. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies
tivr + -+ tup, pour r € N* (variable), v; € S, t; € k,

forme un sous-espace vectoriel de V, et c’est le plus petit sous-espace vectoriel de V' contenant S. On
Pappelle le sous-espace engendré par S et on le note Vect(.S).

En particulier, si E est un sous-ensemble fini {vy, ..., v,}, alors Vect(E) est ’ensemble des combinaisons

linéaires
tivr + - + thUn, outy,...,ty € k.

2) On dit que S est un ensemble de générateurs (ou une famille génératrice) de V si le sous-espace
engendré Vect(S) égale V, c.-a-d., si tout élément de V' s’écrit comme combinaison linéaire des éléments
de S.

Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.

Exzemple 0.6.2. — Les mondmes X", pour n € N, engendrent l'espace vectoriel k[X]. En effet, tout
polynéme P € k[X] s’écrit comme une combinaison linéaire finie : P = ag+ a1 X + -+ + agX®.

Ezercices 0.6.3. — 1) Soit R[[X]] 'espace des séries formelles > ° a;X?, avec a; € R. Quel est le
sous-espace de R[[X]] engendré par les monémes X, pour n € N? (Réponse : c’est R[X].)

2) Pouvez-vous montrer que l’espace vectoriel R[X] n’est pas finiment engendré ? (Voir Exercice 19 de
la Feuille 1.)

Définitions 0.6.4 (Familles libres ou liées). — Soit V un k-espace vectoriel et soit S un sous-ensemble
(fini ou infini) de V. On dit que les éléments de S sont linéairement indépendants (ou que S est une famille
libre) 8'il n’existe pas de relation linéaire non triviale entre les éléments de S, c.-a-d., si la condition suivante
est vérifiée :

(FL) pour tous r € N*, vy,...,v,. € § deux-a-deux distincts, et t1,...,t,. €k, si l'on a

une relation tyv1 + -+ t,v,. =0, alorst1 =0=--- =t,.
(Ceci prend une forme plus simple si S est un ensemble fini {vy,...,v,}; dans ce cas la condition s’écrit
plus simplement : pour tous t1,...,t, € k, si tyv1 + -+ + ty,v, =0, alors t1 =0=--- =,.)

Il résulte de la définition que : toute sous-famille d’une famille libre est libre.

Au contraire, on dit que les éléments de S sont linéairement dépendants (ou que S est une famille
lie) s’il existe une relation linéaire non triviale entre les éléments de S, c.-a-d., s’il existe un entier
r > 1, des éléments vq,...,v, € S deux-a-deux distincts, et des scalaires t1,...,t,, tous # 0, tels que
tiv1 + -+ tev, = 0.

Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille liée est liée.



Exzemple 0.6.5. — Dans k[X], la famille des monémes (X"),cn est libre. En effet, soient i3 < -+ < i,
dans N et soient t1,...,t,. € k tous non nuls. Alors le polynéme

HX" ot X
est non nul. Ceci montre que (X™)pen est une famille libre.

Remarque 0.6.6. — Soient V un k-espace vectoriel et S = (v;);c; une famille de vecteurs indexée par
un ensemble d’indice I infini. Alors S est libre si et seulement si la condition d’unicité suivante est vérifiée :

(U) «sil'on a une égalité
thvj = Z SpUp tj €k, spck,
JjeJ peEP

ou J, P sont deux sous-ensembles finis de I, alors {j € J | t; # 0} égale {p € P | s, # 0} et, notant L cet
ensemble, on a ty = sy pour tout £ € L ».

En effet, supposons cette condition vérifiée, si 'on a une égalité Zje stjv; = 0 (le terme de droite
correspond & P = @& : une somme indexée par @ vaut 0), alors {j € J | t; # 0} égale @, i.e. tous les ¢; sont
nuls ; ceci montre que S est une famille libre.

Réciproquement, supposons que S soit une famille libre, et qu’on ait une égalité jes tivi = > pep SpUp

comme plus haut, alors on a :
E tjv; + E (t; — si) E SpUp
jeJ—P ieJNP peP—J

et comme S est libre, ceci entraine que ¢t; =0 = s, pour j € J— P et pe P—J, et que ¢; = s; pour tout
i € JN P, donc la condition (U) est vérifiée.

Définition 0.6.7 (Bases). — Soient V un k-espace vectoriel et (v;);c; une famille (finie ou infinie) de
vecteurs de V. On dit que & = (v;);er est une base de V si tout élément v de V' s’écrit de fagon unique
comme combinaison linéaire des v;, c.-a-d., si :

(1) & est une famille génératrice, i.e. pour tout v € V, il existe un sous-ensemble fini J de I (dépendant
de v) et des scalaires t; € k, pour j € J, tels que v = Zje]t vj.

(2) & vérifie la condition (U), i.e. si’on a un second sous-ensemble fini P de I et des scalaires s,, pour

p € P, tels que
v = thvj = Z SpUp,
jeJ peP

alors le sous-ensemble L = {j € J | t; # 0} égale {p € P | s, # 0} et pour tout £ € L, on a t; = sy.
D’apres la remarque précédente, ceci équivaut a dire que % est une famille génératrice et libre.

Exzemple 0.6.8. — La famille des monomes (X"),en est une base de k[X] : en effet, tout polynéme non
nul P € k[X] s’écrit de facon unique

P=ag+ -+ agX?, oua; € k, ag # 0, d=degP.

Définitions 0.6.9. — Soient V un k-espace vectoriel, et % = (v;);ecs une famille de vecteurs de V.

(i) On dit que # est une famille génératrice minimale si c’est une famille génératrice, et si « on ne
peut pas la rendre plus petite », c.-a-d., si pour tout sous-ensemble I’ = I, la famille (v;);c;r n’est pas
génératrice.

(ii) On dit que % est une famille libre maximale si ¢’est une famille libre, et si « on ne peut pas la
rendre plus grande », c.-a-d., si pour tout v € V — %, la famille .# U {v} est liée.

Proposition 0.6.10. — Soient V' un k-espace vectoriel, et F = (v;);c1 une famille non vide de vecteurs
de V. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) .Z est une base de V ;
b)
c)

F est une famille génératrice minimale ;
F est une famille libre maximale.



Démonstration. Supposons que (v;);ecs soit une base de V, c.-a-d., une famile génératrice et libre. Alors,
pour tout 4 € I, la famille (v;);jer—{;} n'est pas génératrice : sinon v; s’exprimerait comme combinaison
linéaire des v;, pour j # i, d’olt une relation linéaire non triviale v; — (t1vj, +- - -+ t,v;,) = 0. Ceci montre
que (v;)ier est une famille génératrice minimale.

De plus, tout v € V' s’écrit comme combinaison linéaire (d’'un nombre fini) des v;, donc si v € Z, la
famille strictement plus grande % U {v} est liée. Ceci montre que % est une famille libre maximale. On a
donc prouvé que a) implique b) et ¢).

b) = a) Supposons que (v;);c; soit une famille génératrice minimale et montrons qu’elle est libre. Sinon,
on aurait une relation linéaire non triviale

t1viy + -+ tv, =0
avecr > letlest, # 0, dotv;, = —t! > ptr tp Vi, et donc la famille (v;);er—(i,) serait déja génératrice,
contredisant la minimalité. Ceci prouve b) = a).
¢) = a) Supposons que % soit une famille libre maximale et montrons qu’elle est génératrice. Soit
v eV — %, alors la famille .7 U {v} est liée, donc on a une relation linéaire
sv+tivg, + -+, =0

non triviale (c.-a-d., s et les ¢, non tous nuls). On ne peut avoir s = 0 car sinon, les v; étant linéairement
indépendants, on aurait t; = 0= --- = t,.. Donc s # 0, d’'ott v = —s~ 1 (t;v;, +---+t,v; ). Donc .# est une
famille libre et génératrice, donc une base de V. Ceci prouve c) = a).

Corollaire 0.6.11 (Existence de bases). — Tout k-espace vectoriel finiment engendré V posséde une
base. (On convient que l’ensemble vide & est une base de l'espace nul {0}.)

En effet, par hypothése V' est engendré par une famille finie {v1,...,v,}. Celle-ci contient une sous-
famille génératrice & de cardinal minimal, donc minimale, et d’apres la proposition, Z est une base de
V.

On va voir dans un instant (cf. 0.6.13 ci-dessous) que si (v1,...,v,) est une base de V, alors toutes les
bases de V' ont n éléments. Commencgons par le lemme important suivant.

Lemme 0.6.12. — Soient V' un k-espace vectoriel, vi,...,v, € V, et soient m > n et Uy,..., U, des
éléments de V' qui sont combinaison linéaire de v1,...,v,. Alors ui,...,u, sont liés.

Démonstration. On procede par récurrence sur n; le résultat est clair si n = 1, supposons donc n > 2
et le résultat établi pour n — 1. Ecrivons :

U = Q111 + -+ Qi

U2 =  a21V1 + -+ A2pln

Um = GqiU1 + -+ QmpUn.
Si tous les u; sont combinaison linéaire des n—1 vecteurs vs, . . . , vy, alors les u; sont liés, d’apres ’hypothese
de récurrence. Sinon, quitte a renuméroter les u;, on peut supposer que a1y # 0. Alors, pour i = 2,...,m,

les m — 1 vecteurs

uh = u; — ajaiug
sont combinaison linéaire des n — 1 vecteurs va,...,v,, donc sont liés d’apres ’hypothese de récurrence.
Donc il existe des scalaires non tous nuls to, ..., t,, tels que

m
0 = tQU,/Q + -4 tmu;n = tQU,Q 4+ -4 tmum — (Ztiaﬂal_ll)ul
=2

et ceci montre que les u; sont liés. Le lemme est démontré.

Le lemme précédent a les conséquences tres importantes suivantes. Soit V' un k-espace vectoriel engendré
par un nombre fini d’éléments x4, . .., zx. D’apres le corollaire 0.6.11, V' posséde une base Z = (v1,...,v,)
formée de n < N éléments. Comme % est une famille libre de V, il résulte du lemme précédent que :

a) toute famille génératrice de V' a au moins n éléments ;

b) toute famille génératrice de V' ayant n éléments est minimale, donc d’apres 0.6.10 est une base de V.
D’autre part, comme % est une famille génératrice de V, il résulte du lemme précédent que :

a’) toute famille libre dans V' a au plus n éléments;

b’) toute famille libre de V' ayant n éléments est mazimale, donc d’apres 0.6.10 est une base de V.



Enfin, en combinant a) et b), on voit que : toute base de V, étant une famille & la fois génératrice et libre,
a exactement n éléments. On obtient donc le théoreme fondamental suivant.

Théoréme 0.6.13 (Dimension d’un espace vectoriel). — Soit V' un k-espace vectoriel finiment en-
gendré.

(i) Il existe des bases de V', et toutes ont méme cardinal n ; cet entier s’appelle la dimension de V' sur
k et se note dimy V' ou simplement dim V.

(i1) De toute famille génératrice F on peut extraire une base, en particulier F est de cardinal > n ; de
plus si card(F) = n alors F est une base de V.

(iii) Toute famille libre est de cardinal < n, et toute famille libre de cardinal n est une base de V.
(iv) « Théoreme de la base incomplete » : Toute famille libre peut étre complétée en une base de V.

(v) Tout sous-espace W de V' est finiment engendré, et dimy W < dimy V' ; de plus si dim W = dimy, V,
alors W = V. En d’autres termes, tout sous-espace vectoriel distinct de V' est de dimension < dimy V.

Démonstration. On a déja vu les assertions (i), (ii) et (iii). L’assertion (iv) résulte du fait que toute
famille libre peut étre agrandie en une famille libre maximale, c.-a-d., en une base de V' (cf. la proposition
0.6.10).

Démontrons (v). Soit W un sous-espace vectoriel de V. D’apres (iii), toute famille libre d’éléments de
W est de cardinal < n = dimy V', donc W possede une famille libre mazimale €, de cardinal m < n. Alors
€ est une base de W, d’apres la proposition 0.6.10, donc W est finiment engendré, et de dimension m < n.
Si de plus m = n alors, d’apres (iii), € est une base de V' (donc engendre V'), d’ott W = V. Le théoréme
est démontré.

Proposition 0.6.14. — Soit f:V — W une application linéaire.
a) Si f est injective et si F est une famille libre de V', alors f(F) est libre.

b) Si f est surjective et si F est une famille génératrice de V, alors f(F) engendre W.
c) Si f est bijective et si B est une base de 'V, alors f(9B) est une base de W.

Démonstration. a) Supposons f injective et soit % une famille libre de V. S'il existe une relation linéaire

dans W :
tlf(x1)+"'+tnf(xn):07 t; €k, xieyv

alors 0 = f(t121 + -+ -+ tpxy), donc comme f est injective t121 + - - - + t, 2, = 0, donc comme Z est libre,
t; =0 pour i = 1,...,n. Ceci montre que f(%) est libre.

b) Supposons f surjective et soit # une famille génératrice de V. Soit w € W ; comme [ est surjective,
il existe v € V tel que f(v) = w. Comme % engendre V, il existe x1,...,2, € F et t1,...,t, € k tels que
v="=1121 + -+ tptp, ot w =ty f(x1) + - + tn f(xn). Ceci montre que f(F) engendre W.

¢) Supposons f bijective et soit # une base de V. Alors, d’aprés a) et b), f(£) est une famille libre et
génératrice de W, donc une base de W.






CHAPITRE 1

DUAL, OPERATIONS SUR LES COLONNES OU LES LIGNES,
DETERMINANTS, VALEURS ET VECTEURS PROPRES

Résumé : Soient V un k-espace vectoriel de dimension n et % une base de V. Dans ce chapitre,
on commence par introduire I'espace dual V* et la base duale B* de %, qui est formée des « fonctions
coordonnées » relativement a la base Z. Ensuite, on introduit les opérations élémentaires sur les colonnes
d’une matrice A € M,, »(k), ce qui est utile pour déterminer une base de Ker(A) et de Im(A). Puis on
revoit les opérations sur les lignes (vues en L1) et l'on fait le lien, d’une part, avec la théorie des systeémes
lindaires (vue en L1) et, d’autre part, avec les formes linéaires sur V, i.e. les éléments de V*, et 'on applique
ceci aux équations qui définissent un sous-espace E de V' (cf. §1.3).

On montre aussi comment les opérations sur les colonnes (ou bien les lignes) permettent de déterminer
si une matrice carrée A € M, (k) est inversible et de calculer, dans ce cas, son inverse.

Enfin, on rappelle la construction et les propriétés du déterminant, et plus généralement du polynome
caractéristique, d’'une matrice A € M, (k) ou d’'un endomorphisme u de V. On peut laisser de cdté la
démonstration, par contre il faut connaitre les propriétés du déterminant et du polynéme caractéristique
énoncées dans 1.4.1, 1.4.6 et 1.5.2, ainsi que les formules de développement par rapport a une ligne ou une
colonne. Bien entendu, la réduction des colonnes s’applique aussi au calcul du polynéme caractéristique et
des vecteurs propres, cf. la feuille d’exercices n°1.

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des
compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans des appendices a la fin du chapitre ;
ces passages n’interviendront pas dans les évaluations.

1.1. Formes linéaires, espace dual

Définition 1.1.1 (Espace dual). — Un cas particulier trés important d’espace £ (V, W) est le cas ou
W = k. Dans ce cas, une application k-linéaire V' — k s’appelle une forme linéaire sur V, et £ (V, k)
s’appelle l’espace dual de V et se note V*.

Supposons V' de dimension finie n et soit & = (eq, ..., e,) une base de V. On sait, d’apres 0.4.2, que se
donner une forme linéaire ¢ : V' — k équivaut & se donner ses valeurs ¢(e;) € ksur lese;. Pouri=1,...,n,
notons alors e} la forme linéaire sur V' définie par

ef(e;) =1 et ei(ej) =0 pour j #i.

Alors, pour tout n-uplet (¢1,...,t,) € k™, la forme linéaire t1e] + - - - + t, e vérifie :
n
(*) ijl,...,n, (tlei++tne;)(ej)zztl e:(ej) :tj'
=1 Y
=1 si 1=y
=0 sinon

Il en résulte que pour tout ¢ € V*, on a ¢ = ¢(e1)el +- - -+ p(ey)el, puisque ces deux applications linéaires
V' — k coincident sur la base Z. De plus, si 'on a une égalité ¢ = t1e] + --- + tpel, avec les t; € k, alors
d’apres (x) on a nécessairement ¢; = ¢(e;) pour tout j. Ceci montre que tout ¢ € V* s’écrit de facon unique
comme combinaison des formes linéaires e, ..., e, donc B* = (e}, ..., e) est une base de V*, appelée la

base duale de la base B = (eq,...,ey). En particulier, V* est de dimension n. On a donc démontré le :
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Théoréme 1.1.2 (Base duale). — Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n et B = (e1,...,€n)
une base de V. Pouri=1,...,n, on note e} la forme linéaire sur V définie par ef(e;) =1 et ef(e;) =0
*

pour j #i. Alors B* = (e,...,ek) est une base de V*, appelée la base duale de la base & ; en effet toute
forme linéaire ¢ € V* s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire des e}, i.e. on a :

¢ =tie] + - +itner, avec  t; = P(ej).
En particulier, V* est de dimension n.

De plus, e3,..., e sont les formes linéaires « coordonnées » par rapport a la base (ey, ..., e,), c.~a-d.,

rn

tout v € V' s’écrit de fagon unique v = x1€1 + -+ + Tnen, et Uon a el (v) = x; pour tout i.

1.1.3. Matrices colonnes et matrices lignes. — Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n et
# = (e1,...,e,) une base de V. Alors, tout vecteur v = x1ey + - - - + xpe, est représenté par le vecteur
colonne
1
v = S Mnyl(k)
Tn

D’autre part, toute forme linéaire ¢ € V* est un élément de Z(V, k) donc est représentée par une matrice
L € M ,(k), i.e. par une matrice ligne

L= (tl te tn) s ou tj = ¢(€j).
Alors on a ¢(v) = X0, d(xje;) = D5 i dle) = D0 wjty = tiwy + -+ 4ty e $(v) est donné
——
=t;
T
par le produit matriciel suivant : ¢(v) = L-v = (t1 tn) . |. Donc, pour des entiers p,r > 1
Tn
arbitraires, si 'on a p formes linéaires ¢1, ..., ¢, € V*, représentées par des matrices lignes (& n colonnes)
L= (t11 tln), N (tpl tpn) et r vecteurs
x11 Tir
v = . s N 5 Uy =
Tn1 Tnr
Ly
alors, notant [ : | I'élément de M, ,,(k) dont les lignes sont L1, ..., L, et (vy - --v,) I'élément de M, (k)
Ly
dont les colonnes sont vy, ..., v, on a I’'égalité suivante de matrices a p lignes et r colonnes :

é1(v1) - o1(vr) Ly
(%) : o= )
Pp(v1) -+ Bp(vr) Ly

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.1.4 (Matrice de passage pour les bases duales. Base « préduale »)
Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n, B une base de V, et B* la base duale de V*.

(1) Soient € une seconde base de V, €* la base duale, et P = Matg(€). Alors la matrice de passage
Matg- (€*) égale tP~1.

(2) Pour toute base A de V*, il existe une unique base 2 de V telle que 2* = A. On Uappellera la base
« préduale » de A.

Démonstration. Notons & = (e1,...,en), B* =
Notons @ = (g;;) la matrice de passage Matg- (€™),

Donc v} correspond a la matrice ligne

(e1,...,ek) et € = (v1,...,0p), € = (v],...,0}).
Le.pour j =1,...,n,onav; =qje] + -+ qnjey.

L] = (qua 7qnj) :tcja



L,
ol C; est la j-ieme colonne de ). Donc la matrice | : égale ‘Q. D’autre part, chaque v; est la j-iéme

Ly,
colonne de P = Matg(%). Donc, d’apres (x) on obtient :

Ly i) o vi(on)
QP = [(o o w) =] L=k

Ly, vp(v1) - v (on)

(la dernitre égalité découlant du fait que v} (v;) = 1si i = j et = 0 sinon). Ceci prouve que 'Q = P~}
i.e. @ =tP~L. L’assertion (1) est démontrée.

L’assertion (2) en découle. En effet, notons encore @) la matrice de passage Matg-(A). S'il existe une
base 2 de V telle que 2* = A alors, d’apres l'assertion (1), la matrice de passage P = Matg(9) vérifie
tPp=t = @, ie. P = 'Q 7. Donc 2 est déterminée (si elle existe) par la condition Matg(2) = ‘Q~1;
or cette condition définit bien une base de V : comme la matrice M = Q! est inversible, ses colonnes
v1,..., 0, forment une base & de V, telle que Matg(Z) = M. Ceci prouve l'assertion (2).

1.2. Opérations élémentaires sur les colonnes (ou les lignes)

1.2.1. Réductions des colonnes. — Revenons au calcul du rang d’une application linéaire k" — k™.
Soit A € M,, »(k), notons (e1,...,e,) la base canonique de k. On peut calculer le rang de A et, plus
précisément, une base de Im(A) et de Ker(A) de la fagon suivante.

Observons qu’échanger les colonnes C; et C; de A revient & permuter, avant d’appliquer A, les vecteurs
e; et e; de la base canonique de k", ce qui revient aussi a multiplier A a droite par la matrice P(4,j) de
Pautomorphisme de k™ qui échange e; et e;, et laisse fixe chaque e, pour £ # i, j. Par exemple, pour n =4

0 0 01
et (4,7) =(1,4) on a P(1,4) = 8 (1) 2 8
1 0 0 0

De méme, multiplier une colonne C; par un scalaire A; # 0 revient a remplacer le vecteur e; par Aje;,
c.-a-d., & multiplier A a droite par la matrice diagonale dont tous les termes diagonaux valent 1, sauf celui
d’indice j qui vaut A;. D’autre part, pour tout ¢t € k et i # j, ajouter tC; a C; revient a remplacer, avant
d’appliquer A, le vecteur e; par le vecteur e; + te;, et ceci revient encore & multiplier A a droite par la
matrice B;;(t) de I'automorphisme de k™ qui laisse fixe e, pour £ # j, et envoie e; sur e; + te;, c.-a-d.,

Bij (t) =1I,+ tEij.

Définition 1.2.2. — On appellera opérations élémentaires sur les colonnes les opérations précédentes :
échange de colonnes, multiplication d’une colonne par un scalaire # 0, ou ajout de tC; a C; avec j #
1. D’apres ce qui précede, on voit qu’effectuer ces opérations sur les colonnes revient a appliquer des
automorphismes sur 'espace de départ k™, donc ne change pas I'image de A, ni son rang.

On peut alors calculer Im(A) de la fagon suivante. Soit 41 U'indice de la premiere ligne non nulle. Alors
en permutant les colonnes, on peut supposer que a;, 1 # 0 puis, en multipliant la premiére colonne par a;, 711
on se ramene au cas ou a;,1 = 1. Ensuite, en soustrayant a;, ;C1 de Cj, on se rameéne au cas ol a;, j =0
pour j > 2. Soit alors iz le plus petit indice tel qu'’il existe j > 2 tel que a4,,; 7# 0; en procédant comme
plus haut, on se ramene au cas oll a;,2 = 1 et a;, ; = 0 pour j > 3. Soit alors i3 le plus petit indice tel
qu’il existe j > 3 tel que a;,,; # 0, en répétant le processus précédent, on obtient une matrice de la forme

suivante :



0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
az,1 0 0 0 0 0
: 0 0 0 0 0
Gy 1 1 0 0 0 0
* * 0 0 0 0
(f) A= « 0 0 0 0
Aiz1  Giz,2 1 0 0 0
* * * 0 0 0
Qi. 1 G2 Q5.3 0 0
* * * 0 0
* * * 0 0
c.-a~d., les colonnes d’indice > r sont nulles et, pour j = 1,...,r, les colonnes Cj’. vérifient
Cj=ei, + Y arjer,
1€>ij
avec i1 < ig < -+ < i,. Il en résulte que les vecteurs C],...,C. € k™ sont linéairement indépendants,

donc forment une base de Im(u) ; en particulier, 7 = rang(A).
Le procédé précédent s’appelle « réduction des colonnes », la matrice A’ ainsi obtenue vérifie
(1) A = AP

ou P est une matrice inversible correspondant aux opérations élémentaires sur les colonnes qu’on a effec-
tudes. On a vu que Im(A4’) = Im(A) ; d’autre part, le noyau de A’ est le sous-espace V' de k™ engendré par

les vecteurs e,41,. .., e, de la base canonique. Or, il résulte de (1) que
(2) Ker(A) = P(V) = Vect(Pry1,..., Pn),
ou Pry1,..., P, désignent les (n — r) derniéres colonnes de P. En effet, si v € V, alors 0 = A'v = APv

donc Pv € Ker(A). Réciproquement, comme P est inversible, on a A = A’P~! donc si x € Ker(A) alors
0=Ax = AP 1z, dot P~ 'z € Ker(A') =V, donc z € P(V).

L’égalité (2) permet de déterminer explicitement une base de Ker(A) de la facon suivante. Les opérations
sur les colonnes qu’on a faites correspondent a multiplier A & droite par certaines matrices inversibles d’un
type particulier, et P est le produit de ces matrices; alors la méme suite d’opérations sur les colonnes de
la matrice identité I,, conduit & la matrice P.

Donc, en pratique, on écrit en-dessous de A la matrice I,,, o n = nombre de colonnes de A = dimension
de l'espace de départ, et & chaque étape on fait les mémes opérations élémentaires sur les colonnes des
deux matrices, on obtient alors & la fin du processus la matrice A’ = AP ainsi que la matrice P = I,,P. (1)
Illustrons ceci dans le cas de 'exemple suivant :

1 2 3 4
A=[1 3 6 6
3 8 15 16
Ecrivons I, en-dessous de A et, notant C1,...,Cy les colonnes de A, faisons les opérations C; — C; — iCy
pour ¢ = 2,3,4 :
1 2 3 4 1 0 0 O 1 0 0 0
1 3 6 6 1 1 3 2 1 1 0 0
3 8 15 16| C2—C2-2C1 |3 2 6 4 3 2 0 0
T 0 0 0| Sz%3G, s -3 —4| £z 53 0
01 0 of @@ o 1 0o o @9 (o 1 -3 -2
0 0 1 O 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0o 0 0 1 0 0 0 1

(1)L0rsque m = n, c.-a-d., lorsqu’on considére des matrices carrées, on peut utiliser ce processus pour déterminer si A est
inversible et calculer son inverse; voir 1.2.8 plus bas.



Donc Im(A) et Ker(A) ont respectivement pour base les vecteurs

1 0 3 0
-3 —2
1] et 1 resp. et
3 2 1 0
0 1

En résumé, la «réduction des colonnes » d'une matrice A € M,, (k) fournit des bases de Im(A) et de
Ker(A). Mais, étant donné un vecteur Y = (y1,...,4m) de k™ (resp. X = (21,...,2,) de k™), il n’est pas
forcément immédiat de déterminer si Y € Im(A) (resp. si X € Ker(A)), et il est parfois plus commode de
disposer d’équations définissant Im(A) et Ker(A). On va voir que celles-ci sont obtenues par réduction des
lignes de A.

1.2.3. Remarque importante. — Dans I'exemple précédent, le premier pivot était en position (1,1),
puis le second en position (2,2). Bien sir, il n’en est pas toujours ainsi; en théorie on peut s’y ramener
par des échanges de colonnes, mais avec un peu de pratique on n’a pas besoin de faire ces échanges de
colonnes : il suffit de se ramener & une matrice A’ dont les colonnes soient échelonnées « & permutation
pres des colonnes »; alors les colonnes non nulles de A’ forment une base de Im(A), et dans la matrice du
dessous (obtenue & partir de I,), les colonnes en-dessous des colonnes nulles de A’ forment une base de
Ker(A). Hlustrons ceci dans le cas suivant :

3 2 4 1 0 0 0 1 0 0 0 1
6 3 6 1 3 1 2 1 0 1 0 1
15 8 16 3| Cs—C3-4Cs 6 2 4 3 0 2 0 3
1 0 0 o &2=220, Mg 0 o] 2292 705 0 0
01 0 ol 7P o 1 0 of T3 1 -2 0
0O 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 -3 -2 —4 1 3 -2 0 1
Donc Im(A) et Ker(A) ont respectivement pour base les vecteurs
0 1 1 0
-3 -2
1] et |1 resp. et
9 3 0 1
3 0
1.2.4. Réduction des lignes. — Soit toujours A € M, (k). On peut calculer le rang de A et, plus

précisément, des équations de Ker(A) et de Im(A) en faisant des opérations sur les lignes de A.
Observons que multiplier une ligne L; de A par un scalaire \; # 0 revient a multiplier A @ gauche par la

matrice diagonale inversible dont tous les termes diagonaux valent 1, sauf celui d’indice ¢ qui vaut \;. De

méme, pour tout ¢t € k et i # j, ajouter tL; a L; revient & multiplier A ¢ gauche par la matrice inversible

Bji(t) = Im +tEj;

(dont I'inverse est Bj;(—t)). Enfin, échanger les lignes L; et L; de A revient & multiplier A & gauche par
la matrice de 'automorphisme de k™ qui échange les vecteurs f; et f; de la base canonique (f1,..., fm),
et laisse fixe chaque f; pour £ # i, j (cette matrice est égale & son inverse).

Définition 1.2.5. — On appellera opérations élémentaires sur les lignes les opérations précédentes :
échange de lignes, multiplication d’une ligne par un scalaire # 0, ou ajout de tL; a L; avec j # i. D’apres
ce qui précede, on voit qu’effectuer ces opérations revient a appliquer des automorphismes sur l'espace
d’arrivée k™, donc ne change pas le noyau de A, ni son rang.

On peut alors calculer des équations de Ker(A) et Im(A) de la fagon suivante. Soit j; 'indice de la
premiere colonne non nulle. En permutant les lignes, on peut supposer que a1,j, # 0 puis, en multipliant
la premiere ligne par ai}l, on se ramene au cas oll a; ; = 1. Ensuite, en soustrayant a; ;, L1 de L; pour
tout 4 > 2, on se rameéne au cas ou a; ;, = 0 pour ¢ > 2. Soit alors jo le plus petit indice tel qu’il existe
i > 2 tel que a; j, # 0; en procédant comme plus haut, on se ramene au cas o az j, = 1 et a; 5, = 0 pour



1 > 3. En répétant ce processus, on obtient une matrice de la forme suivante :

0 1 =« al’j2 * ang e alij *
0 0 O 1 * az, js a2, j,. *
0 0 O 0 0 1 * ag,j,. *
| R
" o__

(1) AT = 0 0 O 0 0 0 0 1 * %
0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0 0 0

On a A" = QA, o Q € GL,, (k) est inversible, donc Ker(A) = Ker(A"), a fortiori rg(A4) =rg(4”) =r.
De plus, A” donne directement les équations de Ker(A”). En effet, considérant le systéme

T
A/l : — O
Tn
on voit qu’'on peut choisir arbitrairement z; pour ¢ & {j1,...,jr}, et que chaque z;, s’exprime en fonction
des x; pour ¢ > j.
D’autre part, Im(A”) est le sous-espace W de k™ engendré par les vecteurs f1, ..., f-; on en déduit que

Im(A) = Q~1(W). Mais il n’est pas nécessaire d’inverser la matrice ) pour avoir les équations de Im(A).
En effet, si ’on écrit cote a cote A et un vecteur colonne

hn
Y=1|:|€k™
Ym
et qu’on applique & A et Y les mémes opérations sur les lignes, on obtient le couple
(A" =QA|Y" = Q)
alors Y € Im(A) si et seulement si Y € Im(A”) et, puisque Im(A”) = Vect(f1,..., fr),onaY” € Im(A") si

et seulement si les (n—7) dernieres coordonnées y,’, 1, ..., ¥, de Y sont nulles. Donc Im(A) est déterminée
par les équations y,',y =0, ..., y; = 0.

Illustrons ceci sur le premier exemple considéré au paragraphe précédent, c.-a-d.,

1 2 3 4
A=11 3 6 6
3 8 15 16

Appliquons la réduction des lignes de A au couple :

1 2 3 4]y
1 3 6 6|y
3 8 15 16| ys

D’abord, Ly — Ly — Ly et Ly — L3 — 3L donnent :

1 2 3 4 Y1
0 1 3 2| y2—u1
0 2 6 4 y3—3y1
puis L3 — L3 — 2L5 donne :
1 2 3 4 Y1
013 2 Yo — Y1
0 0 0 0fys—3y1—2(y2—y1)=ys—y1— 212

On obtient ainsi que des équations de Ker(A) sont

T+ 2x9 +3x3 +4x4 =
To+3x3+2x4 = O



ces équations expriment x, puis x; en fonction de x3 et x4, qu’on peut choisir arbitrairement. En choisissant
x3 =1et x4 =0 (resp. x3 = 0 et x4 = 1), on obtient les vecteurs

3 0
— -2
u=14 resp. v=1
0 1

qui forment donc une base de Ker(A).
D’autre part, comme @ est inversible, les solutions de ’équation AX =Y sont les mémes que celles de
Iéquation QAX = QY, c.-a-d., A”X =Y. Or, le systéme

r1+ 229 +3xs+4rs = Y1
To+3r3+2x4 = Y2 —11
0 = ys—y1— 2y

admet des solutions si et seulement si

() Y3 = y1 + 2.
On voit donc ainsi que () est une équation de Im(A). Par exemple, prenant y; = 1 et yo = 0 (resp. y1 =0
et yo = 1), on obtient que les vecteurs

1 0
0 et 1
1 2
forment une base de Im(A).
1.2.6. Remarque importante. — Dans I'exemple précédent, le premier pivot était en position (1,1),

puis le second en position (2,2). Bien siir, il n’en est pas toujours ainsi; en théorie on peut s’y ramener
par des échanges de lignes, mais en pratique on n’a pas besoin de faire ces échanges de lignes : il suffit de
se ramener & une matrice A’ dont les lignes soient échelonnées « & permutation pres des lignes »; alors les
lignes non nulles de A’ donnent des équations de Ker(A), et les formes linéaires en face des lignes nulles
de A’ donnent des équations de Im(A). Tllustrons ceci dans le cas suivant :

3 15 8 16| w1 0 6 2 4|y —3ys
L1—>L1—3L3
1 6 3 6|y ———=>(0 3 1 2| y2—ys
1 3 2 4|yy) =7l N1 3 2 4] g
00 0 0| y1—2y2—ys3
Li—Li=2L [ 5 | o Vs — ys
1 3 2 4 s
Donc des équations de Ker(A) sont
3rat+x3+2x4 = 0
1+ 3xs +22x3+4x4 = 0
et une équation de Im(A) est y1 — 2ys — y3 = 0.
1.2.7. Lien avec les systémes linéaires. — Ce qui précede équivaut a la théorie des systeémes linéaires
1
vue en L1. En effet, notant X le vecteur colonne | : | € R”, on associe a la matrice A € My, »(k) le
LTn
systeme linéaire AX = 0, c.-a-d., les m équations
(L:) ain @1+ + Ay =0
données par les lignes Lq,...,L,, de A. Chaque L; peut aussi étre vue comme une forme linéaire sur
V =R", i.e. la forme linéaire qui & tout v = x1e1 + -+ - + zpe, (00 B = (e1,...,e,) est la base canonique

de R™) associe le scalaire L;(v) = a;121 + -+ + QinTn-

Soit s le rang de ce systéme, c.-a-d., le nombre maximum de lignes de A qui sont linéairement indé-
pendantes (donc s = rang(‘*A)). Le paragraphe précédent montre, en faisant des opérations élémentaires
sur les lignes de A, que ce systéme a les mémes solutions que le systeme échelonné A”X = 0, ou A” est
la matrice & lignes échelonnées obtenue en (1) plus haut : si j; < -+ < js désignent les colonnes ol se
trouvent les pivots sur les lignes 1,...,s de A”, on peut choisir arbitrairement z; pour i &€ {j1,...,js}, et



chaque z;, s’exprime en fonction des x; pour ¢ > j,. Donc 'espace des solutions de ce systéme, qui n’est
autre que Ker(A), est de dimension égale & n — s. On retrouve ainsi la théorie des systémes linéaires, vue
en L1. D’autre part, comme dim Ker(A4) = n — rg(A) d’apres le théoréme du rang, on obtient le corollaire
suivant (dont une autre démonstration a déja été donnée en 0.5.10) :

Corollaire 1.2.7.1. — Pour tout A € My, n(k), on a rg(*A) =rg(A).

Remarquons d’autre part que faire des opérations sur les lignes de A revient a faire des opérations sur
les colonnes de *A ...

Remarque 1.2.7.2. — Notons B = (e1,...,ey) (resp. € = (f1,..., fm)) la base canonique de V = R"
(resp. de W = R™) et B* = (ef,...,€r) (resp. € = (fy,...,f},)) la base duale de V* (resp. de W*).

Alors les formes linéaires Ly, ..., L, données par les lignes de A ont les deux interprétations suivantes.
Fixons un indice de ligne ¢ € {1,..., m}. Dune part, pour tout j € {1,...,n}, on a L;(e;) = a;; et donc

* *
L =anel + -+ aine,.

D’autre part, Li(e;) est la i-ieme coordonnée dans la base € du vecteur Aej, c.-a-d., L;(ej) = f(Aej) =
(ff o A)(e;). Comme les formes linéaires L; et f; o A coincident sur la base 4 = (e1,...,e,) de R, elles
sont égales, et 'on a donc

(*) Vi=1,...,m, fi*oAzLi:aﬂef—k---—i—ame;.

Si 'on note u 'application linéaire V = k™ — k™ = W définie par A, alors 'application W* — V* qui &
tout f € W* associe fou € V* est linéaire : on dit que c’est la transposée de u et on la note ‘u ; il résulte
de (%) ci-dessus que l'on a :

Mat@*7%* (tu) = tA

(les lecteurs intéressés pourront consulter 'appendice 1.6 & la fin de ce chapitre).

1.2.8. Calcul de l’inverse d’une matrice carrée. — Soit A € M, (k). On peut utiliser 1’algorithme
de réduction des colonnes pour déterminer si A est inversible et calculer son inverse, de la facon suivante.
Notons (e, ..., e,) la base canonique de k™.

Si la premiere ligne de A est nulle, alors évidemment A n’est pas inversible, car alors I'image de A est
contenue dans le sous-espace engendré par es, ..., e,. On peut donc supposer que la premiere ligne de A
est non nulle; alors la premiere étape de I'algorithme de réduction des colonnes nous fournit une matrice
Ay = APy dont la premiere ligne est :

(1 0 --.- 0)
Soit t € {2,...,n} et supposons qu’aprés t — 1 étapes on ait obtenu une matrice
A1 =AP1 - P
dont les ¢ — 1 premieres lignes sont de la forme
100 0 --- 0
* 1.0 0 -+ 0];
* x 1 0 --- 0

si la t-eme ligne a tous ses coefficients d’indice > ¢ nuls, alors Im(A) est contenue dans le sous-espace
engendré par les colonnes Ay, ..., A;_1 et par les vecteurs esy1, ..., e, de la base canonique, donc A n’est
pas inversible.

On obtient donc Dalternative suivante : ou bien au cours du processus on obtient une matrice de la
forme

Ay

EE R B
* X X | ¥ = O
* X X |= OO
* x OO O O
* ¥ OO O O




auquel cas A n’est pas inversible (d’aprés ce qui précede), ou bien on arrive & une matrice triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale :

1 0 0 0
* 1 0 0
A, =] =x * 1 0];
0
an1 Qap2 - An,n—1 1
alors soustrayant a,;C,, a la j-eme colonne, pour j =1,...,n — 1, on obtient une matrice
1 0 0 0
* 1 0 0
Apy1 = ApPry1 = * * 1 0]>
Gp—1,1 Qap-—-1,2 1 0
0 0 0 0 1
retranchant alors a,,—1,;C,—1 a la j-eme colonne, pour j = 1,...,n — 2, on obtient une matrice
1 0 0 0
* 1 0 0
An+2 = AnPn+1Pn+2 =1 % * 1 . 01>
o -~ 0 1 0
0 0 0 0 1

etc. En continuant ainsi, on arrive & une forme réduite A’ = AP qui égale la matrice identité I, ; alors,
d’apreés la proposition 0.5.2, on a P = A~!. De plus, comme indiqué dans le paragraphe 1.2.1, la matrice
P est obtenue en écrivant au début du processus la matrice I,, en-dessous de A, et en effectuant & chaque
étape les mémes opérations élémentaires sur les colonnes des deux matrices; on obtient ainsi a la fin du
processus, en haut la matrice réduite A’ = AP = I,,, et en bas la matrice I,P = P = A~

2 -1 1
Nlustrons ceci par un exemple : soit A= |1 0 3| € M3(Q);ona:
1 2 0
2 -1 1 1 0 0 1 0 O
1 0 3| ooy |1/2 1/2 5/2 12 1 0
1 2 0| CemCatci/2z [1/2 5/2 —1/2 Co—2Cs 1/2 5 —13
1 0 0| cs=cs—ci/2 |1/2 1/2 —1/2| cs—cs-50, | 1/2 1 -3
0 1 0 0 1 0 0 2 -5
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
C1—C14Cs /26 1/2 1 0 0 1 0
Cy—Ca+5C3/13 0 0 1 C1—C1—Cs/2 0 0 1
C3——C3/13 5/13 —2/13 3/13 6/13 —-2/13 3/13
-5/26 1/13  5/13 -3/13 1/13  5/13
1/26  5/13 —1/13 —2/13  5/13 —1/13

quelle suite d’opérations sur les colonnes de facon & obtenir des calculs les plus simples possibles. Ainsi,

@ Notons que, au lieu de la suite d’opérations sur les colonnes utilisée plus haut, on peut choisir n’importe
dans ’exemple considéré, il apparait plus avantageux de procéder comme suit :

2 -1 1 1 0 0 1 0 O
1 0 3 Oy 0O 1 3 0 1 O
1 2 0] com0i420, -2 5 2| C3-05-3C, -2 5 -13
1 0 0] cs—cs+Cs 0O 1 0 0O 1 -3
0 1 0 -1 2 1 -1 2 -5
0 0 1 0 0 1 0 0 1



1 0 0

C1—C1—2C3/13 0 1 0

Cy—C2+5C3/13 0 0 1
Cs——C3/13 6/13 -2/13 3/13
-3/13 1/13 5/13
-2/13 5/13 -1/13

Bien siir, on peut aussi procéder par réduction des lignes : partons de A € M,,(k), si la premiére colonne
de A est nulle, alors évidemment A n’est pas inversible. On peut donc supposer que la premiere colonne de
A est non nulle; alors la premiere étape de I'algorithme de réduction des lignes nous fournit une matrice
A; = Q1A dont la premiére colonne est :

0
Soit t € {2,...,n} et supposons qu’aprés t — 1 étapes on ait obtenu une matrice
A1 = Q1A

dont les ¢ — 1 premieéres colonnes sont de la forme

1 % *
0 1 =«
0 0 1 ;
o 0
0 0 O

si la t-ieme colonne a tous ses coefficients d’indice > t nuls, alors Im(A) est contenue dans le sous-espace
engendré par les vecteurs eq,...,e;—1 de la base canonique et par les colonnes Asy1,..., A,, donc A n’est
pas inversible.

On obtient donc l'alternative suivante : ou bien au cours du processus on obtient une matrice de la
forme

1 % *| % *
0 1 =x|=x* *
0 0 1]=x% *
Ar=(1700 0[]0 * =
oo 10 %
0 0 0|0 =% =

auquel cas A n’est pas inversible (d’aprés ce qui précede), ou bien on arrive & une matrice triangulaire
supérieure avec des 1 sur la diagonale :

s}
[t
*
Q
[~
3

Gn—1,n

0 0 0 O 1

alors soustrayant a;, L, a la i-ieme ligne, pour i = 1,...,n — 1, on obtient une matrice
1 % *x ajp-1 O
0 1 *  A2,n—-1 0
Apy1 =Qnt1dn =10 0 1 ; 01;
0 0 1 0
0 0 O 0 1



retranchant alors a; ,—1L,—1 & la i-ieme ligne, pour ¢ = 1,...,n — 2, on obtient une matrice

1 0 0

0 1 = 0 0
Apto = QnyaQuiid, = |0 0 10 01

0O .. 0 1 0

0O 0 0 0 1

etc. En continuant ainsi, on arrive & une forme réduite A’ = QA qui égale la matrice identité I, ; alors,
d’apres la proposition 0.5.2,ona QQ = A~!. De plus, la matrice @ s’obtient en écrivant au début du processus
les matrices A et I,, cote a cote, et en effectuant a chaque étape les mémes opérations élémentaires sur les
lignes des deux matrices ; on obtient ainsi & la fin du processus, d’un c6té la matrice réduite A’ = QA = I,,,
et de autre la matrice QI, = Q = A~1.

Illustrons ceci en reprenant ’exemple précédent :
-1 111 0 0\ Il 1 —1/2 1/2 ] 1/2 0 0

2
1 0 3|0 1 o) =l (g 12 52| -1/2 1 0
1 2 0|0 0 1) Bs7lsmt/2 \g 572 —1/2|-1/2 0 1

Lo—2Lo
L3 HL3 75L2

1 —-1/2 1/2|1/2 0 0
0 1 5 -1 2 0
0 0 13| 2 -5 1

51:51:5%//2163 1 —1/2 0| 15/26 —5/26 1/26
= o 1 0 -3/13 1/13 5/13
Lam=la/13 \o 0 1| -2/13 5/13 —1/13

10 6/13 —2/13 3/13
0 1 -3/13 1/13  5/13

0 0 1|-2/13 5/13 —1/13

Remarquons & nouveau que, au lieu de la suite d’opérations sur les lignes utilisée plus haut, on peut choisir
n’importe quelle suite d’opérations sur les lignes de facon & obtenir des calculs les plus simples possibles.
Ainsi, dans cet exemple, il apparait plus avantageux de procéder comme suit :

L1HL1+L2/2
- = 5

2 -1 1|1 0 0\ L=l 1 0 3]0 1 0
1 0 3]0 1 of 22221y 1 5|1 —2 o L2l
1 2 0|0 0 1) "7t \o 2 3]0 —1 1) PerhetEe
10 3|0 1 o0\ LobfBl/138 /1 0 0| 6/13 —2/13 3/13
L2—>L2+5L3/13
01 5 |—-1 2 o] 22222210 1 0|-3/13 1/13 5/13
00 —13| 2 —5 1) Le=7ka/13 \g o 1|-2/13 5/13 -1/13

Remarque 1.2.8.1. — Attention, dans cet algorithme pour calculer A~! il faut choisir de faire des opé-
rations sur les colonnes ou bien sur les lignes, mais il ne faut pas mélanger les deux!

En effet, si I’on fait a la fois des opérations sur les lignes et sur les colonnes de A, et qu’on fait les mémes
opérations sur la matrice I,,, on arrive au bout du processus a une paire de matrices :

(QAP = Ina QInP = QP),

alors la premiere égalité donne A = Q~'P~! d’ott A~! = P(Q, mais de Iautre c6té c’est QP que l'on a
calculé. ..

1.3. Codimension et équations d’un sous-espace

Définition 1.3.1 (Codimension). — Soient V un k-espace vectoriel de dimension n et E un sous-espace
vectoriel de V', on appelle codimension de E dans V et 'on note codimy (E) l'entier dim V' — dim E.

Soit #Z = (e1,...,ey) une base de V. Notons (x1,...,%,) les « fonctions coordonnées » par rapport a
A, i.e. tout v € V s’écrit de facon unique
v==x1(v)er + -+ zp(v)ey.

Si #* = (ef,...,e;,) est la base duale de V*, alors pour tout v € V on a ej(v) = z;(v), donc la fonction
zj : V. — k, v+ z;(v) n'est autre que la forme linéaire e}. Considérons maintenant des « équations

linéaires »
(L:) ;171 + 0+ ATy =0

pour i = 1,...,m et soit F le sous-espace de V défini par ces équations, i.e. E est I’ensemble des vecteurs
v=umx1e1 + -+ xye, dont les coordonnées (x1, ..., x,) vérifient les équations précédentes. Alors E est le



noyau de la matrice A € M,, (k) dont les lignes sont Ly, ..., Ly,, donc dimE =n — s ou s est le rang du
systeme, i.e. le nombre maximum d’équations linéairement indépendantes.

Comme dans le paragraphe 1.2.7, ces équations peuvent aussi étre vues comme des formes linéaires
sur V, i.e. chaque L; est la forme linéaire a;1e} + --- + aine) ; alors E est I'ensemble des v € V' tels que
L;(v) =0pouri=1,...,m. Quitte a renuméroter les L;, on peut supposer que L1, ..., Ls sont linéairement
indépendantes ; alors pour ¢ > s chaque L; est combinaison linéaire de L1, ..., Ls donc I'égalité L;(v) =0
est conséquence des égalités Ly(v) = 0 pour t = 1,...,s, et donc FE est le sous-espace de V' défini par les
équations L;(v) =0 pour t =1,...,s, et dim E = n — s. Pour résumer, on a obtenu la

Proposition 1.3.2. — Soit V un espace vectoriel de dimension n et soient Ly,..., L, € V*. Le sous-
espace E de V' défini par ces équations (i.e. E = {v € V | Ly(v) =0, YVt = 1,...,m}) est de dimension
n—s, ot s = dim Vect(L, ..., Ly, ). En particulier, lorsque L1, ..., Ly, sont linéairement indépendantes,
on ¢ dimFE =n—m.

Remarque 1.3.3. — Remarquons que F ne dépend que du sous-espace F' = Vect(Ly,...,L,,) de V*
engendré par les L;. En effet, d’une part, tout ¢ € F s’annule sur F (car ¢ est combinaison linéaire de
Ly,...,Ly,). D’autre part, si 'on pose

FC={veV|¢)=0, VocF}

on a B C F° d’apreés ce qui précede, et F° C {v eV | Ly(v) =0, Vi =1,...,m} = E, dou E = F°.
On appelle F° l'orthogonal de F dans V' ; alors la proposition précédente peut se récrire en disant que
dim F° =n—dimF.

Réciproquement, si ¥ est un sous-espace vectoriel de V' de dimension r, il peut étre défini par n — r
équations linéairement indépendantes. En effet, soit (eq, ..., e,) une base de F ; complétons-la en une base
B = (e1,...,e,) de V et soit B* = (e7,...,ek) la base duale de V*. Alors E est défini par les formes
linéaires ey ,..., ey, c.-a-d., par les équations z; = 0 pour ¢ = r + 1,...,n. De plus, une forme linéaire
¢ =tie] + -+ tpel s’annule sur F si et seulement si t; =0 =--- =t,, donc, si 'on définit ["orthogonal
E+ de E dans V* par :

Et = {p € V*|p(x) =0 pour tout z € E},

alors E+ égale Vect(eﬁﬂ, ..., e%) donc est de dimension n—r. Dong, si Ly, ..., L,, sont des formes linéaires

r n

qui définissent F, c.-a-d., telles que

E={veV|L(v)=0, Vi=1,...,m}

alors L1, ..., L, € E+, et d’apres la proposition précédente, on a :
n —dim Vect(Lq,...,Ly) =dimE =r
et donc dim Vect(L1, ..., L,,) =n —r = dim E+, donc (Ly,..., L,,) est une famille génératrice de E-+ et

I’on peut en extraire un systeme de n — r équations qui définissent E. Pour résumer, on a obtenu la

Proposition 1.3.4. — Soient V' un espace vectoriel de dimension n et E un sous-espace vectoriel de
dimension r. Alors E peut étre défini par n — r équations linéairement indépendantes; de plus de tout
systeme d’équations L1, ..., L, définissant E, on peut extraire n—r équations linéairement indépendantes

définissant E (en particulier, on a m >n —r).

Ezemples 1.3.5. — 1) Dans R?, la droite D engendrée par le vecteur (Z) # 0 est de codimension 2—1 = 1.
L’orthogonal D+ C (R2)* est engendré par la forme linéaire ¢ = be} — ael # 0, i.e. D est définie par
I’équation bx — ay = 0. Cette équation est unique a un scalaire pres, i.e. toute autre équation de D est de
la forme A(bx — ay) = 0, avec A € R*.

2) Dans R3, le plan P engendré par les vecteurs e; — ey et es — e3 est de codimension 3 — 2 = 1. Son
orthogonal P1 C (R3)* est engendré par la forme linéaire ¢ = e} + €3 + €5 # 0, i.e. P est défini par
I’équation = 4+ y + z = 0. Cette équation est unique a un scalaire pres, i.e. toute autre équation de P est
de la forme A(z +y + z) =0, avec A € R*.

3) Dans R?, la droite D engendrée par le vecteur ae; + bes — e3, avec (a,b) # (0,0), est de codimension
3 —1 = 2, donc son orthogonal D+ C (R?®)* est de dimension 2, il admet pour base, par exemple,
(e + ael, el + bey), i.e. D est définie par les équations z + az = 0 et y + bz = 0. Une autre base de D+
est, par exemple, (bej — aed, el + e + (a+b)el), donc D est aussi définie par les équations bz — ay = 0 et
x+y+(a+b)z=0.

Remarques 1.3.6. — Soient V' un espace vectoriel de dimension n et V* son dual.



(1) On voit facilement que pour tout sous-espace E de V (resp. F' de V*), on a E C (E+)° (resp.
F C (F°)%), et il résulte des deux propositions précédentes que dim(E+)° = n — dim E+ = dim E et
dim(F°)* =n — F° = dim F. On a donc les égalités : E = (E+)° et F = (F°)*.

(2) On a introduit temporairement la notation F° pour I'orthogonal de F' dans V', pour le distinguer a
priori de son orthogonal F'* dans le dual V** = (V*)* de V*. Mais en fait on a un isomorphisme canonique

V =V** ie. V estle dual de son dual (voir ’appendice 1.7), et les deux notions d’orthogonalité coincident,
donc pour un sous-espace F' de V* on peut aussi noter F'* son orthogonal dans V...

1.4. Déterminants

a b

Soit k un corps, on rappelle que le déterminant d’une matrice A = d

) € My (k) est dét(A) = ad—be;

on sait que A est inversible si et seulement si dét(A) # 0. En effet, on a

a b d b ad — bc 0 , )
(c d) <—c a) :< 0 ad—bc)zdet(A)'IQ’
1 _
Bt (A) <_dc ab> est 'inverse de A.
Réciproquement, supposons A inversible, alors le systeme
ax+by = 0
cx+dy = 0

ceci montre que si dét(A) # 0, alors

(5)

a (0,0) comme unique solution. En particulier, a, b ne sont pas simultanément nuls. Si a # 0 (resp. si b # 0),
S) est équivalent au systéme obtenu en remplagant la ligne Lo par aLo — ¢Lq (resp. par bLs — dLq) :

ar+by = 0 ar+by = 0
resp.
(ad—bc)y = 0 (bc —ad)x = 0
on en déduit que ad — be = 0 (sinon, P'espace des solutions serait la droite d’équation ax + by = 0).
D’autre part, soit X une indéterminée ; on définit le « polynéme caractéristique » de A comme

Pa(X)=X?—(a+d)X + (ad — bc)
c.-a-d., c’est le « déterminant » de la matrice (a _CX d— X) a coefficients dans ’anneau de polynomes

k[X]. Ceci conduit & définir, pour tout anneau commutatif R le déterminant d’une matrice A = <Z > €

d
M3(R) comme dét(A) = ad — be. Notons que le déterminant 2 x 2 ainsi défini vérifie les trois propriétés
suivantes :

(1) C’est une fonction R-linéaire de chacune des colonnes <OCL> et (Z) de la matrice A, c.-a-d., pour

tous t,a,b,c,d, € R, on a :

, (ta+ad b .. {a b .. [a b
det(tc_’_c, d):(ta+a’)d—b(tc+c’)=t(ad—bc)+a’d—bc’=tdet(C d)—l—det(C, d)

et

. (a th+V L fa b L fa ¥
det(c td+d,):a(td—|—d/)—(tb—|—b’)c:t(ad—bc)+ad'—b’c:tdet(C d)+det(c d')

(2) Lorsque les deux colonnes sont égales, on a dét(A) = 0.

(3) dét(Iy) = 1.

On va voir que ces conditions s’étendent de fagon naturelle pour les matrices n x n, c.-a-d., on a le
théoréme suivant, ot k désigne un anneau commutatif arbitraire. (Dans la suite, on s’intéressera uniquement
au cas ou k est un corps ou un anneau de polynémes sur un corps, mais ¢a ne coute pas plus cher de le
faire pour un anneau commutatif arbitraire, par exemple Z, ou Z/nZ, ou Z[X], etc.)

Théoréme 1.4.1 (Existence et propriétés du déterminant). — Soit k un anneau commutatif et soit
n € N*.
@ (a) Il existe une unique fonction dét : M, (k) — k vérifiant les trois propriétés suivantes :



(1) C’est une fonction k-linéaire de chacune des colonnes Ay, ..., A, de la matrice A, c.-a-d., pour tout
i=1,...,n, si A; € M, 1(k) est une autre matrice colonne a coefficients dans k et sit € k, on a :

dét(Ay, ... tA; + Al .. Ay) =tdét(Aq, ... A Ay) +dét(Ag, .., AL LA,
(2) St deux colonnes sont égales, i.e. s’il existe i # j tels que A; = A;, alors dét(A) = 0.
(3) dét(1,) = 1.
Plus précisément, pour toute fonction D : M, (k) — k vérifiant les propriétés (1) et (2), on a D =
D(I,) - dét.
(b) Pour tout A, B € M, (k) on a

(*) | dét(BA) = dét(B) - dét(4) |

(%) | dét('4) = dét(A). |

(c) Enfin, il existe une matrice A (appelée la matrice des cofacteurs de A) telle que

() A-tA=dét(A), ="A- A.

Par conséquent A est inversible si et seulement si dét(A) est un élément inversible de k ; dans ce cas, on
aldét(A) = dét(A) ]

Démonstration. — On va montrer d’abord que si une fonction D : M, (k) — k vérifie les les propriétés (1)
et (2), elle est entierement déterminée par le scalaire D(I,,). Ceci prouvera I'unicité, et permettra ensuite
de construire par récurrence une fonction dét : M, (k) — k vérifiant toutes les propriétés ci-dessus.

Soit donc D : M,, (k) — k vérifiant les propriétés (1) et (2). Notons d’abord que ces conditions entrainent
les conditions (2') et (27) qui suivent.

a) Pour i # j dans {1,...,n}, D ne change pas si I'on ajoute & la colonne A; un multiple tA; de la
colonne A;, c.-a-d., on a :
(2/) D(Al,...,Ai,...,Aj —l—tAi,...,An) :D(Al,...,Ai,...,Aj,...,An).

Par conséquent, si une colonne, disons A;, est combinaison k-linéaire des autres colonnes, c.-a-d., §’il existe
des t; € k, pour i # j, tels que A; = -, t;A; alors D(A) = 0. En effet, d’apres (1), D(A) est la somme
pour i # j des termes
D(Al,...,Ai,...,tiAi,...,An)
(o1 t; A; est & la j-eme place), et d’apres (2') chacun de ces termes est nul, d’out D(A) = 0.
b) Si 'on échange les colonnes i et j, la valeur de D est multipliée par —1, c.-a-d.,

(27) D(Al,...,Aj,...,Ai,...,An):—D(Al,...,Ai,...,AJ‘,...,An)

En effet, si 'on place A; + A; dans les colonnes ¢ et j, alors les conditions (2) et (1) entrainent que

0=D(..,Ai+A4,,...,Ai+A;,...)=D(..,A,...,A,...)+D(..,A;,...,Aj,...)
+D(..., A, Ay, )+ DA, AL L)
or dans le dernier membre les deux premiers termes sont nuls, par (2) a nouveau, d’ott
D(...,A;. .. JA;,...)==—D(..,A; ... A,...),

ce qui prouve (27).

Unicité. Montrons maintenant que les conditions (1) et (2) permettent de calculer D en fonction du
scalaire A = D(I,,). On procede par récurrence sur n. Si n = 1, alors My (k) = {(a) | a € k} et I; = (1),
donc toute application linéaire D : M;(k) — k est de la forme (a) — Aa, ou A = D(I;). Soit donc n > 2
et supposons avoir établi qu’il existe une application

dét,—1: My_1(k) — k
vérifiant les conditions (1), (2), (3), et que pour toute application ¢ : M,,_1(k) — k vérifiant les conditions
(1) et (2),0n a

Y =1(In—1) - détn_1

(ceci implique, en particulier, que dét,_; est uniquement déterminé).



Soit A = (a;;) un élément arbitraire de M, (k). Considérons les matrices colonnes suivantes :

1 0 0
0 1 0
e = |0 = |0 e =0
0 0 1

alors la premiére colonne A; de A s’écrit A; = aj1e1 + -+ + ap1e, done, d’apres (1), on a :

() D(4) = Z ain D(A'(i,1)),

ou 'on désigne par A’(i,1) la matrice dont les colonnes sont e;, As, ..., Ay, i.e.
0 a2 -+ ain
! .
A, 1) =1 a2 - ain
0 an2 e Qnn
Soit alors A”(i,1) la matrice dont les colonnes sont : e;, Ay — a;0€;, ..., Ay — aine;, c-a-d.,
0 a2 -+ amn
0 ai—12 - Gi-1n
A", 1) = |1 0 0
0 ajt12 - Qitin
0 an2 e Ann

On a D(A"(i,1)) = D(A’(i,1)) d’apres (2'), et donc (1) devient :

(") D(4) = Zan D(A"(i,1)).

Pour i = 1,...,n, notons ¢; la fonction M,,_1(k) — k qui & tout B € M,,_1(k) associe D(B(i,1)), ou
B(i,1) désigne la matrice :

0 buu - bip-1
0 bi—11 bi—1n—1
1 0 0

bi 1 bin—1
0 brn-1,1 -+ bp—in—1

Alors, ¢; vérifie les conditions (1) et (2). De plus, on a

o1 0O -~ 0 --- 0
© 0 R :
o 0 0 1 0 0
I,—1(,1)=11 0 0 O 0
0 0 0 1 0
Lo . : 0 R
oo --- 0 0 --- 1

et cette matrice est déduite de la matrice identité I,, en faisant glisser la i-eme colonne & la premiere place,
c.-a-d., en faisant i — 1 échanges de colonnes, d’ou

$i(In-1) = D(In—1(i,1)) = (1) 'D(I,,) = (~1)"*' D(1,,)



donc, d’apres 'hypothese de récurrence, on obtient :
(1:) ¢ = D(I,)(=1)"+ dét,,_ .

Notons A(i,1) = A— L; — C; ’élément de M,,_;1(k) obtenu & partir de A en supprimant la i-¢me ligne et
la premiere colonne, alors d’apres (f;) on a

D(A"(i,1)) = D(I,,)(—=1)""* dét,,_1(A— L; — C1)
et donc (") donne :
(1) D(A) = D(I,,) f:(—l)i“aﬂ dét,_1(A— L; — C1).

1=

[

Donc, si D vérifie (1) et (2), elle est déterminé par le scalaire D(I,,) € k, d’aprés la formule (x!) ci-dessus.
De plus, soit j un indice de colonne arbitraire, faisant glisser la colonne A; a la premiere place, on
obtient
D(A) = (1Y 'D(Aj, Ay, ..., Aj1, Ajia, . Ay,

puis appliquant (x') & la matrice (A4;, A1,..., Aj—1,Ajt1,..., Ay), on obtient :

n
(+) D(A) = D(I,) Y (=1)"a;; déty_1(A— L; — Cy),

i=1
ce qui montre que si D vérifie (1) et (2), alors elle vérifie les égalités (/) pour tout j =1,...,n.
Remarques 1.4.2. — 1) Pour ceux qui ont déja rencontré les déterminants, on reconnait dans (x/) le

développement d’un déterminant selon la j-éme colonne.

2) En répétant le calcul précédent pour dét,,_1, puis dét,_s, etc., on obtiendrait que si D vérifie (1) et
(2), elle est nécessairement donnée par une certaine formule

D(A) = D(In) Z E(J) A1o(1) """ Ano(n) >
og€Sn

ol S,, désigne le groupe des permutations (c.-a-d., bijections) de l'ensemble {1,...,n}, et ol £(o) est
un signe +1, explicitement déterminé en fonction de o. On pourrait alors montrer [’existence de dét,, en
montrant que la fonction
A Z 5(0') A1(1) """ Ano(n)
oSy
vérifie (1), (2) et (3). Toutefois, il est plus simple de montrer U'existence de dét,, comme suit.

Existence. Fixons un indice de ligne ¢ arbitraire, et pour 7 = 1,...,n notons
Aij(A) = détp,—1(A— Ly — Cj),

ou A— L; — C; désigne I'élément de M,,_1(k) obtenu & partir de A en supprimant la i-éme ligne et la j-éme
colonne. Considérons la fonction D; : M, (k) — k définie par
n
(*i) Di(A) =Y (=1 ay; Ay (A),
j=1
et montrons que D; vérifie les conditions (1), (2) et (3).

Fixons un indice de colonne £. Alors les fonctions A — a; et A — A;; pour j # £ sont des fonctions
linéaires de Cy, tandis que les fonctions A — Ay et A — a;; pour j # £ ne dépendent pas de Cy, donc la
somme dans (*;) est bien une fonction linéaire de chaque colonne Cp, i.e. (1) est vérifée.

Lorsque A = I, la matrice I, — L; — C; a sa i-éme colonne nulle si j # 4, et égale I,,_; si j = ¢, donc
la somme dans (x;) égale dét,,_1(I,—1) =1, donc (3) est vérifiée.

Enfin, supposons qu'’il existe p < g tels que les colonnes C, et C; de A soient égales. Alors, d’une part
on a A;(A) =0 pour j # p, q. D’autre part, les matrices A— L; — C, et A— L; — C; se déduisent 'une de
l’autre par ¢ — 1 — p échanges de colonnes, car la colonne C' = C}, = Cj est a la place p dans A — L; — C,
et a la place ¢ — 1 dans A — L; — C}. Donc

Aip(A) = (1) 17PA,(A) e Ajg(A) = (—1)PH1710(A).
Posant o = a;p = a,q, I'égalité (x;) donne alors :

Di(A) = aAip(A) (1) + (=1)FrHH7) = (~1)"Pa Ay (4) (1 - 1) =0,



donc (2) est vérifiée. Compte-tenu de ce qui précede, ceci prouve que dét,(A) = D;(A) ne dépend pas de
iet est l’unique application M, (k) — k vérifiant (1), (2) et (3); de plus toute application D : M, (k) — k
vérifiant (1) et (2) égale D(I,,) - dét,.

On a donc démontré le point (a) du théoreme 1.4.1, et 'on a obtenu au passage les formules de déve-
loppement suivant une ligne (x;) ou suivant une colonne (x7).

Prouvons le point (b). Fixons B € M, (k). Alors, pour tout A € M, (k), les colonnes de la matrice BA
sont BAy,...,BA,, ou Ay,..., A, désignent les colonnes de A (cf. 0.4.6). Par conséquent, comme chaque
application A; — BA; est linéaire, 'application

¢p: A dét(BA) = dét(BA;,...,BA,)
vérifie (1) et (2), donc est égale & ¢p(I,) - dét; comme ¢5(I,) = dét(B) on obtient
(%) dét(BA) = dét(B) - dét(A).

Montrons que dét(*A) = dét(A), en procédant par récurrence sur n. Il n’y a rien & montrer si n = 1,
donc on peut supposer n > 2 et le résultat établi pour n — 1. Soient A € M, (k). D’apres (%1) appliqué a

tA ona
n

det Z J+1 1; Alj(tA)~

j=1
Ol", (tA)lj = a;1 et
(1 4) = déty 1 (PA = La(*4) = C5(1A) ) = détoy (“(A - C1(4) - L;(4)) )
= détn_1 (A — C1(A) - Lj(A)) = Aji(A)
(Pavant-derniére égalité d’apres ’hypothese de récurrence). On obtient donc
dét(*A) = > (1) aj Aji(A) = dét(A),
j=1
la seconde égalité étant (x'). On a donc prouvé le point (b) du théoréme 1.4.1.

Définition 1.4.3 (Matrice des cofacteurs). — Pour i,j € {1,...,n}, (—1)""7A;;(A) est appelé le
cofacteur de A d’indice (7,7). On appelle matrice des cofacteurs de A la matrice A dont le coefficient
d’indice (Z,]) est Aij = (—1)i+inj (A)

Démontrons maintenant le point (c) du théoréme 1.4.1. Pour tout ¢,¢ € {1,...,n},on a:
n
(A'A)y = Z aij ("A)je =Y (1) ai; Ay (A)
J=1

et on reconnait la le développement suivant la ligne ¢ de la matrice B(¢,i) déduite de A en remplacant
la ligne d’indice ¢ par celle d’indice i. Donc (A*A);e = 0 si £ # i (car B({,1i) a alors deux lignes égales), et
(AtA);; = dét(A) si £ = i. Ceci montre que

ATA = dét(A) - I,.

De méme,
n

(FAA) = (1) Ai(A) aze
j=1
et on reconnait 1a le développement suivant la colonne ¢ de la matrice B’(i, £) déduite de A en remplagant
la colonne d’indice ¢ par celle d’indice £. Donc, & nouveau, (*A A);p = 0 si £ # i, et = dét(A) si £ =i, d’on
PAA=dét(A) - I,
On a ainsi montré les égalités (xxx) de 1.4.1; de plus, ceci montre que si dét(A) est inversible dans k
(i.e. ’il existe a € k tel que a-dét(A) = 1), alors dét(A) =1t A est l'inverse de A. Réciproquement, si A est

inversible, 'égalité AA™! = I, et la multiplicativité du déterminant (x) entrainent dét(A)dét(A~1) =1,
donc dét(A) est inversible dans k, son inverse étant

dét(A™1) = dét(A)~!

Ceci acheve la preuve du théoreme 1.4.1. O



Corollaire 1.4.4. — Soient k un anneau commutatif, A, P € M, (k) avec P inversible, alors

| dét(P~1AP) = dét(P~1) dét(A) dét(P) = dét(A). |

Remarque 1.4.5 (Forme explicite du déterminant). — Soit S, le groupe des permutations (c.-a-d.,
bijections) de {1,...,n}. En procédant par récurrence sur n, on déduit de la formule de développement
suivant une ligne (ou bien une colonne) que, pour toute matrice A = (a;j)1<i,j<n on a une formule explicite :

dét(A) = Z £(0) @1o(1) "+ Ano(n) 5 ou e(o)=+1
gESy,

c.-a-d., c’est la somme, avec certains signes + ou —, de tous les produits de n coefficients de A, en ne
prenant dans chaque produit qu’un seul coefficient par ligne et par colonne; de plus le terme « diagonal »
(11022 - * * Any (qui correspond & o = id) est précédé du signe « + ». (On verra plus loin comment calculer
explicitement le signe (o) ; par exemple si n = 3 on a dét(A) = arraseass + ai2ae3as1 + aizaseas —
12021033 — 13022031 — 011023032.)

Proposition 1.4.6 (Déterminant de matrices triangulaires). — 1) Si A est une matrice triangu-
laire de termes diagonaux A1, ..., Ay, alors

d6t(A) = A1 - A

2) Plus généralement, si A est une matrice triangulaire par blocs, c.-da-d., de la forme

Ay o= |- ] *
0 .. *
0 0 | A,

(ou les * désignent des coefficients arbitraires), alors

d6t(A) = dét(A) - - dét(A,).

Démonstration. — 1) Supposons que A soit une matrice triangulaire supérieure :
Aox e %
A
a=|0 ®
0o . T %
0 0 X\

alors en développant par rapport a la premiere colonne, on obtient que
Ay ok *
dét(A) =M dét [ o . 4 |;
0 0 X,
le résultat en découle, en répétant 'opération ou en procédant par récurrence sur n.
2) En procédant par récurrence sur n, il suffit de montrer que si
B
=0 5)
ou B (resp. D) est une matrice carrée de taille p (resp. q), C est une matrice a p lignes et g colonnes, et 0
désigne la matrice nulle a ¢ lignes et p colonnes, alors

dét(A) = dét(B) - dét(D).

Fixons C, D et considérons lapplication ¢ qui & une matrice B’ € M, (k) associe
B C
N oz
qS(B)—det(O D>'
Alors on voit aussitot que ¢ vérifie les propriétés (1) et (2), donc d’apres le théoreme 1.4.1, on a

¢(B') = ¢(I,) - dét(B’) = dét (Ié’ g) - dét(B’);



de plus, en développant suivant la premiére colonne, puis suivant la seconde, etc. jusqu’a la p-eme colonne,

on obtient que
dét (Ip C) =dét D,

0 D
d’ou finalement dét(A) = ¢(B) = dét(B) - dét(D). O
Remarque 1.4.6.1. — Attention! Si on décompose une matrice M sous la forme
A B
v=(& b)

ou A, B,C, D sont toutes des matrices carrées (nécessairement de méme taille p, de sorte que M est de
taille 2p), il n’est pas vrai en général que dét(M) égale dét(A) dét(D) — dét(B) dét(C). Par exemple si

alors dét(A) = 0 = dét(B) = dét(C) = dét(D) mais dét(M) = —1.

1.4.7. Cas d’un corps. — Supposons dans ce paragraphe que ’anneau de base k soit un corps. Alors,
en plus des propriétés (1), (2) et (2'), (27) de 1.4.1, le déterminant vérifie la propriété suivante :
(2" Si les colonnes Ay, ..., A, sont liées, alors dét(Ay,...,A,) =0.

En effet, si les colonnes Ay, ..., A, sont liées, il existe ¢1,...,%, € k non tous nuls tels que t1 41 +---+

tnAn = 0. Soit j tel que t; # 0, alors

Ay == tit7 A,
1#]
Donc, d’apres (1), dét(A) est la somme pour ¢ # j des termes

—1 ,
—titj det(...,Ai,...,Ai,...)

(ot A; apparait aux places i et j), et d’aprés (2) chacun de ces termes est nul, d’ott dét(A) = 0. Ceci
prouve (2").

D’autre part, et c’est le plus important, pour calculer pratiquement un déterminant, on ne procede pas
véritablement en développant suivant les lignes ou les colonnes (ce qui serait trop fastidieux, et couteux
en temps de calcul), mais on essaie de faire des opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes, pour
rendre la matrice triangulaire.

C’est-a-dire, soit A = (a;;) un élément arbitraire de M, (k). Si la premiere ligne de A est nulle, alors
dét(A) = 0 (en développant suivant la premiere ligne, ou bien en utilisant dét(A) = dét(*A4)), et il n’y a
rien & calculer. Supposons donc qu'il existe au moins une colonne Cj telle que a1; # 0. Faisons glisser la
colonne C; au-dessus de C1,...,C;_1 pour 'amener a la premiére place; ceci introduit le signe (—1)7—1,
puis mettons a;; en facteur, ceci donne :

dét(A) = (—1)j71a1j dét(al_jlcj, Ci,..., ijl, Cj+1, ce ,Cn)

Soustrayons alors awafjl C; de Cy, pour £ # j, pour annuler les coefficients de la premiere ligne autres que
le premier ; ceci ne change pas la valeur du déterminant et I’on obtient donc que

(1) dét(A) = (~1)"ay, dét (}, 2,) = (~1) "y dén(A)

ot A’ est la matrice carrée de taille n — 1 formée des lignes d’indice 2 & n des vecteurs Cp — awafjl Cj, pour
e {1,...,n} —{j} (ces vecteurs ont tous leur premiere ligne nulle). On répete ensuite 'opération pour
A’ ete. Illustrons ceci par un :

Exzemple 1.4.7.1. — Calculons le déterminant suivant (ot n € Z) :
2 3 4 5
D— 7 6 9 8

10 11 12 13
14 15 16 n



Mettant a1; = 2 en facteur dans la premiere colonne et remplagant Co, C3 et Cy par Co —(3/2)Cq, C5—2C4
et Cy — (5/2)C1 on obtient :

10 0 0
72 —9/2 -5 —19j2| |72 5 1972

D=2 _o| 4 -8 —12
R 6 12 n-35
7 -6 12 n-35

puis remplacant chaque colonne par son opposé (ce qui introduit un signe (—1)3), mettant 4 en facteur
dans la 2eme ligne, puis échangeant Ly et Lo (ce qui introduit un signe —1), on obtient :

1 2 3 1 2 3
D=2-4-(-1)*9/2 5 19/2|=8[9/2 5 19/2
6 12 35—-n 6 12 35-—n
puis remplacant Cy et C3 par Cy — 2C7 et Cy — 3C7 on obtient :
1 0 0 4 4

D=8|9/2 —4 —4 :8‘0 17| =32(n = 17).

6 0 17—n

1.5. Endomorphismes : déterminant, trace, valeurs propres, etc.

Soit V' un espace vectoriel de dimension n. En raison de son importance, répétons encore ici le théoréeme
de changement de base pour un endomorphisme u de V' (étant entendu qu’on exprime la matrice de u dans
une méme base au départ et & larrivée) (cf. 0.5.13) :

Théoréme 1.5.1 (Changement de base pour un endomorphisme)
Soit A la matrice d’'un endomorphisme u de V relativement a une base B de V. Si %' est une seconde
base, et si P est la matrice de passage de B a HB', alors la matrice de u dans la base B’ est :

Mat g (u) = P~TAP.
Ceci permet de définir le déterminant et le polynéme caractéristique de u comme suit.

Théoréme et définition 1.5.2 (Déterminant, polynéme caractéristique et trace d’un endo-
morphisme)

Soit u € Endg (V) et soit A sa matrice dans une base # de V. On définit le déterminant et le polyndome
caractéristique de u par :

dét(u) = dét(A), P,(X) =dét(A— X1,) € k[ X];
ceci ne dépend pas du choiz de la base . De plus, P,,(X) est de degré n = dimy (V') et est de la forme
Pu(X)=(—D"X" + (=1)" ' Tr(u) X" 4 - + dét(u).

Le coefficient Tr(u) s’appelle la trace de u, il est égal a la somme des coefficients diagonaux a;; de A (et
ceci ne dépend pas de la base choisie).

Démonstration. — En effet, soient %’ une autre base, P la matrice de passage, et A’ la matrice de u dans
la base %’. Alors on a A’ = P~'AP et donc aussi

A —XI, =P YA-XI,)P

(égalité dans 'anneau M, (k[X]) des matrices & coefficients dans k[X]). Donc, d’aprés la multiplicativité
du déterminant (cf. 1.4.4), on a

dét(A") = dét(A), dét(A" — X1,,) = dét(A — X 1I,)

ce qui prouve que dét(u) et P,(X) sont bien définis. De plus, notons b;; les coefficients de la matrice
A— X1y, ie by =a; sii#jet by =a; — X. D’apres la formule 1.4.5, on a

PU(X) = Z E(U) bla(l) T bna(n)
ocES,

c.-a-d., c’est la somme, avec certains signes + ou —, de tous les produits de n coefficients de B = A— X1,
en ne prenant dans chaque produit qu’un seul coefficient dans chaque ligne et chaque colonne, et de plus
on a g(id) = 1, i.e. le terme by1bas - - - by, apparait avec le signe +.

Donc, le terme de degré maximal en X est (—X)", qui s’obtient en développant le produit des termes
diagonaux :

bi1baz -+ bpn = (@11 — X) -+ (ann — X).



Pour avoir un terme en X"~ !, il faut prendre n — 1 fois (—X) sur la diagonale, mais alors, comme chaque
produit de n coefficients n’a qu'un seul coefficient par ligne et par colonne, le dernier terme du produit est
le coefficient diagonal restant, dans lequel on prend le terme a;;. Ceci montre que le coefficient de (—X )71
est

a1l + -+ ann,
qu’on appelle la trace de A. Comme P,(X) ne dépend pas de la base choisie, ce coeflicient n’en dépend
pas non plus; on lappelle la trace de u et on le note Tr(u). O

Remarque 1.5.3. — On peut aussi montrer directement (cf. Feuille d’exercices n°1) que, pour tout
A, B € M,(k), on a Tr(AB) = Tr(BA), d’ott Tr(P~1AP) = Tr(APP~!) = Tr(A).

D’apres le théoreme 1.4.1, on peut alors compléter la proposition 0.3.3 comme suit :

Proposition 1.5.4. — Soit v € Endi (V) (dimg (V) =n). Les conditions suivante sont équivalentes :

(i) u est injectif;

(il) u est surjectif;

(iii) u est bijectif;

(iv) dét(u) # 0.
Définition 1.5.5 (Valeurs, vecteurs et sous-espaces propres). — 1) Soit u € Endg (V). On dit que
A € k est une valeur propre de u si Ker(u— Aidy ) # 0 (i.e. 8’il existe v € V — {0} tel que u(v) = Av). Dans

ce cas, V) = Ker(u — Aidy ) est appelé ’espace propre associé & A, et tout vecteur v € V) — {0} est appelé
un vecteur propre de u, associé a la valeur propre A.

2) Pour A € M,(k), on définit ses valeurs, vecteurs et sous-espaces propres comme étant ceux de
lendomorphisme u de k™ défini par A, c.-a-d., A est valeur propre de A si et seulement si V), = Ker(A—AI,,)
est non nul.

Proposition 1.5.6. — Soient u € Endg (V) et X € k, alors \ est une valeur propre de u < P,(\) = 0.

Démonstration. — D’apres la proposition 1.5.4, A est valeur propre de u si et seulement si dét(u—Aidy ) =
0. D’autre part, d’apres la formule explicite exprimant le déterminant d’une matrice A en fonction des
coefficients a;; de A (cf. Remarque 1.4.5), on voit que :

dét(u — Aidy) = Py(\)
c.-a-d., calculer le polyndéme P,(X) = dét(A — XI,,), ot A = Matg(u), puis I'évaluer en X = X «est la
méme chose » que de calculer dét(A — AI,,). Ceci démontre la proposition. O

Signalons aussi le lemme utile suivant :

Lemme 1.5.7. — Soient u € Endi(V) et v € V un vecteur propre pour une valeur propre \ € k. Alors,
pour tout Q € k[X] on a Q(u)(v) = Q(A) v.

Démonstration. — En effet, on a u(v) = \v, donc u?(v) = u(u(v)) = u(Av) = Mu(v) = A\%v, et 'on montre
par récurrence sur n que u"(v) = A"v pour tout n € N. Alors, pour tout polynéme Q = ag + a1 X + -+
adXd, ona:

Q(w)(v) = (apidy +arju+- - -+aqu?)(v) = agv+ayu(v)+- - -+ aqui(v) = agv+a dv+- - -+agrv = Q(\) v.
O

1.6. Appendice (}) : Transposée d’une application linéaire

Soit A = (ai;) € Mpmn(k) et soit u 'endomorphisme k™ — k™ associé a A. Notant B = (e1,...,en)
(resp. € = (f1,- .-, fm)) la base canonique de k™ (resp. k™) et B* = (e7,...,e’) (vesp. €* = (f1,..., [1))

la base duale, u est défini par u(e;) = > ,_; ai; fi pour j =1,...,n, donc aussi par :
fi*(u(ej))zaij Vj=1,...,n, W:l,...,m.
Donc, pour ¢ =1,...,m, la forme linéaire f* ow : k"™ — k s’écrit :

(T) fz* ou = Zaij 6;.
j=1



Considérons alors 'application 0 : (k™)* — (k™)* qui & toute forme linéaire ¢ : k™ — k associe la forme

linéaire ¢p o u : k™ — k. Alors 0 est linéaire, car
Ot-o+v)=0{t-9+)ou=t-pout+pou=t-0(¢p)+06(v),

et () montre que 0(f;) = Z;.Lzl aije;, d’olt: Matg- - (0) = ' A. Ceci conduit & la définition et au théoreme

suivants.

Définition 1.6.1 (Transposée d’une application linéaire). — Soient F, F' deux k-espaces vectoriels

et u: £ — F une application linéaire. On appelle transposée de u et 'on note ‘u 1’application linéaire
F* — E* définie par ‘u(¢) = ¢ o u, pour tout ¢ € F*. On peut visualiser ceci par le diagramme :

E—>F

N
N
¢
fu(g)=gou h KN l/
k.

Remarquons que si v est une application linéaire F' — G, alors ‘t(v ou) = tuoty. ‘ En effet, pour tout

Y € G* on a

fwou)(¥) =1 ovou="u(tov)="u(v(y)) = ("uoc'v)(®).

Lemme 1.6.2. — Soit u : E — F une application linéaire. Alors Ker(*u) = Im(u)t = {¢ € F* |
¢(u(E)) = 0}.

Démonstration. On a Ker(‘u) = {¢p € F* | pou=0} = {¢ € F* | ¢(u(E)) =0} = Im(u)*.
Théoréme 1.6.3. — Soient E, F deux k-espaces vectoriels de dimension finie, u : E — F une application
linéaire, # (resp. €) une base de E (resp. de F') et A = Maty g(u).

(i) On a Matg- ¢-(fu) = A.

(ii) On a : rang(*u) = rang(u)* et rang(A) = rang(*A). Par conséquent, rang(A) est aussi le nombre

mazimum de lignes de A linéairement indépendantes.

Démonstration. On a déja vu le point (i) au début de ce paragraphe. D’apres le lemme, on a Ker(‘u) =
dim Im(u)* donc, d’apres le théoréme du rang, appliqué a ‘u, et la proposition 1.3.4, on a
n —rg(‘u) = dimKer(*u) = dim Im(u)* = n — rg(u),

d’ot rg(*u) = rg(u). Le point (ii) en découle.

1.7. Appendice (}) : Bidual

Soient V' un k-espace vectoriel et V* son dual. Puisque V* est un k-espace vectoriel, on peut aussi
former son dual (V*)*, qu’on note V** et qu’on appelle le bidual de V. Remarquons que tout vecteur
v € V définit une forme linéaire €, sur V*, 'application « d’évaluation en v » :

Ev: V" =k, e fl).
Onabiene,(t-f+f )= -f+f)w) =t fv)+ f'(v) =t -e,(f) +eu(f'), donc &, est un élément du
bidual V**.
De plus, 'application v +— ¢, est linéaire. En effet, pour tout f € V*, on a

tvrw (f) = ft- v+ ) =t f(o) + f() =t-eo(f) +euw(f),
ce qui montre que 4.4 = t- €y +&,r. On obtient donc une application linéaire « canonique » (c.-a-d., qui

ne dépend d’aucun choix) :
e: V-V V> Ey.

Proposition 1.7.1. — Supposons V de dimension finie n. Alors l'application canonique € : V. — V** est
un isomorphisme, donc permet d’identifier canoniquement V a son bidual V**.

Démonstration. D’abord, on a dimg(V**) = dimg(V*) = dimg (V). D’autre part, soit v1 € V non nul,
on peut compléter la famille libre {v1} en une base (v1,...,v,) de V, et si v} est la forme linéaire définie
par vf(vi) = 1 et vj(v;) = 0 pour i = 2,...,n, alors €,, (vf) = 1, donc €,, # 0. Ceci montre que € est
injective ; comme dimy (V**) = dimg (V') alors € est un isomorphisme.

Remarque 1.7.1.1. — Attention! Si V' n’est pas de dimension finie, on peut montrer que € : V. — V**
est injective mais pas surjective. (C’est facile dés qu’on dispose de l'existence de bases de V et de V*). (On
peut méme montrer (mais ¢’est plus difficile) qu’il n’existe aucun isomorphisme de V' sur V**.)



Remarque 1.7.2. — Soient V un k-espace vectoriel de dimension n. L’isomorphisme ¢ : V —— V**
permet, d’une part, de démontrer le point (2) de la proposition 1.1.4 comme suit. Soit A = (f1,..., fn)
une base de V*, et soit A* = (ff,..., f}) la base duale de V**. Via I'isomorphisme € : V-5 V** A* est

limage d’une base & = (e1,...,e,) de V' ; alors, pour tous 4, j, on a :
. 1 1sii=7j,
files) = 20, () = £1(fi) = {0 )
sinon,

et donc A = (f1,..., fn) est la base duale de Z = (eq,...,e,).
D’autre part, soient F un sous-espace vectoriel de V*, et FX son orthogonal dans V**. Alors, via
l'isomorphisme € : V — V**, F+ s’identifie &
{zeV|VfeF 0=c(f)=f(x)}=F°
(cf. la remarque 1.3.6).






CHAPITRE 2

RAPPELS SUR LES ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES,
TRIGONALISATION, CAYLEY-HAMILTON, ESPACES
CARACTERISTIQUES

Résumé : Dans ce chapitre, on commence par des rappels sur les espaces propres et des criteres de
diagonalisabilité (2.1.8, 2.1.11 et 2.1.12). Puis, prenant C comme corps de base, on démontre les théorémes
de trigonalisation, de Cayley-Hamilton, et de décomposition en espaces caractéristiques. Il faut essayer de
bien assimiler ces notions nouvelles,

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des
compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans des appendices a la fin du chapitre
(on y démontre le théoreme de Bézout et le fait que le corps C est algébriquement clos). Ces passages
n’interviendront pas dans les évaluations, toutefois on mentionnera en cours le fait que k[X] est principal,
la définition du polynéme minimal, et le théoreme de Bézout.

2.1. Espaces propres et critéres de diagonalisabilité
Définition 2.1.1 (Sous-espaces en somme directe). — Soient V' un k-espace vectoriel, F1,..., E,
des sous-espaces de V. (Ni V ni les E; ne sont supposés de dimension finie.)

(1) D’abord, on note E; +---+ E, (ou Z?:l E;) le sous-espace de V engendré par Ey U---UE, ; c’est
I’ensemble de toutes les sommes

(*) T1+ -+ xp, avec x; € F;.
(2) On dit que les E; sont en somme directe si pour tous x1 € Fy, ..., x, € E,,'égalité z1+---+xz, =0
entraine r; = 0 = --- = x,,. Ceci équivaut a dire que tout élément x de Fy + --- + E,, s’écrit de fagon

unique x = x1 + --- + x, avec r; € F;. Dans ce cas, Fy +---+ FE, est noté E1 ®---® E,, ou @?:1 FE;.

(3) Si chaque FE; est de dimension finie d;, et si & = (e1,...,eq,) est une base de Fi, et $Bo =

(€dy+1,---5€dy+d,) Une base de Fa, ... puis By, = (€dy4-td, 1+1s--->Cdyi++d,) une base de E,, la
condition précédente équivaut a dire que la famille # = (ey, ..., €4, +...44,) st une base de Fy +-- -+ E,,
et comme % engendre de toute facon Ey + - - - + E,, ceci équivaut aussi a dire que

(%) dim(Fy + -+ E,) = dim(Ey) + - - - + dim(E,,).

Terminologie 2.1.2. — Si Eq, ..., E, sont en somme directe et si de plus E1 @ --- ® F,, égale V', alors
on dit que V est la somme directe des E;.

Remarques 2.1.3. — (1) Il résulte de la définition que Fj, ..., E, sont en somme directe si et seulement
si, pour tout ¢ =1,...,n, on a : Eiﬂzj#Ej =0.

(2) En particulier, si n = 2, alors E; et E2 sont en somme directe si et seulement si E1 N Ey = (0).

(3) Attention! Si des sous-espaces sont en somme directe, leur somme n’est pas nécessairement égale
& I'espace tout entier : par exemple si E1, Es sont deux droites distinctes dans R?, leur somme est directe,
et c¢’est un plan de R?, et non R3 tout entier!

(4) Attention! Si n > 3, la condition E; N E; = {0} pour i # j n’entraine pas que la somme des E;
soit directe : par exemple si Fy, Ey, E5 sont trois droites distinctes dans R?, elles vérifient E; N E; = {0}
pour i # 7, mais leur somme n’est pas directe (car By + E» égale R? donc contient E3).
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Définition 2.1.4 (Sous-espaces supplémentaires). — Soient V' un espace vectoriel, E, F' deux sous-
espaces de V. On dit que E et F sont des sous-espaces supplémentaires siV = E®F, c.-a-d., si ENF = (0)
et E+F=1V.

Si V est de dimension finie, ceci équivaut a dire que EN F = (0) et dim(E) + dim(F') = dim(V).

Proposition 2.1.5. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie n. Tout sous-espace E de V
admet un supplémentaire.

Démonstration. Soit (e1,...,e,) une base de E, complétons-la en une base (e1,...,e,) de V et soit F
le sous-espace de V' engendré par e,41,...,e,. Alors ENF ={0} et E+ F=V,doncV=E®F.

Ezxercice 2.1.6. — Soient V un espace vectoriel, E' (resp. F') un sous-espace de dimension finie m (resp.
n). Soit (v1,...,v,) une base de F N F, complétons-la en une base (e1,...,€m_r,v1,...,0,) de E (resp.
(V1,00 f1,- -+, fu—r) de F). Montrer que (€1, ..., €m—r, V1, U, f1,-- -, fn—r) €st une base de F + F.
En déduire 'égalité dim(F + F) = dim(E) 4+ dim(F) — dim(E N F).

Remarque 2.1.7. — Soient V un k-espace vectoriel et f une forme linéaire sur V' (cf. 1.1.1). Supposons
f # 0 et notons H = Ker(f). Comme f # 0, il existe v € V tel que f(v) # 0, et remplacant v par f(v) "t v,
on peut supposer f(v) = 1. Alors, pour tout w € V, on a f(w— f(w)v) =0, donc w— f(w)v € Ker(f) = H
et donc w s’écrit
w=h+ f(w) avec h=w— f(w)v € H,

d’ou V = H+ kv. D’autre part, si tv € H alors 0 = f(tv) =¢; on a donc HNkv = (0) et donc V = H @ kv,
i.e. H et la droite kv sont supplémentaires. On dit que H est un hyperplan de V ; si V est de dimension
finie n, alors H est de dimension n — 1.

Un exemple tres important de sous-espaces en somme directe est celui des sous-espaces propres d’un
endomorphisme de V' ; rappelons-le ici.

Théoréme 2.1.8. — Soient V un k-espace vectoriel (pas nécessairement de dimension finie), u un k-
endomorphisme de V', et Ai,...,\. des valeurs propres, deux a deux distinctes, de u. Pour i =1,...,r,
on note

E, =Vy,, ={veV]|ul)=\v}
le sous-espace propre associé. Alors les Vy, sont en somme directe. (Mais bien sir, leur somme @;_, Vi,
n’est pas nécessairement égale a 'V ; si dim(V') < oo, c’est le cas si et seulement si u est diagonalisable.)

Démonstration. On va montrer par récurrence sur r I’assertion : (%,) si l’'on a une égalité x1 +- - -+z, = 0,
avec x; € Vy,, alors x1 =0 = --- = x,. C’est évident si r = 1, donc on peut supposer r > 2 et 'assertion
établie pour r — 1. Supposons qu’on ait une égalité z; + --- + 2, = 0, avec z; € V),. En appliquant
I’endomorphisme u, d'une part, et en multipliant par A, d’autre part, on obtient les égalités :

Mzi+ o+ A1 + A, =0
Arxl + -+ /\rxr—l + )\rxr =0

d’ou par soustraction 1’égalité
(*) ()\1 - )\r)xl + -+ ()\rfl - )\r)xrfl =0.

Chaque vecteur y; = (A; — A )x; appartient & V), donc, d’apres 'hypothese de récurrence (x,.—1), I’égalité
() entraine y; = 0 pour tout ¢ = 1,...,7 — 1, et comme X\; — A, # 0 ceci entraine x; = 0 pour tout
i =1,...,r — 1. Enfin, reportant ceci dans ’égalité initiale 1 + --- + z, = 0, on obtient z, = 0. Ceci
montre que (%) est vérifiée, et la proposition est démontrée.

Exzemples 2.1.9. — (1) Soit V' = €>*(R,R) le R-espace vectoriel des fonctions f : R — R de classe
C*°. Alors les fonctions fy : t — exp(At), pour A € R sont linéairement indépendantes, c.-a-d., quelques
soient n € N* et Ay,..., A, des réels deux a deux distincts, les fonctions fy,,..., f), sont linéairement
indépendantes. En effet, 'opérateur de dérivation d : f +— f’ est un endomorphisme de V (car f’ est C™
si f Dest), et chaque fy est un vecteur propre de d pour la valeur propre A.

(2) Soit V' = RN le R-espace vectoriel des suites réelles (u,, )nen. Alors, pour A € R, les suites géométrique
u(A), définies par u(\),, = A", sont linéairement indépendantes, c.-a-d., quelques soient n € N* et Ay,..., A\,
des réels deux & deux distincts, les suites u(A1),...,u(A,) sont linéairement indépendantes. En effet, soit
D : V — V Vopérateur de décalage, défini par (D(u)), = up+1 (i.e. l'image par D de la suite (ug, u1, ug, ... )
est la suite (u1,ua,us,...)); alors chaque u(\) est un vecteur propre de D pour la valeur propre \.



Définition 2.1.10 (Endomorphismes diagonalisables). — Soient V' un k-espace vectoriel de dimen-
sion finie et u € Endg (V). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) V admet une base formée de vecteurs propres de u;

(ii) les vecteurs propres de u engendrent V';

(iii) la somme des espaces propres de u égale V';

(iv) V est la somme directe des espaces propres de u.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que u est diagonalisable.

Démonstration. — En effet, il est clair que (iv) = (iii) < (ii) < (i), et (ii) = (i) car d’un systéme de
générateurs on peut extraire une base. Enfin (iii) = (iv) d’apres le théoréme précédent. O

Une condition suffisante de diagonalisabilité est donnée par la proposition ci-dessous. (Bien entendu,
cette condition n’est pas nécessaire : par exemple la matrice identité I,, (> 2) est diagonale et a toutes
ses valeurs propres égales a 1)

Proposition 2.1.11 (Valeurs propres distinctes). — Soit v € Endg (V) (dimg(V) =n). Si P,(X) a
n valeurs propres distinctes, alors u est diagonalisable.

Démonstration. — En effet, u posséde alors n espaces propres distincts Vi,...,V,, qui sont en somme
directe d’apres le théoreme précédent. Alors le sous-espace E =V; @ --- @ V,, de V est de dimension

Zdimv; >n=dimV
=1

donc égale V' (et de plus chaque V; est de dimension 1). O

Enfin, une CNS (condition nécessaire et suffisante) de diagonalisabilité est donnée par la :

Définition et proposition 2.1.12 (Multiplicités algébrique et géométrique d’une valeur propre)
Soient V' un C-espace vectoriel de dimension n, v € Endc(V), A1,..., A les racines (deuz & deux
distinctes) de P,(X) dans C. D’une part, P,(X) se factorise

Pu(X) = (=1)"(X = A)™ - (X = Ap)™"
ot my; est la multiplicité de \; comme racine de P,(X). D’autre part, d’aprés 1.5.6, A1,..., A sont les
valeurs propres de u.
(1) On appelle multiplicité algébrique (resp. géométrique) de la wvaleur propre X\; sa multiplicité m;
comme racine de P,(X) (resp. la dimension n; de l’espace propre Vy, ).
(2) On a dimVy, < m; pour tout i.
(3) u est diagonalisable <= dim Vy, = m; pour tout i.

Démonstration. — (2) Pour tout 4, soit 4 une base de V,. Comme les espaces propres sont en somme
directe, la famille € = €1 U--- U%" est une famille libre, donc on peut la compléter en une base % de V.
Alors A = Matg(u) est de la forme suivante :

)\1[n1 0 0 *

0 | Ao, | - : *

A= 0 ORI N
0 | A, | *

0 |0 0 |B

ol B est une matrice carrée de taille p =n — (n; + - -- + n,.). En particulier, A est triangulaire par blocs.
Donc, d’apres 1.4.6, on a
Py(X) = dét(A - XI,) = Pp(X) [J(xi — X)™.
i=1

Donc []i_; (A — X)™ divise P,(X), d’out n; < m; pour tout 4, ce qui prouve (2).



Si n; = m; pour tout i, alors le sous-espace E = @;_, Vi, est de dimension Y ._, m; = n, donc égale
V', donc u est diagonalisable. Réciproquement, si u est diagonalisable, il existe une base Z de V telle que

Moo | 0 |--] 0
A =Matg(u) = 0 [ Aoln,
0 [ - [0 [ M

alors P, (X) =dét(A — X1I,) =T[,_, (N — X)™ = (=1)"[[;_, (X — X\i)™, d’ott n; = m; pour tout i. O

Donnons de plus une propriété remarquable des endomorphismes diagonalisables, qui sera utile dans
des chapitres ultérieurs. Commencons par une définition :

Définition 2.1.13 (Restriction de v & un sous-espace stable). — Soit u € Endg (V). On dit qu'un
sous-espace E de V est stable par u si u(E) C E. Dans ce cas, la restriction de u & E induit un endomor-
phisme de E, que 'on notera ug.

Théoréme 2.1.14 (Restriction d’un endomorphisme diagonalisable)

Soient V' un k-espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme diagonalisable de V, et E un
sous-espace de V stable par u. Alors E admet une base formée de vecteurs propres de u, i.e. la restriction
ug de u a F est diagonalisable.

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, il suffit de montrer que E est engendré par des
vecteurs propres de u. Comme u est diagonalisable, tout = € FE s’écrit dans V comme une somme de
vecteurs propres :

(1) r=x1+ -+ T, avec x; €V, et p; # pjsiiF#£j.

Montrons par récurrence sur r que pour tout x € E et toute écriture () comme ci-dessus, chaque z;
appartient & E (ce qui prouvera le théoréme). C’est OK pour r = 1, donc on peut supposer r > 2 et le
résultat démontré pour » — 1. Appliquant v — p,-idy & () on obtient

r—1

o= (u— pridy) (@) =Y (i — pr)s

i=1
et #' € E puisque E est stable par u. Donc par hypothese de récurrence, (u; — p,)x; appartient & F pour
i=1,...,r — 1, donc x; y appartient aussi (puisque p; — - # 0), et reportant ceci dans (f) on obtient
aussi z,. € E. Ceci prouve le théoréme. O

Pour terminer ce paragraphe, donnons encore ’exemple ci-dessous d’endomorphismes diagonalisables.

Rappels 2.1.15. — Soit k un corps. Sin-1; = 1+ -+ 1 (n termes) est # 0 pour tout entier n > 0, on
dit que k est de caractéristique 0; c’est le cas par exemple pour Q, R, C. Sinon, le plus petit entier p > 0 tel
que p- 1 = 0 est nécessairement un nombre premier (car si p = rs avec r,s > 1, Pégalité 0 = (r-1x)(s- 1)
entraine que -1y = 0 ou s-1; = 0, disons r- 1 = 0, mais alors la minimalité de p entraine que r = p) ; dans
ce cas on dit que k est de caractéristique p. D’autre part, si V' est un k-espace vectoriel et p € Endg(V),
rappelons qu’on dit que p est un projecteur si p?> = p o p est égal & p.

Proposition 2.1.16 (Symétries). — Soient k un corps de caractéristique # 2 (par exemple, k = Q,R
ou C), V un k-espace vectoriel de dimension n, et s € Endy (V) tel que s> = idy. Alors s est diagonalisable ;
plus précisément, soient

idy +s idy —s

= - = = I .
P+ 92 ) p 2 9 ij m(pﬁ:)
Alors p4 et p— sont des projecteurs et l'on a :
V=VieV_ et Ve € Vi, s(z) =+

Donc, si s # tidy, alors Vi et V_ sont non nuls, et Vi est lespace propre associé a la valeur propre £1 ;
dans ce cas, s est la symétrie par rapport a V4 parallelement a V_.

Démonstration. — On a pi =py, p2 =p_etp_ =idy —py dott pyp_ = 0 = p_p,, donc py et p_
sont des projecteurs et l'on a V =V, @ V_. De plus, si € Vi, on voit aussitdt que s(x) = +x, d’ott la
proposition. O



Remarque 2.1.16.1. — Attention, si k est de caractéristique 2, c.-a-d., si 2 = 0 dans k (par exemple, si
11 - s (1 2\ _

0 1) € Msy(k) vérifie A% = (0 1) =1
mais A n’est pas diagonalisable : en effet sa seule valeur propre est 1, donc si A était diagonalisable on

aurait A = I, ce qui n’est pas le cas.

k est le corps & deux éléments Fo = Z/2Z), la matrice A = (

2.2. Trigonalisation, théoréme de Cayley-Hamilton et espaces caractéristiques

Définition 2.2.1 (Endomorphismes trigonalisables). — Soit u € End (V) (dimg(V) = n). On dit
que u est trigonalisable s'il existe une base # de V dans laquelle la matrice A = Matg(u) est triangulaire,
disons supérieure. (1)

Dans ce cas, soient A1, ..., A\, les coefficients diagonaux, et soit X une indéterminée. Alors, d’apres 1.4.6,

on a
n

Py(X) =dét(A - XTI,) = [J(\i — X)
i=1
donc A1,..., A, sont les n racines (comptées avec multiplicités) du polynome caractéristique P,(X). On
voit donc qu’une condition nécessaire pour que u soit trigonalisable est que P, (X) ait toutes ses racines
dans k. Ceci conduit a la définition suivante :

Définition 2.2.2 (Polynomes scindés, corps algébriquement clos)
Soient k un corps et P € k[X] un polynéme de degré n > 1.

(1) On dit que P est scindé dans k[X] s’il admet n racines A1, ..., \, dans k (comptées avec multipli-
cités), c.-a-d., si P se factorise dans k[X] en produit de facteurs de degré 1 :

P=a(X—-X) (X =X\y)
(ot a est le coefficient dominant de P).

(2) On dit que k est algébriqguement clos si tout polynéme P € k[X]| de degré > 1 est scindé. Par
exemple, on sait que C est algébriquement clos (une démonstration est donnée dans un appendice a ce
chapitre).

Pour simplifier ’exposition, on suppose dans la suite de ce paragraphe 2.2 que k = C. (Mais tous les
résultats, & Pexception du corollaire 2.2.14, sont valables sur un corps algébriquement clos arbitraire [et le
corollaire 2.2.14 est valable pour tout corps algébriquement clos de caractéristique 0]).

Théoréme 2.2.3 (Trigonalisation). — (1) Soient V' un C-espace vectoriel de dimension n et u €
Endc(V). Il existe une base € de V telle que Mate (u) soit triangulaire supérieure (les coefficients diago-
naux A1, ..., \n, sont alors les racines, comptées avec multiplicité, de P,(X) dans C).

En termes matriciels : toute matrice A € M, (C) est semblable & une matrice triangulaire, i.e. il existe
P € GL,(C) telle que P~ AP soit triangulaire.

(2) Plus généralement, soient k un corps, V un k-espace vectoriel de dimension n et u € Endg (V) ;
on suppose que P,(X) est scindé, i.e. qu’il a m racines \1,...,\, (pas nécessairement distinctes) dans k.
Alors il existe une base B de V' dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure, les coefficients
diagonauz étant alors Ay, ..., \,.

En termes matriciels : si le polynome caractéristique de A € M, (k) a toutes ses racines dans k, alors
A est semblable a une matrice triangulaire, i.e. il exviste P € GL, (k) telle que P~ AP soit triangulaire.

Démonstration. — (1) On procede par récurrence sur n = dim(V). Il n’y a rien & montrer si n = 1, donc on
peut supposer n > 2 et le théoréme démontré pour n—1. Soient % une base arbitraire de V et A = Matg(u).
Considérons la matrice B = *A. Comme C est algébriquement clos, le polynéme caractéristique de B a au

tq

moins une racine A dans C donc, d’apres 1.5.6, il existe un vecteur 7= | : | # 0 tel que "AT = BT = AT
tn

Prenant la transposée de cette égalité, on obtient :

(%) At1,ooontn) = (b1, tn) FEA) = (1, ..., 1) A

(DSi la matrice de u dans une base (v1,...,vn) est triangulaire supérieure, alors la matrice dans la base (vn,...,v1) est

triangulaire inférieure, et vice-versa, donc on pourrait dans la définition remplacer le mot « supérieure » par « inférieure ».



D’apres 1.3.2, le sous-espace H de V' défini par I'équation t1x1 + - - - + tpx, = 0, i.e. le sous-espace de V'
1 x1

formé des vecteurs colonnes X = | : | tels que (t1,...,%,)X = (t1,...,t,) | ¢ | =0, est de dimension

In Tn
n — 1. Pour tout X € H, on a, d’aprés (%) :

(t1,. . tn)AX = A(t1,...,t,)X =0,
—_————
=0
donc AX € H. Comme AX représente dans la base B le vecteur u(X), ceci montre que H est stable par
u. Comme dim H = n — 1, alors par hypotheése de récurrence il existe une base ¢’ de H telle Mate: (ugr)
soit triangulaire supérieure. Choisissons arbitrairement w € V' — H, alors la famille € = ¢’ U{w} est libre,
donc est une base de V, et Maty (u) est de la forme :

a1 ai2 - a1,n—1 ain
0 agg - a2.n—1 ag.n ail a2 ain—1
/ : . . : : . 0 a2 -+ azn
A = : - - : : ol Matg: (up) =
0 Gn—1,n—1 | An—1,n : ’
0 o 0 Up—1,n—1
0 0 | Gnyn

donc triangulaire supérieure. Enfin, on a déja noté en 2.2.1 que, dans ce cas, les coefficients diagonaux sont
les racines (comptées avec multiplicité) de P, (X) dans C. Ceci prouve (1).

Prouvons I'assertion plus générale (2), i.e. k est un corps arbitraire et 'on suppose que P = P,(X) an
racines A1, ..., A, (pas nécessairement distinctes) dans k. On procede par récurrence sur n = dim(V). Il
n’y a rien a montrer si n = 1, donc on peut supposer n > 2 et le théoréme démontré pour n — 1. Soit £
une base arbitraire de V et soient A = Matg(u) et B ="'A. Comme

"(A-XI,)=B-XI,
alors Pp(X) = P4(X) = P,(X) = P, donc A = A; est racine de P (X), donc valeur propre de B (cf. 1.5.6).

tq
Il existe donc un vecteur T'= | . | # 0 tel que tAT = BT = X\T. Prenant la transposée de cette égalité,
128
on obtient :
(%) At1,.oytn) =ty tn) "(PA) = (t1, ..., tn) A
D’apres 1.3.2, le sous-espace H de V défini par I’équation t121 + - - - + t,x,, = 0, i.e. le sous-espace de V
X1 X1
formé des vecteurs colonnes X = | : | tels que (t1,...,t,)X = (t1,...,t,) | ¢ | =0, est de dimension
In Tn

n — 1. Pour tout X € H, on a, d’aprés (*) :

(t1,. . tn)AX = A(t1,...,t,)X =0,
—_———
=0
donc AX € H. Comme AX représente dans la base & le vecteur u(X), ceci montre que H est stable par

u. Soient By une base de H et w € V — H, alors la famille Z = %5 U {w} est libre, donc est une base de
V. Soient upr la restriction de u a H et A" = Matg,, (ux) € M,_1(k); alors Mat z(u) est de la forme :

) i
B Otn—1 | 1

oup€k,Ye M, 1:1(k)est une matrice colonne, et 01,,—1 est la matrice ligne (0,...,0).

Ceci entraine que Pa/(X)(p — X) = P7(X) = Py(X). Il en résulte que p est I'une des racines de P,
disons A;, et que Pa/(X) est le produit, pour j # i, des (A\; — X); en particulier, P4/(X) a toutes ses
racines dans k. (En fait, on peut montrer que g = A = Ay, voir plus bas). Comme dim H = n — 1, alors
par hypothese de récurrence il existe une base ¢’ de H telle Mate: (ug) soit triangulaire supérieure (avec
les A;, pour j # i, comme termes diagonaux). Alors 4 = ¢’ U {w} est une base de V, et Maty (u) est de



la forme :

a1 ai2 - a1,n—1 ain

0 azo -+ azn-1 a2,n 01,1 01,2 01,n-1

, . . . . . . 0 a2 - a2 n—1

A = . .. .. . . ou = Matg (u
. . . . . . . 4 H),
0 te 0 An—1,n—1 | Gn—1,n )
0 0 0 | 0 e 0 Gp—1,n—1
.. H

donc triangulaire supérieure. Enfin, on a déja noté en 2.2.1 que, dans ce cas, les coefficients diagonaux sont
les racines (comptées avec multiplicité) de P, (X) dans k. Le théoréme est démontré.

Remarquons enfin que i = \. En effet, A est la matrice de 'endomorphisme tu : V* — V*, ¢+ ¢pou,
et le vecteur T" obtenu au début de la démonstration correspond donc a une forme linéaire f € V* telle
que

fou=(u)(f)=Af.
De plus, on a H = Ker(f) et puisque w ¢ H alors le scalaire z = f(w) est # 0. On a u(w) = pw + y, avec
y € H et donc

(t) flu(w)) = fpw +y) = pf (w).

D’autre part,

(1) flu(w)) = (f eu)(w) = Af)(w) = Af(w),

et comme f(w) # 0 la comparaison de () et (1) donne = . O

Corollaire 2.2.4 (Déterminant (resp. trace) = produit (resp. somme) des valeurs propres)
Soient A € M,,(C) et \1,..., A\, les n racines dans C (comptées avec multiplicité) du polynéme carac-

téristique Pa(X). Alors ‘ dét(A) =Xy -\ | et ‘ Tr(A) =X + -+ Ay

Démonstration. — D’apres le théoréme 2.2.3, il existe P € GL,,(C) telle que A’ = P~! AP soit triangulaire ;
notons Aq, ..., A\, ses coefficients diagonaux, alors
Pa(X) =] — X), dét(A) = A1+ A, Tr(A) =X+ + Ay
i=1
D’autre part, d’apres le théoréme 1.5.2, A’ et A ont méme polyndme caractéristique, méme déterminant et
méme trace. Alors Aq,..., A, sont les racines de Pa/(X) = P4(X) et U'on a dét(A4) = dét(A') = A1 -\
et Tr(A) =Tr(A) =X 1+ + A\ O

Définition 2.2.5 (Polynémes d’endomorphismes ou de matrices). — Soit Q = ap + a1 X +--- +
aqX % un polynéme & coefficients dans k.
(1) Soient V' un k-espace vectoriel et u € Endg (V). On pose

Q(u) = apidy +aju+ -+ agu®

otl, bien sir, u® désigne u o ---ou (i fois); alors Q(u) est un élément de Endy(V), qu'on appelle un
« polynome en u ». On vérifie aussitot que si R € k[X] est un second polynéme, alors

Q(u) o R(u) = (QR)(u) = (RQ)(u) = R(u) o Q(u);
en particulier, «les polynomes en u commutent entre eux » Donc, application ¢ : k[X] — Endg(V),
Q — Q(u), est un homomorphisme de k-algébres, c.-a-d., ¢ est linéaire, envoie 1 € k[X] sur idy et vérifie
?(QR) = ¢(Q)P(R).

(2) De méme, si A € M,(k), on note Q(A) la matrice agl, + a1 A + --- + agA%. Si R € k[X] est un

second polynome, alors

Q(A)R(A) = (QR)(A) = (RQ)(A) = R(A)Q(A);
en particulier, « les polynomes en A commutent entre eux ». De plus, si dim(V) = n et si A est la matrice
de u dans une base %, alors la matrice dans # de Q(u) est Q(A).

Remarque 2.2.5.1. — Soit u € Endg (V). Si v € V est un vecteur propre de u pour la valeur propre A,
alors

u?(v) = u(u(v)) = u(\) = Mu(v) = Nv
et 'on montre ainsi, par récurrence sur i, que u‘(v) = A\'v pour tout i € N* (et aussi pour i = 0, avec la
convention u® = idy et A% = 1). On en déduit que pour tout Q € k[X], on a Q(u)(v) = Q(A)v.



Théoréme 2.2.6 (Théoréme de Cayley-Hamilton). — Soit V' un C-espace vectoriel de dimension
n, et soient u € Endc(V) et P,(X) son polynéme caractéristique. Alors I’endomorphisme P,(u) est nul,
c.-a-d. : «u est annulé par son polynéme caractéristique ».

Démonstration. — On a P, (X) = (=1)" ], (X — X;), olt A1,..., A, sont les n racines (comptées avec
multiplicité) de P,(X) dans C. D’apres le théoreme 2.2.3, il existe une base & = (f1,..., fn) de V dans
laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure, avec A1, ..., A, sur la diagonale. Ceci équivaut a dire
que, pour tout ¢ = 1,...,n, le sous-espace F; de V engendré par fi,...,f; est stable par u et, plus
précisément, que 'on a, pour : =1,...,n :

(u— Niidv)(Fi) C Fi1,
avec la convention Fy = {0}. Comme F,, = V, on déduit des inclusions ci-dessus que (u — A, idy)(V) C
F,_1, puis que (u— A\p—1idy)(u — A, idy )(V) C F,,_9, etc., d’ou finalement :
(u—Aridy) -+ (u — Ay idy) (V) C Fy = {0}.
Ceci montre que (—1)"P,(u) = 0, d’ott Py (u) = 0. O
Corollaire 2.2.7 (Cayley-Hamilton pour k C C). — Soient k un sous-corps de C (par exemple k =

R) et V un k-espace vectoriel de dimension n, et soient u € Endg (V) et P,(X) son polynéme caractéris-
tique. Alors P,(u) =0

Démonstration. — Soient % une base de V et A = Matg(u) € M, (k). D’une part, P,(X) = Pa(X),
notons P ce polynéme. D’autre part, comme k£ C C, on peut considérer A comme élément de M, (C),
donc d’apres Cayley-Hamilton on a P(A) = 0. Or P(A) est la matrice dans la base % de P(u), d’ou
P(u) = 0. O

Définition 2.2.8 (Espaces caractéristiques). — Soient V un C-espace vectoriel de dimension n, u €
Endc(V), A € C une valeur propre de u, et m sa multiplicité algébrique (i.e. sa multiplicité comme racine
de P,(X)). On pose

Vi = Ker ((u— Xidy)™)
et on Pappelle 'espace caractéristique associé & p ; il est stable par u (car il est stable par u — Aidy donc
aussi par v = (u — Aidy) + Aidy). Notons aussi que V[, contient I’espace propre V,, = Ker(u — Aidy).

Exzemple 2.2.9. — Si u est 'endomorphisme de C? de matrice <8 é) (i.e., u(ez) = e1 et u(er) = 0),

alors P,(X) = X2 a 0 comme unique racine. D’aprés Cayley-Hamilton (ou par un calcul direct), on a
u? =0, donc Vg = C? tandis que Vy = Ker(u) = Ce;.

Afin de démontrer plus bas un théoréme sur les espaces caractéristiques, on aura besoin du théoreme
ci-dessous, que les étudiants de LM220 ont déja vu (une démonstration est donnée en appendice & la fin
de ce chapitre).

Théoréme 2.2.10 (Théoréme de Bézout). — Soient Pi,...,P. € C[X] des polynémes sans racine
commune. Alors il existe des polynéomes Sy, ..., S, € C[X] tels que PSy +---+ P.S, = 1.

Théoréme 2.2.11 (Décomposition en espaces caractéristiques). — Soient V' un C-espace vecto-
riel de dimension n et u € Endc(V). Ecrivons Py(X) = (—1)"[[/— (X — X)™, ot A1, ..., A\, sont les
valeurs propres, deux a deux distinctes, de u et m; est la multiplicité algébrique de ;. Alors :

(1) V est la somme directe des espaces caractéristiques Vix,y, ..., V(x,)-

(2) On adimViy,) = m; pour tout i.

Démonstration. — Pour tout 7, posons
P= (-1 (X =)™
J#i
Alors Py, ..., P. € C[X] sont sans racines communes, donc d’aprés le théoréme de Bézout il existe des

polynémes Sy, ..., S, € C[X] tels que P1.S; + -+ -+ P.S, = 1. Prenant les polynémes en u correspondants,
on obtient :

Pl(u)Sl(u) + -+ PT(U)ST(U) = idv
Donc, pour tout v € V, on a :

(%) v=P(u)(z1)+ -+ P-(u)(z), ou x; = S;(u)(v).



D’autre part, d’apres Cayley-Hamilton, P, (u) = 0; comme de plus P, (X) = (X — \;)™ P;(X) alors
(u — Xiidy)™ (Py(u)(z;)) = Pu(u)(z;) =0, pour tout i.

Ceci montre que chaque v; = P;(u)(x;) appartient a I'espace caractéristique V{,,) = Ker ((u -\ idv)m'i) ;
par conséquent I’égalité (x) montre déja que V = 25:1 Vi
Reste & montrer que la somme des V(y,) est directe : supposons qu’on ait une égalité

v+ +v. =0, avec  v; € Vi
et montrons que chaque v; est nul. Fixons un indice ¢, alors v; = — Zjﬂ v; appartient a Vi, N Z#i Vi)
donc est annulé par (u— A;idy)™ et par P;(u) = (=1)" [, ;(u — A;idy)™ . Or, les polynomes Q;(X) =
(X — Xi)™ et P;(X) n’ont pas de racines communes donc, d’apres Bézout, il existe R, T € C[X] tels que
RP,+TQ; = 1. Alors idy = R(u)P;(u) + T'(u)Q;(u), d’ott

v; = 1dy (vi) = R(u) Pi(u)(vi) +T'(u) Qi(u)(vi) = 0.
S—— N——
=0 =0

Ceci montre que la somme des V,,) est directe, et acheve la démonstration de I'assertion (1).

Enfin, pour tout i, soit d; = dim V{y,), soit u; la restriction de u a V{y,) et soit %; une base de dim V{,,).
Alors = %, U---U %R, est une base de V et, notant A; = Matg, (u;), on a :

Ay 0 .. 0
0 | A - 2

(1) Matz(u) = dott Py(X) =[] Pu. (X).
: . . 0 i=1
ol--. 0 | A,

D’autre part, si g est une valeur propre de u; et & # 0 un vecteur propre associé, on a (u; — A\; idy ) (z) =
(p—Xi)z, ol (u; —A; idy )P (x) = (u—A;)Px pour tout p € N*. Or (u; —A;idy)™ =0, d’ou (u—A;)™iz =0
et donc 1 = \;. Ceci montre que A; est la seule valeur propre de u;, d'ott P, (X) = (=1)% (X — X\;)%.
D’apres (1), on obtient donc que

T

LX) = (—1)" T(x = 2™

i=1
d’ou I'égalité d; = m; pour tout 7. Le théoreme est démontré. O
Remarque 2.2.12. — On conserve les notations précédentes. En fait, chaque espace caractéristique V(,,)

est ’ensemble de tous les v € V qui sont annulés par une certaine puissance de (u — A;idy ), i.e.on a
I’égalité
Viay =1{v €V | 3p € N* tel que (u — A;idy)P(v) = 0}.

En effet, 'inclusion C est claire, prouvons la réciproque. Quitte a renuméroter les \;, il suffit de le faire
pour A;. Supposons que (u— Ay idy)P(v) = 0. On peut écrire v = vy + vz +- - -+ v, avec v; € Vy,). Comme
chaque V; = V(y,) est stable par u donc aussi par v — A1 idy, I'égalité

0= (u—A1idy)P(v) = (u — A1 idy)P(v1) + - - + (u — A1 idy )P (v,.)

jointe au fait que les V; sont en somme directe, entraine que (u—\; idy )P (v;) = 0 pour tout . Or on a vu que
la restriction u; de u & V; a pour polynéme caractéristique (A; — X )™, donc dét(u; — A1 idy,) = (N — Aq)™
est non nul lorsque i # 1, donc P'égalité (u — A; idy )P (v;) = 0 entraine v; = 0 pour @ # 1. Donc v égale vy
et appartient donc a V(y,).

Remarquons aussi qu'une démonstration analogue (et en fait, plus simple) donne la :

Proposition 2.2.13 (Polynémes sans racines multiples). — Soient V un C-espace vectoriel de di-
mension n et u € Endc (V). On suppose que Q(u) = 0, ot Q € C[X] un polynéme de degré d > 1 ayant d
racines distinctes dans C. Alors u est diagonalisable.

Démonstration. — Par hypothese, on a Q(X) = cH?Zl(X —a;), ol ¢ € C* est le coefficient dominant de
Q, et ay,...,aq € C sont deux a deux distincts. Pour tout 4, posons

Pi=c][(X - o).

i



Alors Pi,...,P; € C[X] sont sans racines communes donc, d’apreés le théoréeme de Bézout il existe des
polynémes Si,...,Sq € C[X] tels que P1.S1 + -+ -+ P3S4 = 1. Prenant les polynémes en u correspondants,
on obtient :

Py(u)Si(u) + -+ Py(u)Sq(u) = idy

Donc, pour tout v € V, on a :
(%) v=P(u)(z1) + -+ Pi(u)(zq), ou z; = Si(u)(v).
Par hypothese, Q(u) est ’endomorphisme nul ; comme de plus Q(X) = (X — «;) P;(X) alors
(u — a;idy ) (Pi(u)(2:)) = Q(u)(xi) = 0,
pour tout 7. Ceci montre que chaque v; = P;(u)(x;) appartient & Ker(u — «; idy ) ; par conséquent I’égalité
(x) montre que V est la somme des espaces Ker(u — a; idy ).
Or, ceux de ces espaces qui sont non nuls sont des espaces propres de u, donc sont en somme directe

(cf. 2.1.8). Donc, notant I le sous-ensemble de {1,...,d} formé des ¢ tels que Ker(u — a;idy) # {0}, on
obtient que V = @,; Va,, ce qui montre que u est diagonalisable. O

Corollaire 2.2.14 (Automorphismes d’ordre fini de C"). — Soient V' un C-espace vectoriel de di-
mension n et u € Endc(V) tel que u? = idy pour un entier d > 1 (dans ce cas, on dit que u est un
automorphisme d’ordre fini). Alors u est diagonalisable (et ses valeurs propres sont des racines d-émes de
lunité).

29rm

):
oL 2irm
)—i—zsm(T)pourrzO,l,...d—l. O

Démonstration. — En effet, le polynéme X? — 1 a d racines distinctes dans C, & savoir exp(

2irm

cos(

2.3. Appendice (}) : somme directe externe d’espaces vectoriels

Définition 2.3.1 (Sommes directes). — Soient V1, ..., V,, des k-espaces vectoriels. L’ensemble produit
Vl Xoeee XVn:{('Ul,-.-,'Un)|UiEV;}
est muni d’une structure d’espace vectoriel définie « composante par composante, c.-a-d., t - (v1,...,v,) =

(t-viy...,t-vp) et (v, ..,0n) + (V],...,0) = (v1 + 01, ..., o0 +00).
On l'appelle la somme directe (externe) des V; et on le note

Vie---aV, ou @‘/7
i=1

De méme, un n-uplet (vq,...,v,) (avec v; € V;) est aussi noté vy + - -+ v, ou Y., v;, c.-a-d., on identifie
Pélément v; € V; au n-uplet (0,...,0,v;,0,...,0) (ol v; est & la i-éme place).

Supposons que #; = (e1,...,eq,) soit une base de Vi, puis B2 = (€4, +1,- - -, €d,+d,) une base de Va,
... PUS By, = (€dy+-tdn 141+ Cdy+td,) Une base de V,,. Alors tout élément v de @, Vi s’écrit de

fagon unique

v=tier+ - Ftgedy + o Fldi e tdy i+ 1Cd A dn a1 T T b d, €yt

vl Un

avec les t; dans k, d’olt 'on déduit que la réunion disjointe des %; est une base de @;—_, V;. Par conséquent,
on a la formule :

(+) | dim (@, Vi) = di + -+ dp = X1, dim(V5). |

Remarque 2.3.2. — Supposons maintenant que Fj, ..., F, soient des sous-espaces d’un k-espace vecto-
riel V. D’une part, on note Fy + - - - + E,, le sous-espace de V' engendré par F1 U---U E, ; c’est I’ensemble
de toutes les sommes

(*) T1+ -+ xp, avec x; € F;.

D’autre part, on peut former, la somme directe externe S = E1&®- - -® E, des E; ; ce n’est pas un sous-espace
de V, mais on a une application linéaire naturelle

c:E1®---0FE, -V, (X1, yTp) > o1+ Ty

dont I'image est le sous-espace F1 + ---+ E,, de V, et le noyau est le sous-espace de S formé des n-uplets
(x1,...,2n) tels que 1 + -+, = 0.



On voit donc que Ker(o) = (0) si et seulement si les sous-espaces Ei, ..., F, sont en somme directe
dans V, et dans ce cas o est un isomorphisme de la somme directe externe S sur le sous-espace de V noté
FE1®---® FE, en 2.1.1. Ceci justifie 'usage de la notation Fy & --- @ E, dans les deux cas. D’autre part,
pour des espaces vectoriels arbitraires Fq, ..., E,, la somme directe « externe » F1 @ - - - @ E,, sera appelée
simplement « somme directe ».

2.4. Appendice (f) : division euclidienne dans C[X] et théoréme de Bézout

Théoréme 2.4.1 (Division euclidienne dans k[X]). — Soit k un corps et soit P € k[X] un polynéme
de degré d > 1. Pour tout F € k[X], il existe un unique couple (Q, R) d’éléments de k[X] tel que

F =PQ+R, et R =0 ou bien deg(R) < deg(P).
On appelle @ (resp. R) le quotient (resp. le reste) de la division euclidienne de F par P.

Démonstration. — Montrons 'existence de (@, R) en procédant par récurrence sur deg(F). Si F' = 0 ou
si deg(F') < d = deg(P), on prend Q = 0 et R = F. Soit n > d et supposons 'existence établie pour les
degrés < n. Soit F' de degré n. Notons a le coefficient dominant de F et ¢ celui de P. Alors ac™' X" 4P
est de degré n et de coefficient dominant a, donc F — ac™ ! X" 9P est de degré < n. Par hypothese de
récurrence, il existe @, R € k[X] tels que

F—ac 'X"P = PQ + R, et R =0 ou bien deg(R) < deg(P).

Alors F = P(Q + ac™' X"~ %) + R, ce qui prouve le résultat d’existence.
Montrons "unicité : si 1, Ry vérifie les mémes conditions, les égalités PQQ+ R = F' = PQ; + R; donnent

P(Q_Ql):Rl_R~

Si @ — Q1 était # 0 alors P(Q — Q1) serait de degré d + deg(Q — Q1) > d. Or, Ry — R est nul ou de degré
< d. Donc nécessairement Q — ()1 = 0, d’'ou R — R =0, dou Q = Q1 et R = R;. Ceci prouve 'unicité. [

Définitions 2.4.2. — 1) Soit I un sous-ensemble de k[X]. On dit que I est un idéal de k[X] si c’est un
sous-espace vectoriel et si, pour tout P € I et S € k[X], ona SP € I.

2) Soient Py,..., P, € k[X]. Alors Pensemble I des sommes S1P; + - -+ + S, P, est un idéal de k[X], et
c’est le plus petit idéal de k[X] contenant P, ..., P.. En effet, toute combinaison linéaire de telles sommes
est encore une somme de ce type, donc I est un sous-espace vectoriel de k[X]; de plus, pour tout S € k[X],
S(S1PL+ -+ S.P.) = SS1PL + .-+ 5SS, P, est encore une somme de ce type, donc I est un idéal.
Réciproquement, tout idéal J contenant Pi,..., P. contient toute les sommes S1P; + --- + S,.P,., donc
contient I.

On dit que I est 'idéal engendré par Pi,..., P, et on le note (Py,..., P.).

3) On dit qu'un idéal I de k[X] est principal §’il peut étre engendré par un seul élément, c.-a-d., s’il
existe P € I tel que I = {SP | S € k[X]} = (P).

Théoréme 2.4.3. — Soit k un corps. Tout idéal I de k[X] est principal. Plus précisément, si I est un
idéal non nul de k[X], il existe un unique polynéme unitaire P € I tel que I = (P).

Démonstration. — Si I est I'idéal nul {0}, il est engendré par le polynéme nul 0. Donc on peut supposer
I # {0}. Dans ce cas, I’ensemble {deg(Q) | @ € I — {0}} est un sous-ensemble non-vide de N, donc admet
un plus petit élément d. Soit P € I — {0} tel que deg(P) = d; quitte & remplacer P par a~ 1P, ol a est le
coefficient dominant de P, on peut supposer P unitaire.

Soit F' un élément arbitraire de I, d’apres le théoréme 2.4.1, on peut écrire F' = PQ + R, avec R =0
ou bien deg(R) < deg(P) = d. Comme I est un idéal, alors PQ € I et donc R = F — P(Q appartient & I.
Si on avait R # 0, ce serait un élément non nul de I de degré < d, contredisant la minimalité de d. Donc
R =0 et donc F = PQ. Il en résulte que I = {PQ | Q € k[X]} = (P), i.e. I est principal, engendré par
le polyndéme unitaire P. De plus, P est unique. En effet, si P; est un second polyndéme unitaire tel que
I = (Py), alors il existe Q, Q1 € k[X] tels que P = PQ et P = P1Q;. Il en résulte que Q et Q1 sont de
degré zéro, donc des éléments de k, et comme P et P; sont unitaires, I'égalité P, = P(Q entraine () = 1
d’ou P, = P. O

Théoréme 2.4.4 (Théoréme de Bézout). — Soient Py,...,P. € C[X] des polynémes non nuls, sans
racine commaune. Alors il existe Sy, ..., S, € C[X] tels que S1 Py + ---+ S, P, = 1.



Démonstration. — Soit I I'idéal de C[X] engendré par Py, ..., P,. D’une part, c’est ’ensemble des sommes
S1P+ -+ S.P. =1, avec Sy,...S, € C[X]. D’autre part, on sait que c’est un idéal principal non nul,
engendré par un certain polynéme D # 0.

D’une part, comme D € [ = (Py,...,P.), il existe T, ..., T, € C[X] tels que T\ P, +---+ T,.P. = D.
D’autre part, comme P; € I = (D), alors chaque P; égale DQ;, pour un certain @; € k[X]. Or, C est
algébriquement clos (cf. paragraphe suivant), donc si D était non constant il aurait une racine a € C, et
alors « serait une racine commune & tous les P; (puisque P; = DQ);), contredisant 'hypotheése. Donc D
est un polynéme constant non nul, i.e. un élément z € C*. Alors remplacant T; par S; = 2~ T}, on obtient
I’égalité voulue S1 P, +---+ S, P. = 1. O

Définition 2.4.5 (Polynéome minimal d’un endomorphisme). — Soient k un sous-corps de C (par
exemple £k = R), V un k-espace vectoriel de dimension finie et v € Endg (V). Alors I, = {Q € k[X] |
Q(u) = 0} est un idéal de k[X], non nul puisque P,(X) € I, d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton.
Donc, d’apres le théoreme 2.4.3, il existe un unique polynéme unitaire M, tel que I,, = (M,), c-a-d., M,
annule u et tout polynéme ) annulant u est un multiple de M,,. On dit que M,, est le polynéme minimal
de w.

Proposition 2.4.6. — Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie et soit u € Endc (V). Alors u est
diagonalisable < M, a des racines simples.

Démonstration. — = Si u est diagonalisable, alors V' est la somme directe des espaces propres V; = Vj,,
pour i = 1,...,r. Comme u — \;idy est nul sur V;, alors H:Zl(u — A\;jidy) est nul, donc M, divise le
polynoéme P = []'_, (X — \;idy) qui n’a que des racines simples, donc il en est de méme de M,,. (En fait,
on a M, = P car chaque produit partiel H#i(u — Ajidy) est non nul sur V;.)

< Si M, a des racines simples, alors u est diagonalisable d’aprés la proposition 2.2.13 (qui utilise le
théoréme de Bézout). O

2.5. Appendice (}) : C est algébriquement clos

Théoréme 2.5.1. — C est algébriquement clos, c.-a-d., tout polynome P € C[X] de degré n > 1 se
factorise en produit de facteurs de degré 1, i.e. P = a(X — A1) ... (X —A\,), ot a est le coefficient dominant
de P.

Démonstration. — Remarquons d’abord qu’il suffit de montrer ’assertion suivante :
(%) Tout P € C[X] non constant admet une racine dans C.

En effet, supposons (x) établie et montrons par récurrence sur n que tout P € C[X] de degré n > 1 se
factorise comme indiqué dans le théoréeme. C’est évident pour n = 1, donc on peut supposer n > 2 et le
résultat établi pour n — 1. Soit P de degré n et de coefficient dominant a. D’apreés (x), P a au moins une
racine A1 dans C. Faisant la division euclidienne de P par X — \;, on peut écrire

P=(X-\)P +R, avec R =0 ou bien deg(R) < 1.
Donc R = 0 ou bien R est une constante ¢ # 0. Or, évaluant ’égalité ci-dessus en X = Aq, on trouve
R(M) = P(A\) = 0, donc nécessairement R = 0. Donc P = (X — A\1)P;, avec Py non nul, de degré n — 1
et de coefficient dominant a. Par hypothése de récurrence, Py se factorise en P; = a(X — A2) ... (X — \p),
et donc P = (X — A1) Py égale a(X — A1) ... (X — Ay). Ceci montre que le théoréme découle de lassertion

().

Démontrons maintenant lassertion (x). Soit P € C[X] un polynéme de degré n > 1. Sans perte de
généralité, on peut supposer P unitaire, i.e. de coeflicient dominant égal & 1. Ecrivons

P=X"4+a X" '+ +a,.

Raisonnons par ’absurde et supposons que P ne s’annule pas sur C. Alors, en particulier, a,, # 0. Notons
| - | la norme usuelle sur C, c.-a-d., si z = x + iy alors |z| = V2Z = /22 + 32

Comme lim|,|_, 1 |P(2)| = 400, il existe R > 0 tel que
(1) 2] 2 R = |P(2)] = [an|.
Explicitement, on peut prendre R = Ry = max{l,2na}, ol a = max], |a;|. En effet, pour |z|] > Ry et
d=1,...,n,0na |z% > |z| > 2na d’'ont




Comme |u + v| > |u| — |v], on obtient que, pour |z| > Ry, on a
n

ad

1+

>
d=1

Comme le disque D de centre 0 et de rayon R est compact, la fonction continue f : z — |P(z)| y atteint
son minimum rg, et 19 > 0 puisqu’on a supposé que P ne s’annule pas. Comme de plus

(2) V2 gD, f(z) =I[P(2)] = |an| = [P(0)| = 7o
alors rg est le minimum de f sur C tout entier.

Soit z9 € D tel que f(z9) = ro. En remplagant z par z + 29 et P(z) par Q(z) := P(20) ' P(z + 20), on
se ramene au cas ol z9 = 0 et ot Q(0) =1 est le minimum de g = |Q| sur C.

Observons que @ est, comme P, de degré n. Notons k I'ordre d’annulation en 0 de Q — 1. On peut alors
écrire

1
|P(2)| =" - 22na(1—§) =na > nja,|.

Q(X)=1+bp X +-- £ b, X"
avec by et b, tous deux # 0. Ecrivons b = rew, avec r > 0 et 6 € [0,27[ et posons z. = el

tout € € R}. Comme zF = * elm=0) = _ck e~ alors

7r70)/k’ pour

n—k
Q(z) =1 —rek +Fhn(e), ou h(e) = Z by j2l.
j=1

Comme lim._ge¥ =0 et lim._qh(e) = 0, il existe g9 €]0, 1] tel que

Ve < g, ref <1 et |h(e)| <

N3

On a alors

r r
5618:1—§E§<1.

Ceci contredit 'hypothese que 1 = Q(0) était le minimum de g = |@Q| sur C. Cette contradiction montre
que I'hypothese que P ne s’annule pas sur C est impossible. Ceci acheéve la démonstration du théoréeme
2.5.1. O

.
|Q(z2)| = [1 = re§ + eghleo)| < [1—ref| + e = 1—ref +






CHAPITRE 3

DECOMPOSITION DE JORDAN, EXPONENTIELLES DE MATRICES,
ESPACES QUOTIENTS

Résumé : Dans les sections 1 et 2 de ce chapitre, on raffine la décomposition en espaces caractéristiques
en étudiant la suite des noyaux et en introduisant la forme normale de Jordan (ceci donne lieu & une jolie
interprétation « graphique » en termes de partitions). Puis, dans les sections 3 et 4, on se place sur K = R ou
C et on introduit les exponentielles de matrices et leur utilisation pour I’étude des équations différentielles
linéaires (a coefficients constants). Enfin, dans la section 5, on introduit la notion d’espace vectoriel quotient
(cette section est indépendante des sections 1 & 4 et aurait pii figurer dans le chapitre 2). Cette construction
peut sembler difficile & absorber; elle ne sera guere utilisée dans la suite du cours, mais il est utile de la
voir briévement.

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des
compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans un appendice a la fin du chapitre;
ces passages n’interviendront pas dans les évaluations.

3.1. Endomorphismes nilpotents, partitions et formes normales de Jordan

Revenons pour un moment a un corps k arbitraire.

Définition 3.1.1 (Endomorphismes nilpotents). — Soit V un k-espace vectoriel. On dit que u €
Endg (V) est nilpotent s’il existe un entier » > 1 tel que " = 0. Dans ce cas, le plus petit entier r ayant

01 0
cette propriété s’appelle 1'indice de nilpotence de u. Par exemple,si A= [0 0 0 | alors A2 =0 donc A
0 0 0

est d’indice de nilpotence 2; si B = ,ona B? =

o O O
OO =
O~ O
o O O
o O O

1

0] et B3 =0, donc B est d’indice
0

de nilpotence 3.

Un exemple trés important d’endomorphismes nilpotents est fourni par les matrices triangulaires strictes,
i.e. les matrices triangulaires avec des 0 sur la diagonale :

Proposition 3.1.2 (Matrices triangulaires strictes). — Soit A € M, (k) une matrice triangulaire
stricte. Alors A™ =0, donc A est nilpotente.

Démonstration. — Comme A est triangulaire stricte, on a P4(X) = (—1)"X", d’olt aussitot le résultat si
k = C, d’apres Cayley-Hamilton. Pour un corps arbitraire k, reprenons la démonstration du théoreme de
Cayley-Hamilton. Notons & = (ey,...,e,) la base canonique de k™ et F; le sous-espace de k™ engendré
par e, ...,e;. Si A est triangulaire supérieure stricte on a, pour i = 1,...,n :

A(F;) C Fie,
avec la convention Fy = {0}. Comme F, = k™, on déduit des inclusions ci-dessus que A(k™) C F,,_1,
puis A2(k™) C F,_2, etc., d’ou finalement A" (k") C Fy = {0}, donc A™ = 0. Enfin, si A est triangulaire

inférieure stricte, en appliquant ce qui précéde & B = A, on obtient que B"™ = *(A4A™) est nulle, d’ol aussi
A" = 0. O

() yersion du 8/7/2012



Définition 3.1.3 (Partitions d’un entier). — Soit n un entier > 1. On appelle partition de n une
suite décroissante p = (p1,...,p,) d’entiers > 1 tels que p1 + --- + p, = n. Les p; s’appellent les parts
de la partition, r le nombre de parts, et p; la plus grande part. On peut représenter une telle partition
par un diagramme formé de « boites », chaque boite étant un carré de c6té 1, la premieére ligne contenant
p1 boites, la seconde po boites, etc., toutes les lignes étant alignées a gauche; par exemple, la partition
p=1(5,5,3,1) de 5+ 5+ 3 4+ 1 = 14 est représentée par le diagramme :

On voit alors que I’ensemble des partitions de n est muni d’une involution p — p, ol le diagramme de p
est obtenu en « transposant » celui de p, i.e. les lignes de p sont les colonnes de p, et vice-versa (on a donc

p = p). Ainsi, dans l'exemple précédent, le diagramme de p est :

ie. p=(4,332.2).

Proposition 3.1.4 (La suite des noyaux). — Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n, u un
endomorphisme nilpotent de V, et d l'indice de nilpotence de u.

(1) On a une suite croissante :

(%) {0} = Ker(idy) C Ker(u) C Ker(u?) C --- C Ker(u?) = V.

(2) Pour touti=1,...,d, posons ‘ K; = dimKer(u’) | et

Alors on apouri:2,...,d,

(3) La suite (%) ci-dessus est strictement croissante, i.e. Ker(u'=1) # Ker(u') pour touti=1,...,d. En
particulier, on a d < n.

qi:Ki—Kifl.‘ (O’I”La'u,o:idv etK():O.)

(4) La suite 9 = (q1,...,94) est une partition de n, et la suite des dimensions des noyauz, K =
(K1, Ko, ...,Kg), est la suite 0(q) des sommes partielles de q.

Démonstration. — L’assertion (1) est immédiate : si € V vérifie u’(z) = 0 alors a fortiori u'tl(x) =

u(ut(x)) = 0, d’ont Ker(u’) C Ker(u'*t!) pour i = 0,...,d — 1. De plus, Ker(u?) = V puisque u? = 0.
Pour montrer (2), fixons un indice ¢ > 2 et posons ¢ = ¢;. Soit # = (e1,...,e4) une base d’un

supplémentaire de Ker(u'~1) dans Ker(u'). Supposons qu’on ait une égalité

(1) x +tiuler) + - - + tquleq) =0, avec € Ker(u'™?), t1,...,t,€k

alors, appliquant u®~2 & cette égalité, on obtient u' =t (tje1+- - -+t,e,) = 0, dolt tier+- - -+t e, € Ker(ui=1).

Comme % est une base d’un supplémentaire de Ker(u'~!) dans Ker(u’), ceci entraine t; = 0 = --- = ¢,

puis reportant ceci dans (1) on obtient aussi que = 0. Ceci montre que les sous-espaces Ker(u’=2) et

ku(e1), ..., ku(eq) de Ker(u'~!) sont en somme directe, d’olt

K, o+ q=dim (Ker(ui_z) Dkuler) D @ ku(eq)) <K

=Vect(u(A))

donc ¢; = ¢ < K;,—1 — K;_9 = gi—1, ce qui prouve l’assertion (2). Signalons aussi le point suivant, dont on
aura besoin plus loin : si ' = (fi1,..., f;) est une base d’un supplémentaire de Ker(u’~?) @ Vect(u(%))
dans Ker(u'~1), alors t = K;_1 — (K;_2 + ;) = ¢;_1 — ¢, et u(%B) U A est une base d'un supplémentaire
de Ker(u'=2) dans Ker(u'~1). On a donc obtenu le résultat suivant :

%) si %; est une base d'un supplémentaire de Ker(u'~!) dans Ker(u?), alors la famille u(%;) est
libre et peut se compléter en une base d’un supplémentaire de Ker(u'~2) dans Ker(ui~1).

L’assertion (3) en découle. En effet, si pour un certain i < d on avait Ker(u’~!) = Ker(u?), i.e. ¢; = 0,

on aurait gi41 = 0 = --- = g4, d’ott Ker(u'"!) = Ker(u?) = V, donc u'~! = 0, contredisant le fait que
I'indice de nilpotence est d. Donc la suite (x) est strictement croissante. Comme la dimension croit d’au
moins 1 & chaque cran, on a donc dim Ker(u*) > ¢ pour i = 1,...,d, et comme d’autre part dimV = n, on

conclut que d < n.



Prouvons Dassertion (4). Par définition des ¢;, on a :

Ki=q, Kn=@p+Ki=@+q, ... Ki=¢+K, 1=q¢+ +q,
Ki=q+Ki1=qi+ - +aq.
D’autre part, d’apres (2), on a ¢; > ¢;+1. 1l en résulte que q = (g1, . ..,qq4) est une partition de K4 = n, et
que la suite K = (K7, Ko, ..., K,) est la suite o(q) des sommes partielles de q. O

Définitions 3.1.5 (Blocs de Jordan nilpotents et matrices de Jordan nilpotentes)

1) Pour tout entier n > 1, on appelle « bloc de Jordan nilpotent » de taille n, et ’on note J,,, la matrice
carrée de taille n ayant des 1 sur la diagonale juste au-dessus de la diagonale principale et des 0 partout
ailleurs. Ainsi, J; est la matrice nulle (0), et

01 00
01 0
Jé:: 01 y Jé:: 0 0 1 y JAIZ 00 10 y etc.
0 0 00 0 0 0 01
0 0 0O
Notant & = (e, ..., e,) la base canonique de k™, on a donc J,e; = e;—1 pour i = n,...,2 et Jye; =0. 11

nfl(

en résulte que Z égale (u en), - u(en), e,) et que Ker(J,,) est la droite ke; = ku™"!(e,).

2) On appelle « matrice de Jordan nilpotente » de taille n toute matrice A € M, (k) diagonale par blocs,

dont les blocs diagonaux A, ..., Aq sont des blocs de Jordan nilpotents J,, ,...Jp,, rangés par ordre de
taille décroissante, i.e. toute matrice A € M, (k) de la forme suivante :
Jpp | O |- ] 0O
A= | O ot p1 > >pg>1
: . -1 0
o107,
Comme la somme des tailles des blocs diagonaux égale n, on a p; + -+ pg = n, i.e. p = (p1,-..,Pd)

est une partition de n, et I’on notera Jp la matrice ci-dessus. On voit ainsi que les matrices de Jordan
nilpotentes de taille n sont en bijection avec 'ensemble & (n) des partitions de n.

Théoréme et définition 3.1.6 (Forme normale de Jordan d’un endomorphisme nilpotent)
Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n, et u un endomorphisme nilpotent de V, d’indice de
nilpotence d.

(1) Il existe une base B de V telle que Matg(u) soit une matrice de Jordan nilpotente Jp, pour une
certaine partition p de n.

(2) De plus, p est uniquement déterminée par u : en effet, p est la partition q associée a la suite des
noyauz Ker(u) C --- C Ker(u?). En particulier, d est la plus grande part p; de p, et le nombre de parts de
p est ¢ = dimKer(u).

(3) En termes matriciels : toute matrice nilpotente A € M, (k) est semblable ¢ une unique matrice de
Jordan nilpotente de taille n, et donc l'ensemble des classes de similitude de matrices nilpotentes A € My (k)
est en bijection avec Uensemble &2 (n) des partitions de n.

(4) On dit que la matrice Jp obtenue est la forme normale de Jordan ou la réduction de Jordan
de u (ou de A).

Démonstration. — Soit q = (q1,-..,q4) la partition q associée a la suite des noyaux de u, i.e. q; =

K; — K;_1, ot K; = dimKer(u'), pour i = 1,...,d (et Ko = 0). Montrons l'existence d'une base % de V

telle que Matz = Jy. Rappelons le résultat suivant, qu’on a obtenu dans la démonstration du point (2) de

3.14:

(%) { si € est une base d'un supplémentaire de Ker(u'~1) dans Ker(u?), alors la famille u(%;) est
libre et peut se compléter en une base d’un supplémentaire de Ker(u'~2) dans Ker(u'~1)

Soit %4 = (e1,...,eq,) une base d’'un supplémentaire de Ker(u?=1) dans V = Ker(u?). D’aprés (%), la
famille u(%y) est libre et se complete, par ajout d'une famille libre 41 = (eg 41, --,€q,_, ), €0 une base
ZLy1 = u(PBq)UBq_1 d'un supplémentaire de Ker(u?~2) dans Ker(u?~1). (Et par conséquent, Z,U %1
est une base d'un supplémentaire de Ker(u?~2) dans V.)

Pour aider le lecteur, indiquons que la démonstration peut se « visualiser » comme suit : on dessine
le diagramme de la partition q, disons pour q = (5,5,3,1), et Pon écrit les vecteurs ey, ..., e,, dans les



derniéres cases des colonnes 1 & gq (i.e. dans la ligne d), puis on écrit au-dessus les vecteurs u(e1), ..., u(eq,)
et 'on complete la ligne d—1 en écrivant les vecteurs eq, 41, ..., eq, ,, dans les dernieres cases des colonnes

ga+1agqg_1:

base d’un supplém. de Ker(u?=2?) dans Ker(u®"1) : | u(e1) | e2 | e3

base d’un supplém. de Ker(u?~') dans Ker(u?) : el

D’aprés ce qui précede, les vecteurs qu’on a écrits forment une base d’un supplémentaire de Ker(u?~?)
dans V.

Puis, d’apres (x) & nouveau, il existe une famille libre 42 = (€4, ,+1,- - - €qy_,) dans Ker(u?~2) telle
que

Lo = u(.i”d_l) UBy_o = ’U,Q((@d) U U,(ﬁd_l) U Bi_o

soit une base d’un supplémentaire de Ker(u9=3) dans Ker(u9=2); alors %4 U %y 1 U %5 est une base
d’un supplémentaire de Ker(u?~3) dans V. Dans l'exemple précédent, ceci donne :

base d'un supplém. de Ker(u) dans Ker(u?) : | u?(e1) | u(e2) | u(es) | es | es

base d’un supplém. de Ker(u?) dans Ker(u?) : | u(ep) €2 es

base d’un supplém. de Ker(u?®) dans Ker(u?) : el

Ainsi, apres p < d étapes, on a rempli les p lignes du bas du diagramme par des vecteurs qui forment
une base d’'un supplémentaire de Ker(u?~?) dans V (plus précisément, les vecteurs de la i-eéme ligne en
partant du bas forment une base d'un supplémentaire de Ker(u?~%) dans Ker(u?~**1)). Continuant ainsi,
on remplit le diagramme de la partition q par des vecteurs qui forment une base .Z de V :

base de Ker(u) : ud(er) | u?(e2) | u?(e3) | ulesq) | ules)
base d’un supplém. de Ker(u) dans Ker(u?) : | u?(e1) | u(ea) | u(es) eq es
base d’un supplém. de Ker(u?) dans Ker(u?) : | u(ep) es es
base d’un supplém. de Ker(u?) dans Ker(u?) : er
(Noter que les vecteurs e, ..., e, qui ont été introduits & chaque étape du processus sont situés dans la

derniére case de chaque colonne.)

Lisons maintenant le diagramme colonne par colonne, de haut en bas : la lére colonne est formée des
vecteurs v; = u?"t(ey), va = u?2(ey), ..., vg = ey ; ils forment une base ¢, d’un sous-espace E; stable par
u, dans laquelle la restriction up, de u a E; a pour matrice le bloc de Jordan nilpotent J4. De méme, pour
chaque 7 =1,...,qq, la j-éme colonne est formée des vecteurs ud’i(ej), pour i =1,...,d, qui forment une
base ¢; d'un sous-espace £ de dimension d, telle que Maty, (ug;) = Jq. Ensuite, pour j variant de gq + 1
a ¢4—1, la j-eéme colonne est formée des vecteurs ud_l_i(ej), pour i = 1,...,d — 1, qui forment une base
¢; d'un sous-espace I; stable par u, de dimension d — 1, telle que Maty, (ug,) = Ja—1, etc.

Donc chaque colonne C; du diagramme correspond & une base ¢; d’un sous-espace E; stable par u, de
dimension la hauteur h; de la colonne Cj, telle que Mate, (uEJ) soit le bloc de Jordan nilpotent Jp;. On
voit donc que les blocs de Jordan nilpotents qui apparaissent correspondent aux colonnes du diagramme
de g, c.-a-d., aux lignes du diagramme de q. On obtient donc que dans la base € = ¢ U--- U Gy, (ses
éléments sont les mémes que ceux de £, mais dans un ordre différent), la matrice de u est la matrice de
Jordan nilpotente Jg. Par exemple, pour le diagramme précédent, on obtient la matrice

Jgy| O] 0]0]O0

0|Js| 0|00

Jazzey=| 0] 0]J5]0 |0

0|00 |J2|0

000 0]|J
Il reste & montrer l'assertion d’unicité : supposons que dans une certaine base # = (v1,...,v,) de
V', w ait pour matrice la matrice de Jordan nilpotente Jp, pour une certaine partition p = (p1,...,ps)
Considérons alors le diagramme de p et écrivons les vecteurs vy, ..., v, de la base & dans ce diagramme,

de gauche a droite dans chaque ligne, en commencgant par la ligne du haut. Alors, par définition de la



matrice Jp, si 'on note e; le vecteur qui est dans la derniere case de la j-eme ligne en partant du haut,
alors les vecteurs de cette ligne, lus de gauche a droite, sont :

. Pi—l(e. Pi=2(p. . .

(*5) u T (eg),  uP T (eg), ... uley), e

Donc, en transposant ce diagramme, on obtient le diagramme de p, contenant dans sa j-éme colonne les
vecteurs (x;) précédents :

uPr=l(eq) | uP2"(ea) | -+ | uP " (es)
uPr=2(ey) | uP2=2(ez) | --- | uP"2(es)
€s
u(er) e
€1

Comme ces vecteurs forment une base de V, on voit facilement que les vecteurs de la ligne 1 du haut
forment une base de Ker(u), ceux des lignes 1 et 2 du haut forment une base de Ker(u?), etc. On obtient
donc que p est la partition associée a la suite des noyaux de u, d’oit p = q et donc p = q. Ceci achéve
la démonstration des assertions (1) et (2) du théoréme 3.1.6. Enfin, lassertion (3) est une conséquence
immédiate des assertions (1) et (2). Le théoréme est démontré. O

Remarque 3.1.7. — Dans la démonstration précédente, on a utilisé de facon répétée [’existence d’une
base d’un supplémentaire de Ker(u’~!) dans Ker(u?). Pour construire explicitement une base de Jordan,
on peut utiliser la méthode de réduction des colonnes pour construire successivement une base de Ker(u),
puis d’un supplémentaire de Ker(u) dans Ker(u?), puis d’un supplémentaire de Ker(u?) dans Ker(u?), etc.
Voir le paragraphe 3.1.14 plus bas.

Ezxercice 3.1.7.1. — Quel est le nombre de classes de similitude de matrices nilpotentes dans Mg(k) ?
Donner un représentant de chaque classe.

Revenons maintenant au cas ou k& = C et combinons les résultats obtenus dans les théorémes 2.2.11 et
3.1.6. Commencons par la définition suivante :

Définitions 3.1.8 (Blocs de Jordan et matrices de Jordan). — (1) Pour A € C et n € N*, on
appelle « bloc de Jordan » de taille n associé a A, et 'on note J,(\), la matrice carrée de taille n égale a
A, + Jp. (Donc J,(0) = J,,.) Ainsi J1(A) = (A), et

1
JQ()\):<3 i) RO =0

(2) Pour A € C, n € N*, et p une partition de n, on note Jp(A) = A, + Jp(A) et on dit que c’est une
«matrice de Jordan » de taille n associé a .

(3) Enfin, étant donnés des r-uplets (Ar,...,Ar) € C" et (my,...,m;) € (N*)", ainsi qu'une partition
pi de chaque m;, on note Jp,, . p,.(A1,...,Ar) la matrice carrée de taille n = my + --- + m,, diagonale
par blocs, dont les blocs diagonaux sont Jp, (A1), ... Jp,.(Ar). On dira que c’est une « matrice de Jordan
associée au r-uplet (A, m1),..., (Ar,mp)) ».

Remarque 3.1.9. — Soit Jp,, . p.(A1,...,Ar) comme ci-dessus; pour ¢ = 1,...,r, notons €; 'ensemble
des vecteurs de la base canonique de C™ qui correspondent au bloc diagonal Jp, ();), alors chaque ; est
une base d’'un sous-espace W; de V stable par u, telle que Mate, (uw,) = Jp, (A, et Jp,... p. (A1, Ar)
est la matrice de u dans la base € =61 U---U%E,.

Remarquons tout de suite que si 'on permute les %; entre elles, i.e. si o est une permutation de

{1,...,7} (1) et quon considére la base €, = Co(1) U+ U %y, alors la matrice de u dans la base €, est
IpoityrPoir (Aa(1)s -+ 5 Ao(r))- Pour toute permutation o de {1,...,7}, les matrices Jp, . p, (A1, Ar) et
b1y Por) (Ao(1)s -+ +» Ao(r)) sont donc semblables.

(De.-a-d., une bijection de I’ensemble {1,...,r} dans lui-méme



Théoréme 3.1.10 (Forme normale de Jordan d’un endomorphisme de C")

Soient V' un C-espace vectoriel de dimension n, u € Endc(V), A1,..., - les valeurs propres, deuz d
deuz distinctes, de u et pour tout i, soient u; la restriction de u a l’espace caractéristique V(y,) et q; la
partition de m; = dim V(y,) associée a la suite des noyauz de u;.

(1)~Il existe une base B de V telle que Matg(u) soit la matrice de Jordan Jp, .. p.(A1,...,Ar), 0l

P: = Q-
e r-uple 1,P1)s -+, (Ar,Pr)) est uniquement déterminé, a l’ordre preés, c.-a-d., si pour une base

2) L plet (A1, p Ars P t uniq t dét mé, a l’ordre pré i-d., St D b
B on a Matg (u) = Jpr o (1., fs), avec ju; 7 pj sii # j, alors s = r et il eviste une permutation
o de{l,...,r} telle que p; = Ay(i) €t P; = Po(s)-

(3) En termes matriciels : toute A € M, (C) est semblable & une matrice de Jordan Jp,..  p.(A1,..., Ar),
qui est unique a permutation prés des blocs diagonauz entre eu.

(4) On dit que la matrice Jp, . p,.(A1,...,Ar) est la forme normale de Jordan ou la réduction de
Jordan de u (ou de A).

Démonstration. — L’existence découle immédiatement des théoréemes 2.2.11 et 3.1.6. En effet, pour tout ¢,

notons N; = V(y,). Comme chaque u; — A; idy, est nilpotent, alors, d’apres le théoreme 3.1.6, il existe une

base %; de N; telle que Matg, (u; — Aiidy,) = Jp,, oit p; = q;, d’out Matg, (u;) = Jp, + A, = Jp, (M).
D’autre part, d’apres le théoreme 2.2.11, on a

T
(%) V=N &---a&N, et Pu(X) = (1" JJ(x = x)™.
i=1
Donc # = %, U ---U %, est une base de V, et dans cette base la matrice de u est Jp, .. p.(A1,..., Ap).
Ceci prouve I'existence.
Montrons l'unicité. Supposons que pour une base %' on ait Matg (u) = Jpr . pr (k1. j1s), avec
i 7 pj sii # j. Comme cette matrice est triangulaire supérieure, on obtient que

S

Pu(X) = (=" JT(X — )

i=1
ou chaque d; est la somme des parts de pj (i.e. p; est une partition de d;). Comme p; # 1, si ¢ # j alors,
{1, - - -, fbs sont les racines, deux & deux distinctes, de P, et donc, comparant avec (*) plus haut, on obtient
déja que s = r et qu'il existe une permutation o de {1,...,7} telle que j; = A\,(;) et di = my(;y pour tout
1=1,...,7.

Reste a montrer que p; = py(;). En renumérotant les p;, on se ramene d’abord au cas ot o = id
(i.e. gy = A; et d; = m; pour tout 7), et il faut montrer que p; = p;. Pour tout ¢, notons %, 1'ensemble
des vecteurs de la base %’ qui correspondent au bloc diagonal Jp! (\;), alors chaque % est une base d’'un
sous-espace W; de dimension m; de V' stable par u, et 'on a Matg (uw,) = Jp(Ai). Comme Jp, est
triangulaire stricte, de taille m;, on a 0 = J;’Z‘i = (Jpr (Ni) = Aidw, )™ et donc (uyw, — A; idyy, )™ = 0. Ceci
montre que W, est contenu dans Ker ((u — /\7)”7) = Vixn,) = Ni, et comme tous deux sont de dimension
m;, on obtient que W; = N, pour tout 7.

Donc, %, et %; sont deux bases du méme espace, N;, telles que la matrice de 'endomorphisme nilpotent
u; — A\;idy, de N; dans ; (resp. %;) est Jp; (vesp. Jp;). D’apres le résultat d'unicité dans le cas nilpotent,
on conclut que p; = p;. Ceci acheve la preuve des assertions (1) et (2) du théoréme 3.1.10. Enfin, assertion
(3) est une conséquence immédiate des assertions (1) et (2). Le théoreme est démontré. O

Corollaire 3.1.11. — Soient A, A’ € M,,(C). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A et A’ sont semblables (i.e. sont dans la méme classe de similitude).

(2) A et A’ ont méme polynéme caractéristique, disons []i_;(A; — X)™ avec \; # \; si i # j, et pour
touti=1,...,r, A= NI, et A" — \;I,, ont la méme partition associée & la suite des noyau.

(3) A et A" ont la méme forme normale de Jordan.

Remarque 3.1.12. — En résumé, pour déterminer la forme normale de Jordan d’une matrice A €
M,,(C), on calcule d’abord son polynome caractéristique Pa(X) = (—1)" [];_, (X —X;)™ puis, pour chaque
i, on calcule la dimension K;, = dimKer ((4 — X\;I,,)*) (en déterminant le rang de (A — \;1,,)*), pour
s=1,2,..., en s’arrétant au cran ¢ tel que K;; = m;. Posant ¢; s = K; s — K; s—1, on obtient la partition
di = (¢i.1,- - -, ¢i,t) associée a la suite des noyaux de A — \;I,, ; notant p, sa transposée q;, on obtient alors
la matrice de Jordan Jp, (\;), dont le nombre de blocs de Jordan est ¢;1 = K; 1 = dimKer(4 — \;I,,). En
particulier, si K; 1 = 1, alors Jp,(\;) est le bloc de Jordan J,,, (A;).



Exercice 3.1.13. — Soient Aq,..., A\, € C, deux a deux distincts, my,...,m, des entiers > 1, et soient
n = my+ -+ m, et Ple polynome (—1)"]'_,(X — X;)™i. Alors, d’aprés le théoreme précédent, le
nombre de classes de similitude de matrices A € M,,(C) dont le polynéme caractéristique est égal & P, est
égal & p(mq) - - - p(m;.), ot p(m;) désigne le nombre de partitions de m;.

(1) Quel est le nombre de classes de similitudes de matrices dans M7 (C) dont le polynome caractéristique
est — X7 +3X% - 3X5 4+ X147

(2) A quelle condition sur P = (—1)"[[/_,(X — \;)™ € C[X], I'ensemble €(P) = {A € M,(C) |
P4(X) = P} est-il formé d’une seule classe de similitude ?

3.1.14. Opérations sur les colonnes et bases de Jordan. — Etant donné A € M, (C) ou, plus
généralement A € M, (k) avec P4(X) scindé, la méthode de réduction des colonnes s’applique tres bien
au calcul explicite d’une « base de Jordan » de I'’endomorphisme u défini par A, i.e. d’'une base € dans
laquelle la matrice de u est la forme normale de Jordan J4 de A. Illustrons ceci par deux exemples.

0 1 -1 0
. -3 -1 3 1 . , . 4 qse.
Exemple 1. Soit A = _9 1 11 € My4(C) et soit u 'endomorphisme de C* défini par
0 0 0 2

A. Calculer le polynéme caractéristique P4(X) et déterminer ses racines et leur multiplicité. Puis, pour
chaque racine A, déterminer une base de Ker(A — Al), puis de Ker ((A — )\14)2), ete. jusqu’a obtenir

'espace caractéristique V(). Enfin, donner une base ¢ de C* telle que Mate (u) soit la forme normale de
Jordan J4 de A.

En développant par rapport a la derniére ligne, on obtient que P4 (X) égale :

-X 1 -1 -X 1 0
2-X)| -3 -1-X 3| Bt 0 X)| -3 —1-X 2-X
-2 1 1-X -2 1 2—-X
-X 10 -X 10
=@2-X)?| -3 —1-Xx 1|2t o X2 -1 —2-X 0 |=(2-X)2(X24+2X+1)
-2 1 1 -2 1 1
=(X -2 (X +1)%
Pour la valeur propre A = —1, posons B = A+ 1, et faisons des opérations sur les colonnes de B = A+1y :
10 00 101 0 1010
0 1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 00
0 0 1 0 0 010 0 010
00 0 1 | cocstran 00 0 1 | ci—citscy 300 1) [P
I 1 -1 0 | ¢i—-i-C 0100 0100 | \B)’
-3 0 31 -3 0 0 1 0 0 01
-2 1 2 1 -3 1 0 1 01 0 1
00 0 3 0 0 0 3 9 0 0 3

ou B’ = BP. Donc, comme les colonnes non nulles de B’ sont échelonnées, Ker(B) est engendré par le
vecteur v; = e1 + e3. Pour la suite, on a deux méthodes.

1ere méthode. Calculons B2 = (A + I,)? :

1 1 -1 0 11 -1 0 0 0 0 0
-3 0 3 1 -3 0 3 1] _ -9 0 9 6
-2 1 2 1 -2 1 2 1| [-9 0 9 6
0o 0 0 3 0 0 0 3 0 0 0 9

Donc on voit que B? = (A + I;)? est de rang 2, et Ker(B?) contient les vecteurs ey et e; + ez, qui
forment donc une base de Ker(B?). De plus, comme Ker(B) est engendré par e; + ez, alors ep engendre
un supplémentaire de Ker(B) dans Ker(B?).

2eme méthode. On a aussi la méthode plus courte qui suit, suggérée par A. Moussaoui (en réponse
a une question de T. de La Rochefoucauld). Les colonnes de la matrice inversible P forment une base
(f1, f2, f3, fa) de C*, et les colonnes de B’ = BP sont les images par B des f;. Il suffit donc de multiplier
B’ par B pour avoir la matrice BB’ = B?P dont les colonnes donnent les images par B2 des f;. Comme
ici Bfs = 0, on a bien siir B?f3 = 0 et il suffira de faire les mémes opérations sur BB’ et P pour créer une



autre colonne nulle de BB’. Dans le cas présent, le calcul est particulierement simple (voir plus bas pour
un exemple plus élaboré). On a :

1 1 -10\/0 10 0 0 0 0 0
, -3 0 3 1]looo 1] _[9 00 6
BE=1_91 2 1]lo10 1|79 006

o 0 0 3/\9 00 3 27 0 0 9
doit

1010

-1 10 0

00 1 0

P | 3001

BB') |70 00 0

90 0 6

90 0 6

27 0 0 9

donc on voit que, outre le vecteur e; + e3 qui appartenait déja a Ker(B), Ker(B?) contient le vecteur es,
qui engendre donc un supplémentaire de Ker(B) dans Ker(B?).

Finalement, utilisant I'une ou 'autre méthode, comme la dimension de ’espace caractéristique V(_1) est
la multiplicité algébrique de la valeur propre —1, a savoir 2, on conclut que

Vic1y =Ker (A+ I4)2) = Vect(ey + e3, €2).

Considérons maintenant la valeur propre A = 2 et faisons des opérations sur les colonnes de la matrice
C = A— 2[4 .

1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 O

0 1 0 0 2 1 1 0 2 1 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 01 0

0 0 0 1 Cs—Cs+Co 0 0 0 1 C1—C149C, 9 0 0 1 Q

- - 7, - 5 =

-2 1 -1 0 | ¢i—Ci420, 0 1 00 0 100 c')’
-3 -3 3 1 -9 -3 0 1 0 -3 0 1
—2 1 -1 1 0 1 0 1 9 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O

ou C' = CQ. Donc, comme les colonnes non nulles de C” sont échelonnées, Ker(C') est engendré par le
vecteur v; = es + e3. Pour la suite, on a comme avant deux méthodes.

1ere méthode. Calculons C2? = (A — 214)? :

-2 1 =10 -2 1 =10 3 -6 6 0
-3 -3 3 1 -3 -3 3 1| _[9 9 -9 0
-2 1 -1 1 -2 1 -1 1] |3 -6 6 0
0o 0 0 O 0o 0 0 O 0 0 0 O
On voit donc que C? = (A — 21;)? est de rang 2 (car les deux premieres colonnes sont linéairement

indépendantes), et que Ker(C?) contient les vecteurs e4 et ez + e, qui forment donc une base de Ker(C?).

De plus, comme Ker(C') est engendré par es + es, alors e4 engendre un supplémentaire de Ker(C) dans
Ker(C?).

2¢éme méthode. On a :

—2 1 -1 0\/0 1 00 —9 —6 0 0
, -3 =3 3 1|]o =3 0 1| |27 9 0 0
CC=12 1 -1 1flo 1 01| |=9 =600
0o 0 0 0o/\0o 0 00 0 0 0 0



d’ou

1 00 0
2 110

0 010

Q 9 00 1
%_ —9 —6 0 0
27 9 0 0

—9 —6 0 0

0 00 0

donc on voit que, outre le vecteur ez + e3 qui appartenait déja a Ker(C), Ker(C?) contient le vecteur ey,
qui engendre donc un supplémentaire de Ker(C) dans Ker(C?).

Finalement, utilisant I'une ou I'autre méthode, comme la dimension de I'espace caractéristique V() est
la multiplicité algébrique de la valeur propre 2, a savoir 2, on conclut que

Vioy = Ker ((A - 2I4)2) = Vect(ea + €3, €4).

Il résulte de ce qui précede que la forme normale de Jordan de A est la matrice

-1 1‘00
0 —1]0 0
Ja = 0 02 1
0 0]0 2

Plus précisément, soit u ’endomorphisme de C* défini par A. Comme (u +id)(e2) = e; +e3 € V_1 et
(u—21d)(es) = ez + e3 € Vo, alors € = (e1 + e3, €2, €2 + e3,e4) est une base de V = C* dans laquelle la
matrice de u est la matrice J4 ci-dessus.

1 1 1 1
. -1 1 1 1 . , . 4 s
Exemple 2. Soit A = L 13 -1|¢€ M4(R) et soit u ’endomorphisme de R* défini par A.
-1 1 1 3
Calculer P4 (X) et déterminer ses racines. Pour chaque racine A, déterminer une base de chaque Ker ((A —
/\I4)i)7 pour i = 1,2,... et en déduire la forme normale de Jordan J de A, ainsi qu’une base € de R* telle
que Matg(u) = J.
On a:
1-X 1 1 1 2-X 1 1 1
—1 ].—X 1 1 C1—C1+Cy O ]._X 1 1 o
1 -1 3-X -1 0 -1 3-X -1
-1 1 1 3—-X 2-X 1 1 3—-X
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1-X 1 1 Ly—Ls—1Ly 0 1-X 1 1 |
=%y 1 3-x -1 =%y 1 3-x 1|7
1 1 1 3—-X 0 0 0 2-X
(2—-X)? l-x 1 =(2-X)?(X?—4X +4) = (X - 2)*
-1 3-X
donc A = 2 est la seule valeur propre de A. Posons B = A — 21, et déterminons une base de Ker(B"), pour
1=1,2,... en faisant des opérations sur les colonnes.
Notons (e1, ez, €3, e4) la base canonique de R*. Le calcul précédent montre déja que e; + e4 € Ker(B) :
1 00 ©0 1 o 0 O
0 10 O 0 1 -1 -1
0 01 0 0 o0 1 0
0 00 ! C12Ci4C, ! 0 0O ! = P, , ouB = BP.
-1 1 1 1 C3—C3—Ca 0 1 0 0 B
-1 -1 1 1 [ =G {9 1 2 2
1 -1 1 -1 0 -1 2 0
-1 11 1 0 1 0 0




Comme les colonnes non nulles de B’ sont échelonnées, on obtient que Ker(B) est de dimension 1, engendré
par e; + e4. Comme le nombre de blocs de Jordan pour la valeur propre A = 2 est la dimension de
Ker(A — 2I4) = Ker(B), on sait donc déja que la forme normale de Jordan de A est

2 1 0 0
0 210
J= 0 0 2 1
0 0 0 2
Calculons maintenant :
-1 1 1 1 0 1 0 0 0 -2 4 2
; -1 -1 1 1 0 -1 2 2 . 0 0 0 -2
BB = 1 -1 1 -1 0o -1 2 0 - 0 0 0 -2
-1 1 1 1 0 1 0 0 0 -2 4 2
d’on
1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 -1 -1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0
AN 0 0 1 C3—C5+2Cs 1 0 0 L[ (PQ < ol D2
BF) = |0 =2 1 2| ccua |0 20 o | \p7) ovB =BT
0 0 0 -2 0 0 0 -2
0 0 0 -2 0 0 0 -2
0 -2 4 2 0 -2 0 0

Comme les colonnes non nulles de B” sont échelonnées, on obtient que Ker(B?) est de dimension 2, et que

es + e3 engendre un supplémentaire de Ker(B) = R(e; + e4) dans Ker(B?). Calculons maintenant :
-1 11 1 0 -2 0 0 000 —4
" 1 -1 1 1 0O 00 -2 _ (000 O
BB = 1 -1 1 -1 0 0 0 -2 000 O
-1 11 1 0 -2 0 0 000 —4
d’olt
1 00 O
0 1 1 0
001 o0
P 1 00 1 P .
HBB?” ol e — :HB,C?, , ouB"” =B*PQ
000 O
000 O
000 —4

donc Ker(B?) est de dimension 3, et es engendre un supplémentaire de Ker(B?) dans Ker(B?).

Enfin, on voit que B3(es) = —4(e; + e4) # 0, donc e4 engendre un supplémentaire de Ker(B?) dans
Ker(B*) = R%.
1
Donc les vecteurs vg = e4, v3 = (u — 2id)(eq) = _11 ,
1
-1 1 1 1 1 0
. -1 -1 1 1 -2
vy = (u—2id)(vs) = 1 -1 1 - I = B¢,
-1 1 1 1 1 0
et
—4
. 0
vy = (u—2id)(ve) = B’eq = 0



forment une base € de R* telle que

21 0 0
02 10
Maty (u) = J = 00 2 1
0 0 0 2

Remarque. Les matrices échelonnées B’, B” et B’/ montrent que

Im(u) = Vect(eg + ey, €2, e3), Im(u?) = Vect(ey + eq, e2 + €3), Im(u?) = Vect(ey + e4).

3.2. Décomposition de Dunford

Soient k£ un corps et V un k-espace vectoriel de dimension finie.

Définition 3.2.1 (Endomorphismes qui commutent). — On dit que deux endomorphismes u, v de
V' commautent si uwowv = vou. Dans ce cas, pour tout entier n > 1 on peut calculer (u + v)™ par la formule
du binéme :

=0

(Le coefficient binomial (7}) est aussi noté C%.)
Attention, cette formule est fausse si u et v ne commutent pas! Par exemple, on a (u +v)? = u? + uv +
vu + v? et ceci est # u? + 2uv + v? si vu # uv, par exemple si u = By et v = Fy; dans Ma(k).

Lemme 3.2.2. — Soient u,v deux endomorphismes de V qui commutent.
(1) Soient X une valeur propre de u, m sa multiplicité algébrique, et Vy = Ker(u — A) (resp. Vi) =
Ker ((u — )\idv)m)) ’espace propre (resp. caractéristique) associé. Alors Vi et V() sont stables par v.

(2) Siu et v sont diagonalisables, alors V' posséde une base formée de vecteurs propres communs d u
et v. Par conséquent, u+ v et uv sont diagonalisables.

(3) Siu et v sont nilpotents, il en est de méme de uv et de u + v.

Démonstration. — (1) Soit x € V), alors u(v(x)) = v(u(z)) = Mv(z), donc v(x) € V). De méme, comme v
commute & u, il commute aussi & U = (u — Aidy)™, donc si x € V), alors U(v(x)) = v(U(z)) = 0, donc
v(x) € Ker(U) = V). Ceci montre que V) et V[, sont stables par v.

(2) Soit V=V, @---@ V), la décomposition de V en espaces propres de u. Fixons un indice i. D’apres
(1), Vy, est stable par v et d’apres le théoreme 2.1.14, V), admet une base %; formée de vecteurs propres
de v, qui sont tous des vecteurs propres de u pour la valeur propre \;. Alors 8 = %1 U ---U %, est une
base de V formée de vecteurs propres communs a u et v; et dans cette base les matrices de u + v et uv
sont diagonales.

(3) Supposons u” = 0 = v°*. Comme u et v commutent, on a (uv)” = u™v"™ = 0 si n > max(r, s). D’autre

part, pour tout n € N on a
n
n . .
u_"_,U n — ) Z,UTL—l;
wror =3 (1)

i=0
le terme u’ (resp. v"~%) est nul si 4 > 7 (resp. n — i > s), donc pour que le terme u’ v~ soit # 0, il faut
quei<r—1letn—i<s—1,doun<r+s—2:ceci montre que (u+v) 5=t =0. O
Remarques 3.2.3. — 1) Attention, si u et v sont diagonalisables mais ne commutent pas, alors en général

0 1 0
M5(R) sont diagonalisables, mais ni A + B ni AB ne est. (Exercice : vérifier ces assertions.)

u + v et uv ne sont pas diagonalisables! Par exemple, les matrices A = <_1 0) et B = (1 _11) dans

2) Attention, si u et v sont des endomorphismes nilpotents, alors en général ni wv ni u + v ne sont
nilpotents ! Par exemple, dans Ms(k) les matrices élémentaires F12 et Faq sont de carré nul, mais Fr1oFa =
E11 n’est pas nilpotente, et S = Fa; + E12 non plus (car S? = I5).

Lemme 3.2.4. — Soit u € Endg (V).
(1) Siwu est nilpotent, 0 est valeur propre de u, et c’est la seule valeur propre.

(2) En particulier, siu est diagonalisable et nilpotent, alors u = 0.



Démonstration. — (1) Supposons u nilpotent et soit 7 son indice de nilpotence, c.-a-d., v” = 0 mais
u""1 #£ 0. Soit x € V tel que u”"~*(z) # 0, alors u"~!(x) appartient & Ker(u) donc est vecteur propre pour
la valeur propre 0.

Réciproquement, si 1 est une valeur propre de u et x # 0 un vecteur propre associé, alors u(z) = px
entraine 0 = u"(z) = p"x, d’ou p = 0. Ceci prouve (1).

(2) en découle, car si V' admet une base (eq,...,e,) formée de vecteurs propres de u, chacun associé a
la valeur propre 0, alors u(e;) = 0 pour tout ¢, donc u = 0. O
Théoréme et définition 3.2.5 (Décomposition de Dunford). — Soient V' un C-espace vectoriel de

dimension finie et u € Endc (V). Alors u se décompose de facon unique sous la forme

) n {s diagonalisable et n nilpotent,
u=Ss+n, avec

s et n qui commutent, i.e. Sn = ns.

On dit que s (resp. u) est la partie semi-simple (resp. partie nilpotente) de u.

Démonstration. — Ecrivons P,(X) = (—1)" [Ti— (X = X)™i, ot Ay, ..., A\, sont les valeurs propres, deux
a deux distinctes, de u. Pour tout 7, soit u; la restriction de u a l'espace caractéristique N; = V,,) et
soit %; une base de N; telle que Matg, (u;) soit une matrice de Jordan Jp, (A;) (alors, nécessairement, p;
correspond a la suite des noyaux de u;).

Soit s 'endomorphisme de V' qui égale A;idy, sur chaque NN;. Alors, pour tout x € V', on a :

(s ou)(z) = (uos)(z).

En effet, comme les deux membres sont linéaires en z, il suffit de vérifier cette égalité lorsque = € N; ; dans
ce cas les deux membres égalent A;u(x). Donc s et u commutent.

D’autre part, la matrice de n = u — s est triangulaire stricte, donc nilpotente (cf. 3.1.2). On a donc
décomposé u sous la forme : u = s+ n avec s et n qui commutent, s diagonalisable et n nilpotent. Ceci
prouve ’existence.

Montrons 'unicité. Soit v = s’ +n/ une autre décomposition ayant les mémes propriétés. Alors on a :
(%) s—s =n"—n.

D’autre part, comme s’ et n’ commutent, ils commutent avec leur somme s’ + n’ = wu, donc, d’apres le
lemme 3.2.2, ils préservent chaque espace caractéristique IN; de u, donc commutent avec s qui est une
homothétie sur chacun de ces espaces. Ils commutent donc aussi avec n = u — s.

Alors, comme s et s’ (resp. n et n') commutent et sont diagonalisables (resp. nilpotents), s — s’ est
diagonalisable et n’ — n est nilpotent, d’apres 3.2.2. Donc, s — s’ = n’ — n est & la fois diagonalisable et
nilpotent, donc nul d’aprés 3.2.4, d’ott s = s’ et n = n’. Ceci prouve l'unicité de la décomposition (). O

Terminologie 3.2.5.1. — La décomposition de Dunford est aussi appelé décomposition de Jordan. On
a évité cette terminologie, pour éviter une confusion avec la « réduction a la forme normale de Jordan ».

Remarque 3.2.6. — Attention! Si A est une matrice triangulaire supérieure, et si ’on note D la « partie
diagonale » de A et T la partie de A «au-dessus de la diagonale » alors I’écriture

A=D+T

n’est pas en général la décomposition de Dunford, car D et T ne commutent pas nécessairement! (Le
théoréme précédent dit juste qu’on peut faire un changement de base, c.-a-d., remplacer A par une matrice
conjuguée A’ = P~ AP, de sorte que A’ = D’ +T" soit la décomposition de Dunford de I’endomorphisme
u défini par A.) Par exemple, dans Ms(C),

0 2)=0 5)+60)

n’est pas la décomposition de Dunford-Jordan de la matrice A de gauche : celle-ci est diagonalisable

(Ae; = e1 et A(ea —e1) = —(e2 + e1)) donc égale a sa partie semi-simple! (Et bien stir, si 'on note u

I'endomorphisme de R? défini par A, la matrice de u dans la base ' = (e1,e3 —e1) est A’ = ((1) _01).)



3.3. Exponentielles de matrices

Dans cette section, on désigne par K le corps R des réels ou le corps C des nombres complexes et ’on
note | - | la valeur absolue usuelle sur K, c.-a-d., si z € R, |z] = Va2 etsiz=a+ib € C (ot a,b € Ret
i? = 1), |z| = V2Z = Va2 + b2
Définition 3.3.1 (Normes). — Soit E un K-espace vectoriel. Une norme ||-|| sur E est une application
E — Ry, x> |jz|| vérifiant les trois propriétés suivantes :

(1) ||z =0< z=0.

(2) Pour tout t € K, z € E, on a ||tz| = [¢| - ||z]] (ou

(3) [Jlu+ o[ < |lul| + ||v|, pour tout u,v € E.

t| est la valeur absolue de t).

Dans ce cas, on dit que E est un K-espace vectoriel normé (en abrégé : evn).

Définitions 3.3.2 (Suites de Cauchy). — Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé.

(1) On dit qu'une suite (un)neny d’éléments de E est une suite de Cauchy si la propriété suivante est
vérifiée :

(Cauchy) Ve >0, Tng tel que Vm,n>mng, |um—u,| <e.
(On peut mémoriser ceci en disant que la « suite des différences u,, — u,, » tend vers 0 quand m,n — +00.)

(2) On dit que (E, || -||) est complet si toute suite de Cauchy (uy)nen est convergente (i.e. il existe £ € E
tel que limy,— 1 o0 ||tr, — £]| = 0, un tel ¢ étant alors unique).

On admet la proposition ci-dessous (une démonstration est donnée dans un appendice & la fin de ce
chapitre).

Proposition 3.3.3. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les normes sur E
sont équivalentes, c.-d-d., si || - || et ||-||" sont deuz normes sur E, il existe des constantes c,C € R, telles
que :

(1) VeeE, claf <zl <C- .

On en déduit les deux théoremes suivants.

Théoréme 3.3.4. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme || - ||.

(i) La notion de suite de Cauchy dans E ne dépend pas de la norme choisie. C’est-a-dire, si (un)neN
est une suite d’éléments de E et si || - || est une seconde norme sur E, alors (un)nen est de Cauchy pour
Il - || si et seulement si elle Uest pour || - ||

(il) E est complet pour la norme || - ||

Démonstration. — Le point (i) est une conséquence immédiate de la proposition précédente. Prouvons le
point (ii). Soit & = (ey, ..., eq) une base de E. D’apres le point (i), il suffit de montrer que F est complet
pour la norme || - || = || - || #,00 définie par :

Y(zy,...,xq) € K9, lz1e1 + -+ - + zqeq| = Max(|z1], .. ., |zaq])-

Soit alors (un)nen une suite de Cauchy pour cette norme. Pour tout ¢ = 1,. .., d, notons (ul,)nen la suite &
valeurs dans K formée par les i-iemes coordonnées des vecteurs u,, (c.-a-d., u, = ule; +---+uley). Alors
pour tout 7 et tous m,n on a

[ty — | < [t — |

et donc la suite (uf)),en est de Cauchy, donc converge vers une limite ¢; (puisque K = R ou C est complet).
Alors on voit facilement que la suite (u,,)nen converge vers élément £ = £1e1+- - -+ Lgeq de E. Ceci prouve

le théoreme. 0
Théoréme 3.3.5. — Soient E, F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, munis de normes || - ||g
et || -||r, et soit f: E — F une application linéaire. Alors il existe une constante k € R telle que :

(1) VveeE,  [[f@)r<k-|zle.

En particulier, f est continue.



Démonstration. — Soit B = (e1,...,eq) une base de E et soit M = E?Zl I f(ei)||r. Notons || - ||z,00 la
norme sur £ définie plus haut. D’apres la proposition 3.3.3, il existe C' € R tel que [[v|o < C - ||v]|E,

pour tout v € E. Ecrivant v = x1e1 + - - - + x4e4, on a alors

d
IF@)lle <Y Jzil - I f )l < ollos - M < CM - ||o]l &,
i=1
d’ou le théoreme. O
Dans la suite, on munit K¢ de la norme | - ||, définie par
l(z1,. .., 24)]|c0 = Max(|21], ..., |zd4l), Y(z1,...,2q) €KL

Alors la sphere unité S9! = {2 € K? | ||z|« = 1} est compacte (étant un fermé borné de K9).

Définition 3.3.6 (Normes matricielles sur M;(K)). — Pour tout A € My(K), 'application = +
| Az||s est continue, donc est bornée sur le compact S¢~1. On pose alors

1Al = Max,e ga-1 || Az|oo-
On vérifie facilement que ||| - ||| est une norme sur My(K), appelée norme matricielle associée a la norme
| - |l donnée sur K<.
Remarque 3.3.7. — Pour tout x € K¢ — {0}, 2/ = Wx appartient & S9! et comme x = ||z - 2’
s

[Az]loe = [Jlloc - 1Az < 1Al - |2l
inégalité qui est aussi vérifiée pour z = 0. Pour tout A, B € My(K), et z € S, on a donc

[ABz|[oo < Al - | Bzlloo < [IIAll - [l BII

on a :

d’ont

(%) IABIIF < WLl - [I1BIIl-
Par conséquent, pour tout n € N*, on a

(%) LA™ I < [l AJ[™.
(Par ailleurs, la norme matricielle de A° = I; est égale & 1.)

Proposition et définition 3.3.8. — Pour tout A € My(K), la suite de matrices

L A2 An
Sn=) Tr=latA+ T+ o+
=0

2 n!
Ai
est de Cauchy donc converge. Sa limite est notée exp(A), et l'on a donc exp(A) = >, -
7!
Démonstration. — En effet, d’apres le théoreme 3.3.4, le K-espace vectoriel M,(K) ~ Kdg, muni de la
norme matricielle, est complet. D’autre part, pour tout ¢ > p, on a
q ; q ; q ;
A LA™l [LAll*
IS, = sl =1 3> S 3 < > A
i=p+1 i=p+1 i=p+1
A %
et comme la suite réelle Y7 [ |||| converge vers exp(]||A]||), alors pour tout € > 0 il existe po tel que
i!
A %
pour tous ¢ > p > po on ait Z?:m-l I |||| < g, et donc la suite (S,,) est de Cauchy, donc converge vers
' i!
une matrice qu’on note exp(A). O

Remarque 3.3.9. — Si A est nilpotente, i.e. 8’il existe n € N* tel que A™ = 0, alors exp(A) égale la
somme finie I; + A+ -+ + A"~1/(n — 1)!; plus généralement, pour tout ¢t € K on a alors :
tn—l

t2
eXp(tA)ZId'FtA-FEAQ-F""Fm

At (si A™ =0).

(2)D’autre choix possibles sont les normes ||[(z1,...,zq4)[1 = |z1] 4+ -+ |z4] ou [|(z1, ..., za)ll2 = V]z1]2 + - + [z4]?; tous
ces choix sont équivalents, d’apres la proposition 3.3.3.



Proposition 3.3.10. — Soit A € My(K) une matrice triangulaire, de termes diagonaux A1, ..., Aq. Alors
exp(A) est une matrice triangulaire, de termes diagonauz exp(A1), .. .,exp(Aq).

Démonstration. — Pour tout ¢, j, la forme linéaire ¢; ; : My(K) — K, qui & toute matrice A = (a;;) associe
son coefficient a;;, est continue. En effet, c’est un cas particulier du théoréme 3.3.5 en prenant /' = K muni
de la norme définie par la valeur absolue mais, plus simplement, ceci se voit directement comme suit.
Comme a;; est la i-iéme coordonnée du vecteur Ae; alors :

|aij| < 1 A¢jlloc < Al - [lejlloo = NIIA-
~——

=1
Il en résulte que pour toute suite de matrices (B )nen convergeant vers une matrice B € My(K), on
a ¢;;(B) = limy,_4 o0 ¢4;(By). Appliquons ceci & la suite B,, = EZ:O AP/p! des sommes partielles de
exp(A). Comme A est supposée triangulaire, disons supérieure, alors chaque produit AP /p! est une matrice
triangulaire, de termes diagonaux les A /p!, pour i = 1,...,d, et donc B, est aussi triangulaire, de termes
diagonaux les sommes partielles Ez':o A /p!, pour i = 1,...,d. Donc, pour tout i,j =1,...,d, on a

0 si 1>7
exp(A\;) si i=j

n—-+4oo

¢ij(exp(A)) = lim %(Bn):{

d’ou la proposition. O

Proposition 8.8.11. — Soient A € My(K) et P € GL4(K). Alors exp(*A) = texp(A) et exp(P~LAP) =
P~lexp(A)P.

Démonstration. — Les applications A — ‘A et A — P~'AP sont linéaires, donc continues d’apres le
théoreéme 3.3.5. Par conséquent, pour toute suite de matrices (B, )nen convergeant vers une matrice B €
My(K), on a

‘B= lim 'B, et P7'BP = lim P7!'B,P.

n—-4oo n—-4oo
Appliquons ceci a la suite B,, = Z;’ZO AP /p! des sommes partielles de exp(A). Comme *(A") = (!A)" et
P71A"P = (P71AP)", on obtient que

o (t A\n n -1 n
t _ ‘A" _ t “1pp_ 1 (PAP)™ -1
exp(4) = ngr—ir-loo ;:0 = exp(“A) et P 'BP = ngar_loo ;:0 = exp(P~AP).

Corollaire 3.3.12. — Pour tout A € Mg(K) on a ‘ dét(exp(A)) = exp(Tr(A4)). ‘

Démonstration. — Comme M4(R) C My4(C), il suffit d’établir la formule lorsque K = C. Dans ce cas,
d’apres le théoreme de trigonalisation 2.2.3, il existe P € GL4(C) telle que T' = P~ AP soit une matrice
triangulaire supérieure. Notons A1, ..., Ay ses termes diagonaux. Alors, d’une part,

A+ A =Te(T) = Te(A).

D’autre part, comme P! exp(A)P = exp(T), on a dét(exp(A)) = dét(exp(T')). Or, d’apres la proposition
3.3.10, exp(T’) est une matrice triangulaire, de termes diagonaux les exp(};). On a donc

d
dét(exp(T)) = [ [ exp(Ai) = exp(A1 + -+ + Aa) = exp(Tr(A)).
=1

O

Proposition 3.3.13. — Si A, B € My(K) commutent (i.e. vérifient AB = BA), alors exp(A+ B) =
exp(A) exp(B). En particulier, pour tout t,t' € K, on a
(%) exp((t +t')A) = exp(tA) exp(t'A).

En particulier, on a exp(—A)exp(A) = exp(—A + A) = exp(0) = I (ou 0 désigne la matrice nulle de
Ma(K)) : ceci montre que exp(A) est inversible, d’inverse exp(—A).

Démonstration. — Comme A et B commutent, on a pour tout n € N la formule du binéme :
> ( >
(A+ B)" = ( )APB"_p = —— APBY,
19!
p=0 \P pa0 DT

ptg=n



Donc (renvoyant & 'appendice en fin de chapitre pour la justification de I'égalité (x) ci-dessous) on a :

aten) = (SN YL (5 5)

1 ol
p>0 o T n>0  paso U0 C
ptg=n
1 n! (A+B)"
- il " appa) — wrb)
_Zn!( Z p!q!AB)_Z n! = oA+ B).
n>0 p,q>0 n>0
ptg=n
La formule (%) en découle, puisque tA et t'A commutent. O

Remarque 3.3.14. — Attention! Si AB # BA, alors exp(A + B) # exp(A4)exp(B) en général. Par

. 0 -1 0 0 -1 0 0 O ,
exemple, soient A = <O 0 ) et B = (1 O)' Alors AB = < 0 O> # BA = (O _1> ; d’autre part,

comme A% =0 = B2 on a exp(A) = Iy + A et exp(B) = I + B et donc

exp(A)exp(B) =1+ (A+ B)+ AB = <(1) _11) # exp(B)exp(A) = I + (A + B) + BA = G —01>

Donc exp(A) exp(B) et exp(B) exp(A) ne peuvent pas tous les deux étre égaux a exp(A+ B). En fait on peut
, cos(l) —sin(1) i

montrer (cf. TE3a 2010-11) que exp(A + B) égale (sin(l) cos(1) ) donc est différent de exp(A) exp(B)

et de exp(B) exp(A).

Proposition 3.3.15. — Soit J le bloc de Jordan nilpotent J4(0). Pour tout bloc de Jordan Jy(\) = Mg+ J
et toutt € K, on a

t2 td71
1t —=
2 (d—1)!
N t2 9 td71 a1 \ O 1 t
exp(tJa(N) = e (Lg+tJ+ =T+ -+ J7) =e t2
p( d( )) (d 9 (d—l)! ) 0 0 1 E
: t
0 0 1
Ja, (A1) 0 e 0
et pour toute matrice de Jordan A = 0 Jay (A2) ,ona
: . - 0
0 e 0 | Ja.(Ar)
exp(tJq, (A1) 0 e 0
0 exp(tJa,(A2))
exp(tA) =
0
0 - 0 | exp(ta, (\))
Démonstration. — En effet, soit 8 = (e1,...,eq) la base canonique de K?. Alors Je; = 0 et Je; = e;_1
pour i = 2,...,d, et 'on en déduit, par récurrence sur ¢ = 1,...,d, que 'on a
Jiej: 0 S%j:z:.[,...,i,
€j—i sij=i+1,...,d,

i.e. la matrice de J? a tous ses coefficients nuls sauf ceux de la i-iéme diagonale au-dessus de la diagonale
principale, sur laquelle les coefficients valent 1. Ceci donne la forme explicite de exp(tJ) donnée dans la
proposition. De plus, comme tJ et A\tl; commutent, on a

exp(MtIg +tJ) = exp(Atly) - exp(tJ) = exp(Mt)I, - exp(t]) = e* exp(t.]),

ce qui prouve la premiere égalité.
Lorsque A est une matrice de Jordan ayant r blocs, notons %; le sous-ensemble de & correspondant au
bloc Jg, (i) et E; le sous-espace vectoriel de K¢ de base %;, et soit u; I’endomorphisme de K¢ qui est nul



sur Ej pour j # i et tel que Matg, (u;) = Ja,(A;). Alors on obtient comme plus haut que Matg(exp(tu;))
est la matrice diagonale par blocs dont tous les blocs diagonaux sont l'identité, sauf le i-ieme qui est
exp(tJq, (A;)). De plus, comme A = uj + - - - 4 u, et que les u; commutent deux & deux, on déduit de 3.3.13
par récurrence sur r que

exp(tA) = exp(tuq) exp(tug) - - - exp(tu,)
et en effectuant le produit de ces matrices diagonales par blocs, on obtient bien la matrice exp(tA) indiquée
dans la proposition. O

Théoréme 3.3.16. — Soit A € My(K). La fonction R — My(K), t — exp(tA) est dérivable, de dérivée
la fonction t — Aexp(tA) = exp(tA)A. Par conséquent, la fonction t — exp(tA) est de classe C™, sa
dérivée n-iéme étant la fonction t — A" exp(tA) = exp(tA)A™.

Ai
Démonstration. — Pour tout ¢ € R, notons S, (¢) la somme partielle " ¢ ‘—- Soit ¢ € R tel que lt] <1,
, i
alors |t|* < 2 pour tout i > 2 et donc

o A — [l|Af*
I1Sn(t) = Ta = tA < DIt - =7 < 2> F2m < texp([|All)-
i=2 i=2 ’
Ceci étant vrai pour tout n, on en déduit que
(t) [l exp(tA) — Ia — tA|| <t exp([||Al]).

Ceci montre que la fonction ¢ — exp(tA) est dérivable (donc a fortiori continue) en ¢t = 0, de dérivée A.
Puis, pour to € R arbitraire et ¢ comme ci-dessus (i.e. [t| < 1), on a

exp((to +t)A) —exp(toA) — tAexp(toA) = exp(toA)(exp(tA) — I — tA)
et donc
(1) [l exp((to + t)A) — exp(toA) — tAexp(toA)|| < * ||| exp(toA)lll - exp ([ All),

et ceci montre que t — exp(tA) est dérivable (donc a fortiori continue) en t = tg, de dérivée Aexp(tgA).
On a donc montré que la fonction ¢t — exp(tA) est dérivable, de dérivée la fonction t — Aexp(tA).

De plus, pour tout B € M4(K) on obtient, en reprenant la démonstration précédente, que la fonction
t — Bexp(tA) est dérivable, de dérivée t — BAexp(tA); elle est donc indéfiniment dérivable, sa dérivée
n-ieme étant la fonction ¢ — BA™ exp(tA). Le théoréme est démontré. O

3.4. Exponentielles de matrices et équations différentielles linéaires

Théoréme 3.4.1. — Soit toujours K = R ou C et soient A € Mp(K) et X : R — K", t — X(t) =
z1(t)
: une fonction de classe C*° vérifiant I’équation différentielle
zn (1)
(1) a1 (t)
X'(t)=A-X(t), c.-a-d., : =A
2, (1) n ()
Alors on a X (t) = exp(tA) - X(0) pour tout t € R.
Démonstration. — Pour démontrer ce théoreme, on a besoin du :

Lemme 3.4.2. — Soient X : R - K", t — X(t) et B:R — M,(K), ¢t — B(t) des fonctions dérivables.
Alors la fonction F: R — K", t — F(t ) B( ) X(t) est dérivable et pour toutt € R on a

() F'(t) ) X(8) + X'(t).

Démonstration du lemme. — En effet, on a F(¢ ,oupour tout 1 =1,...,n,



Alors chaque F; est dérivable, de dérivée F!(t) = Z?Zl (B'(t)i; X;(t) + B(t)i; X (t)) et il en résulte que F

est dérivable et qu’on a bien 1’égalité de vecteurs colonnes :
F'(t)=B'(t)- X(t) + B(t) - X'(¢).
O

La démonstration du théoréme est maintenant facile : considérons la fonction Z : R — K" définie par
Z(t) = exp(—tA) - X(t). D’apres le lemme précédent et le théoreme 3.3.16, Z est dérivable et pour tout
teRona

Z'(t) = —exp(—tA)A - X (t) + exp(—tA) - X'(t) = exp(—tA) - (X'(t) — A- X (t)) = 0.
Donc Z est constante, d’ou Z(t) = Z(0) = X (0), et donc X (t) = exp(tA) - X(0) pour tout ¢ € R. O

Corollaire 3.4.3. — Soit A € M, (K). Alors l’ensemble E des fonctions X : R — K", de classe C*, qui
sont solutions de ’équation différentielle X' = A- X, est un K-espace vectoriel de dimension n, isomorphe
a K™ par Uapplication E — K", X — X (0).

Démonstration. — D’abord, il est clair que si X1, Xs € F et A € K, alors AX; + X5 est encore solution
de équation différentielle, i.e. appartient a E. Ceci montre que E est un K-espace vectoriel. Il est clair
que application ¢ : E — K", X — X (0) est linéaire, et elle est injective puisque X est déterminé par la
« condition initiale » X (0) d’apres le théoréme précédent.

Réciproquement, soit Y € K™. D’apres le lemme précédent et le théoreme 3.3.16, la fonction X : t —
exp(tA) - Y est dérivable, de dérivée X'(t) = Aexp(tA) - Y = A- X(¢), donc X appartient & E et vérifie
X (0) =Y. Ceci montre que ¢ est aussi surjectif; c¢’est donc un isomorphisme, d’ott le corollaire. O

Considérons maintenant une équation différentielle linéaire :
(%) P =an af"V 4 aof +arf +aof,
a coefficients constants a; € K et notons E le K-espace vectoriel des fonctions f : R — K, de classe C*°, qui
sont solutions de (). (Lorsque les a; sont dans R, méme si 'on ne s’intéresse qu’aux solutions f: R — R,
il peut étre utile de considérer aussi les solutions & valeurs dans C.)

Ceci devient un cas particulier du cas étudié plus haut, en posant pour tout f € E :

f(t)
| orm
Fo=D(t)
Alors X : R — K" est de classe C'°°, et vérifie ’équation différentielle :
0 1 0 e 0
(t f(t)
f7(@) 0 0 1 f(@)
X = = . .
.. 0 :
) () 0 0 0 1 F=D(p)
apg a Gp—2 (anp-1
=A
zo(t)
_ . z1(t) . . :
Réciproquement, si X (t) = . est une fonction R — K", de classe C*°, solution de I’équation
Tn—1 (t)
différentielle X’ = AX, alors on a
(1) o(t) z1(t)
2 (¢) x1(t) T
o= = z
Ty _o(t) Tn-1(t) Tn-1(t)
x4 (1) T (1) apxo(t) + -+ an—12n—1(¢)
d’ott 21 = x{), puis x2 =} =z, etc., et donc z; = a:(()i) pouri=1,...,n—1,et

n / n—1
x(() ) — Tp_ 1 = Ap_1Tp_1+ -+ apxp = an—lx(() ) + -+ aoTo



f(t)

f'(®)
donc f = x¢ est solution de (%) et X = . . On a ainsi obtenu que I'application linéaire
Fr()
f
f/
{solutions f de (%)} — {solutions X de X' = AX}, f— )
Fln1)

est bijective, donc un isomorphisme de K-espaces vectoriels. Combinant ceci avec le théoréme précédent,
on obtient le :

Théoréme 3.4.4. — Soient ag, ...,an_1 € K. Alors le K-espace vectoriel E des fonctions f : R — K, de
classe C, vérifiant ’équation différentielle linéaire (%) est de dimension n. Plus précisément, 'application

f(0)
f'(0) _ _ .
E—- K" f— . est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. En d’autres termes : toute
F0(0)
solution f de (%) est entiérement déterminée par les « données initiales » (f(0), f/(0),..., f*=1(0)), et

celles-ci peuvent étre choisies arbitrairement.

Ezemple 3.4.5. — Soit w € R et soit I 'ensemble des fonctions f : R — R, de classe C'°°, vérifiant
I’équation différentielle

(1) [+ f=0.

D’apres le théoreme précédent, E est un R-espace vectoriel de dimension 2. D’autre part, les fonctions
f1:t— cos(wt) et fy : ¢+ sin(wt) appartiennent & E (car fi(t) = —wsin(wt) et f5(T) = wcos(wt)); de
plus elles sont linéairement indépendantes car f1(0) =1 = f3(0) et f1(0) = 0 = f2(0), donc elles forment
une base de E. Donc toute solution f de (f) s’écrit de fagon unique f(t) = acos(wt) + bsin(wt), avec
a,b € R. De plus, posons A = va?+b%; si (a,b) # (0,0), il existe ¢ € R, unique modulo 27, tel que
sin(p) = a/A et cos(p) = b/A, et I'on a donc f(t) = Asin(wt + ).

3.5. Espaces quotients

3.5.0. Introduction. — Soit f : V — W une application linéaire surjective, et soit K = Ker(f). Alors,
pour tout w € W, il existe v € V tel que f(v) = w, et si v' a la méme propriété, on a v’ — v € K, c.-a-d.,
v’ € v+ K. On peut donc identifier les éléments de W aux classes :

v+t K={v+z|rzeK}={eV]|v-veK}

Cette construction se généralise : pour tout sous-espace vectoriel £ de V', on peut construire de fagon
canonique un espace vectoriel noté V/E et appelé « quotient de V par E », et une application linéaire
surjective 7 : V' — V/E dont le noyau est E.

Cette construction a d’innombrables applications, dont certaines sont indiquées plus bas. En termes
imagés, on peut dire que travailler dans V/E permet de « négliger » les éléments de E, et donc dans
certains cas de rendre la situation plus simple. (Une analogie est qu’il est souvent plus facile de calculer
«modulo n » que dans Z; par exemple on voit facilement que 32°19 = 1 mod 7 sans avoir & calculer
(heureusement !) 32910))

Soit A un groupe abélien (c.-a-d., commutatif) et E' un sous-groupe. On considére sur A la relation
d’équivalence ~ g définie par F, c.-a-d., telle que :

r~gpySr—ye bl
pour tout a € A on note
a+E={becA|lb—acE}={a+zx|z€E}
sa classe d’équivalence, on note A/E lensemble de ces classes (c.-a-d., ’ensemble quotient de A par la
relation d’équivalence ~g), et 7 la projection A — A/E qui & tout a € A associe sa classe a + E.



On va munir A/FE d’une loi de groupe abélien, telle que lapplication 7 : A — A/FE soit un morphisme
de groupes abéliens. Cette condition impose que 'on ait :

(%) (a+E)+ b+ E)=n(a)+70b)=n(a+b)=a+b+E.

On voudrait donc prendre ceci comme définition de 'addition dans A/FE, mais il faut vérifier que ceci a un
sens. En effet, la classe a + F ne détermine pas uniquement ’élément a ; c’est aussi la classe a’ + E pour
tout a’ ~g a. Il faut donc vérifier que pour tous @’ ~g a et b’ ~g b, le «résultat de ’addition »
ad+bV+E

est le méme. Or, il existe x,y € F tels que ' = a +x et b’ = b+ y, et comme 'addition dans A est
commutative, on a :

d+bV=a+zr+bt+y=a+b+ (z+vy),
et z+y € E, ce qui montre que a’ +b + E = a+b+ E. On peut donc définir une addition dans A/FE par
la formule (x), et d’apres cette formule, il est clair que 1’addition est associative et commutative, et admet
pour élément neutre la classe 0 + E. Enfin, pour tout a € A, la classe —a + E est 'opposée de a + F,
puisque

(a+E)+(-a+E)=a—a+FE=0+FE.
On a donc obtenu la

Proposition 3.5.1 (Groupes abéliens quotients). — Soient A un groupe abélien et E un sous-groupe
de A. Il existe sur l’ensemble A/E une unique loi de groupe abélien telle que la projection m: A — A/E
soit un morphisme de groupes abéliens ; si on note @ = w(a) = a + E, cette loi est définie par

a+b=ua+b.

Remarque 3.5.1.1. — C’est ainsi qu’on construit les « entiers modulo n » Z/nZ, pour tout n € Z.

Soient maintenant & un corps, V un k-espace vectoriel, ¥ un sous-espace vectoriel. D’aprés ce qui précede,
l’ensemble quotient V/E est muni d’une structure de groupe abélien. On va le munir d’une structure de
k-espace vectoriel, telle que lapplication 7 : V' — V/E soit linéaire. Cette condition impose que l’on ait,
pour toust € ketveV :

(%) t-w+E)=t-7(v)=n(t-v)=t-v+ E.
On voudrait donc prendre ceci comme définition de la loi externe, mais a nouveau il faut vérifier que ceci
a un sens, puisque la classe v + E ne détermine pas uniquement I’élément v ; c’est aussi la classe v/ + E
pour tout v’ ~g v. Il faut donc vérifier que pour tout v’ ~g v, on a

t-(W+E)=t-(v+E).

Orilexistez € E tel que v/  =v+ax,dotut-v' =t-v+t-z,ett-z € E puisque E est un sous-espace
vectoriel de V. On a donc obtenu assertion (1) du théoréme suivant.

Théoréme 3.5.2 (Espaces vectoriels quotients). — Soient k un corps, V' un k-espace vectoriel et E
un sous-espace vectoriel de V.

(1) Il existe sur le groupe abélien V/E une unique structure d’espace vectoriel telle que la projection
7:V — V/E soit linéaire : pour toutt €k etv €V, onat-v=1-v. On dit que V/E est l’espace vectoriel
quotient de V par E.

(2) SiV est de dimension finie,

dim(V) = dim(E) + dim(V/E) | i.e. | dim(V/E) = dim(V) — dim(E). |

(3) Supposons V de dimension finie, et soit F' un supplémentaire de E dans V (cf. 2.1.5). Alors =

induit un isomorphisme F — V/E. En particulier, si € = (f1,...,f4) est une base de F, ou d =
dim(V) — dim(E), alors 7(€¢) = (7(f1),...,7(fa)) est une base de V/E.

Démonstration. — On a déja vu l'assertion (1), démontrons (2). L’application linéaire 7 : V' — V/E est
surjective, et son noyau est . Donc, si V est de dimension finie on a, d’apres le théoreme du rang :
dim(V) = dim(E) + dim(V/E).

(3) Notons g : F — V/E la restriction de m & F. D’abord, Ker(np) = F N E = {0} donc g est
injectif. D’autre part, tout z € V/E égale w(v), pour un certain v € V. Comme V = E@® F, on peut écrire
x=ec+ favece € Eet f € F, et comme 7(e) = 0 on obtient que x = 7(f) = wp(f). Ceci montre que
g : F— V/E est aussi surjectif, donc ¢’est un isomorphisme. Par conséquent, I'image par m de toute base
de F est une base de V/E. O



®

Le quotient V/E a la « propriété universelle » suivante, relativement aux applications linéaires f : V —
W qui s’annulent sur E, c.-a-d., pour une telle application f, on peut remplacer V' par I'espace « plus
simple » (car de dimension plus petite) V/E :

Théoréme 3.5.3 (Passage au quotient d’un homomorphisme). — Soient V,W des espaces vecto-
riels, E un sous-espace vectoriel de V, 7 la projection V.— V/E| et f : V — W une application linéaire
telle que E C Ker(f). Alors Uapplication

VIE =W, m(v) = f(v)
est bien définie et est l'unique application linéaire f : V/E — W telle que fom = f.

Démonstration. — Si 'on a une application linéaire f : V/E — W telle que fom = f alors pour tout
v € V on a nécessairement

(%) f(r(v) = f(v).

Réciproquement, montrons que cette formule définit bien une application de V/E dans W. Il faut montrer
que si 7(v) = 7(v'), c-a-d., siv—v' € E, alors f(v) = f(v’). Mais ceci est clair puisque E C Ker(f). Donc
f est bien définie. Alors, pour tout v,v’ € Vett €k, on a :

F(t-m() + 7)) = f(r(t-v+0)) =ft-v+v) =t fv)+ f() =t fv) + f()
ce qui montre que f est linéaire. O

Théoréme 3.5.4 (Théoréme d’isomorphisme de Noether). — Soient V,W des espaces vectoriels,
f:V = W une application linéaire. Alors f induit un isomorphisme d’espaces vectoriels

[ V/Ker(f) = Im(f).

Démonstration. — On peut considérer f comme un homomorphisme f : V' — Im(f), qui est alors surjectif.
D’apres le théoreme 3.5.3, il existe donc un (unique) homomorphisme f : V/Ker(f) — Im(f) tel que
f(@) = f(v) pour tout v € V, et f est, comme f, surjectif.

De plus, f est injectif : en effet, soit € Ker(f) et soit v € V tel que T = z, alors 0 = f(7) =
f(v), donc v € Ker(f), dott = 0. Donc f : V/Ker(f) — Im(f) est injectif et surjectif, donc c’est un
isomorphisme. O

Pour illustrer I'usage des espaces quotients, terminons ce paragraphe 3.5 en donnant une autre démons-
tration ) du théoréme de trigonalisation; on y remplace aussi 'hypotheése que le corps de base soit C par
I’hypothese que le polynéme caractéristique P, (X) soit scindé. Commengons par la proposition suivante,
qui établit un lien entre espaces quotients et matrices triangulaires par blocs.

Proposition 3.5.5 (Quotients et matrices triangulaires par blocs)
Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n, v € Endg(V), et E un sous-espace de V' stable par u.
Soit ug : E — E la restriction de u ¢ E et soit w la projection V — V/E.

(1) w induit un endomorphisme U = uy,g de V/E, tel que uy/p(m(v)) = m(u(v)) pour tout v € V.

(2) Soit B = (e1,...,en) une base de V telle que € = (e1,...,er) soit une base de E. Alors Matg(u)
est triangulaire par blocs :

Mat =
atsz(u) ( 0n—rr | D Be M, ,_(k), D&M, (k).

De plus, D est la matrice de uy g dans la base 9 = (n(ery1),...,7(en)) de V/E.

A B > {A: Mate (ug)
avec

(3) Par conséquent, on a

(%) Pu(X) = Puy (X) - P,

(3en quelque sorte « duale » de celle de 2.2.3



Démonstration. — (1) Comme u(E) C E, on a (7 ou)(E) = {0} donc I'existence de @ = uy, g résulte du
théoréme 3.5.3 appliqué & f =mou:V — V/E.

(2) Comme E = Vect(eq,...,e,) est stable par u, il est clair que M = Matg(u) a la forme indiquée. De
plus, écrivant B = (b;;) et D = (dg;) pour i =1,...,ret j,{=1,....,n—r,ona:

r r
U(GTJFJ') = Z b” e; + Z dgj Eriyp
=1 (=1

donc T(m(ery;)) = m(ulery;)) égale >y_, dejm(erqe) pour j = 1,...,n — 7, ce qui prouve que D est la
matrice de T dans la base 2 = (7(ey41),...,7(en)) de V/E (cf. point (3) de 3.5.2). Alors, comme
A-XI,| B
M= XIn N ( Onfr,r | D - XInfr )
on déduit de 1.4.6 que P,(X) = dét(A — X1,) - dét(D — XI,—,) d'owt Po(X) = P,p(X) - Puy,,(X). La
proposition est démontrée. O
Théoréme 3.5.6 (Trigonalisation lorsque P,(X) est scindé). — Soient V' un k-espace vectoriel de
dimension n et u € Endg(V), on suppose que P,(X) est scindé, i.e. qu’il a n racines A1,..., N\, (pas
nécessairement distinctes) dans k. Alors il existe une base % de V' dans laquelle la matrice de u est

triangulaire supérieure, les coefficients diagonauzx étant alors Ay, ..., \y,.

En termes matriciels : si le polynome caractéristique de A € M, (k) a toutes ses racines dans k, alors
A est semblable & une matrice triangulaire, i.e. il exviste P € GL, (k) telle que P~YAP soit triangulaire.

Démonstration. — On procede par récurrence sur n, il n’y a rien a montrer si n = 1. Supposons donc
n > 2 et le théoréme établi pour n — 1. Puisque, par hypothese, P,(X) est scindé, alors u posseéde au moins
un vecteur propre e; associé a la valeur propre A\;. La droite ke; est stable par u, donc d’apres le corollaire
3.5.5, u induit un endomorphisme % du quotient V = V/key, qui est de dimension n — 1. D’apres la formule
(%) de 3.5.5, on a

Pu(X) = (At — X)Po(X)
et donc Py(X) égale (—1)" "1 [[;L,(X — \;), donc est scindé.

Par hypotheése de récurrence, il existe une base 2 = (va,...,v,) de V telle que D = Matg(u) soit
triangulaire supérieure. Soient es,...,e, € V dont les images dans V/ke; sont va,...,v,. Alors # =
(e1,€e2,...,ey,) est une base de V (cf. la preuve du théoreme du rang 0.3.2) et, d’apres 3.5.5, la matrice M

de u dans & est de la forme :

A1 B
Onfl,l D

avec B € M ,,_1(k), donc est triangulaire supérieure. Le théoréme est démontré. O

3.6. Appendice (1) : Normes sur K" et produits de séries absolument convergentes

Soit K =R ou C. Commengons par démontrer la proposition 3.3.3 :

Proposition 3.6.1. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les normes sur E
sont équivalentes, c.-d-d., si || - || et ||-||" sont deux normes sur E, il existe des constantes c,C € R, telles
que :

() VoeE, vl <ol <C ol

Démonstration. — Soit B = (e1,...,eq) une base de E et soit || - ||c la norme sur E définie par ||v||cc =
Max; |z;| si v =), xse;. 11 suffit de montrer qu’il existe des constantes ¢, C' € R telles que :

(%) VwekE, ¢ lle < vl <C-lvfloo.

En effet, on aura de méme ¢’ - [|v]|eo < ||v]|’ < C" - ||v]lco pour des constantes ¢/, C’ > 0, et donc :

/ !’

c C
— ol < {lv ! < — . ||lvll.

La seconde inégalité de (x) s’obtient facilement : posant C' = Zle lle:ll, on a

Yv e F,

d d
() 1Y wiedll <Dzl - lleall < C - o).
i=1 i=1



Montrons maintenant qu’il existe m > 0 tel que, pour tout v € F, on ait

(1) ol =1 = vl <m.
Dans le cas contraire, il existerait une suite (vp)yen de vecteurs tels que |[v,|| = 1 et que ¢, = ||vp|loo tende
vers +o0o. Quitte & remplacer (vp)pen par une sous-suite et a permuter les coordonnées (z1,...,zq), on
peut supposer que
1
U= (Lizpo,...,Tpd)
P
avec |zp,;| < 1. Comme le « cube unité » de E pour la norme || - ||« €st compact, on peut supposer, quitte
a remplacer (vp)pen par une sous-suite, que la suite (vp)pen converge pour la norme || - ||oo vers une limite
£. Comme la fonction « lére coordonnée » est continue pour la norme || - ||« (c’est clair), et comme | - ||
Pest aussi (d’apres (x)), alors la lére coordonnée de £ est 1 et d’autre part on a [[£]| = limp— 400 = 0,
P
1
donc ¢ = 0, d’ott une contradiction. Ceci prouve (1). Alors, pour tout v # 0, appliquant (}) a v’ = mv,
on obtient que ||v]|o < m - ||v]], inégalité qui est encore valable pour v = 0. On a donc :
1
WwekE,  —-|vlle <l
m
ce qui acheve la démonstration. O

Démontrons maintenant la proposition suivante, utilisée dans la démonstration de la proposition 3.3.13.

Proposition 3.6.2. — Soient Y .- A; et E;‘io Bj deux séries convergentes dans Mq(K). Supposons de

plus que > =, A; soit absolument convergente, i.e. que la série Y .- ||| As]|| converge.
Alors, posant Cp = 377 AiBy,—i, la série Y- Cp converge wers le produit (Y2 Ai) (22520 Bj)-

Démonstration. — Notons (S,,) (resp. (T),)) la suite des sommes partielles Y ", A; (resp. Z;‘L:o Bj) et S
(resp. T') sa limite. Comme
ST = STl < {15 = Sulll - 1T,

la suite S,,T" converge vers ST'. Posant

2n 2n p 2n 2n—1
U= Co=> % AByi=Y A Bj),
p=0 p=0i=0 i=0 §=0
il suffit donc de montrer que la suite S, T — U, tend vers 0. Or on a
n 2n—1i 2n 2n—1
15,7 =Tl <D MA(T =D B)ll+ D A DY By)ll
i=0 §=0 i=n+1 §=0
n 2n—1 2n 2n—i
S NAN-NT =7 Bill+ > Al I Bl
i=0 §=0 i=n+1 §=0
M, M!

n

Posons a = Y o= ||| 4i]|| et remarquons que comme la suite T;, converge vers T, la suite des normes

€
IIT5 Il est bornée par un réel C > 0. Alors, pour tout € > 0, il existe ng tel que ||T — Z;'L:o Bj|ll < %a et
a

€ :
E?Znﬂ I1A: I < 3¢ pour tout n > ng, d’ot My, + M, < e pour tout n > ng. Ceci prouve que |||S,T — U, |||

tend vers 0, d’ou la proposition. O






CHAPITRE 4

APPLICATIONS MULTILINEAIRES ET FORMES p-LINEAIRES
ALTERNEES

Résumé : Ce chapitre est probablement le plus difficile du cours. On y introduit les formes p-linéaires,
et notamment les formes p-linéaires alternées, dont le déterminant est un exemple. Il faut retenir de ce
chapitre : la section 4 sur le groupe symétrique (décomposition en cycles et signature d’une permutation),
la formule explicite 4.4.6 pour le déterminant, et la proposition 4.4.9 exprimant le rang d’une matrice en
fonction de ses mineurs.

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des
compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans des appendices a la fin du chapitre;
ces passages n’interviendront pas dans les évaluations.

4.1. Applications multilinéaires

Définition 4.1.1 (Espace des applications a valeurs dans un espace vectoriel)
Soient X un ensemble et F' un k-espace vectoriel, on note Applic(X, F') 'ensemble de toutes les appli-
cations X — F. Si f,g € Applic(X, F') et A € k, on définit 'application A - f 4+ g par

(A f+9)(x) =A- f(z)+9(x)
pour tout « € X ; on vérifie facilement que ceci munit Applic(X, F') d’une structure de k-espace vectoriel.
Définition 4.1.2 (Applications et formes p-linéaires). — Soit p un entier > 2.
(1) Soient Ei,...,E, et F des k-espaces vectoriels; une application
fEix---xE,—F

est dite p-linéaire ou multilinéaire (si p = 2, on dit bilinéaire) si elle est linéaire par rapport & chacune des
variables (les autres variables étant fixées), c.-a-d., si pour tout i =1,...,p, on a :

(*:) floy, oo timi+ o, xp) =t f(er, .o, @iy xp) + o, 2, xp)
ou chaque z; est dans E; (et 2 € E;), et t; € k. Onnotera Z(E1, ..., Ep; F) 'ensemble de ces applications,
et si tous les F; sont égaux a un méme espace F, on le notera simplement | .Z,(E, F').

Sif,g€ Z(Er,....,Ey)F) et A€k, on voit aisément que l'application A - f +¢ : By X --- X E, = F
vérifie (x;) pour tout ¢; ceci montre que Z(En,..., E,; F) est un k-espace vectoriel (c’est un sous-espace
vectoriel de Applic(Ey X --- x E,, F)).

(2) Lorsque 'espace d’arrivée F est le corps k, un élément de .Z,(E, k), i.e. une application p-linéaire
E x---x E — k, s’appelle une forme p-linéaire sur E (et forme bilinéaire si p = 2).
—_——

p facteurs

Remarque 4.1.3. — Il résulte de la définition que f(z1,...,x,) = 0 s'il existe un indice i tel que z; =0
(puisque f est linéaire par rapport a la i-éme variable).

Remarque 4.1.4. — Attention, si 'on considére, pour p > 2, ’espace vectoriel

Elx"'XEp:El@"'@Ep
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une application multilinéaire F/1 x --- x E, — F n’est pas la méme chose quune application linéaire
Ei1®---®E, — F. Par exemple,sit € kona:

tf(xy,...,x si f est linéaire;
fltey,. .. tx,) = ( ) . e

t? f(x1,...,2p) sif est multilinéaire;
d’autre part, prenant p = 2 pour simplifier, f(z1 + y1, 2 + y2) égale :

flxr,22) + f(y1,92) si f est linéaire;
f(@1,22) + f(z1,y2) + f(y1,22) + f(y1,y2) st f est multilinéaire.
Ezxemple 4.1.5 (Déterminant). — Soient V' un k-espace vectoriel de dimension n et & = (e1,...,en)
une base de V. Considérons I'application « déterminant relativement a la base % »
détg: Vx---xV —k, (v1,...,0p) — détg(v,...,v,)
n facteurs

c.-a-d., on écrit chaque v; dans la base Z : v; = > I | a;je;, d’out une matrice A = (aj;)1<i j<n, alors
déteg(vy,...,v,) = dét(A). Alors, 'application

détg : V x--xV —k, (v1,...,0n) — détg(vi,...,v,)
est n-linéaire. De plus, elle est alternée, c.-a-d., elle vérifie détg(v1, ..., v,) = 0 si deux des v; sont égaux.
On a vu au Chap. 2 que ceci entraine que détg est une application antisymétrique, c.-a-d., détg(v1,. .., v,)

change de signe si I'on échange les places de deux vecteurs :
détz(vi, ... 05,0, U) = —détg(vi, .. V5, Vi, U).

(voir aussi I’exemple 4.1.7 plus bas).

Exemple 4.1.6 (Produit scalaire sur R?). — Soit ¢ : R? x R?® — R le produit scalaire « euclidien »
usuel :
T Y1
P(X,Y) =z1y1 + 2292 +a3y3 si X= |22, Y=|p
T3 Y3

alors ¢ : R? x R® — R est une application bilinéaire, c.-a-d.,
S(X + sX,Y +1Y7) = $(X,Y) + s6(X',Y) + 16(X,Y') + std(X', Y").

Comme ¢ est & valeurs dans le corps des scalaires (ici R), on dit que ¢ est une forme bilinéaire sur R?. De
plus, on dit que ¢ est symétrique car

$(X.Y) = $(Y,X), VXY € R’

Plus généralement, pour tout n > 1, le produit scalaire « euclidien » sur R™ défini par

T Y1
H(X,Y) =z1y1 + - + TnYn si X = , Y=
LTn Yn
est une forme bilinéaire symétrique sur R".
Exemple 4.1.7 (Produit vectoriel dans R? « euclidien »). — Le produit vectoriel A : R3 x R® — R3
défini par
T2Y3 — T3Y2 T Y1
(%) XANY = | x3y1 — 1193 si X=|x|, Y=1uy
T1Y2 — T2Y1 z3 Y3

est une application bilinéaire R? x R3 — R3 alternée, c.-a-d., X A X = 0 pour tout X. Pour X,V € R?
arbitraires, ceci entraine : 0 = (X +Y)A (X +Y)=XAX+YAY + X AY +Y AX don

XAY =-Y AKX, VX,Y € R?

donc le produit vectoriel est antisymétrique (ce qu’on voit aussi directement d’apres la définition (x)).

Remarque. Cette définition du produit vectoriel A ne fait pas apparaitre le produit scalaire euclidien,
mais utilise les coordonnées de X,Y dans la base canonique; on verra plus loin une définition de A en
termes du produit scalaire, qui n’utilise pas les coordonnées.

Exemple 4.1.8 (Couplage V* x V — k). — Soient V un k-espace vectoriel, V* l'espace dual. Alors
Papplication V* x V — k, (f,v) — f(v) est bilinéaire.



Théoréme 4.1.9 (Bases et dimension de .Z,(E,k)). — Soient p un entier > 2 et E un k-espace
vectoriel de dimension d. Notons P l’ensemble produit {1,...,d} x --- x {1,...,d} (p facteurs), et soit
B = (e1,...,eq) une base de E.

(i) Tout élément ¢ € Z,(E, k) est entierement déterminé par ses valeurs A, ...,y = ¢(€iy,---,¢€i,) €k,
et ces €léments peuvent étre choisis arbitrairement.
(ii) Par conséquent, les éléments ¢%1%  pour (ai,...,ap) € P, définis par :

1 SL U1 = Q1,...,0p = Gp

V(i oonip), @* (e, e,) = {

0 sinon

forment une base de Z,(E, k) ; on a donc ‘ dim.Z,(E, k) = dP = (dim E)P. ‘

Démonstration. — Soit ¢ € Z,(E, k). Pour tout (vy,...,vp) € E X --- x E, chaque v, s’écrit de fagon
unique

(0) Vg =tg1e1+ - +ig,ded, avec tg; €k,
donc, en appliquant les égalités (*1), ..., (*p) de 4.1.2, on obtient la formule :
(1) ¢(v1,...,vp) =¢(t11e1+ - F+tided, ..., tp1e1+ - +tpdeq)

= Z tlﬂil o 'tp7ip ¢(€i15' --7eip)'

(ilr"'vip)ep

Ceci montre que ¢ est entierement déterminée par les D = dP scalaires ¢(e;,,...,e;,) € k; en d’autres
termes, I'application « d’évaluation sur les p-uplets (e;,,...,e;,) »:

ev: Zp(E k) — kP, ¢ (gﬁ(eil,...,eip))

est injective. D’autre part, cette application est linéaire : si p € k et ¢,% € Z,(E, k), on a
(1o + ) (v, ... vp) = pd(vr, ... vp) + P(ve, .. vp)

(i1,...,ip)EP

pour tout (vi,...vp) € £ X -+ x E, donc a fortiori pour tout p-uplet (e;,,...,e;,).

Réciproquement, pour tout (ai,...,ap) € P, notons ¢ % I'application F x --- x E — k définie
comme suit : pour tout p-uplet (v1,...,v,) comme en (0) ci-dessus,
(2) ¢a17...,ap (U17 L. ,’Up) — t17(11 . tp,ap ck.
Fixons un indice ¢ € {1,...,p}, et montrons que ¢*» % est linéaire par rapport a la g-éme variable,
i.e. que, pour tout A € ket w € E, on a
(%q) PU O (v, A W, Up) = AT (U, gy, ) F O (0, W, Up).

Ecrivons w = sjeq + - - + Sqed, avec s; € k. Alors vy +w = t;ﬁl el + -+ t:;,d eq, avec tﬁ” = Mg,i + S, €t
donc la formule (2) donne :

G (00, A 0 0) = by b, by = ey (M, + 50,) b,

= )\t17(l1 e tfbaq e tp,ap + tl:“l e Saq e tp7(1.p

=AM (Vg Vg, Up) MR (U, LW, L Up)
ce qui montre que (%4) est vérifiée, d’oun ¢ % € Z,(E, k). Remarquons de plus que, pour tout
(i1,...,1p) € P, I'élément (v1,...,vp) = (€;,,...,¢€;,) de E x --- x E correspond dans I’écriture (0) a :
1 Sij, =1
Vg=1,...,p, t{qu:{ _Jq 1
0 sinon
donc (2) donne, en particulier :
1 sity =a1,...,i, =a
(2) Y(i1,...,ip) € P, ¢a1»~~7%(ei1,...,%)={ o P
0 sinon.

. _ D 4l _ T
Maintenant, pour tout A = (/\(Jl»~~~vjp))(j1,...,jp)eP € k7, 'élément pp = Z(j1,...,jp)eP Alitsein) PUiLs-wsip)
appartient & .Z,(E, k) et, d’apres (2') il vérifie, pour tout (i1,...,ip) € P :

(3) da(eiy,-. o ei,) = Z At seerin) pUTIn) (e €)= Nir,iy)-
(J1seesdp)EP

=1si (j1,.-,0p)=(i1,---,%p)
=0 sinon



Ceci prouve que 'application linéaire injective ev : Z,(E, k) — kP est aussi surjective, donc est un
isomomorphisme; en particulier, dim.%,(E, k) = D = dP. Ceci prouve déja l'assertion (i).

De plus, (3) implique que si 'on a une relation Z(al )P Nar,oay) $lar--ap) — () alors chaque
Aai,...,ap) €st nul. La famille F = (qﬁ(“l""’%))

yeeQp
est donc libre, et comme elle est de cardinal dP,

(a1,...,ap)EP
c’est une base de .Z,(E, k). Ceci acheve la preuve de l'assertion (ii). Le théoréme est démontré. O
Remarque 4.1.9.1. — On conserve les notations de 4.1.9. Attention! Pour p > 2, ensemble produit

B x - x B (p facteurs) n’a rien a voir avec 'espace vectoriel V=Ex---x E=E®--- @ FE (p facteurs)!
En effet, d'un coté, V' est de dimension dp et une base de V est la réunion disjointe de p copies de A :
’élément e; de la g-eme copie de % correspond a 1'élément v; ; = (0,...,0,€%0,...,0) de V, oll ¢; est & la
g-eme place, et tout v € V' s’écrit de fagon unique v = Zle 22:1 Ti,qVi,q, avec t; 4 € k.

Mais, de I'autre coté, I'ensemble produit Z x --- x % est formé des p-uplets (e;,,...,e;,) et est de
cardinal dP.

Remarque : B x --- x A est une base de 'espace « produit tensoriel » E ® --- ® E, cf. 'appendice 4.6.

4.2. Anneaux de polynomes

Un autre exemple important d’application bilinéaire est la multiplication dans une k-algebre A, par
exemple A = k[X] ou A = M, (k). Rappelons d’abord les définitions suivantes :

Définition 4.2.0 (Anneaux ). — Un anneau (A, +, X) est un groupe abélien (A, +) muni d’une loi de
multiplication x vérifiant les conditions suivantes (pour alléger 1’écriture, on note ab au lieu de a X b) :

(i) A possede un élément unité 1 # 0 tel que 1 X a = a = a X 1 pour tout a € A.
(ii) x est associative : a(bc) = (ab)c,

(iii) x est distributive & gauche et a droite par rapport & laddition. Ceci équivaut & dire que x est
« bi-additive », c.-a~d., additive en chacune des variables :

(xz) Va,a',b,b' € A, (a+a)b=ab+db et alb+l)=ab+ab.

On ne demande pas que X soit commutative; si elle I’est on dit que A est un anneau commutatif. Par
exemple, Panneau de polynémes k[X] est commutatif, mais Panneau de matrices M, (k) ne 'est pas si
n > 2.

Définition 4.2.1 (k-algébres). — Soit k un corps. Une k-algébre est un k-espace vectoriel A muni d’une
multiplication x qui fait de A un anneau (conditions (i-iii) plus haut) et qui de plus est k-bilinéaire. Comme
(iii) plus haut exprime déja la bi-additivité, ceci revient & ajouter la condition suivante, ot - désigne la loi
externe :

(1) Va,be A, YA€k, (A-a)b=\-(ab) = a(\ - b).

En particulier, prenant a =1 et b = p - 1, avec p € k, on obtient (A-1)(p-1) =X- (p-1) = (M) - 1, donc
I’application linéaire k — A, A — A -1 est un morphisme d’anneaux, qui de plus est injectif puisque k est
un corps (si A # 0,ona A7t (A-1)=1+#0, donc A-1#0).

Exemples 4.2.2. — Des exemples importants (et & connaitre!) de k-algébres sont les algebres M, (k) et
End (V) déja rencontrées (cf. 0.4.8), Palgeébre de polynémes k[X] et ses généralisations, les algebres de
polynoémes & plusieurs variables (par exemple, k[X,Y], k[X,Y, Z], etc.) que 'on va introduire plus bas.
Pour définir et étudier ces algébres, la bilinéarité sera un outil tres utile.

Définition 4.2.3 (Morphismes de k-algébres). — Si A, B sont deux k-algébres, une application f :
A — B est un morphisme de k-algébres si elle est linéaire et si ¢’est un morphisme d’anneaux, c.-a-d., si
l'on a :

[f(a) = 15| et [fla+20) = fa) + ()| |flab) = f(a)f(B)] Va,be A, VAck.

Théoréme 4.2.4 (Propriété universelle de k[X]). — Soient B une k-algébre (pas nécessairement
commutative) et u € B. Il existe un unique morphisme de k-algébre ev,, : k[X] — B tel que evy(X) = u;
explicitement, st P =ag + a1 X +--- + ag X% on a

(%) evy(P) :aolg—l—alu—l—---—i—adud:P(u).

Le morphisme ev,, s’appelle le morphisme « d’évaluation en u ».



Démonstration. — L’unicité est claire car ev,, s'il existe, doit vérifier la formule (x). Réciproquement,
comme (X™)pen est une base du k-espace vectoriel k[X], on peut définir une application k-linéaire ev,, :
k[X] — B par la formule (). Alors ev, (1) = 15 et il reste & vérifier que, pour tout P,Q € k[X],

() evy (PQ) = evy(P) evy(Q).

Comme les deux membres de 1’égalité sont bilinéaires en P, ), il suffit de vérifier cette égalité lorsque P, Q)
parcourent la base (X™),en de k[X], c.-a-d., lorsque P = X" et @ = X* pour des entiers r, s € N. Mais
alors PQ = X"% et le résultat est évident :

evy (X5 =0T = u" u® = ev, (X7) ev, (X®).

De facon plus détaillée, la bilinéarité équivaut & dire ceci : P, resp. @, est une somme finie de termes a; X?,
resp. b; X7 ; comme le produit dans k[X] est bilinéaire et que ev,, est linéaire, ev,(PQ) est la somme
des termes a;b; ev, (X i+7), d’autre part, comme ev, est linéaire et que le produit dans B est bilinéaire,
evy(P)evy,(Q) est la somme des termes a;bj evy, (X?)ev,(X7), donc pour vérifier 'égalité (1), il suffit de
voir que ev, (X)) = ev, (X?) ev,(X7), et c’est ce qu’on a fait plus haut !

Ceci est plus commode et plus rapide que d’écrire explicitement les formules : P = ag+a1 X +- - -+ aqgX?
et Q="bo+b X+ +b X/ dont

d+f d+f
evy (PQ) = evy Z ( Z aibj)X" = Z ( Z aibj) evy, (X™)
n=0 i+j=n n=0 i+j=n

et, d’autre part, ev,(P) = aplp + aju+ -+ aqué et Q = bolp +byu+---+ bfuf d’out

d+f
evy,(P)evy,(Q) = Z ( Z aib;)u™.
n=0 i+j=n

Définition et proposition 4.2.5 (L’opérateur de dérivation dans k[X])
Soit k un corps arbitraire, on définit un endomorphisme D de k[X] par :
(1) D(X™) =nX"" 1 Vn € N.

(Lorsque k = R, ceci coincide avec la définition usuelle du polynome dérivé.) Alors, pour tout P,Q € k[X],
on a

(2) D(PQ) = D(P)Q + PD(Q).

Démonstration. Comme (X™),ecn est une base de k[X], I'endomorphisme D est uniquement déterminé
par (1). Montrons (2). Comme les deux termes de (2) sont bilinéaires en P, @, il suffit de vérifier cette
égalité lorsque P, (Q parcourent la base (X™),cn de k[X], c.-a-d., lorsque P = X" et Q = X pour des
entiers r, s € N. Mais alors PQ = X" "¢ et le résultat est évident :

D(X"™%) = (r4s)X " =rX"1X5 + sX" X! = D(X")X® + X"D(X?).

Polynémes a n variables. — On va généraliser la construction de I’anneau de polynémes k[X] au cas
de n indéterminées X1, ..., X,,. Commencons par le cas n = 2, i.e. le cas de deux indéterminées X et Y.

Définition 4.2.6 (La k-algébre des polynémes en deux indéterminées)

Soit k[X,Y] le k-espace vectoriel de base les mondomes X"Y*, pour (r,s) € N2. On définit le degré d’un
tel monome comme étant r + s.

Tout élément non nul P € k[X,Y] est une somme finie de termes a, s X"Y?, avec a, s € k, et le plus
grand des degrés r + s tel que a, s # 0 s’appelle le degré de P et se note deg(P); ainsi P peut s’écrire
comme une somme finie

P= > a.X"Y"

(r,s)EN?
r+s<n

ou n = deg(P). On munit £[X,Y] de la multiplication bilinéaire définie par
(XTYS) X (Xfyu) — XT‘+tyS+1L



c.-a~d., de fagon explicite :

> an XY S obu XY = > D ansb | XPYO

(r,s)EN? (t,u)eN? (p,@)€N? | (r,s),(t,u)eN?
r+s<m t+u<n p+q<m+n \r+t=p, s+u=q

Alors, la multiplication est bilinéaire, donc en particulier distributive a gauche et a droite sur I'addition ;
d’apres la définition, le monéme 1 = XY est élément unité, et il reste & vérifier que la multiplication est
associative et commutative : pour ceci, voir ci-dessous le cas de n variables X1, ..., X,,.

Ce qui précede se généralise de fagon évidente au cas de n variables. Toutefois, pour alléger 1’écriture,

il est utile d’observer que N™ est muni de I’addition définie composante par composante par :
(r1,.ooyrn) + (81,..,8n) = (r1 + 81, ., Tn + Sn)-

Pour tout r = (r1,...,7,) dans N™ on pose |[r| =71 + - + 7, et 'on note X* le mondéme X{*--- X/ ; il
est de degré |r|. On peut alors définir I'anneau de polynémes k[X1,. .., X,] comme suit.
Définition 4.2.7 (La k-algébre des polynémes en n indéterminées)

Soit k[X1, ..., X,] le k-espace vectoriel de base les mondmes

X=X X0,

pour r € N un tel monéme étant de degré |r|. Tout élément non nul P € k[Xy,...,X,] est une somme
finie de termes a, X", avec a, € k, et le plus grand des degrés |r| tels que a, # 0 s’appelle le degré de P et
se note deg(P); ainsi P peut s’écrire comme une somme finie

P= Z ar X¥,

reN”
[r[<n

ou n = deg(P). On munit k[X7, ..., X,] de la multiplication bilinéaire définie par
(le ,,,X;ln) x (Xlsl . ,Xfln) —_ X1r1+81 - ,X:Ln‘i’sn

c.-a-d., de fagon explicite :

ZarX" stxs = Z Z arbs | X

reN” seN™ teN™ r,seN”
[r|<p Is|<q [t|I<p+q \r+s=t

Alors, la multiplication est bilinéaire, donc en particulier distributive a gauche et a droite sur 'addition ;
d’apres la définition, le monome 1 = X{--- X0 est élément unité. Vérifions que la multiplication est
associative, i.e. que pour tous P,Q, R € k[X1,...,X,] ona
(PQ)R = P(QR).
Les deux membres sont des fonctions trilinéaires de P, (), R donc, par trilinéarité, il suffit de vérifier cette
égalité lorsque P, @, R sont des éléments de la base (X¥)penn, c.-a-d., lorsque P = X*, Q = X5, R = X*
avec r,s,t € N, Mais alors le résultat est évident :
(X!‘XS)Xt — X!‘-l—th — Xr+s+t — ers—i—t — X!‘(szt).

De méme, vérifions que la multiplication est commutative, i.e. que PQ = QP pour tous P, (Q ; par bilinéa-
rité, il suffit de le vérifier lorsque P = X* et Q = X*, auquel cas c’est évident :

XTXS = X"FS = X5 XT.
On a donc bien muni k[X1,...,X,] d'une structure de k-algébre commutative.

Si B est une k-algebre commutative, si uy,...,u, € B,etsir = (r1,...,r,) € N on notera u* I’élément
uyt - -ulr de B.

Théoréme 4.2.8 (Propriété universelle de k[X,...,X,]). — Soient B une k-algébre commutative.
Pour tout n-uplet (u1,...,u,) d’éléments de B, il existe un unique morphisme de k-algébres evy, . u, :
E[X1,...,Xn] — B tel que evy, .., (Xi) =u;, pouri=1,...,n; 8 P =3 yenn ar X", 0n a
Ir|<p
(%) eVayy,. un (P) = Z apu’ = P(ug, ..., u,).
reN”

[r|<p



Le morphisme evy, .., $’appelle le morphisme « d’évaluation en (u1,...,up) ».

U,

Démonstration. — La démonstration est analogue a celle du théoreme 4.2.4 : I'unicité est claire car
€Vuy, u,, Sil existe, doit vérifier la formule (*). Réciproquement, comme (X*)renn est une base de
E[X1,...,X,], on peut définir une application k-linéaire evy, ., @ k[X1,...,X,] — B par la formule

(%). Alors evy, . u,(1) = 1p et il reste a vérifier que

V... un (PQ) = €Vuq,...,up (P) eVur,... un (Q)7
pour tout P,Q € k[X1,...,X,]. Par bilinéarité, il suffit de le vérifier lorsque P = X" --- X' et Q =
X5t... X3 sont des monomes. Alors PQ = X[ ... X7n+5n et I'on a, d’une part,

r1+81 Tn+Sn\ __ ,,T1+S1 rn+s
eVu17"'1u’!L (Xl T Xn’n ’n) - ul e unn "

et, d’autre part, puisque B est commutative :
71 T S1 S _ 71 r S1 s ., T1+s1 rn+Ss,
Voo, (X1 X)) @V g, (X7 X00) = (uf’ - ug) X (ugt ) = w0 O

Ceci prouve le théoreme. O

4.3. Groupes symétriques : quelques propriétés

Définition 4.3.1 (Groupe symétrique S,). — Soit S, le groupe des permutations de {1,...,n},
i.e. des bijections de {1,...,n} sur lui-méme (. C’est un groupe pour la composition des applications,
et il est de cardinal n!, car une permutation o est déterminée par la donnée de o (1), pour lequel il y a n
choix, puis de 0(2), pour lequel il reste n — 1 choix, etc.

Notation 4.3.2. — On représente en général un élément o de S,, par son écriture «a deux lignes » : sur la
premiere ligne, on écrit 1,2,3,...,n, dans cet ordre, et sur la seconde on écrit les nombres o(1),0(2), 0(3),

..,o(n). Ainsi, par exemple,
(123456 ¢ (123456
7= \ss6124) T \615234

désignent les éléments de Sg tels que (1) = 3, 0(2) =5, 0(3) =6, 0(4) =1, 0(5) = 2, 0(6) = 4 et,
respectivement, 7(1) = 6, 7(2) = 1, 7(3) = 5, 7(4) = 2, 7(5) = 3, 7(6) = 4. Par définition, le produit o7
est la bijection composée o o 7, i.e. on fait d’abord 7 puis o, c.-a-d., 07(1) = o(7(1)) = 0(6) = 4, etc. On

trouve alors :
_ 123456 ¢ _ 123456
77 = \ 432561 ¢ 777 \534612)

On notera que le groupe S,, n’est pas commutatif en général (il I'est seulement pour n =1 ou 2).
Pour certaines permutations, on utilise une écriture plus condensée, introduite ci-dessous.

Définition 4.3.3 (Transpositions et cycles). — Pour ¢ # j, on note (ij) la permutation qui échange

i et j et laisse les autres éléments inchangés; on dit que (ij) est une transposition. Remarquons que si

T est une transposition, alors 72 =id et donc 7 = 71,

Plus généralement, pour » > 2, on dit que ¢ € S, est un r-cycle s’il existe iy,...,i,, deux a deux
distincts, tels que ¢(j) = j pour j & {i1,...,4r} et
C(il) = ig, C(ig) = ig, ey, C(irfl) = ir, C(ir) = il.
Dans ce cas, on note ¢ = (iyiz - - - i,), et 'on dit que ’ensemble {i1,...,4,} est le support du cycle c.

Par exemple, dans Sg, les cycles ¢; = (253) et co = (1635) désignent, respectivement, les permutations

suivantes :
123456 ot 123456
152436 625413 )"

Le terme de «cycle » s’explique si l'on représente graphiquement l’effet du cycle ¢ sur les éléments 1, ..., n :
dans ’exemple précédent, pour c; et co on a respectivement :

AN
J=—5

(11 est parfois noté X, (= « Sigma » n)



1
(c2) T
h<=——3 2 4

i.e. les éléments hors du support de ¢ sont inchangés, et ¢ permute « cycliquement » les éléments de son
support.

On voit ainsi que l'inverse de ¢ est le r-cycle de méme support, que 1’on parcourt en sens inverse : par
exemple, ¢; ' = (235) et c; ' = (1536). On voit aussi que ¢ est un élément d’ordre 7, c.-a-d., ¢" = id mais

¢® #id pour s =1,...,r — 1. En particulier, on a donc ¢! = ¢" L.
Remarque 4.3.4. — Soit X un ensemble, réunion disjointe de sous-ensembles Ay, ..., Ay, et pour chaque
i =1,...,d, soit ¢; une permutation de A;, i.e. une bijection de A; dans lui-méme ; on étend ¢; en une

bijection o; de X en prolongeant ¢; par Iidentité hors de A;, i.e. on pose o;(x) = ¢;(x) si x € A; et
oi(x) =x six ¢ A;. Alors on voit facilement que la composée o = g1 0 --- 0 gg ne dépend pas de ’ordre
des facteurs, c.-a-d., 0 = o4 0--- 0 01, etc. En effet, quel que soit 'ordre des facteurs, le produit est la
permutation o de X qui coincide avec ¢; sur chaque A;, i.e. o(x) = ¢;(x) si @ € A; (ceci est bien défini,
puisque les A; sont disjoints et leur réunion est X). On a donc obtenu le résultat suivant :

(%) ‘ Dans S, des cycles de supports disjoints commutent. ‘

Par exemple, dans Sy, si 0 = (257) et 7 = (1364) alors

Théoréme 4.3.5 (Décomposition en produit de cycles de supports disjoints)
Soit o € S,,. Alors il existe des cycles c1,...,cq de supports disjoints, uniquement déterminés, tels que
o =c1 ¢y (Bt donc Uécriture précédente est unique, a lordre des facteurs prés).

e

-

On admettra ce résultat (la démonstration n’est pas difficile, mais un peu pénible & écrire). Illustrons

ceci par un exemple : soit
> 123456789 cs
~ \356184927) ~ 7

Choisisson un élément, par exemple 1, et regardons la suite de ses transformésparo:1—3 -6 — 4 — 1,
ceci donne le cycle (1364) auquel appartient I’élément 1. Puis choisissons un élément parmi les éléments
restants, par exemple 2, et regardons a nouveau la suite de ses transformés par o : 2 — 5 — 8 — 2, ceci
donne le cycle (258) auquel appartient 1’élément 2. Puis on recommence ... Ici, la derniére étape consiste
a choisir, disons, ’élément 7, et I’on obtient la transposition, i.e. le 2-cycle, (79), d’ou la décomposition

—~

2 1——3 7
o = (1364)(258)(79) = / \\ T l 1
§<————5 4<—6 9
Théoréme 4.3.6 (S, est engendré par les transpositions). — Les transpositions s; = (i,1+1), pour
i=1,...,n—1, engendrent S,.
Démonstration. — On procede par récurrence sur n. C’est clair pour n = 2 car Se = {id, (12)}. Supposons
n > 3 et le résultat établi pour n — 1. On identifie S;,_; au sous-groupe de S,, formé des permutations 7
telles que 7(n) = n. Posons s; = (i,i+1), pour i = 1,...,n—1, et notons H le sous-groupe de S,, engendré
par les s;.

Soit o € S,,. Si o(n) = n, alors o € S,,_1 et donc, par hypothese de récurrence, o appartient au sous-
groupe engendré par les s;, pour ¢ < n—2, donc a fortiori ¢ € H. On peut donc supposer que o(n) =i < n.
Mais alors, s;o(n) =i+ 1, et si i + 1 < n alors s,415;0(n) = i+ 2, etc. En continuant ainsi, on arrive a
Pégalité s,,—1 - - - s;o(n) = n. Alors, d’apres ce qui précede, 7 = s,,—1 - - - $;0 appartient & H.

Multipliant 1’égalité 7 = s,,_1 - - - s;0 a gauche par 37:11 = S,_1, puis par s;iz = Sp—_2, €tc., on arrive a
Iégalité o = s;--- s,—17. Comme T et les s; appartiennent & H, il en est de méme de 0. Ceci prouve que
H =5, dou le théoreme. O



Lemme 4.3.7. — Soit k un corps. Tout élément o € S, induit un automorphisme ¢, de la k-algébre
kE[X1,..., Xy, défini par

(%) b0 (Xi) = Xo@y, Vi=1,...,n.

(%) o (P)(X1,..., Xn) = P(X5(1), -+, Xom)), VP € k[X1,...,X,].
De plus, Uapplication o — ¢, est un morphisme de groupes.

Démonstration. — D’apres la propriété universelle de A = k[X1,..., X,], il existe, pour tout o € Sy, un
unique morphisme de k-algebres ¢, : A — A vérifiant (x) et (xx). De plus, il résulte de (x) que ¢iq = ida
et que ¢0 o ¢T = ¢a‘r~

Ceci entraine, d’une part, que chaque ¢, est un automorphisme de A, d’inverse ¢,-1, et, d’autre part,
que l'application o +— ¢, est un morphisme de groupes, de S,, dans le groupe des automorphismes de
k-algebre de A. O

Notation. Pour tout P € k[X7, ..., X,], on écrira simplement o(P) au lieu de ¢, (P).

Théoréme et définition 4.3.8 (Signature d’une permutation). — Soit n un entier > 2.
(i) Il existe un unique morphisme de groupes ¢ : Sy, — {£1} tel que e(7) = —1 pour toute transposition
T = (ij). On Uappelle la signature.

(i1) Par conséquent, si l'on écrit un élément o € S, comme produit de transpositions de deux fagons
différentes : 0 =51 ---sp =t1---tq ot les s; et t; sont des transpositions, alors p et q ont la méme parité,
puisque €(0) = (—1)P = (—1)9.

(iii) Enfin, pour tout o € Sy, on a e(c™!) = ¢(o).

Démonstration. — Remarquons d’abord que ¢, s’il existe, est nécessairement unique, puisque les transpo-
sitions engendrent S,,, d’apres le théoreme 4.3.6. Il s’agit donc de montrer 'existence. (Ceci équivaut a
montrer que, si si,...,5p et t1,...,t, sont des transpositions et si sy ---s, = t1---t4, alors p et g ont la
méme parité, ce qui n’est pas évident a priori.)
D’apres le lemme précédent, S,, opére par automorphismes d’algébre sur A = Q[X71,. .., X,,]. Considé-
rons le polynoéme
Vn = H (Xl — Xj).

1<i<j<n
Soit o € S,. Alors o(V,,) = H1§i<j§n(XU(i) — X, () et, pour tout i < j,

Xa(i) — Xd(j), si U(Z)

B <a(j);
(1) o(X; — X;) = { —(Xoj) — Xo(i))s si o(i) > ? .
>

(7)

o(7); on introduit le nombre

o]
o
On dit qu'un couple (i,7) avec i < j est une inversion de o si o()
d’inversions de o :

(2) (o) =1{i<jlo(i) > o(j)}]

et 'on définit la signature de o par :

(3) e(o) = (1),

On déduit alors de (1) que, pour tout o € Sy,
(4) o(Vo) = (-1,
Ceci entraine que € : S;, — {£1} est un morphisme de groupes : en effet, pour 0,7 € S,, on a
o)V = (o7) (V) = a(e(1)V,,) = e(7)e(o) Vi,

d’ott (07) = &(0)e(7). En particulier, pour tout ¢ on a (ct) = (o)1, et comme (o) € {£1}, on a
g(0)~! = g(0). Ceci prouve déja l'assertion (iii).

Enfin, pour ¢ < j notons 7;; la transposition qui échange 7 et j. On vérifie facilement que les inversions
de 7;; sont les couples (i, j) et (4, k), (k,j) pour i < k < j; leur nombre est 1+2(j —i—1), d’ott e(735) = —1.

Ceci prouve lassertion (i) et, comme noté dans le théoréme, ’assertion (ii) en découle aussitot. Le théoréme
est démontré. O



Définitions 4.3.9. — 1) On dit qu'une permutation o € S,, est paire, resp. impaire, si (o) = 1, resp.
—1. Ceci équivaut a dire que o s’écrit comme produit d’un nombre pair (resp. impair) de transpositions.

2) Ker(e) = {0 € S,, | (o) = 1} est appelé groupe alterné d’ordre n, et noté A,. Il est formé des
permutations paires, et est de cardinal n!/2. (En effet, si 7 est une transposition (par exemple, 7 = 712),
alors S, est la réunion disjointe de A,, et de 7A,, = {10 |0 € A,}.)

Proposition 4.3.10 (Signature d’un cycle). — Tout r-cycle est de signature (—1)" 1.
Démonstration. — Soit ¢ = (i1 - -4,) un r-cycle. On voit facilement que le produit ci-dessous de (r — 1)
transpositions :

(t192)(d283) - - - (Er—1%r)
envoie i SUr iy, ip SUT 3, ..., ip_1 SUT i, et 4, sur iy, donc égale c. Par conséquent, e(c) = (—1)""!. O

4.4. Applications multilinéaires alternées
Désormais, on fixe un corps k.

Définition et proposition 4.4.1 (Applications p-linéaires alternées et antisymétriques)
Soient E, F deuz k-espaces vectoriels et f € Z,(E,F) (i.e. f est une application p-linéaire EP — F).
(1) On dit que f est alternée si elle vérifie :

(%) flx1,...,2p) =0 sixy,...,2p ne sont pas tous distincts.

(2) On dit que [ est antisymétrique si elle vérifie les conditions équivalentes suivantes :

) Vi # 7, flre, . oz, iy, xp) = —f(T1, -, @iy Ty, Tp)

() Vo €Sy, f(@o1),-- - To(p) = €(0)f(21,. .., 2p)
(3) Si f est alternée, elle est antisymétrique.

(4) L’ensemble des applications p-linéaires alternées f : EP — F un sous-espace vectoriel de Z,(E, F),

on le notera | 7,(E, F).

Démonstration. — L’équivalence de (1) et (1') résulte du théoréme 4.3.8. Démontrons (3) (cf. le point (27)
de 1.4.1). Soient z1,...,z, € E, fixons ¢ < j dans {1,...,p}, et considérons l'application g : E x E — F
définie par
g(Xa Y) = ,f(xla s axi—thxi—',-l; s axj—laYa Tjtly--- 7'1:17))

i.e. X (resp. Y) est & la i-eéme (resp. j-éme place). Comme f est p-linéaire et alternée, alors g est bilinéaire
et alternée. Donc

0= g(@; + x5, 2 + x5) = g(zi, 2:) + 9(x5, %) + 9(@i, 25) + 9(x5, 24),
et les deux premiers termes sont nuls, a nouveau puisque g est alternée. Donc

flr, .o, @iy gy xp) = g(mi, x) = —g(xj, @) = —f(@1, .., Tg,0 0 Tiy e oo, Tp)

et ceci montre que f est antisymétrique.

D’autre part, on voit facilement que si A € k et si f, f' € Z,(E, F) sont alternées, alors Af + f’ lest
aussi, d’ott (4). O
Remarque 4.4.1.1. — Soit f € £,(E, k) antisymétrique et soit (x1,...,xp) € EP. Sil existe ¢ # j tels
que z; = xj, on a, d’apres (f) :

—flzr, . @y, xp) = flo, T Tp) = (@1, T, T, D)
(la seconde égalité puisque z; = x;), d’ott 2f(z1,...,2p) = 0. Donc, si k est de caractéristique # 2 (c.-a-d.,

si 2 # 0 dans k), alors : f antisymétrique <= f alternée.

Proposition 4.4.2 (Antisymétrisée d’une application p-linéaire). — Soient E,F deux k-espaces
vectoriels et f : EP — F une application p-linéaire. On définit son antisymétrisée A(f) : EP — F
comme suit : pour tout (z1,...,2,) € XP,

A(f) (@1, mp) = Y (0)f(@o(1)s - To(p))-
€Sy

Alors A(f) : EP — A est une application p-linéaire alternée (donc antisymétrique).



Démonstration. — D’abord, comme f est p-linéaire alors, pour tout o € S, 'application o(f) : E? — F
définie par o(f)(21,...,2p) = [(Toq)s- - -, To(p)) est p-lindaire, et donc A(f) = desp e(o)a(f) lest aussi.

Montrons que A(f) est alternée. Soit (z1,...,x,) € EP, supposons qu’il existe ¢ # j tels que z; = x;.
Notons 7 la transposition qui échange ¢ et j, alors le groupe symétrique S, est la réunion disjointe du
groupe alterné A, et de TA, = {70 | 0 € Ap}; en effet

cgeA,=e(0)=1
oA, eel0)=—1lee(to)=1eT10€ A, &0 €TA,.

(la derniere équivalence de la seconde ligne résultant du fait que 72 = 1). Il en résulte :

() AWt eswn) = 3 0) [Fotrys- o o) +20) Frotrys o 1)
gEA ~
P —1 -1
Fixons ¢ € A,. Pour tout s € {1,...,p} tel que o(s) # i,5, on a 7(c(s)) = o(s). Comme z; = x;, on a

lorsque o(s) = i les égalités :

Tr(o(s)) = (i) = Lj = Li = Lg(s)

et de méme x,(,(5)) = To(s) lorsque o(s) = j. Donc 7o (s) = o(s) pour tout s. Alors, comme £(7) = —1, la
somme entre crochets dans (T) est nulle, pour tout o € A,. Ceci prouve que A(f)(x1,...,z,) =0 si deux
des x; sont égaux. La proposition est démontrée. O
Notation 4.4.3. — Soient I/ un k-espace vectoriel et fi,..., f, € E* des formes linéaires sur £. On note

f1®---® f, Papplication EP — k définie par
(i@ @ fp)@,....zp) = filz1) - fp(zp).

Comme le produit k x --- x k — k, (t1,...,tp) — t1---t, est p-linéaire, et que chaque f; : E — k est
linéaire, on voit facilement que f1 ® --- ® f,, est p-linéaire.

Définition et proposition 4.4.4 (Produit extérieur de formes linéaires)

Soient & un k-espace vectoriel et fi,...,f, € E* des formes linéaires sur /. On appelle produit
extérieur de fi,..., fp et on note fi A--- A fp, Uantisymétrisée de f1 ® -+ ® fp, i.e. Uapplication EP — k
définie par

(1) (iA-Afp) (@, mp) = Y e(0) fil@aq)  folTog)-
ocESy
C’est une application p-linéaire alternée EP — k. De plus, pour tout (x1,...,2p) € EP, on a aussi :
(2) (fl ARERIA fp)(mlv oo 7xp) = Z E(J)fn(l)(xl) T fa(p)(xp)'
ocESy
Démonstration. — Compte-tenu de 4.4.3, la premiere assertion découle de la proposition 4.4.2. Montrons

la formule (2).
Fixons o € Sp. On peut réordonner le produit []?_, fi(x,(;)) en fonction des indices o (i), qui parcourent
aussi {1,...,p}, l.e.ona:

F@e) - fo@ow) =[] for(@)-
=1

Comme o — o est une bijection de S, sur lui-méme, et e(c~!) = £(0), on obtient la formule (2). O

Théoréme 4.4.5 (Bases et dimension de <,(F, k), lien avec le déterminant)
Soient E un k-espace vectoriel de dimension n, # = (e1,...,en) une base de E, B* = (ef,...,e}) la
base duale. Alors <#,(E, k) =0 pour p >n, et pour p=1,...,n, les produits extérieurs

ez‘l/\"'/\ez‘p pour iy < -+ <i, dans {1,...,n}

forment une base de <7,(E, k). Donc, pourp=1,...,n,

n n!
dimy, «7,(E, k) = ( ) =—.
WER=1,) =5 (n—p)!
En particulier, o, (E, k) est de dimension 1 et, pour tout v1,...,v, € E, on a :

(%) (el A ANe)(vr, ..., vp) = détg(vr, ..., v,)



et donc

(%) déts(v1, ..., 0n) = Y £(0)€f (o) - €h (Vo) = D €(0)ely (1) - €l ().

o€Sn oESR
Démonstration. — D’apres le théoréme 4.1.9, une base de .%,(E, k) est donnée par les éléments ¢/,
pour (ji,...,7p) € {1,...,n}P, définis par
: . 1 blllzjl,,Z:j,
P (e ) = { ' »=Jp
0 sinon.
On voit d’ailleurs que ¢71J» = e, ®---®ej , car ces deux €léments de Z,(E, k) coincident sur tous les
p-uplets (e;,,...,e;,), donc sur EP tout entier (par p-linéarité).
Comme @,(E, k) C .%,(E, k), on peut écrire tout f € @,(F, k), sous la forme :
— f * *
f= > i) Cin @71 O 5
(J1,--dp) €{L,..;n}P
et l'on a C{jl,...,jp) = f(€i,,...,¢€i,). Comme f est alternée (donc antisymétrique), on obtient :
f — i ; . . + disti .
(1) ) = 0 si j1,...,Jp ne sont pas tous distincts,

et 4.4.1 (2) (') donne
(2) siji <--- < jpetoelS, alors C{jg(1>7---,jg(p>) =¢(0) c{jl,...,jp)'

Alors, (1) entraine déja que «7,(E, k) = 0sip > n, et (1) et (2) entrainent que, si p < n, tout f € o7,(E, k)
s’écrit

_ f * * _ f * *
;= Z C1sensin) Ze(a)eia(l)(g"'@eja(m - Z Clyeip) G N7 NGy

J1<<Jp c€Sy J1<<jp

D’autre part, les produits extérieurs €7 A-- -/\e;p, pour ji < --- < jp, appartiennent & <7,(E, k), d’apres la

proposition précédente, et ils sont linéairement indépendants, car pour tout 44 < --- < i, dans {1,...,n},
on a
% % 1 Siilzjl,...,ip:jp;
(€, Ao Aneg e, oheq,) = {0 sinon.

Ceci montre que les e, A---Ae; , pour iy < - < i, dans {1,...,n}, forment une base de <%,(E, k) et
donc, pour p=1,...,n,o0n a

n n!

dimy @, (E, k) = ( ) = .
p/) p(n—p)

En particulier, 7, (E, k) est de dimension 1, engendré par ef A --- A ef. Or, d’aprés l'exemple 4.1.5,
I’application « déterminant relativement a la base % »

détmz: E™ —k, (v1,...,0,) — détg(vi, ..., v,)
est également un élément de o7, (F, k), donc il existe A € k tel que détgg = Aej A--- Ael; appliquant les
deux membres au n-uplet (eg, ..., e,) on trouve A = 1. Ceci prouve I'égalité (x), et (xx) découle alors des
formules (1) et (2) de 4.4.4. Le théoréme est démontré. O

La formule 4.4.5 (x) donne donc la formule explicite pour le déterminant d’une matrice A € M, (k),
évoquée en 2.1.5 dans le Chap. 2 :

Proposition 4.4.6 (Formule explicite pour le déterminant). — Soient V' un k-espace vectoriel de
dimension n, B = (e1,...,e,) une base de V, et vq,...,v, € V. Ecrivons, pour j = 1,...,n, v; =
Yo aije;, d’ou la matrice

ayp - Qin
A= Do : = Matg(vi,...,v,)
an1 T Ann
et remarquons que a;; = e} (v;), ot (ef,...,e}) désigne la base duale de AB. Alors, on a :
détgg(’l}l, s 7vn) = dét(A) = Z E(O—)a“ln(l) o Qpo(n) = Z 6(0)0’0(1)1 © Qo (n)n
geSy geSy

et ceci fournit une autre démonstration de l’égalité dét(A) = dét(*A).



Définition 4.4.7 (Matrices extraites et mineurs). — 1) Soit A € M, (k). Pour I,J deux parties
non-vides de {1,...,n}, on note Ay ; la matrice & |I| lignes et |J| colonnes suivante :
Aty = (aij)ier, jeg
et I'on dit que Ay ; est une « matrice extraite » de A.
2) Si I et J ont méme cardinal, disons |I| = |J| = s, on note
Ap y(A) = dét(Ag,y)
et 'on dit que Az j(A) est un « mineur de taille s » de A. Si I = J, on note A;(A) = Az 1(A) et l'on dit

que c’est un « mineur principal de taille s » de A.

Lemme 4.4.8. — Soient A € M, (k), I = {i1 < --- <ip} et J = {j1 <--- < jp} deux sous-ensembles
non-vides de {1,...,n} de méme cardinal p. Notons Ai,..., A, les colonnes de A, (e1,...,e,) la base
canonique de k™, et (ef,...,el) la base duale. Alors

AI,J(A) = (erl ARERWA e:p)(Ajla ) 7Ajp)'

Démonstration. — D’apres 4.4.6 et 4.4.5 (x), on a :
AI,J(A) = dét(AI,J) = Z E(U)ah,a(ﬁ) C Qo (Gp) T (efl ARERNAN efp)(Ajl yoee e aAjp)'

o€S)
O
On en déduit la proposition suivante.
Proposition 4.4.9. — Soit A € M, (k). Alors
‘rang(A) = sup{s | il existe un mineur Ay j(A) de taille s non nul}. ‘
Démonstration. — Soit r = rang(A) et soit r’ le terme de droite ci-dessus. Montrons d’abord que 7’ < r.
Soient s > ret I ={i; <--- <is}etJ ={j1 <---<js} deux sous-ensembles de {1,...,n} de cardinal
s. Comme s > r, les colonnes A4; ,..., A;, de A sont liées, donc a fortiori les colonnes de la matrice extraite

A,y le sont, donc Ay j(A) = 0. Ceci montre que tout mineur de taille > r est nul, d’ott ' < r.

Réciproquement, comme rang(A) = r, on peut supposer, quitte & permuter les colonnes de A, que les

colonnes A, ..., A, sont linéairement indépendantes. Complétons-les en une base (v1,...,v,) de k" (ou
v; = A; pour i = 1,...,7) et soit (v},...,v}) la base duale. Alors
) (Vi A-AV)(Ay,...,A) =1
D’autre part, d’apres le théoreme 4.4.5, on peut écrire
VA AU = Z Cir,oyiy €, N NeET
1,00 €{1,...,n}
i1 < <ip

donc (1) et le lemme précédent donnent ’égalité :

1= > (e A A )AL A = Y i A, (1} (A)
1,0 €{1,..n} 1,00 €{1,...,m}
1 <o <ip 1< <ip

qui entraine que I'un au moins des Ag;, 5 3, (1,....r} (A) est non nul. Ceci montre quer’ > 7, d’ottr’ =r. O

Remarque 4.4.10. — Compte-tenu de D'égalité dét(B) = dét(*B) pour tout B € M(k), le corollaire
précédent donne une autre démonstration de 1'égalité rang(A) = rang(*A), cf. 0.5.11.

4.5. Appendice () : Bases et dimension de .Z(E4,...,Ep; F)

Soit p un entier > 2 et soient Ey,...,E, et F' des k-espaces vectoriels de dimension finie, soit € =
(f1,..., fr) une base de F et, pour ¢ =1,...,p, soient d, = dim E; et
By =(el,... €e3,)

une base de E;. Notons P 'ensemble produit P = {1,...,d1} x -+ x {1,...,dp}, il est de cardinal D =
dy - dp.

Théoréme 4.5.1 (Bases et dimension de Z(En,...,E,; F)). — Avec les notations précédentes, on
a:



(i) Tout ¢ € L En, ..., Ey; F) est entierement déterminé par ses valeurs u, ... ;) = ¢(e%1, ce efp) el
pour (i1,...,1p) € P, et ces éléments peuvent étre choisis arbitrairement.

(ii) Par conséquent, les éléments ¢3' "7, pour (a1,...,a,) € P et s=1,...,r, définis par :

. . f(EF S111 =QA1,...,0p = Q
v(ll;..»azp)v ¢(sll7""ap(6i17...,eip):{ s ’ P p

0 sinon

forment une base de L (En, ..., Ep; F) ; celui-ci est donc de dimension rD = rdy ---d,.

Démonstration. — Soit ¢ € L(En,..., Ep; F). Pour tout (v1,...,vp) € By X --- x E,, chaque v, 8’écrit de
facon unique

(0) vg=tg1€el+ - +tga e(qiq, avec tq; €k,
donc, en appliquant les égalités (*1), ..., (*p) de 4.1.2, on obtient la formule :
(1) Ovnrevu) =6 (baed + bt o tpa e 4t el )
= Z tl,il "'tp,i,, ¢(e%1,...,efp).
(i1,...,ip)EP
Ceci montre que ¢ est entierement déterminée par les D éléments ¢(e;,, ..., e;,) € F'; en d’autres termes,

I'application « d’évaluation sur les p-uplets (e;,,...,e;,) »:

ev:f(El,...,Ep;k)eFDzker, ¢5l—>(¢5(6¢1,---,€z‘p)) , )
(117"'17’;0)6P

est injective. D’autre part, cette application est linéaire : si p € k et ¢, € ZL(E1,...,Ep k), ona
(/1'¢ + w)(vlv s 7v;D) = N¢(Ulv s 7vp) =+ ¢(U1a s 7vp)

pour tout (vi,...vp) € By X --- X E, donc a fortiori pour tout p-uplet (e;, ..., e€;,).

Réciproquement, pour tout (a1,...,a,) € P, notons ¢ " l'application Ey x --- x E, — F définie
comme suit : pour tout p-uplet (vi,...,v,) comme en (0) ci-dessus,
(2) ¢Zl’m’ap(vl’ s 7”1?) = (tl,al o 'tpvap) : fS S

—_——
€k

Fixons un indice ¢ € {1,...,p}, et montrons que ¢35 " est linéaire par rapport & la g-eme variable,
i.e. que, pour tout A € k et w € Ey, on a
(%q) AL (Vg A W, ) = AGETP (U, Vg Up) + @S (0w, ).

np— — q q — 4 4 VAN -
Ecrivons w = s1€] + -+ -+ sq,€4_, avec s; € k. Alors Advg +w = tg €] + - +1] j ey, avec ty ; = Mg + si,

et donc la formule (2) donne :

qb(slhm’ap (Ulv ) )‘U(I +w,... 5UP) = (tlﬂl o 't;,aq e tp7ap) ' fS = (tlﬂl T ()‘t%(lq + S(lq) e tpvap) : fS

= )\t17(l1 e tfbaq e tp,ap + tl:“l T Saq e tp7(1.p

= )\¢g1,~~~,ap(vl, ... 7U(17 s 7UP) + qbgl’m’ap(vlv s, Wy 7UP)
ce qui montre que (%,) est vérifiée, d'ott ¢3" """ € Z(E1, ..., Ey; k). Remarquons de plus que, pour tout
(i1,...,1p) € P, I'élément (v1i,...,vp) = (€;,...,¢€;,) de By x --- x E}, correspond dans I'écriture (0) a :

1 sij, =i
Vg=1,..., tyi = CE
e b, ©Ja {O sinon
donc (2) donne, en particulier :
, ) . a fs sity =an,...,5p =ap
(2" V(i1,...,0p) € P, G (€ 4,) = )
0 sinon.

s=1 )\€j17~~~,jp)f5) (J1,--,Jp)EP

bu= Y D Ay B

(jl,...7jp)€P s=1

Maintenant, pour tout élément U = (Z € FP, I'élément



appartient & Z(E1, ..., Ep; k) et, d’apres (2') il vérifie, pour tout (i1,...,4,) € P :

T

(3) ¢U(€i17---7€ip) = Z ZA?j1,~~~,jp) (béjl""’jp)(eil,...,eip) = ZA(ilwnyip) fs-

(J15--20p) EP 5=1 . g ) ; s=1
? =fs si (J1,edp)=(i1,s0p)
=0 sinon
Ceci prouve que 'application linéaire injective ev : Z(E1,...,Ep; F) — FP est aussi surjective, donc est
un isomomorphisme; en particulier, dim Z(E, ..., Ep;k) = rD = rd; - - - d,. Ceci prouve déja I'assertion

(i).
De plus, (3) implique que si l'on a une relation E(jl,...,jp)eP >orq )\fjl i) ¢gj1""”") = 0, alors pour
tout (i1,...,%p) € Pona:

Z Airyoyip) fs =0
s=1

donc chaque A?i1,...,ip) est nul (puisque (f1, ..., fr) est une base de F'). La famille

TF — (a1,...,ap)
I = <¢9 ! ! )(ah...,ap)ep

s=1,...,r

est donc libre, et comme elle est de cardinal rD = rdy - --dp, c’est une base de L (En,..., Ey; k). Ceci
acheéve la preuve de assertion (ii). Le théoréme est démontré. O

4.6. Appendice () : Produit tensoriel

Soient Ei,..., E, et F' des k-espaces vectoriels, chaque F, étant de dimension finie d,. Pourq =1,...,p,
soit B, = (ei,..., e?iq) une base de E,. D’apres le théoreme 4.5.1, on voit que 'espace des applications
p-linéaires Fy x - - - X ), — F' est la méme chose que 'espace des applications linéaires de « B} ® - - - @ Ep, »
vers F, oll « B] ® - - - ® I, » désigne un espace vectoriel de base les p-uplets

1
(€fys---1€5 ) € BL X X By
On pourrait définir de la sorte 'espace « £} ® - - - ® E, », mais il faudrait alors démontrer qu’il ne dépend
pas des bases choisies. En fait, on définit le produit tensoriel

Ei® --®FE,
comme suit. On considere d’abord le k-espace vectoriel V' ayant pour base % l'ensemble E; x --- x E,,
c.-a-d., V admet pour base des vecteurs
br(:h...,fl:p

indexés par E; X --- x E,. Alors, se donner une application linéaire ¢ : V' — F' est la méme chose que se
donner pour tout vecteur de base by, ... ., un élément f(z1,...,2p) de F'; on a donc une bijection naturelle

LV, F) = Applic(Ey X -+ - X Ep, F)
é — ((xl, Ty) ¢(bm1,...,mp))

ou dans le terme de droite de la premiere ligne, 4 x --- x E, est regardé juste comme un ensemble.

Considérons maintenant le sous-espace W de V engendré par tous les éléments de 'une des formes
suivantes, pour g =1,...,p:

(*q) { bml,...,xq—i-yq,...,mp - bxl,...,mq,...,xp - bxl,...,yq,...,xp
ba:l,...,)\»a:q,...,wp — A bxl,...,mq,...,wp
on pose
Ei®---@E,=V/W

et pour 1 € 1, ..., 1, € By, on note x1 ® - -- @ ;, 'image de by, ... ., dans VIW=E®- - QE,.

Alors, d’apres le théoreme 3.5.3, une application linéaire £y ® --- ® E}, — F' est la méme chose qu'une
application linéaire ¢ : V' — F qui s’annule sur les générateurs de W ; si 'on note f ’application d’ensembles
Ey x --- x E, — F correspondant a ¢ (c.-a-d., f(x1,...,2p) = ¢(bs,,....x,)), la condition que ¢ s’annule
sur les générateurs (x4) de W équivaut alors a dire que f est linéaire par rapport a la g-éme variable. On
obtient ainsi que I'on a un isomorphisme d’espaces vectoriels :

~

ZLE®---QFE,F) — L(E1,....,EnF)

(1) é — ((xl,...,xp) — ¢(bx1,...,mp))'



D’autre part, tout x; € F; s’écrit de fagon unique z; = 2?11:1 t17jlejll et donc, notant 7 la projection
V-oFE ® - -®FE,, on a, dapres (¥1) :

d1 dl
T Q- QTp = W(bﬂﬂ1®'”®wp) = Z tlv.jlﬂ-(bejl 7I27~~~,$p) = Z tljle}l Qr2® - Qxp
Jji=1 Jj1=1
donc écrivant z, = Zj.fq:l 14,5, egq pour ¢ =2,...,p et appliquant (*2), ..., (*p), on obtient que :

_ E 1 P
x1®...®xp_ tly.jl-"tp7jpej1®"'®ejp’

Jiseenp
ce qui montre que ' = F ® - - - ® E, est engendré par les d; - - - d,, vecteurs

1 p
€, ® i
ou jq € {1,...,dg} pour ¢ = 1,...,p, donc E est de dimension finie n < dj ---d,. Alors n est aussi la

dimension de l'espace dual E* = Z(FE,k); or d’aprés (1) appliqué & F = k, on a un isomorphisme de
k-espaces vectoriels

LB k)~ LB, ... Ep:k)
et on a vu en 4.5.1 que dim . Z(E1, ..., Ep; k) = di - - - dp. On obtient donc que

dim(E1 ®@---Q Ep) =di---dp

et donc les dy - - - d), vectewrs e} ® -+ ® e?p forment une base de 4 ® - -+ ® E,. On a donc obtenu le :

J1
Théoréme 4.6.1. — Soient E1,..., E, des k-espaces vectoriels de dimension finie et, pour ¢ =1,...,p,
soit (e, ... ,egq) une base de E4. Alors, pour tout k-espace vectoriel F', on a un isomorphisme de k-espaces
vectoriels

\$@®m®%ﬂ:$wuw&FM

De plus, B4 ® --- ® E, est de dimension dy---d, et les vecteurs ejll R ® e?p,
{1,...,d,}, en forment une base.

ot chaque j, parcourt



CHAPITRE 5

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES
QUADRATIQUES

Résumé : Dans ce chapitre, on commence 1’étude des formes bilinéaires symétriques et des formes
quadratiques, le cas le plus important étant sans doute celui du produit scalaire euclidien sur R™, qui sera
étudié en détail dans le chapitre suivant. Dans le présent chapitre, on introduit les généralités concernant
les formes bilinéaires symétriques : matrice dans une base, formule de changement de base, notion d’ortho-
gonalité. Les résultats fondamentaux a retenir sont 5.1.13, le théoréme de Sylvester 5.1.15, et I'algorithme
de réduction en « somme de carrés » 5.2.2.

On a indiqué par des symboles les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs,
dans un appendice a la fin du chapitre on étudie les formes bilinéaires alternées.

5.0. Introduction

Soit V un R-espace vectoriel de dimension n, une forme bilinéaire ¢ sur V est un moyen d’associer a
tout couple de vecteurs (v, w) un scalaire ¢(v, w) € R, qui dépend linéairement de v et de w. Un exemple
typique est le produit scalaire usuel sur V = R3, dans ce cas, la fonction

v B(v) = $(v,v)

mesure la longueur du vecteur v; on dit que ® est une forme quadratique car son expression en fonction
des coordonnées (x1,x2,x3) de v dans une base arbitraire % de V est un polynéme homogene de degré 2
en ry,re,xs.

D’autres formes quadratiques apparaissent de fagon naturelle. Par exemple, dans la théorie de la relati-
vité on remplace I’espace R® par I’espace-temps R muni de la forme quadratique de Lorentz et Minkowski :

U(x,y,2,t) =22 +y? 4+ 22 — 2

(noter que ¥ prend des valeurs > 0 et < 0 et qu’il existe des v € R* — {0} tels que ¥(v) = 0), elle
correspond & la forme bilinéaire symétrique v sur R* définie par

/

x x
/

P Z , Z, =axx’ +yy + 22 —tt.
t t

Ceci conduit a étudier de fagon générale, pour un espace vectoriel V' de dimension finie n sur le corps
k =R ou C, les formes bilinéaires symétriques V x V — k et les formes quadratiques associées.

5.1. Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

Dans ce chapitre, on suppose que le corps de base k est Q, R ou C.

Définition 5.1.1 (Formes bilinéaires symétriques). — Soit F un k-espace vectoriel (pas nécessaire-
ment de dimension finie).

() yersion du 8/7/2012
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(1) Une forme bilinéaire sur E est une application ¢ : E X E — k qui est linéaire en chaque variable,
c.-a-d., pour tout z,z’',y,y’ € E et \,u € k, on a :

(60 +2',y) = Ao(a,9) + 9(a',y) | |6z, 1y +y') = pol,y) + 6, y')

et donc ‘ o(Ax + 2 py +v') = Apd(z,y) + Ao(z,y') + po(z',y) + o(2',y'). ‘ On rappelle (cf. 4.1.2) que les
formes bilinéaires sur F forment un espace vectoriel, noté % (E, k).

(2) On dit que ¢ € % (E, k) est symétrique si pour tout z,y € E on a ‘ o(z,y) = oy, x). ‘ Les formes

bilinéaires symétriques (en abrégé : fbs) sur E forment un sous-espace vectoriel de % (FE, k), qu’on notera
Fa(E k).

(3) Remarquons que, pour vérifier qu’une application ¢ : Ex E — k est une forme bilinéaire symétrique,
il suffit de voir que ¢ est linéaire en la lére variable et vérifie ¢(z,y) = &(y,x) (ces deux conditions
entrainant la linéarité en la 2éme variable).

Désormais, on suppose E de dimension finie n.

Définition 5.1.2 (Matrices symétriques). — (1) Une matrice A € M, (k) est dite symétrique si
Ces matrices forment un sous-espace vectoriel de M, (k), qu'on notera | MS,, (k).

(2) On a ‘ dim MS,, (k) =n(n+1)/2. ‘ En effet, notons N le nombre de coefficients qui sont strictement
au-dessus de la diagonale; c’est aussi le nombre de coefficients qui sont strictement en-dessous de la

diagonale, et il y a n coefficients diagonaux. Donc 2N +n = n?, d’ou ‘ N =n(n—-1)/2. ‘ Puis, une matrice

symétrique est déterminée par le choix de ses n coefficients diagonaux et de ses N coefficients au-dessus
de la diagonale, d’ot dimMS,, (k) =n+ N =n(n+1)/2.

Définition et théoréme 5.1.3 (Matrice d’une fbs et changement de base)
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un k-espace vectoriel E de dimension n et soit B =
(e1,...,en) une base de E.

(1) La matrice Matg(¢) de ¢ dans la base B est la matrice A = (a;;); ;-1 € Mn(k), ol a;; = ¢(e;, €5).
Comme ¢(ej,e;) = dlei,e;), on a aj; = a;;, donc ‘A=A, i.e. A € MS, (k).

(2) & est entiérement déterminée par sa matrice A : en effet, par bilinéarité on a l’égalité :

&1 U1

n n n n
(*) V[ ] €™ S| wien Y yiej | =D miyidlee) = > aijiy;
i=1 =1

T, Yn i,7=1 i,7=1

Donc, si l’on note X,Y les vecteurs colonnes ci-dessus, on a la formule matricielle ‘ H(X,)Y)=XAY. ‘

(3) Réciproquement, pour tout A = (aij)i;—; € MSy(k), Uapplication ¢4 : E x E — k définie par
Pa(Doiy iei Dy Yjej) = Do =y @ij Tiy; est une forme bilinéaire symétrique sur E, et Matg(da) = A.
Donc, se donner une forme bilinéaire symétrique sur E «est la méme chose » que se donner une matrice
symétrique : de facon précise, lapplication g : S2(E) — MS,(k), ¢ — Matg(p) est un isomorphisme
de k-espaces vectoriels.

oient une autre base de L et a matrice de passage Mat . Alors
4) S 4 b de E et Pl d M H#'. Al
(%) A= Matg (9) = PAP.|

Terminologie 5.1.8.1. — On dit que A, A’ € M,,(k) sont congruentes s’il existe P € GL,, (k) telle que
A =tPAP.

Démonstration. — (2) Comme ¢ est bilinéaire, on a bien I’égalité (), qui montre que ¢ est déterminée

par sa matrice, donc que 'application pg : F(E) — MS,,(k), ¢ — Matg(¢) est injective. D’autre part,

on voit que le scalaire szzl ai; x; y; € k est égal au produit matriciel

Y1

XAY = (z1,...,2)A | :
Yn



Ceci prouve (2). Avant de prouver (3), remarquons déja que application ug est linéaire. En effet, si
o, € S(E,k) et s € k, alors s¢ + ¢ est la forme bilinéaire symétrique définie par (s¢ + ) (u,v) =
s¢(u,v) +1(u,v) pour tout u,v € E, donc a fortiori on a (s¢+)(e;, e;) = sd(e;, ;) + (e, e5) pour tout
i,J, dou png(s + ) = sua() + pa(v).

Prouvons (3). Pour tout A = (a;;);';,—1 € MS,(k), 'application ¢4 : E' x E' — k définie par

n n n
da | D mie,» yie; | = aijziy;
i=1 j=1

ij=1

est linéaire en les x;, d’'une part, et en les y;, d’autre part, et elle vérifie :

n n n n
Galy.m) =0a | D _yjes, Y wiei | = > aji yimi= Y ayxiy; = dalz,y)
j=1 i=1 ~

1,7=1 —ag; 1,7=1

donc c¢’est une forme bilinéaire symétrique sur £'; de plus, prenant x;, = 1 = y;, et x; = 0 = y; pour i # i
et j # jo, on obtient que ¢a(esy, €j,) = @iy jo POUT tOUt i, jo = 1,...,n, d’oit Matg(¢pa) = A. Ceci montre
que 'application linéaire injective pg : S (F, k) — MS,,(k), ¢ — Matg(¢) est aussi surjective, donc c’est
un isomorphisme de k-espaces vectoriels. En particulier, se donner une forme bilinéaire symétrique sur E
« est la méme chose » que se donner une matrice symétrique.

Enfin, démontrons (4). Soient z,y € F, ils correspondent dans la base % (resp. #’') & des vecteurs
colonnes X, Y (resp. X', Y”'). D’apres la formule de changement de coordonnées,ona X = PX'etY = PY”,
d’ot X = IX'"'P, et donc :

d(z,y) ='XAY ='X""PAPY’

ce qui entraine A’ =P A P. Le théoréme est démontré. O

Définition et proposition 5.1.4 (Rang d’une forme bilinéaire symétrique)
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un k-espace vectoriel E de dimension n et soit B =
(e1,...,en) une base de E.

(1) On définit le rang de ¢ par rang(¢) = rang(A), ot A = Matg(¢) ; ceci ne dépend pas du choiz de
la base A.

(2) On dit que ¢ est non dégénérée si rang(p) = dim E, i.e. si sa matrice dans une (et donc dans
toute) base de E est inversible.

Démonstration. — Solent %’ une autre base de E et P = Matg(%'). Comme P et ‘P sont inversibles (on
a (*P)~1 =*t(P~1)), alors la matrice A’ = Matg (¢) = 'PAP a méme rang que A. O

Attention, la matrice Matz(¢) n’est pas la matrice d’un endomorphisme de E'; toutefois on a la pro-
position suivante.

Proposition 5.1.5. — Soient E un k-espace vectoriel de dimension n et ¢ une forme bilinéaire symé-
trique sur E.

(1) Pour touty € E, Uapplication 0(y) : E — k définie par 0(y)(z) = ¢(x,y) est linéaire, donc appartient
a lespace dual E*.

(2) L’application 6 : E — E*, y — 0(y), est linéaire.

(3) Pour toute base & de E, notant B* la base duale de E*, la matrice Matg(¢) définie plus haut n’est
autre que Mat g+ g (0).

(4) On a N(¢) = Ker(0). Par conséquent, ¢ est non dégénérée si et seulement si 0 est un isomorphisme
E = E*.

Démonstration. — (1) résulte de la linéarité de ¢ en la lére variable : pour y € E fixé, 'application
x +— ¢(z,y) est linéaire en z.

Montrons (2) : il faut voir que pour tout y,y’ € E et p € k, les formes linéaires 6(uy+1y') et uf(y)+06(y’)
sont égales, c.-a-d., prennent la méme valeur sur tout x € E. Or, par définition, pour tout z € F on a :

Oy +y')(x) 2 o(a, uy + v/) (10(y) + 0(y) () = ub(y) () + 0(y) (@) &= pg(z,y) + d(x, y)

donc 'égalité a vérifier se ramene a 1’égalité :

Vz € E, Sz, py +y') = po(x,y) + o(z,y'),



®

qui est bien vérifiée, puisque ¢ est linéaire en la 2¢me variable. Ceci prouve (2). Alors, on a
Ker(0) = {yo € E|0(yo) = 0} ={yo € E'| ¢(z,50) =0, V€ E}=N(o).
Comme dim E* = n = dim F, on obtient donc les équivalences :
¢ non dégénérée < N(¢) = (0) < 0 est injectif < 6 est un isomorphisme,
d’ou (4). Enfin, soient # une base de E, #* la base duale de E*. Comme 60(e;)(e;) = ¢(e;, e;), pour tout
i=1,...,n,0ona6(e;) =>" ¢d(esej)er et ceci prouve que Mat - 5)(0) = Matz(e), dou (3). O

Définition 5.1.6 (Termes carrés et doubles produits). — En séparant, d’une part, les « termes car-
rés » x;y; et, d’autre part, les « doubles produits » z;y; avec ¢ # j, la formule (x) de 5.1.3 se récrit de la
facon suivante (puisque a;; = a;; pour tout i # j) :

x1 U1

n n
<) Y| || ] ek ¢ inei,Zyjej Za”@yz—i— Z aij (Y5 + x;Yi).

T, Yn i=1 7j=1 1<i<j<n

La terminologie « termes carrés » et « doubles produits » est justifiée par le fait que si les deux vecteurs
sont égaux, i.e. si y; = x; pour tout ¢, le terme de droite ci-dessus devient :

() Zamx + Z 205 x;T;.

1<i<j<n
(Noter le coefficient 2 qui apparait avant les doubles produits.)
Définition et proposition 5.1.7 (Orthogonalité). — Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un
k-espace vectoriel E.

(1) On dit que deuz vecteurs x,y € E sont orthogonaux (pour ¢) si ¢(x,y) = 0. Plus généralement,
on dit que deux sous-ensembles X,Y de E sont orthogonauz si l'on a ¢(x,y) = 0 pour toutx € X ety €Y.
On notera X LY pour signifier que X et Y sont orthogonauzx.

(2) Pour tout sous-ensemble Y de E, on définit son orthogonal (relativement a ¢), noté Y1 ou sim-
plement Y+, par :

(%) ‘YL:{xEEMS(x,y):O, VyEY}‘

¢’est un sous-espace vectoriel de E (méme si Y n’en est pas un); de plus, on a les propriétés suivantes :

() ‘YQZ:ZJ'QYJ“ ‘YLZVect(Y)J-‘

en particulier, siY est un sous-espace vectoriel F' de E et si (f1,..., fp) est une famille génératrice de F,
alors

J_:{fly-“’f;D}J_:{"EG-E|¢(x’fi):0’ Vi:]-a"-vp}'

(3) On pose ‘ N(¢p)=Et={z € E|¢(zx,y) =0, VyecVY} ‘ et on l'appelle le noyau de ¢.

Démonstration. — Soient x, 2’ € Y+ et A € k, alors on a, pour tout y € Y, ¢(Ax + 2, y) = Ap(z,y) +
#(x',y) = 0, ce qui montre que Az 4+ 2’ € Y. Donc Y+ est un sous-espace vectoriel de E.

Il est immédiat que si Y C Z, alors Z+- C YL carsiz € Z1 alors x est orthogonal & tout élément de
Z, donc x est a fortiori orthogonal & tout élément de Y (puisque Y C Z), donc z € Y +.

Comme Y C Vect(Y), ceci donne déja I'inclusion Vect(Y)L C Y. Montrons I'inclusion réciproque. Soit
x € Y et soit v un élément arbitraire de Vect(Y'), par définition, v s’écrit comme une combinaison linéaire
fintev=My1 +---+ \yr, avecy; € Y et A\; € k; alors on a

Z)\ a:yz—

:0
et donc x € Vect(Y)L. Ceci montre I'inclusion Y+ C Vect(Y)+, d’ott 'égalité Vect(Y)L = Y. Lassertion
(2) est démontrée. O
Théoréme 5.1.8 (Orthogonal d’un sous-espace). — Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un

k-espace vectoriel E de dimension n et soit F' un sous-espace vectoriel de E, de dimension r.

(1) Ona|F C (F+)* et‘dlmFl>d1mE dim F. ‘




(2) ‘N((b) = {0} < ¢ est non dégénérée. ‘
(3) Si ¢ est non dégénérée, on a ‘ dim F* = dim E — dimF‘ et |F=(FH)t.

(4) Si FNF+ ={0}, alors|E = F ® F+.

Démonstration. — Soit f € F, pour tout x € F+ on a ¢(f,2) = 0, dou f € (F+)L. Ceci montre la
premiere assertion de (1). Prouvons la seconde.

Soit (f1,. .., fr) une base de F', complétons-la en une base Z = (f1,..., fn) de E, et soit A = (ai;)1<i,j<n
la matrice de ¢ dans la base %, i.e. a;; = ¢(fi, f;) pour i,5 =1,...,n.

D’apres le point (2) de 5.1.7, F+ est formé des vecteurs v = x1f1 + - - + 2, fn € E tels que ¢(fi,v) =0
pour i = 1,...,7. Comme ¢(fi,x1f1+ - +xnfn) =25 25 8(fi, f;) = 27—, aij ¥j, ceci équivaut & dire

x
que le vecteur colonne X = | : | est solution du systeme linéaire homogene :
In
a1r1 +--+ aprTn =0
(=) . o
arxr1 +-+ Gz, =0

dont la matrice B est formée des r premieres lignes de A. Comme ’espace des solutions du systeme est de
dimension n — rang(B), on obtient :

dim F+ =n —rang(B) > n —r,

ce qui prouve la seconde assertion de (1). De plus, dans le cas particulier ot F' = F, on a B = A et 'on
obtient que dim E+ = n —rang(A). Donc N(¢) = E* est nul si et seulement si rang(A4) = n. Ceci prouve
(2).

Supposons ¢ non dégénérée. Alors A est de rang n, i.e. ses lignes sont linéairement indépendantes, en
particulier les r premieres lignes le sont, donc la matrice B est de rang 7, et donc dim FX = n — r.
Remplacant alors F' par F'-, on obtient 1’égalité dim(F+)+ =n— (n—r) = r, et par conséquent I'inclusion
F C (F1)t est une égalité. Ceci prouve (3).

Enfin, supposons F'N F+ = {0} (sans supposer ¢ non dégénérée). Alors F' et F- sont en somme directe,
et le sous-espace F'@ F* de E est de dimension d = r +dim F*. D’aprés (1),onad >n,don E = F@ F+
(et dim FX = n —r). Ceci prouve (4). Le théoreme est démontré. O
Définition 5.1.9 (Restriction a un sous-espace). — Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur F,
et soit F' un sous-espace de E.

(1) On note ¢ la forme bilinéaire symétrique sur F' obtenue en restreignant ¢ & F x F, i.e. ¢pp(x,y) =
¢(z,y) pour tout x,y € F'; on I'appelle la restriction de ¢ & F.

(2) Ona FNFt ={x € F| ¢(z,y) =0, Vy € F} = N(¢r). Donc l'assertion (4) de 5.1.8 peut se
récrire comme suit : « si ¢ est non dégénérée, alors E = F @ F* ».

Remarque 5.1.9.1. — Attention, méme si ¢ est non dégénérée, ¢ ne l'est pas nécessairement. Par
exemple, soit ¥ la forme bilinéaire symétrique sur R? définie par

P(u,v) = r1y2 + 2251 siu= (a:1> et v = (y1) ;

T2 Y2
0 1
1 0
Cependant, on a t(e1,e1) = 0 = 1(ea, e3) donc pour F' = Rey (ou Res), on a ¢p = 0.

sa matrice dans la base canonique & = (ej,ez) de R? est A = , donc 1 est non dégénérée.

Définition 5.1.10 (Formes quadratiques). — Soit E un k-espace vectoriel de dimension n.

(1) Une forme quadratique @ sur E est une fonction £ — k de la forme z — ¢(z,x), ol ¢ est une
forme bilinéaire symétrique sur E.

(2) Comme ¢(z +y,x +y) = ¢(z,z) + ¢(y,y) + 2¢(z,y) = Q(z) + Q(y) + 26(z,y), on a 'égalité :
(%) o(z,y) = 3(Qz+y) — Qz) — Qy))

qui montre que : ¢ est entierement déterminée par @ ; on dit que ¢ est la forme polaire de @ (et 'égalité
(x) ci-dessus est appelée « égalité de polarisation »).




(3) Soient # = (e1,...,en) une base de £ et A = (a;;)7';—; la matrice de ¢ dans la base # (i.e. a;; =
o(e;, ej)), on a aj; = a;; puisque ¢ est symétrique. Alors pour tout v = z1e1 + - - + zpe, dans £, on a :

Qu) = ¢(Z Ti€q, ijej) = Zaii z? + Z 2a;5 ;1
i J i=1 i<j

donc Q(u), considéré comme une fonction Q(z1,...,x,) des coordonnées (z1,...,x,) de u dans la base
A, est donné par :

(%) Qx1, ., @) = 300y 4 TF + 201 cic jan 20ij TiTj

on prendra garde au facteur 2 qui apparait avant les « doubles produits » z;z; !

(4) Réciproquement, si c’est ) qui est donnée par une formule explicite Q(z1,...,2,) = Y 1, bix? +
El§i<j§n bij z;x; (les x; étant les coordonnées dans la base &), alors sa forme polaire ¢ est donnée par :

x U1

) v R ) ineiyzyjej ZZbixiyrF Z %(xiyj+xjyi)
i=1 j=1 i—1

T Yn 1<i<j<n

et donc A = Matg(¢p) a pour coefficients diagonaux les b;, mais ses coefficients non diagonaux sont les
b7]/2

Définitions 5.1.11 (Rang et noyau d’une forme quadratique). — Soient F un k-espace vectoriel
de dimension finie, () une forme quadratique sur F, et ¢ sa forme polaire.

(1) On définit le rang et le noyau de @ par :
|rang(Q) =rang(¢)| [N (Q) = N(9)-|

(2) Attention! N(Q) n’est pas égal, en général, a P'ensemble C'(Q) = {x € E | Q(z) = 0}. On dit qu'un
vecteur x € F est isotrope (pour Q) si Q(z) = 0, et Pensemble C(Q) des vecteurs isotropes s’appelle le
cone isotrope de Q. Ce n’est pas, en général, un sous-espace vectoriel de F, mais c’est un cone, i.e. il
vérifie la propriété suivante : si x € C(Q) et A € k, alors Az € C(Q).

(3) On a toujours | N(Q) C C(Q) | mais I'inclusion est en général stricte. Par exemple, dans le cas

considéré en 5.1.9.1, on a N(Q) = N(¢) = {0} mais le cone isotrope est la réunion des deux droites Re;
et R@Q.

Définition 5.1.12 (Bases orthogonales). — Soit E un k-espace vectoriel de dimension n et soient ¢
une forme bilinéaire symétrique sur F, et @ la forme quadratique associée. Soit Z = (e1, ..., e,) une base
de E

a) On dit que Z est une base orthogonale pour ¢ (ou pour Q) si l'on ¢(e;,e;) = 0 pour i # j.

b) Ceci équivaut a dire que la matrice A = Matg(¢) est diagonale; si 'on note A1,..., A, ses
coefficients diagonaux et (z1,...,x,) les coordonnées dans la base %, ceci équivaut encore a dire que
Q(z1,. .., xn) = A\ 23 + -+ N\, 22,

Théoréme 5.1.13 (Existence de bases orthogonales pour une fbs)
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un k-espace vectoriel E de dimension n, et soit Q la forme
quadratique associée.

(1) Il existe une base B de E orthogonale pour ¢.

(2) Soient # = (e1,...,en) une base orthogonale pour ¢ et D la matrice diagonale Matg(¢). Quitte
renuméroter les e;, on peut supposer que les coefficients diagonaux A1, ..., \. sont non nuls, et que A; =0
pour i > r. Notons (x1,...,x,) les coordonnées dans la base B, alors :

(%)

(b) On a|r = rang(¢), | plus précisément, N(¢) est le sous-espace Vect(e,41,...,en), donné par les

équations 11 = 0= -+ = x,.

a) On a|Q(x1,...,xn) =N 22+ -+ N\ 22.
1 r




Démonstration. — (1) Montrons l'existence d’une base orthogonale en proceédant par récurrence sur n =
dim F. Il n’y a rien a montrer si n = 0 ou si ¢ = 0. On peut donc supposer n > 1 et le résultat établi pour
n—1, et ¢ #0. Alors, d’apres le point (2) de 5.1.10, la forme quadratique @ est non nulle, donc il existe
e1 € E tel que Q(e1) # 0. Posons F = key, comme ¢(eq,e1) # 0, alors F' N F+ = {0} donc, d’apres le
théoreme 5.1.8, on a

E=F®F*.
Par hypothese de récurrence, il existe une base (ea, ..., e,) de F* telle que ¢(e;, e;) = 0 pour i # j. Alors
(e1,€2,...,€,) est une base de E orthogonale pour ¢. Ceci prouve l’assertion (1).

Puis, (2.a) et la premiere assertion de (2.b) découlent aussitdt des définitions; prouvons la derniere
assertion. D’apres la démonstration du théoréme 5.1.8, on sait que N(¢) est égal au noyau de D, qui est
bien le sous-espace F' = Vect(e,41,...,e,), donné par les équations 1 = 0 = --- = x,.. Mais ceci peut se
voir directement ici, de la fagon suivante. D’apres (x), ¢ est donnée dans la base £ par :

n n
(+') Vu = mie, Yo=Y yje;, ¢ (u,v) =M z1ys + -+ A Ty

i=1 j=1
Supposons u € N(¢), alors pour tout ¢ = 1,...,r, prenant v = e; (c.-a-d., y; = 1 et y; = 0 pour j # i),
on obtient z; = 0, d’olt u € F = Vect(ey11,...,ey). Réciproquement, (*') montre aussi que tout u € F
(i.e. tel que 1 =0 =--- = x,) appartient & N(¢), d’out I'égalité désirée. Le théoréme est démontré. O

Le théoréeme précédent est valable pour tout corps k de caractéristique # 2. La possibilité d’effectuer
des réductions supplémentaires dépend de propriétés « arithmétiques » de k, c.-a-d., de quels éléments de
k sont des carrés. Lorsque k = C ou R, on peut donner des versions plus précises.

Théoréme 5.1.14 (Formes quadratiques sur C). — Soient E un C-espace vectoriel de dimension fi-
nie, Q une forme quadratique sur E et ¢ sa forme polaire. Il existe une base B de E pour laquelle Mat z(¢)
est la matrice diagonale de termes diagonauz (1,...,1,0,...,0), le nombre de 1 étant égal a r = rang(¢) ;
si l'on note (x1,...,x,) les coordonnées dans la base &, on a alors Q(x1,...,x,) = 23 + -+ + 22

Démonstration. — Soit r = rang(¢). D’apres le théoreme 5.1.13, il existe une base orthogonale (eq, ..., e,)
telle que Q(e;) # 0 pour i < 7, et Q(e;) = 0 pour ¢ > r. Pour tout i = 1,...,r, soit \; € C tel que
A? = Q(e;). Remplagant e; par e;/\;, pour i < 7, on obtient une base % ayant la propriété énoncée dans
le théoreme. O

Théoréme 5.1.15 (Théoréme d’inertie de Sylvester). — Soient E un R-espace vectoriel de dimen-
sion n, Q une forme quadratique sur E et ¢ sa forme polaire.

(1) Soit # = (e1,...,en) une base orthogonale pour ¢ et soient p (resp. q) le nombre d’indices i tels
que Q(e;) >0 (resp. <0). Alors p et g ne dépendent pas de la base orthogonale choisie.

(2) Le couple (p,q) s’appelle la signature de Q (ou de ¢); on a rang(¢) =p+q.

(3) De plus, on peut choisir B de sorte que la matrice diagonale D = Matg(¢) ait pour termes diagonauz
(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0), le nombre de 1 (resp. —1) étant p (resp. q).
Démonstration. — Posons r = rang(¢). Soient Z = (e1,...,e,) et € = (f1,..., fn) deux bases de E
orthogonales pour ¢. Notons p (resp. p’) le nombre d’indices i tels que Q(e;) > 0 (resp. Q(f;) > 0) et ¢
(resp. ¢') le nombre d’indices i tels que Q(e;) < 0 (resp. Q(f;) < 0). Alors

r=p+q=p+dq

et il ’agit de montrer que ¢ = ¢’ et p = p’. Quitte a renuméroter les éléments de & et €, on peut supposer
que

Q(e;)) >0 pouri=1,...,p Q(fi) >0 pouri=1,...,p
(%) Qei) <0 pouri=p+1,....,p+q Q(fi) <0 pouri=p +1,....p' +¢
Q(e;)) =0 pouri>p+qg=r; Q(fi)=0 pouri>p +q¢ =r.

Notons P, le sous-espace de E engendré par les vecteurs e; tels que Q(e;) > 0. Ces vecteurs sont au
nombre de n — ¢, donc dim Py = n — ¢. Soit « un élément arbitraire de Py, écrivons x = > ._; z;e;, avec
I={1,....,ptU{r+1,...,n}; alors, d’aprés (x), on obtient

iel

(1) Qz) =Y 7 Q(e;) > 0.
i=1



D’autre part, soit P’ le sous-espace de E engendré par les vecteurs f; tels que Q(f;) < 0. Ces vecteurs sont
au nombre de ¢’, donc dim P’ = ¢'. Soit y un élément non nul de P’ , on peut écrire y = Z?:;?H Y;fis
avec au moins I'un des y; non nul (car y # 0). Alors, d’apreés (%) & nouveau, on obtient

p'+q
(2) Q)= Y ¥ Q) <0

Jj=p'+1
Par conséquent, on a P N P’ = {0} et donc
n=dimE >dimP; +dim P =n—q+¢

d’ou ¢ > ¢'. Echangeant les roles des bases % et €, on obtient de méme ¢’ > ¢, d’oll ¢ = ¢/, et de méme
p = p’. Ceci prouve la premiere assertion du théoréme.

Voyons la deuxiéme assertion. Soit # = (eq,...,e,) comme ci-dessus; pour ¢ = 1,...,p + ¢, notons
|Q(e;)| > 0 la valeur absolue de Q(e;). En remplagant e; par e;/+/|Q(e;)|, pour i = 1,...,p+ ¢, on obtient
une base orthogonale ayant la propriété énoncée dans le théoreme. O

5.2. Réduction d’une forme quadratique en « somme de carrés »
A nouveau, on suppose que le corps de base est Q, R ou C.

Remarque 5.2.0. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension n. D’apres 5.1.10, il revient au méme de
se donner sur F une forme quadratique Q ou sa forme polaire ¢.

Le langage des formes quadratiques permet d’étre plus concis : si E est muni d’une base %, et donc de
coordonnées (x1,...,T,) relativement a cette base (par exemple, si F = k™), on dira simplement, disons
pour n = 3 : «soit Q la forme quadratique az? + bx3 + cx2 + dz172 + ex1w3 + fraxs », ce qui est plus
rapide que d’écrire : soit ¢ la forme bilinéaire symétrique définie par :

P(x1e1 + waep + x3€3, Y101 + Y22 + Y3€3) =

d e f
az1y + bxrays + cx3ys + §($1y2 + x2y1) + §(x1y3 + x3y1) + §($2y3 + 23y2).

De méme, le fait d’écrire une forme quadratique comme un polyndéme (homogene) de degré 2 en les
coordonnées x;, i.e.

n
— 2 o
Q(x1,...,2n) = a;z; + Aij T2
i=1 1<i<j<n
permet d’effectuer sur ce polynéme des opérations algébriques simples, qui équivalent & trouver une base
orthogonale pour ¢ : c’est ce qu’on explique ci-dessous.

Définition 5.2.1. — Soient E un k-espace vectoriel de dimension n, () une forme quadratique sur F et
¢ sa forme polaire. Soit Z = (ey,...,e,) une base de E, notons (z1,...,2,) les coordonnées dans cette
base, i.e. z; désigne en fait la forme linéaire f; = e sur E.

(1) On dit que @ s’écrit dans la base # comme somme de carrés de formes linéaires indépen-
dantes si 'expression de Q en fonction des coordonnées x; est de la forme

Q=qai+ -+

D’apres 5.1.10, ceci équivaut a dire que la matrice de ¢ dans la base £ est diagonale, avec les g; pour
coeflicients diagonaux.

(2) Les formes linéaires f; = e} sont linéairement indépendantes (#* = (e],...,e}) est la base duale
de #), d’ou la terminologie « somme de carrés de formes linéaires indépendantes ». En pratique, pour
abréger on écrira souvent « somme de carrés », mais il est essentiel de s’assurer que les formes linéaires en

question sont bien linéairement indépendantes (voir plus bas).

Théoréme 5.2.2 (Réduction d’une forme quadratique en somme de carrés)
Soient E un k-espace vectoriel de dimension n, et Q une forme quadratique sur E, donnée dans une
base B = (e1,...,en) par

(%) Y(z1,...,x,) € K", Q(zie1 + -+ xpey) = Zbﬂ:f + Z bija;xj.

i<j



(1) Par une suite d’opérations « élémentaires » (décrites dans la démonstration), on peut trouver un

nouveau systéme de coordonnées (yi,...,yn) sur E, dans lequel Q s’écrit comme une somme de carrés,
i.e.

_ 2 2
(**) Q(yla s 7yn) =a1y] + -+ anYy.

(2) Le nombre de coefficients a; non nuls est égal a r = rang(Q), et si k = R, la signature de Q est
(p,q), ot p (resp. q) est le nombre de coefficients a; qui sont > 0 (resp. < 0).

(3) De plus, N(¢) est le sous-espace vectoriel de E défini par les équations y; = 0, pour i parcourant
Uensemble des i € {1,...,n} tels que a; # 0.

Démonstration. — Remarquons d’abord que si @ s’écrit sous la forme (xx) dans une base %', alors la
matrice de sa forme polaire y est diagonale, avec les a; pour coefficients diagonaux, d’ou les assertions (2)
et (3) du théoréme, compte-tenu des théoremes 5.1.13 et 5.1.15.

Il reste & donner une démonstration « algorithmique » de 1’assertion (1). On proceéde par récurrence sur
le nombre n de variables. Si n = 1 on a Q(z1e1) = b12?, et (x*) est vérifié. On peut donc supposer n > 1
et le résultat démontré pour n — 1. Distinguons deux cas.

(a) Si dans lécriture (x) plus haut, il existe un coefficient « diagonal » b; non nul, on peut supposer,
quitte & changer l'ordre des coordonnées, que by # 0. On considere alors la somme de tous les termes
contenant la variable 1 et on ’écrit comme suit :

n n b .
Szbl.ﬁ% —l—Zbljxlxj =b (32%4-21‘1( 22—;;133] ))

j:2 j:Q
—_———
=L(x2,...,xn)
alors L est une forme lindaire ne contenant plus la variable x; (i.e. L est une combinaison linéaire des

formes linéaires e3, ..., e’). Puis, en utilisant que
(1 + L)* = 2% + 22, L + L, d’on 22+ 200 = (z; + L)* — L,
on récrit ceci sous la forme :
5 2 b\ b, biiby;
S:bl(l‘l—f—L) - b L :b1($1—|—z—l‘j) —Z—xj— Z TiT; .

: ; —~ _ 2bh
j=2 j=2 2<i<j<n

Donc, en posant y; = 1 + 2?22 ;% z; (et b;- =b; — b%j/4b1 pour j =2,...,n, et bgj = b;j — b1;b1;/2b:
pour 2 < i < j < n), on obtient une écriture :

n
() Qy1,x2,...,%n) :b1y12+zb;’$?+ Z bij TiTj
j=2 2<i<j<n
Ql(x27 o 7xn)
ou la forme quadratique Q1 (2, ..., x,) ne dépend que des variables xa, ..., Z,.

L’opération y1 = x1 + L(x2,...,xy) et £; = x; pour j > 2, est bien un changement de coordonnées, car
la matrice exprimant (y1, 2, . .., Z,) en fonction de (x1, ..., x,) est triangulaire avec des 1 sur la diagonale,
donc inversible ; explicitement le changement de coordonnées inverse est donné par x; = x; pour j > 2 et
x1 =y1 — L(za,...,z,).

Par hypotheése de récurrence on peut faire un changement de coordonnées (zs,...,2n) — (Y2,.-.,Yn)

tel que Q1(x2,...,x,) = ag y% +--Fay y'r27, d’ou, d’apres () :
Q(y17"'7yn):aly%—’—"""anyz

(avec a; = by), ce qui prouve le résultat voulu dans ce cas.
(b) Supposons au contraire que tous les coefficients « diagonaux » b; soient nuls. Si @ =0, il n’y a rien
& montrer ; sinon on peut supposer, quitte a changer 'ordre des coordonnées, que bis # 0. Le plus simple
est alors de procéder comme suit : faisons le changement de coordonnées
T = 7| + b, Ty = 1) — b, xj = pour j > 2
(c’est bien un changement de coordonnés, dont I'inverse est donné par a} = (z1 +22)/2, 25 = (1 — 22)/2,

!, = x;j pour j > 2). Alors les termes b;; 7;x; (avec i < j) se transforment comme suit :

bia 2119 — big (212 — 4?) bijxixz; — by (2) +ab)z; pour j >3
bij xix; — bij vz sii,j >3 baj Tox; — bej () — xh)x; pour j >3



donc on obtient
n
!/ / _ L . / . ool ol
QxY,...,x)) = bia (2% — x2 + E ( bij + boj) 2y + (b1 — bay) xij) + E bij T2
7=3 3<i<j<n
et 'on est ramené au cas (a), c.-a-d., on peut éliminer la variable x| et se ramener, & nouveau, au cas de

n — 1 variables. Le théoreme est démontré. O

Remarque 5.2.3. — Dans le cas (b), une méthode plus sophistiquée, qui permet d’éliminer en méme
temps les variables x1 et 3, est la suivante. On la désignera par (b’). On consideére la somme de tous les
termes contenant x; ou xs et on ’écrit comme suit :

S =iz $1$2+Zb1j L1Tj +Zb23 ToXj = 512($1 +Z—xj)($2 +Z blj ) Z blbjlbjéxjxg

3< 0<n
n . n b1 baj 2 2b1bay
o S ) S 5 Tk

=3 b1z —; bi2 =3 b1z 3<j<t<n b1z

—x =y
Puis, en utilisant I’égalité

1

(%) XY =3 ((X FY)? (X - Y)?)

et en posant

n

1 1 "L by + boj 1 1 by — bo;
=§(X+Y)=§($1+$2+ngj)7 $/2=§(X—Y):§($1—$2+Z%xj)v

j=3 b12 =3 12
on obtient :
b1;ba;
1o _ _ 915925 2
Q(z}, xh, 73, ..., x,) = bia (2% — 25?) Z b 5+ Z Cje Ty
3<j<t<n
ol ¢jg = bje — 2b1;ba¢/b12 pour tout j < £ dans {3,..., }

Illustrons ceci par deux exemples : dans le premier n’apparaissent que des changements de coordonnées
du type (a).

Exzemple 5.2.4. — Considérons dans R* la forme quadratique
Q= x% —2x129 + 42123 + 22124 + x% + 4x§ + 5:@21 —4xox3 + 61014 — 4T3274.
Considérant les termes contenant x1, on écrit d’abord :

Q= (r1 — 2o +2x3 +24)° + 43:421 4 8914 — 82374

Y1
puis
422 + 8xoxy — Sx314 = 4(T4 + T2 — 13)% — 423 + Swow3 — 400
—_————
Ya
puis —423 +8wox3 — 413 = —4(z2 — 23)%. Donc en faisant successivement les changements de coordonnées :
——
Y2
Y1 =1 — Tg + 203 + 24, Y4 = 2q + 22 — T3, Y2 = X2 — I3, Y3 = 3,

on obtient que Q(y1, Y4, y2,y3) = y? + 4y? — 4y3. Donc Q est de signature (2,1) et de rang 2 + 1 = 3. Son
noyau N(Q) est la droite définie par les équations y = 0 = y4 = y1, donc, dans les coordonnées initiales,
par les équations zo = x3, x4 =0, 1 +x3 = 0.

Exzemple 5.2.5. — Considérons dans R* la forme quadratique :
Q(x1,x2,x3,34) = x% + x% + x% + 22120 + 20123 — 3204 — 4324 + DT3T4.
Considérant les termes contenant x, écrivons d’abord :
Q(x1,x2,x3,24) = (1 + 22 + x3)2 — brox3 — 4xoxy + Dr3xy = y% — broxs3 — 41914 + Hx324.
lere méthode : transformons le terme xzox3 en posant xo = yo + y3 et 3 = y2 — y3, on obtient :

Qy1,y2,y3,24) = Y7 — 5(y3 — ¥3) + yowa — Yyswa = y; — 5Y5 + yawa + 5y3 — Yyswa.



Puis —5y2 + yozq = —5(y2 — 1—103:4)2 + 2—10x?1 donne, en posant zo = yo — 1—10x4 :

1
Q(y1, 22,43, w4) = yi — 575 + 5y3 — Iyswa + 5503
81,.2

Puis 5y3 — 9yszs = 5(y3 — 19—0324)2 — 554 donne, en posant z3 = y3 — 19—0324 :

Qy1, 22, 23, T4) = Y7 — 525 + 523 — 4a?.
Donc la signature de @ est (2,2) et son rang est 2+ 2 =4, i.e. Q est non dégénérée.
2eme méthode : considérons tous les termes contenant zo ou x3 et écrivons :

—broxs — 4woxy + dx3xs = —5(xo — x4) (T3 + —24) — 43:421
——

—x ——
=Y

alors, posant zo = $(X +Y) = 1(v2 + 73 — 224) et 23 = 3(X —Y) = 1(22 — 23 — 224), on obtient que
Q(yla 22, 23, 1‘4) = y% - 52% + 52% - 4‘7:421
et I'on retrouve le résultat précédent.

Exemple 5.2.6 (Erreur 4 ne pas commettre!). — Reprenouns le calcul précédent, au moment ot 'on
obtient les termes Q1 (x2, x3,z4) = —bxaxs — dwoxy + Sx3xy. Il ne faut pas écrire que

—bxox3—4x0x4+5T304 = —Z (($2+$3)2—(1‘2—1‘3)2) — ((1‘24-1‘4)2—(3?2—3?4)2)4-% (($3+$4)2—($3—$4)2)
= —ny + Zyi — 3 i+ Zyg - Zyg

ol 'on a posé y; = X2 + 3, Yo = T2 — T3, Y3 = Ta + Ty, Y4 = To — Ty, Y5 = T3 + T4, Yo = T3 — T4,
et conclure que la signature est (3,3) et le rang 6. Ceci est erroné (et la conclusion absurde!) : comme
on part ici d'une forme quadratique ()1 en 3 variables, son rang est » < 3 et donc on doit obtenir a la
fin une somme ayant au plus 3 termes, or ici on en a écrit 6. L’erreur est que l'on n’a pas fait un vrai
« changement de coordonnées », car on a introduit trop de formes linéaires, qui ne sont plus linéairement
indépendantes : par exemple, on a y4 = —ys + y1 + Y2, Y5 = Ys — Y2, Y6 = Y1 — Y3-

Donc, pour ne pas se tromper dans ces calculs, il vaut mieux procéder pas a pas, en effectuant a chaque
pas une transformation de type (a), (b) ou (b’). Il ne faut pas effectuer plusieurs opérations en méme
temps !

5.3. Appendice (}) : formes bilinéaires alternées

Dans ce chapitre, k est un corps arbitraire.

Définition 5.3.1 (Formes bilinéaires alternées). — Soit F un k-espace vectoriel (pas nécessairement
de dimension finie). Une forme bilinéaire ¢ sur E est dite alternée si elle vérifie ¢p(z,z) = 0 pour tout
x € E. On avu (cf. 4.4.1) que ceci entraine que ¢ est antisymétrique, i.e. ¢(y,x) = —¢(z,y) : en effet, on a

0=¢(x+y,z+y) =9 z)+d(y,y) + ¢(z,y) + (y, x)

et comme les deux premiers terme a droite sont nuls, on a ¢(x,y) + ¢(y,z) = 0. V)
Les formes bilinéaires alternées (en abrégé : fba) sur E forment un sous-espace vectoriel de % (FE, k),

noté | o (E, k).

Désormais, on suppose F de dimension finie n.

Définition 5.3.2 (Matrices alternées). — (1) Une matrice A € M, (k) est dite alternée si a;; = 0
pour tout ¢ et a;; = —a;; pour tout ¢ # j. Ceci équivaut a dire que A est antisymétrique, i.e. "A = —A et
que, de plus, a; = 0 pour tout 7. (@ Ces matrices forment un sous-espace vectoriel de M, (k), qu’on notera
MA,, (k).

(2) On a ‘ dim MA,, (k) =n(n—1)/2. ‘ En effet, notons IV le nombre de coeflicients qui sont strictement
au-dessus de la diagonale; c’est aussi le nombre de coefficients qui sont strictement en-dessous de la

(1Si k est de caractéristique # 2, alors alternée < antisymétrique.
(2) Cette seconde condition étant automatiquement vérifiée si k est de caractéristique # 2.



diagonale, et il y a n coefficients diagonaux. Donc 2N +n = n?, d’ou ‘ N =n(n—-1)/2. ‘ Puis, une matrice

alternée est déterminée par le choix de ses N coefficients au-dessus de la diagonale, d’ou dim MA,,(k) =
N =n(n-1)/2.

Définition et théoréme 5.3.3 (Matrice d’une fba et changement de base)
Soit ¢ une forme bilinéaire alternée sur un k-espace vectoriel E de dimension n et soit = (e1, ..., ¢en)
une base de E.

(1) La matrice Matg(¢) de ¢ dans la base # est la matrice A = (a;;); ;-1 € Mn(k), ol a;; = ¢(e;, €5).
Comme ¢ est alternée, on a a; =0 et aj; = —a;;, pour tout i # j donc A € MA,, (k).

(2) ¢ est entiérement déterminée par sa matrice A : en effet, par bilinéarité on a l’égalité :

Z1 'A%

n n n n
(*) v || ] ER ¢ Zwiei,zyg‘eg‘ = Z z; yj plei, e5) = Z Qij T Yj-
i=1 j=1

T Un 1,j=1 3,j=1

Donc, si l’on note X,Y les vecteurs colonnes ci-dessus, on a la formule matricielle ‘ H(X,)Y)=XAY. ‘

(3) Réciproquement, pour tout A = (a;;);—; € MAy(k), Uapplication ¢4 : E x E — k définie par
da(>i xiei,zyzl yje;) = szzl a;j x;y; est une forme bilinéaire alternée sur E, et Matg(pa) = A.
Donc, se donner une forme bilinéaire alternée sur E «est la méme chose » que se donner une matrice
alternée : de facon précise, Uapplication pg : So(E) — MA,(k), ¢ — Matg (@) est un isomorphisme de
k-espaces vectoriels.

(4) Soient B' une autre base de E et P la matrice de passage Matg(#'). Alors

(%) | A" = Matg (¢) ='PAP.|

La démonstration est identique a celle de 5.1.3.

Définition et proposition 5.3.4 (Rang d’une fba. Formes symplectiques)
Soit ¢ une forme bilinéaire alternée sur un k-espace vectoriel E de dimension n et soit B = (e1,...,en)
une base de E.

(1) On définit le rang de ¢ par rang(¢) = rang(A), ot A = Matg(¢) ; ceci ne dépend pas du choiz de
la base A.

(2) On dit que ¢ est non dégénérée si rang(¢) = dim E, i.e. si sa matrice dans une (et donc dans
toute) base de E est inversible. Dans ce cas, on dit que ¢ est une forme symplectique sur E.

La démonstration est identique a celle de 5.1.4

Définition et proposition 5.3.5 (Orthogonalité). — Soit ¢ une forme bilinéaire alternée sur un k-
espace vectoriel E.

(1) On dit que deux vecteurs z,y € E sont orthogonaux (pour ¢) si ¢(x,y) = 0; ceci équivaut a dire
que ¢(y,x) = 0 (puisque ¢(y,x) = —d(x,y)). Plus généralement, on dit que deuz sous-ensembles X,Y de
E sont orthogonauz si l'on a ¢(x,y) = 0 pour tout v € X ety € Y. On notera X LY pour signifier que X
et Y sont orthogonauzx.

(2) Pour tout sous-ensemble Y de E, on définit son orthogonal (relativement a ¢), noté Y+ ou sim-
plement Y-, par :

(%) ‘YL:{xEEMS(x,y):O, VyEY}‘

¢’est un sous-espace vectoriel de E (méme si Y n’en est pas un); de plus, on a les propriétés suivantes :

(*%) ‘YQZ:>ZLQYL‘ ‘Yl:Vect(Y)L‘
en particulier, si Y est un sous-espace vectoriel F' de E et si (f1,..., fp) est une famille génératrice de F,
alors

FL:{flw-"fp}l:{x€E|¢(x’fi):O’ Vi=1,...,p}.

(3) On pose ‘ N(¢p)=Et={xc E|¢(z,y) =0, VyeY} ‘ et on l'appelle le noyau de ¢.

La démonstration est identique a celle de 5.1.7.



®

Théoréme 5.3.6 (Orthogonal d’un sous-espace). — Soit ¢ une forme bilinéaire alternée sur un k-
espace vectoriel E de dimension n et soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension r.

(1) Ona|F C (FY)*| et [dimFL > dim E — dim P |

(2) ‘N(qﬁ) = {0} & ¢ est non dégénérée. ‘
(3) Si ¢ est non dégénérée, on a ‘ dim F* =dim E — dimF‘ et |F=(FH)t.

(4) Si FNF+ ={0}, alors|E = F ® F+.

La démonstration est identique a celle de 5.3.6.

Définition 5.3.7 (Restriction & un sous-espace). — Soit ¢ une forme bilinéaire alternée sur F, et
soit F' un sous-espace de F.

(1) On note ¢p la forme bilinéaire alternée sur F' obtenue en restreignant ¢ & F' x F| i.e. ¢p(x,y) =
¢(x,y) pour tout x,y € F'; on lappelle la restriction de ¢ & F.

(2) Ona FNFLt ={x € F| ¢(z,y) =0, Yy e F} = N(¢r). Donc 'assertion (4) de 5.1.8 peut se
récrire comme suit : « si ¢ est non dégénérée, alors E = F @ F* ».

Théoréme 5.3.8 (de la base symplectique). — Soient E un k-espace vectoriel de dimension m et ¢
une forme symplectique sur E. Alors m = 2n est pair, et il existe une base B = (e1, f1,...,€n, fn) de
FE telle que, pour tout i, j,

1 sii=j,

0 sinon.

plei,e;) =0=o(fi, f;) et Plei, fi) = {

Alors Matg(¢) est une matrice diagonale par blocs :

A 0 - 0
Matg(¢) = 0 ot chaque A; égale (_01 é) .
: . .0
0o --- 0 A,
Démonstration. — Par récurrence sur m. Il n’y a rien & montrer si m = 0. Supposons m > 0 et soit

e1 € E— {0}. Comme ¢ est non dégénérée, il existe f; € F tel que ¢(e1, f1) = t # 0, et remplagant
f1 par t71 f; on se rameéne & t = 1. Alors la famille (e1, f1) est libre (car si v = se; + s'f; = 0, alors
0=¢(e1,v) =5 et 0 = @(f1,v) = —s), donc forme une base % du sous-espace P = key + kf1. On a

Mat s, (¢p) = (_01 (1))
donc ¢p est non dégénérée, et donc d’apres le théoreme 5.3.6, on a
(%) E=PgPt.
De plus, comme ¢ est non dégénérée, on a (P+)t = P, et donc
N(¢p.)=P+n(PH)*t =P-nP={0}.

Donc la forme alternée ¢po est non dégénérée, i.e. c’est une forme symplectique sur PL.

Alors, par hypotheése de récurrence, P+ est de dimension paire 2(n — 1) et admet une base ¢ =
(e2, f2, -, €n, fn) vérifiant les conditions du théoreéme. Alors = % U € est une base de E vérifiant les
conditions du théoreme ; en particulier dim E = 2n. Le théoreme est démontré. O

La proposition qui suit est utile pour se ramener au cas d’une forme non dégénérée :

Proposition 5.3.9 (Réduction au cas non dégénéré). — Soient E un k-espace vectoriel de dimen-
sion n, ¢ € L(F, k) symétrique ou alternée, r = rang(¢), S un supplémentaire de N(¢) dans E, et B
(resp. €) une base de S (resp. de N(9)).

(1) Alors la matrice de ¢ dans la base BUE de E est
A= ( hdat@(¢5)| On—nr )

Onfnr |0n7nn7r

par conséquent, | ¢g est non dégénérée. ‘




(2) D’autre part, ¢ induit sur U'espace quotient E = E/N(¢) une forme bilinéaire ¢ telle que

(t) (T, 7) =d(x,y), Vryek
et ¢ est non dégénérée.

Démonstration. — Tl est clair que Matguz(¢) a la forme indiquée ; alors rang(¢s) = rang Matg(¢s) égale
rang(A), qui égale n — dim N(¢) = dim S. Ceci montre que ¢g est non dégénérée, d’oli le point (1).

-+

_(2) Montrons que ¢ est bien définie, i.e. que la formule (1) fait sens. Soient 2’9y’ € E tels que 2’ =T e
y' =7, alors u = 2’ — x et v =y’ — y appartiennent & N(¢), d’ott
o(a',y") = oz +u,y +v) = ¢(x,y) + ¢(u,y) + (x,v) + ¢(u,v) .

=0 puisque u,vEN (¢)

Ceci montre que ¢ est bien définie, et la formule () montre alors que ¢ est une forme bilinéaire (symétrique
ou alternée) sur E. De plus, si 7 € N(¢), alors pour tout = € F on a ¢(x,y) = ¢(Z,7) =0, dott y € N(¢)
et donc 7 = 0. Ceci prouve que ¢ est non dégénérée. O
Corollaire 5.3.10 (Bases standard pour une forme bilinéaire alternée)

Soient E un k-espace vectoriel de dimension m et ¢ une forme bilinéaire alternée sur E. Alors il existe
une base (V1,...,Up €1, f1,-- . €n, fn) de E, ot (v1,...,v,.) est une base de N (@) et les e;, f; vérifient les
conditions du théoréme 5.3.8.

Démonstration. — Ceci résulte de la proposition 5.3.9 et du théoreme 5.3.8. O



CHAPITRE 6

ESPACES EUCLIDIENS ET GROUPES ORTHOGONAUX O(n)

Résumé : Ce chapitre constitue le coeur de la partie « géométrique » du cours. Dans la section 1, on
introduit les espaces vectoriels euclidiens, dont le prototype est R” muni du produit scalaire standard, puis
on démontre I'inégalité de Cauchy-Schwarz, qui assure que le produit scalaire donne naissance a une « norme
euclidienne » (d’ot une notion de «distance », cf. 6.1.5). On introduit ensuite le groupe O(n) des isométries
de l’espace euclidien R™. Dans la section 2, on on démontre I'important théoreme de diagonalisation
simultanée 6.2.9. Dans la section 3, on introduit les projections et symétries orthogonales, ainsi que le
procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Enfin, dans la section 4, on étudie en profondeur les
isométries de R? et R3. En résumé, ce chapitre contient beaucoup de résultats nouveaux et importants,
qu’il faut essayer d’assimiler !

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des
compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans des appendices a la fin du chapitre ;
ces passages n’interviendront pas dans les évaluations.

6.1. Espaces euclidiens. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Isométries

Définitions 6.1.1 (Produits scalaires et espaces euclidiens). — Soit E un R-espace vectoriel, pas
nécessairement de dimension finie.

(1) Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E et @ la forme quadratique associée (i.e. Q(z) =
¢(x, x) pour tout x € F). On dit que @ (ou ¢) est définie positive si l'on a :

(Déf. Pos.) ‘Vm € E— {0}, Q(z) = ¢(x,x) > 0. ‘

Dans ce cas, on dit que ¢ est un produit scalaire et on note souvent ¢(z,y) = (z | y).

Remarquons que si @ (ou ¢) est définie positive, elle est non-dégénérée : en effet, si z € N(¢), on a
0 = ¢(z,y) pour tout y € E, en particulier ¢(z,z) = 0, d’ott z = 0.

(2) Dans ce cas, on dit que : « E, muni de (| ) » (ou que : « le couple (E, $) ») est un espace euclidien.
(1) Pour abréger, on écrira souvent : « Soit E un espace euclidien », sans préciser le produit scalaire (1),
celui-ci étant sous-entendu.

Ezxemples 6.1.2. — (1) R™ muni du produit scalaire euclidien standard :
L1 Y1
(@ly) =2+ -ty siz=| 1], y=
Tn Yn
et de la forme quadratique associée Q(x) = 22 + --- + 22, est un espace euclidien de dimension n. Pour ce
produit scalaire, la base canonique (e1,...,e,) de R™ est orthonormée, i.e.on a (e; | e;) =1sii=j et
= 0 sinon.

(Oversion du 10/7/2012

(D En fait, on réserve d’habitude cette terminologie au cas oll E est de dimension finie; sinon on dit que E est un espace
préhilbertien réel (voir I'explication de cette terminologie dans I’Appendice 8.6 & la fin du dernier chapitre). Nous n’utiliserons
pas cette terminologie.



(2) L’espace vectoriel E = ¢°([0,1],R) des fonctions continues f : [0,1] — R, muni du produit scalaire

1
(f1g) = / F(Dg(tydt,

est un espace euclidien, qui n’est pas de dimension finie.
Définition et proposition 6.1.3 (Familles et bases orthonormées)

Soit E, muni de (| ), un espace euclidien.

(1) Une famille (e;)icr de vecteurs est dite orthonormée si (e; | ;) = 1 et (e; | ej) = 0 pour tout
i#7.

(2) Supposons E de dimension n. Une base orthonormée est une base (e1,...,e,) de E qui est une
famille orthonormée, i.e. qui vérifie (e; | e;) =1 et (e; | e;) = 0 pour tout i # j.

(3) Toute famille orthonormée est libre. En particulier, si dim E = n, toute famille orthonormée

(f1,-.., fn) de cardinal n est une base orthonormée de E.

(4) Dans la suite, on abrégera souvent « base orthonormée » en : b.o.n. ou BON.

Démonstration. — Prouvons (3). Supposons qu’on ait une relation 0 = tye;, +---+t,e;,, avec iy, ... i, € I
deux & deux distincts, et t1,...,t, € R. Fixons un indice r € {1,...,p} et appliquons (e;, | ) & l'égalité
précédente. Comme (e;. | e;,) = 0 pour s # r, on obtient 0 = ¢,(e;,. | €;,.) = t,, d’ou ¢, = 0. Ceci prouve
que la famille (e;);er est libre. O
Théoréme 6.1.4 (Existence de b.o.n.). — Soit E un espace euclidien de dimension n. Alors E admet
une base orthonormée.

Démonstration. — D’apres le théoréme d’inertie de Sylvester 5.1.15, il existe une base (eq,...,e,) ortho-
gonale (i.e. (e; | €;) = 0 pour i # j) et telle que (e; | €;) € {1,—1,0}; or comme ( | ) est défini positif on a
nécessairement (e; | e;) = 1, donc (e, ..., e,) est une b.o.n. O
Définition 6.1.5 (Normes). — Soit E un R-espace vectoriel. Une norme ||-|| sur E est une application

E — Ry, x — ||| vérifiant les trois propriétés suivantes :

(1) ||z]| =0 x=0.

(2) Pour tout t € R, x € E, on a |tz|| = |t]| - ||z|| (ol |¢] est la valeur absolue de t).

(3) |luw+v|| < |ul| + |Jv||, pour tout u,v € E.

Remarque. L’inégalité précédente est nommée Inégalité triangulaire, pour la raison suivante. Si on
pose d(z,y) = ||y — z||, pour tout z,y € E, alors, compte-tenu de (1) et (2) ci-dessus, (3) équivaut & dire
(en posant u =y — x, v = z — y) que 'application d : F x E — R est une distance sur F, i.e. vérifie :

(1) d(z,y) =02 =y.

(2') d(z,y) = d(y, x).
(3') Inégalité triangulaire : pour tout x,y,z € E, on a : d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2)

z

d(x,z)

X

Théoréme 6.1.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme euclidienne)
Soit E, muni de (| ), un espace euclidien et soit Q(x) = (x | x) la forme quadratique associée.

(1) On a linégalité de Cauchy-Schwarz :
(CS) Veye B (@]9’ <Q@QWL)|

avec €qgalité si et seulement si x et y sont liés.

(2) Par conséquent, Uapplication x — ||z|| = /(x| ) est une norme sur E, appelée la norme eucli-
dienne associée a (| ), et l'inégalité de Cauchy-Schwarz se récrit comme suit (ot dans le terme de gauche
| - | désigne la valeur absolue dans R) :

(CS) [VeyeE @9l <zl lul]




Démonstration. — Si y = Az, on a Q(y) = \2Q(z) et (z | y)? = N2 (z | )% = Q(y)Q(x), et de méme si
x = Ay. Donc on a I’égalité si z,y sont liés, en particulier si x = 0 ou y = 0. Supposons donc z et y non
nuls; pour tout £ € R, on a :

0< Qlte+y) =t"Qx) + 2t (x| y) + Qy)

donc le discriminant réduit A’ = (z | y)? — Q(z)Q(y) de ce trinome ) en t est < 0, ce qui prouve I'inégalité
(CS). De plus, si A’ = 0 le trinéme ci-dessus a une racine double réelle to = —(z | y)/Q(z), et I'égalité
Q(tox + y) = 0 entraine, puisque @ est définie positive, tox +y = 0, i.e.

_Gly,
(o] @)

Ceci prouve (1).
Prouvons que z +— ||| = \/(x | ) est une norme sur E. Comme ( | ) est défini positif, on a ||z|| = 0 &
x = 0. D’autre part, pour tout t e Ret x € F, on a |t| = V2 et donc

[ta] = 2 (@ [ 2) = [t] - [|]].

Enfin, soient x,y € E. D’abord, I'inégalité de Cauchy-Schwarz équivaut (en prenant la racine carrée) a :
(@ [l <zl - llyll;
alors, multipliant par 2 et ajoutant ||z|? + ||y||* aux deux membres, on obtient
iz +yl* = [l + [lyl1* +2(x [ y) < [l2]* + [lyl1* + 2|(= | )|
< el + [yl + 2llz [l - llyll = (ll2]l + l1y]l)

Prenant la racine carrée, ceci entraine (et équivaut a) 'inégalité triangulaire. Le théoréme est démontré. [

2

Récrivons certaines conséquences de 1'égalité (v +y |z +y) = (x| 2) + (v | y) + 2(z | y) en utilisant la
norme || - || (ou plutét son carré) :

Proposition 6.1.7 (Pythagore, parallélogramme et médiane, polarisation)

Soit E un espace euclidien, et soit || - || la norme associée au produit scalaire (| ). On a les égalités
sutvantes :
(Pythagore) e+ znl? = 2> 4 + |lza])? si x1,...,2, sont orthogonaux
(Parallélogramme/Médiane) 2+l + llz = ylI* = 2[|2|* + 2/ly|>
(Polarisation) Az | y) =z +yl* - llz -yl
Démonstration. — L’égalité de Pythagore est immédiate si n = 2, et dans ce cas on a méme la réciproque :
si ||lz1 + 22||? = [|z1]|? + ||22]|? alors (z1 | x2) = 0. L’égalité pour n vecteurs orthogonaux s’obtient par

récurrence sur n. On prendra garde que la réciproque est fausse pour n > 3 : prendre par exemple dans
R? cuclidien les vecteurs 1 = e1, T2 = e1 + €2, T3 = €9 — €7.

Les deux autres égalités s’obtiennent en ajoutant (resp. soustrayant) les égalités :
lz+yl* = (@ +y |z +y) = [l + yl* + 2(z | y)
lz =yl = (& —y |z —y) = ll«]* + |y|* - 2(z | y)
O

Remarques 6.1.7.1. — La deuxieéme égalité s’appelle « identité du parallélogramme », car elle exprime
que dans le parallélograme construit sur les vecteurs x et y, la somme des carrés des longueurs des quatre
cOtés égale la somme des carrés des longueurs des deux diagonales (qui sont x + y et x — y). Elle s’appelle
aussi «identité de la médiane », car dans le triangle construit sur les vecteurs x et y, la «médiane » joignant
0 au milieu du coté x — y est (z +y)/2, et 'on a donc une formule exprimant (le carré de) la longueur de
la médiane en fonction de la longeur des cotés :

2 2 2 2
T xr —

2 2 4

Tty
2

(@ Pour un trinéme aX?2 + 2bX + ¢ dont le coefficient de X est pair, il est commode de considérer le discriminant réduit
A’ = b2 — ac (au lieu du discriminant usuel A = (2b)2 — 4ac = 4A").



Enfin, la derniére égalité est appelée «identité de polarisation », car elle exprime en fonction de la forme

quadratique Q(x) = ||x||? le produit scalaire, qui est la « forme polaire » de . On ’a déja rencontrée dans
le Chap. 4 sous la forme 4¢(z,y) = Q(z +y) — Q(z — y).

Avant d’introduire la définition suivante, rappelons que la fonction cosinus induit une bijection de
[0, 7] sur [—1,1] (on a cos(0) = 1, cos(m) = —1, et cos est strictement décroissante sur I'intervalle [0, 7]).

Définition 6.1.8 (Angle non orienté de deux vecteurs non nuls). — Soit E, muni de ( | ), un
espace euclidien et soit || - || la norme euclidienne. Soient u, v deux vecteurs non nuls. D’apres I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on a

< vy

|(u [ o) <luf - [lol d’on < <
[l - {lll
donc il existe un unique 8 € [0, 7] tel que | cos(f) = H (T | |U) |_| ie. ‘ (u | v) = cos(0) ||ul - [|v]]. ‘ On appelle 0
ul| - |Jv

I’angle non-orienté des vecteurs u et v, il ne change pas si 'on échange u et v.

Définition et proposition 6.1.9 (Isométries vectorielles). — Soient E, F deux espaces euclidiens
de méme dimension n, notons (| )g et ||-||g (resp. (| )r et||-||F) le produit scalaire et la norme euclidienne
sur E (resp. F). Soit f : E — F une application linéaire.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f préserve la norme : ‘ Vee E, |z|g= Hf(x)”F‘

(b) f préserve le produit scalaire : ‘ Ve,ye E, (z|y)e=(f(2)]| fly)r ‘

(¢) Pour toute b.o.n. = (e1,...,e,) de E, la famille (f(e1),..., f(en)) est une b.o.n. de F.
(d) Il existe une b.o.n. B = (e1,...,e,) de E telle que (f(e1),-.., f(en)) soit une b.o.n. de F.
(2) Sous ces conditions, on dit que f est une isométrie vectorielle de E sur F

(3) Dans ce cas, f est bijective, et son inverse f~1 est aussi une isométrie.

Démonstration. — Supposons que f préserve la norme, et soient z,y € E. Alors ||z +y||% = || f(z+y)||%2 =
|| f(z) + f(y)||%, et le premier (resp. dernier) membre égale :
2l + Iyl + 2@z [ y)e,  resp. If@)IF + 1f@)IF +2(f(2) | FW)r

et comme [l2]% = [f(@)I3 et lyll3 = 1/ ()% on obtient que (z | y)p = (f(z) | £(3))p. Ceci prouve que
(a) = (b).

Les implications (b) = (c¢) = (d) sont évidentes, montrons que (d) = (a). Supposons (d) vérifiée. Pour
tout * = x1e1 + - + xpe, dans E, on a f(x) = ) . x;f(e;) et, comme (eq,...,e,) et (f(e1),..., f(en))
sont des b.o.n., on obtient

n
lzll% =) af = I (@)%
i=1

donc (a) est vérifiée. Ceci prouve 'assertion (1).
Prouvons (3). Soit f : E — F une isométrie, et soit Z = (e1,...,e,) de E. Comme f(Z) est un b.o.n.

(donc une base) de F, alors f est bijective. Son inverse f~! envoie la b.on. f(%) = (f(e1),..., f(en)) de
F sur la b.om. # de E, donc f~! est une isométrie. Ceci prouve (3). La proposition est démontrée. O

Terminologie 6.1.9.1. — On a introduit la terminologie isométrie « vectorielle » pour pouvoir faire plus
tard la distinction avec la notion d’isométrie « affine », qu’on introduira lorsqu’on étudiera les espaces et
applications affines.

Dans la suite de ce chapitre, comme on ne considere que des applications linéaires, on dira simplement
«isométrie » au lieu de « isométrie vectorielle ».

Définition et corollaire 6.1.10. — (1) On dit que deuz espaces euclidiens E et E' sont isométriques
s’il existe une isométrie f: E —> E'.

(2) Tout espace euclidien E de dimension n est isométriqgue a R™ muni du produit scalaire euclidien
standard.



Démonstration. — Soit B = (ey,...,ey,) la base canonique de R™, qui est orthonormée pour le produit
scalaire standard. D’apres le théoreme 6.1.4, F admet une b.om. € = (fi1,..., fn). Alors Papplication
lindaire u : R™ — FE définie par u(e;) = f;, pour i = 1,...,n, est une isométrie de R" sur E. O

Définition 6.1.11. — On note O(n) = {A € M,(R) | YAA = I,,}. Rappelons (cf. 0.5.2) que I'égalité
tAA = I, entraine que A est inversible et A=! = 'A. Donc O(n) C GL,(R) et, si A € O(n), son inverse
B = A~! ='A vérifie B~! = A = !B, donc appartient aussi & O(n). De plus, pour tout A, B € O(n), on a
I'égalité *(AB)AB = 'B'AAB = 'BB = I,,, donc AB € O(n). Donc O(n) est un sous-groupe de GL,,(R),
appelé le groupe orthogonal.

Munissons R™ du produit scalaire euclidien standard ( | ). Pour tout X,Y € R" ona (X |Y) = XY,
i.e. la matrice de ( | ) dans la base canonique %y = (eq, .. ., ;) est la matrice identité I,,. Donc une matrice
arbitraire A € M,,(R) préserve le produit scalaire si et seulement si, on a, pour tout X, Y € R™ :

XY = (X | Y) = (AX | AY) =X ("44)Y

ce qui équivaut a dire que ‘AA = I, (cf. 5.1.3). Ceci montre que O(n) est le groupe des isométries de R™
muni du produit scalaire euclidien standard (| ).

De plus, notons C1,...,Cy, les colonnes de A (i.e. C; est le vecteur Ae; € R™). Remarquons que, pour
tout 4,5 € {1,...,n}, le coefficient d’indice (7,7) de *AA est le produit matriciel de la i-¢me ligne de ‘A,
i.e. de *C;, par la colonne Cj, c.-a-d., on a (*AA);; = (Ae; | Aej), donc la condition ‘AA = I,, équivaut
aussi a dire que les colonnes de A sont de norme 1 et deux & deux orthogonales. Tenant compte de la
proposition 6.1.9, on obtient donc les caractérisations suivantes de O(n), chacune étant utile :

Proposition 6.1.12 (Groupe orthogonal O(n)). — On munit R™ du produit scalaire euclidien stan-
dard (| ) et l'on note || - || la norme euclidienne associée. Alors O(n) est le groupe des isométries de R™ ;
il est caractérisé par chacune des égalités suivantes :

O(n)={Aec M,(R)|'AA=1,}
={AcGL,(R) | A~ =4}

={AeM,(R)|(AX |AY)=(X|Y), VX, Y eR"}

— (A€ Mu(R) | || AX] = |X], VX €R"}

={A e M,(R) | (Af1,...,Afn) est une b.o.n., pour toute b.o.n. (f1,...,fn)}

={A e M,(R) | (Aey,...,Ae,) est une b.o.n., ot (e1,...,ey) est la base canonique de R"}
={A € M,(R) | les colonnes de A sont de norme 1 et deuz & deuz orthogonales}

Les éléments de O(n) sont parfois appelés « endomorphismes orthogonaux » (mais voir la remarque 6.3.2.1
plus bas).

Remarque 6.1.13. — 1l existe d’autres groupes orthogonaux (qui ne sont isomorphes a aucun O(n)).
Soient p,q des entiers > 1 et soit ¢ la forme bilinaire symétrique sur RPT¢ définie par ¢(X,Y)

S @iy — Zg:pﬂ T;Yi, i.e. la matrice de ¢ dans la base canonique de RP*Y9 est J = (—F)
0g,p

Alors
{A € M,(R) | TAJA = J}={4Ae€ M,(R) | p(AX,AY) = ¢(X,Y), VX, Y e R"}

est un sous-groupe de GL,,(R), noté O(p,q). On ne considérera pas ces groupes dans ce cours.

6.2. Endomorphismes auto-adjoints et théoréme de diagonalisation simultanée

Commengons par introduire ’adjoint dans le cas général d’une forme bilinéaire symétrique non dégéné-
rée, méme si on se limitera dans la suite au cas euclidien.

Théoréme et définition 6.2.1 (Adjoint d’un endomorphisme). — Soient E un R-espace vectoriel
de dimension n, ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E, non dégénérée. Pour tout u € End(FE), il
ezxiste un unique endomorphisme u* de E, appelé I’adjoint de u, vérifiant :

(1) Yy € B, | (u(@),y) = ¢z, v ()|
Pour toute base # de E, si l'on note J = Matg(¢) et A= Matg(u), on a

2) | A* = Matg(u) = J 1A |




< K

&

Démonstration. — Supposons qu’il existe u* vérifiant (1) et soient Z une base de E, J = Matg(o),
A = Matg(u) et A* = Matg(u*). Soient x,y € F arbitraires, et notons X,Y € R" les vecteurs colonnes
des coordonnées dans la base . Alors on a

XIATY = ¢(u(x),y) = o(x,u’(y)) = ‘X JAY
d’ot1 *AJ = JA* et donc, puisque J est inversible (car ¢ non-dégénérée), A* = J~1!A J. Ceci montre que
u*, 8'il existe, vérifie (2) et est donc unique.
Réciproquement, si ’on note u* ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base & est A* = J~1tA J,
alors pour tout x,y on a :
Pz, u*(y)) = XJAY =X 'AJY = ¢(u(x),y)

donc u* vérifie (1). Ceci prouve l'existence, et le théoréme est démontré. O

Remarque 6.2.2. — 1l résulte de la formule (2) (ou directement de la définition (1)) que, pour tout
u,v € End(E) et s,t € R, on a (su+ tv)* = su* + tv*, i.e. 'application End(E) — End(E), u +— u* est
linéaire.

Remarquons aussi que si ¢ est un produit scalaire et si Z est une b.o.n., alors la matrice de ¢ dans &
est J = I,,. On peut donc énoncer le théoreme dans le cas euclidien sous la forme suivante.

Théoréme 6.2.3 (Adjoint d’un endomorphisme dans le cas euclidien)
Soit E muni de (| ) un espace euclidien de dimension n. Pour tout u € End(FE), il existe un unique
endomorphisme u* de E, appelé ’adjoint de u, vérifiant :

(%) vry e B, |(u(@)|y) = (@] )|

Pour toute b.o.n. # de E, si l'on note A =Matg(u), on a

(%%) ‘ A* = Matg(u*) = 'A. ‘

Définition 6.2.4 (Endomorphismes auto-adjoints). — Soit F un espace euclidien de dimension

n. On dit qu'un endomorphisme u € End(E) est auto-adjoint (ou symétrique) s’il vérifie u* = u. Ceci
équivaut a dire que, pour toute b.o.n. & de E, la matrice S = Matg(u) est symétrique.

Proposition 6.2.5 (Endomorphismes auto-adjoints et formes bilinéaires symétriques)
Soit E muni de (| ) un espace euclidien de dimension n et soit ¢ une autre forme bilinéaire symétrique
(arbitraire) sur E. Alors il existe un unique u € End(E) auto-adjoint pour (| ) tel que :

() Vry € B, |o(wy) = (u@) |y) = (@ | u@)).]
Pour toute b.o.n. & de E, on a
1) | Maty(u) = Mat s (9). |

Démonstration. — Soient % une b.o.n. de E et S = Matg(¢), on a 'S = S. Pour x,y € F, notons
X,Y € R™ les coordonnées dans la base Z. S’il existe u vérifiant (1), soit A = Matg(u), alors I’égalité
XSY = (x,y) = (v | u(y)) = XAY

entraine A = S. Ceci montre que u, 8’il existe, vérifie (1) et est donc unique.
Réciproquement, si I’on note u ’endomorphisme de FE dont la matrice dans la base % est S, alors pour
tout z,y on a :

bz, y) = XSV = (x| uly))
—X'SY = (u(x) | y)
donc u vérifie (T). Ceci prouve I'existence, et la proposition est démontrée. O
On a maintenant le théoréme important et utile suivant.

Théoréme 6.2.6 (Diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints)

Soient E muni de ( | ) un espace euclidien de dimension n, et u un endomorphisme auto-adjoint.
Alors, u est diagonalisable et ses espaces propres sont deux o deux orthogonaux. Par conséquent, il existe
une b.o.n. de E formée de vecteurs propres de u.

Corollaire 6.2.7 (Diagonalisation des matrices symétriques réelles)
Soit S € M, (R) une matrice symétrique réelle. Alors S est diagonalisable dans une base orthonormée :
il existe P € O(n) telle que P~*SP soit diagonale.



Le point le plus difficile de la démonstration est la proposition suivante :

Proposition 6.2.8 (Existence d’une valeur propre réelle). — Soit A € M, (R) symétrique. Alors
A admet au moins une valeur propre réelle.

Admettons pour le moment cette proposition et démontrons le théoreme, par récurrence sur n = dim F.
C’est ok si n = 1, donc on peut supposer n > 2 et le résultat établi pour n — 1. D’apres la proposition,
u admet au moins une valeur propre réelle A\, soit f; un vecteur propre associé, qu’on peut supposer de

1
”f—lel
(u(@) | f1) = (& [u*(f1)) = (@ [u(f) = (& [ Mfi) = M(z | fr) =0,

donc u(x) € E;. La restriction u; de u & E; est encore auto-adjointe, puisque pour tout z,y € E; on a :

(ur(z) [y) = (u(z) [y) = (x| u(y)) = (= | ua(y)).
Donc, par hypothese de récurrence, il existe une b.o.n. € = (fa,..., frn) de E; formée de vecteurs propres
de uy, donc de u. Alors, B = {f1} U% est une b.o.n. de E formée de vecteurs propres de u. Ceci prouve
la premiere assertion du théoreme.
Le fait que les espaces propres soient deux & deux orthogonaux peut se déduire de la démonstration
précédente, mais il est plus simple de le voir directement. Soient \ # u deux valeurs propres distinctes de
u et soient x € V) et y € V,,; alors

Az | y) = (u(@) | y) = (x| uly)) = w= [ y)
et comme A # pu ceci entraine (z | y) = 0. Ceci prouve le théoréme, modulo la démonstration de la
proposition 6.2.8. O

norme 1 (quitte & remplacer f; par ). Montrons que E; = (Rf;)’ est stable par u : pour tout

x € Fi,ona:

Démonstration de la proposition 6.2.8. — On munit R™ de la norme euclidienne usuelle et ’on considere
la sphére unité :
"= o € R | ol =23 44 ad = 1)
celle-ci est compacte. D’autre part, la fonction
f:R" =R, x— (Ax | x)

est continue, car c’est un polynéme de degré 2 en les coordonnées x1,...,x,. Par conséquent, f atteint
un maximum A en un point xo de S"~!, i.e. on a :

Vo e S"1, (Az | ) < X = (Azg | zo)-

1
Alors, pour tout x # 0 dans R, on a —ax € S"~!, d’olt

]
(ﬁ | L) <A
=l [l
et donc :

(1) Vo € R" — {0}, (Az | z) < X(z | z).
Fixons v € R"™ et soit ¢t € R variable. On a, d’une part :
flzo +tv) = (A(zo + tv) | A(zo + tv)) = (Azo | 20) + t(Azo | v) + t(Av | 20) + t*(Av | v)
et comme (Av | zo) = (v | tAzo) = (v | Azo) = (Azo | v), ceci se récrit :
(2) f(@o + tv) = (Azo | 20) + 2t(Axo | v) + t2(Av | v).
D’autre part, on a :
A (zo +tv | mo +tv) = X (w0 | zo) +2t(Azo | v) + 2w | v).
T
D’apres (1), et tenant compte de I'égalité A = (Axg | o), on obtient :
Vt € R, 2(Azo — Axo | v) + t2(Av — \v | v) < 0.

On a donc un trinéme du second degré en t, toujours négatif et qui s’annule pour ¢ = 0. On en déduit que
son discriminant réduit A’ = (Axg — Az | v)? est nul, donc :

Yv e R", (Azg — Azo | v) =0
et donc Axg — Axg = 0, i.e. Azg = Axg. Ceci prouve que o est un vecteur propre pour A. Ceci acheve la
démonstration de la proposition 6.2.8 et du théoreme 6.2.6. O



Théoréme 6.2.9 (Réduction simultanée). — Soient E muni de (| ) un espace euclidien de dimen-

sion n, @Q une forme quadratique arbitraire sur E, ¢ sa forme polaire, By = (e1,...,en) une base ortho-
normée de E, et u l'endomorphisme de E tel que Matg,(u) = Matg, (¢) = A.
Alors il existe une base B = (f1,..., fn) orthonormée pour (| ) et formée de vecteurs propres de u,

ie.u(fi) =Nifi pouri=1,....n, et l'on a

M O -0
0 A :
Matag(¢) = | | 2
: .. .0
0 - 0
0l A, . .., A\n sont les valeurs propres de u ; plus précisément, la matrice de passage P = Matg, (%) est

orthogonale, i.e. 'P = P~1, donc la matrice ci-dessus égale a la fois tPAP = Matg(¢) et P71AP =
Matg(u).

Remarque 6.2.9.1. — Ce théoréme est appelé « théoreme de réduction simultanée » ou « de diago-
nalisation simultanée » car la base % donnée par I’énoncé est a la fois orthonormée pour ( | ) et
orthogonale pour ¢. En d’autres termes, si ’'on note (x1, ..., x,) les coordonnées dans £ d’un vecteur x
arbitraire, la base % réduit simultanément la forme 2 — (2 | ) & la forme standard 22 + --- + 22, et
la forme @ en la somme de carrés A\ja? + -+ + \,22.

Démonstration. — Notons u ’endomorphisme auto-adjoint tel que

Ve, y € B, ¢(z,y) = (u(z) |y) = (= | (u(y)),
cf. Proposition 6.2.5. D’apres le théoreme 6.2.6, il existe une base # = (f1,..., fn) orthonormée pour
(|) et formée de vecteurs propres de u, i.e. u(f;) = A\;fi, pour tout 7. Alors, pour tout 4,5 on a :

0 sii#j,

o(fi, f3) = Nl fi | f3) = A (f |fj):{)\ L

i sii=j,
ce qui montre que & est une base orthogonale pour ¢. De plus, comme %, et A sont orthonormeées, la
matrice de passage P = Matg, (%) est orthogonale, i.e. 'P = P~!  donc la matrice diagonale de ’énoncé
égale & la fois 'PAP = Matg(¢) et P~'AP = Matg(u). O

Répétons la version matricielle du théoréme précédent :

Corollaire 6.2.10 (Réduction simultanée des matrices symétriques réelles)
Soit S € M, (R) telle que 'S = S. Il existe P € O(n) telle que P~1SP ='PSP soit diagonale.

Corollaire 6.2.11 (Calculs de signature). — Soient Q@ une forme quadratique sur R™, ¢ sa forme
polaire, A la matrice de ¢ dans la base canonique. Alors la signature de Q) est donnée par le nombre de
valeurs propres de A qui sont > 0 (resp. <0).

Exemple 6.2.12. — Illustrons ce qui précede par I'exemple suivant. Soient n > 2 et @ la forme quadra-
tique sur R™ définie par
Q(J)l, e ,J?n) = 221‘133]‘ = szxj
i<j i#j

La matrice de sa forme polaire est

0 1 1
A 1 0

: . .1

1 ... 1 0

(tous les coefficients valent 1 sauf ceux de la diagonale qui sont nuls). On remarque que la matrice A + I,
est de rang 1, donc l'espace propre V_; = Ker(A + I,,) est de dimension n — 1. Donc —1 est une racine
de multiplicité > n — 1 du polynome caractéristique P4(X). Comme 0 = Tr(A) est la somme des racines



(dans C) de P4(X), la derniére racine A vérifie A + (n — 1)(—1) = 0, d’ott A = n — 1. Donc, d’apres le
théoreme 6.2.9, il existe P € O(n) tel que

-1 0 --- 0

piap=tpap=|"°
: -1 0
o -~ 0 n-1
il y a donc n — 1 valeurs propres égales & —1, et une seule valeur propre > 0 (égale & n — 1), donc la
signature de @ est (1,n — 1).

Remarque 6.2.13. — Pour des applications géométriques du théoreme 6.2.9, voir 1’étude des coniques
et quadriques dans le chapitre suivant.

6.3. Orthogonalité. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Définition 6.3.1 (Sous-espaces d’un espace euclidien). — Soit F, muni de ( | ), un espace euclidien
et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors la restriction (| )p de (| ) & F (cf. 5.1.9) est un produit
scalaire sur F', puisque (z | z)p = (x | ) > 0 pour tout € F — {0}. Donc F muni de ( | ) est un espace
euclidien.

Théoréme et définition 6.3.2 (Projection orthogonale sur un sous-espace)
Soit E, muni de (| ), un espace euclidien et soient F' un sous-espace et F+ son orthogonal pour ( | ).

(1) On a |E = F @ F*.| Le projecteur 7r : E — E, d’image F et de noyau F*, défini par cette
décomposition s’appelle la projection orthogonale sur F.

(2) Soit (e1,...,e,) une base orthonormée de F'. Alors‘ mr(v) = (v]eer+ -+ (v]erer
ve E.

pour tout

(3) On a|(FY)t = F| donc la projection orthogonale wp. sur F+ n’est autre que idg —7F, i.e. on a

‘idE:T(F‘FT(FL.‘

Démonstration. — Comme les formes bilinéaires symétriques ( | ) et ( | )r sont définies positives, donc
non-dégénérées, on a (FX)t = F et E = F @ F*+ d’apres 5.1.8. Alors, tout 2 € E s’écrit de facon unique
r=f+gavec f € Fetgéc Ft, etleprojecteur m sur F parallelement & F* (i.e. de noyau F'*) est défini
par 7r(x) = f. De plus, comme (F+)t = F, alors le projecteur mp1 sur F+ parallelement & (F1)* = F
(i.e. de noyau F) est défini par mp. (z) = g, donc on a bien idg = mp + mp.. Ceci prouve (1) et (3).

Prouvons (2). Soit r = dim F et soit (e1, . .., e,) une b.o.n. de F. Pour tout v € F, notons provisoirement

m(v)=(v|e1)er+---+(v|e)e € F.

Alors, pour j =1,...,r,ona (v—7(v) | e;) = (v]e) =i (v]|e)(ei]e;) =0, donv—m(v) € Ft,
———
=1sii=j
=0 si i%j
et donc v = m(v) + v — m(v), avec w(v) € F et v — 7(v) € F+. Comme E = F @ F1, ceci entraine que
w(v) = wp(v), d’ou assertion (2). O

Dans la figure qui suit, on a y = mp(x) et 2 = mpi(x) :

Y
<
M




Remarque 6.3.2.1. — Attention & la terminologie! Si F' # FE, la projection orthogonale 7 n’est pas
une isométrie (car une isométrie est injective, or Ker(mr) = F* est non nul, sauf si F = E), donc n’est
pas un « endomorphisme orthogonal » de E (cf. 6.1.12).

Définition et proposition 6.3.3 (Symétries orthogonales). — Soient E un espace euclidien de di-
mension n et F' un sous-espace de dimension r.

(1) La symétrie orthogonale sp par rapport & F est définie comme suit : pour tout v € E, on a
v=np(v)+7pL(v) et l'on pose :

(%) [sp(v) = 7r(v) = mpo () = v —27p. (v).]

Alors s% = idg et sg est une isométrie de E.

(2) Si €y est une base de F' et €_ une base de F'*-, la matrice de sp dans la base B =€, UE_ de E

I _ - ;
est Matg(sp) = r | Orner . En particulier, on a ‘ détsp = (—1)"".
Onfr,r | _Infr
Z X
=Y F
I
F
_;\ s(X)
Démonstration. — D’apres la définition, il est clair que s% = idg, donc sp est bijective et égale & son

inverse (i.e. sp est involutive). Montrons que sp est une isométrie. Comme (77 (v) | 71 (v)) = 0, on a
d’apres égalité de Pythagore (cf. 6.1.7) :

[0]* = [l7p (@) + |7 ()] = llsp(0)]]?
et ceci prouve que sp est une isométrie. Enfin, si si & = €, U 6_ est comme dans la proposition, il est
clair que Matz(sr) est comme indiquée. O
Définition 6.3.4 (Réflexions orthogonales). — Un cas particulier important de symétrie orthogonale

est le suivant. Soit vy € E, vg # 0, alors H = (Rvg)* est appelé un hyperplan de E; d’aprés le théoréme
6.3.2 on a

E=Ruy® H,
1
explicitement, si ’'on pose ug = Wvo alors ||up]| = 1 et tout x € E s’écrit de fagon unique
Vo
x = (x| uo)ug + 7u(x), ol mu(z) =2 — (x| uo)uo,
donc
(= | vo)

Moo (1) = (2 | uo)uo = (vo | vo)

La symétrie orthogonale sy par rapport & H s’appelle la réflexion orthogonale par rapport & '’hyperplan
H ; d’apres ce qui précede elle est donnée par la formule :

(6.3.4.1) Vo € E, splx) =0 —-2—% v

Sidim E = n alors dim H = n — 1, et si %4 est une base de H, alors # = %4 U {vg} est une base de F
I— n— N . P
et Matg(sy) = < 0 -1 I 0n 11’1 ), d’ot1 en particulier | dét sy = —1.
1,n—1 -

Théoréme 6.3.5 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). — Soit E un espace euclidien et soient
V1. ..,V linéairement indépendants dans E. Alors il existe une unique famille (ey, ..., e,) vérifiant les
deuz propriétés suivantes :




(1) Pour touti=1,...,n, (e1,...,e;) est une base orthonormée de V; = Vect(vy,...,v;).
(2) Pour tout j =1,...,n, on a (e; | vj) > 0.

Démonstration. — Pour j = 1, on cherche e; = tjv; tel que 1 = (ey | e1) = t3(vy | v1) et 0 < (eq | v1) =
t1(v1 | v1); la lére condition donne 3 = 1/(v; | v1), et la 2éme condition, qui implique #; > 0, donne
alors :

1 1

(1) tl = d’ou €l = —— V1.
[[oa]] [[o]]

Pour j = 2, on cherche d’abord un vecteur €5 € Vect(v1,v2) = Vect(er, v2), donc de la forme e}, = vy + Aeq,
vérifiant la condition :

0=(e5|e1)=(valer) +A(er|er) = (v2]er) +A
~———
=1
ce qui impose A = —(vy | e1). Alors le vecteur

‘6’2 = vy — (vg | el)el‘

est orthogonal & ey, et est # 0 puisque vy € Ru; = Rey, donc la famille (eq, €}) est libre et forme une base
de V5 = Vect(vy,v2).
On a vy = e}, + (v | e1)ey et, puisque (e | e1) = 0, égalité de Pythagore donne

loal® = llesl? + (v2 [ e)®  dot [ l|ebl|? = [Joall® = (v2 | e1)?.|

Pour rendre €, unitaire (i.e. de norme 1), on le divise par sa norme, c.-a-d., on pose

1 1
(2) €2 = 6'2 = 777 \V2 — (Uz | 61)61
l[es]] =] ( )
alors (er,es) est une b.o.n. de Vs, et d’apres (2) ci-dessus on a 1 = (ex | e2) = (e2 | v2)/|l€s]| done
(e2 | v2) = ||e4|| > 0. Cest bien le seul choix possible, car si fo € Va est orthogonal & e; et unitaire, alors

fa = Les, et la condition (fs | v2) > 0 entraine fo = es.
Pour j = 3, on cherche d’abord un vecteur ej € V3 = Vect(eq, €2, v3), donc de la forme e5 = vz + pges +
pieq, vérifiant les relations linéaires :

0=(e5|e1) = (v3|er)+p,
0=(e5 | e2) = (v3 | e2) + 2

(on a utilisé le fait que ej, ea sont orthogonaux et unitaires), qui donnent p; = —(vs | €;) pour i = 1,2.
Alors le vecteur

et =v3 — (vs | ea)ea — (v3 | e1)ex ‘

est orthogonal & Vo = Vect(e1, e2) = Vect(v1, v2), et est # 0 puisque vz ¢ Vo, donc la famille (eq, eq, €}) est
libre et forme une base de V3. Comme ey, e2 et €4 sont orthogonaux, I’égalité de Pythagore donne

lvs]l* = lles]* + (vs | €2)* + (vs | e1)* ot ‘ lesll* = llusl® = (vs | €2)® = (vs | e2)*. ‘

Pour rendre e} unitaire, on le divise par sa norme, c.-a-d., on pose

1 1
(3) e3 = —reh = —— (vs — (v3 | e2)ez — (vg | e1)er)
[lesl ez

alors (e1, ez, e3) est une b.o.n. de Vi, et d’apres (3) ci-dessus on a 1 = (e | e3) = (es | vs)/||es]| donc

(es | v3) = |le5]| > 0. C’est bien le seul choix possible, car si fs € V3 est orthogonal & V2 et unitaire, alors
f3 = Les, et la condition (f3 | v3) > 0 entraine f3 = es.
En répétant ce processus on construit par récurrence, de fagon unique, la famille (eq, . .., e,) ; les formules
explicites pour €], et e, étant :
n—1 n—1 1
e =va— Y (val]ei)es lenll? = lloall> = (vn | €)?| et en = ”e—,HGZ
i=1 i=1 n




Remarques 6.3.5.1. — (1) Ce qui précede peut aussi s’exprimer, de fagon abstraite, comme suit : Por-
thogonal G,, de V,,_; dans V,,, ie. G, = {x € V,, | (x | ;) =0 pour i = 1,...,n — 1}, est de dimension
n—(n-—-1) =1, et E?:_ll (vn | ei)e; est la projection orthogonale de v, sur V;,_; tandis que e}, est la
projection orthogonale de v,, sur G,, ; la droite G,, = Re!, contient deux vecteurs de norme 1, & savoir +e,,,
et e, est déterminé par la condition (e, | v,) = |, ]| > 0.

(2) La démonstration précédente fournit un algorithme pour calculer explicitement e, ..., e,. [llustrons
ceci par 'exemple suivant.

Exzemple 6.3.5.2. — On munit £ = R[X]| du produit scalaire défini par (P | Q) f_ t)dt.
Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt aux vecteurs 1, X, X2 € Ro[X]. On va noter
(eo,e1,€2) au lieu de (e1,ea,e3) la base orthonormée obtenue, afin d’avoir 1’égalité deg(e;) = i. On a

1 1 1 2
—. Alors (X | eg) = — tdt =0et (X | X) = t2dt = =, d’on
5+ Alors (X [ o) = == [, (x| x) =) tar =3

(1] 1) =2 donc on prend ey =

elzﬁX.
2
PUIS(X2|60 \/—f tht:\é_ (X2|61 \/_j‘ t3dt=O,d’oﬁel2:X2—%§eo,
He’2||2:/ trdt — = =2~ et 62:3_\/5()(2__):@(37).

6.4. Bases directes ou indirectes. Groupes O(n) et SO(n). Etude de O(2) et O(3)

Notation 6.4.0. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. Si %4, %’ sont deux bases de E, on note
détz (') | le déterminant de la matrice de passage Matg(%#').

Définition et proposition 6.4.1 (Orientations d’un R-espace vectoriel de dimension finie)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n.

(1) On définit une relation d’équivalence ~ dans l’ensemble des bases de E en posant :
B~RB  si déty(B)>0.
(2) Il y a exactement deux classes d’équivalence.

(3) Chacune de ces classes est appelée une orientation de F, et « choisir une orientation de E »,
c’est choisir une base By et l'orientation « qui va avec », c.-d-d., toutes les bases B de E telles que
détg, (#) > 0. Celles-ci sont appelées les bases (orientées) directes, les autres sont appelées les bases
(orientées) indirectes.

Démonstration. — (1) D’abord, on a détg(B) = 1, donc B ~ £ (i.e. la relation ~ est réflexive). Soient
AB, %' deux bases de E. Si #" est une troisieme base de F, on a

(1) Matg(B") = Matg(#') - Matg (B et donc détgz(PB") = déty(R') - dét g (B").

Donc si détz(#') et déteg (#") sont > 0, il en est de méme de détg(Z”) ; ceci montre que la relation ~
est transitive. De plus, prenant " = %, on obtient détg(B’) détg (B) = détzg(AB) =1, d’ot détg (B) =
détz(#')~t, donc si détxm(%') > 0, il en est de méme de détg (%) ; ceci montre que la relation ~ est
symétrique. Donc ~ est bien un relation d’équivalence, ce qui prouve (1).

Prouvons (2). Soit %y = (e, ..., e,) une base de E, notons 6y = (—e1,ea,...,e,), c’est aussi une base
de E, et détg, (o) = —1, donc By # % donc il y a au moins deux classes d’équivalence.

En fait, ce sont les deux seules classes. En effet, soit % une base arbitraire; si détg,(#) > 0 alors #
est dans la classe de Ay, et si détg,(#) < 0 alors

déteg, (B) = déteg, (Bo) - dét g, (B) > 0
—_— Y——

=—1 <0
donc A est dans la classe de 6. La proposition est démontrée. O
Exemple 6.4.2 (Orientation canonique de R™). — R"™ est orienté par le choix de la base canonique

PBo = (e1,...,en); on dit que c’est Porientation canonique de R™.



Dans toute la suite de cette section, on munit R™ du produit scalaire usuel (z | y) = z1p1 + -+ + Tnyn
et 'on note O(n) le groupe des isométries :

O(n) ={A e M,(R) | 'AA = I,,}
={Ac M,(R) | (Az | Ay) = (= | y) Vz,y €R"}

(voir 6.1.12 pour d’autres caractérisations de O(n)).
Proposition 6.4.3. — Soit A € O(n). Alors :

(1) |dét(A) = £1

(2) Si A admet une valeur propre A € R, alors A\ = £1.

(3) Les espaces propres Vi = Ker(A—1I,) et V_ = Ker(A+1,) sont orthogonaux, c.-d-d., (v |v_) =0
pour tout vy € Vi, v_ € V_.

Démonstration. — (1) On a 1 = dét(I,,) = dét(*AA) = dét(*A) - dét(A), or on sait (cf. 2.1.1) que dét(*A) =
dét(A) d’ott dét(A)? =1 et donc dét(A) = +1.

(2) Si A admet une valeur propre A € R, soit v # 0 un vecteur propre associé, alors
(v]v) = (Av | Av) = (M | Aw) = X (v | v).
Comme (v | v) # 0 (car > 0), ceci entraine A\? = 1, d’ot1 A = +1.
(3) Soient vy € Vi et v_ € V_, alors

(01 | 02) = (Avy | Av_) = (s | —0_) = —(oy | v)
d’out (vy |v_) =0. O
Définition 6.4.4 (Groupe SL,). — On rappelle qu’on note

GLA(R) = {A € My (R) | dét(A) £ 0},

on I'appelle le Groupe Linéaire (en anglais : General Linear group). On appelle groupe Spécial Linéaire
(en anglais : Special Linear group) le sous-groupe

SLn(R) = {A € Mu(R) | dét(A) = 1}.

(Ceci explique le S dans la notation SO(n) = {A € O(n) | dét(A) = 1} introduite ci-dessous.)

Définition 6.4.5 (Groupe SO(n)). — (1) On pose|SO(n) = {A € O(n) | dét(A) = 1},
groupe de O(n), appelé le groupe spécial orthogonal. On le note aussi parfois O™ (n). Les éléments de
SO(n) s’appellent les isométries directes de R”.

c’est un sous-

(2) On pose aussi : ‘O_(n) ={A€0(n)|dét(A) = -1}, ‘ ce n'est pas un sous-groupe de O(n) (car si
A, B € O~ (n) alors dét(AB) = 1 donc AB € SO(n)), mais d’apres la proposition précédente, on a

O(n) =SO(n) UO™ (n). (réunion disjointe).

(3) Pour tout ¢ € O~ (n), l'application f — fo est une bijection de SO(n) sur O~ (n), dont I'inverse est
I'application g — go~! (en effet, dét(o™!) = dét(c)~! = —1 donc pour tout g € O~ (n) on a dét(go~ 1) =1

d’out go~! € SO(n)).
Proposition 6.4.6. — Soit B une base orthonormée de R™ et soit P la matrice de passage Matg, (%) €

O(n). On a les équivalences suivantes :

2 est une b.o.n. directe (i.e. dét(P) > 0) < PeS0(n)
2 est une b.o.n. indirecte (i.e. dét(P) < 0) < PeO0 (n).

Démonstration. — On sait, d’apres 6.1.12, que P € O(n), d’ott dét(P) = £1, d’apres 6.4.3. Donc dét(P)
est > 0 (resp. < 0) si et seulement si il égale 1 (resp. —1). La proposition en découle. O



On rappelle que les fonctions cosinus et sinus sont de période 27 et que :

vt € R, cos?(t) + sin?(t) = 1 ‘ cos(—t) = cos(t) ‘ ‘ sin(—t) = — sin(¢). ‘

On note R/27Z le groupe abélien quotient de R par le sous-groupe 277Z : deux réels ¢, ¢’ définissent le méme
élément de R/27Z si et seulement si il existe k € Z tel que ¢’ — ¢ = 2k7w. Rappelons le lemme suivant.

Lemme 6.4.7. — Soient a,b € R tels que a® + b? = 1. Il existe un unique 6 € R/277Z tel que cos(f) = a
et sin(6) = b.

Démonstration. — Comme cosinus et sinus sont de période 27, il suffit de montrer I’existence et I'unicité
modulo 27 dans l'intervalle [—m, 7]. Rappelons que la fonction cosinus est paire et induit une bijection
décroissante de [0, 7] sur [—1, 1]. Distinguons les trois cas suivants.

(1) Sia =1 alors b = 0; dans ce cas, 0 est I'unique élément 0 de [—, 7] tel que cos(f) = 1 et sin(f) = 0.

(2) Sia=—1alors b= 0; dans ce cas, les seuls éléments 6 de [—, 7] tels que cos(f) = —1 et sin(f) =0
sont +7, qui sont égaux modulo 27.

(3) Enfin, si a # £1 alors b = £v/1 — a2 # 0. Dans ce cas, il existe dans [—m, 7] deux éléments, opposés,
0 et —0, tels que cos(+0) = a, et comme la fonction sinus vérifie sin? = 1 — cos? et est impaire, alors 6 est
uniquement déterminé par la condition sin(f) = b. O

Dans ce qui suit, on munit R? du produit scalaire usuel ( | ), de la norme euclidienne associée || - ||, et
de l'orientation définie par la base canonique %y = (e1, e2).

Définition et proposition 6.4.8 (Angle orienté de deux vecteurs non nuls de R?)
Soient w,w’ € R? — {0}. Il existe un unique 6 € R/27Z vérifiant les deuz conditions suivantes :

(1) (w | w') = cos(0) wl[ - [lw’]|

(2) sin(0) est du méme signe (>0, =0 ou < 0) que détg, (w,w").

(&% (Y Y
On appelle 0 I'angle orienté de w a w' et on le note ww'. On a w'w = —ww'.
; . , / ot 1 1 /
Démonstration. — Remplagons d’abord w et w’ par les vecteurs unitaires u = Hw et v = Ww ,
w w
alors la condition (1) devient : cos(d) = (u | v). D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait que

(u]wv) €[-1,1] et que :
(u]v) =241 < wu et vsont libs <= détg, (u,v) = 0.

Par conséquent, notant ¢ € {—1,0,1} le «signe » de détg,(u,v), on voit que les conditions (1) et (2)
équivalent a dire que cos(f) = (u | v) = a € [-1,1] et sin(f) = ev/1 — a? = b; d’apres le lemme précédent,
ceci détermine un unique # € R modulo 27.

N
Enfin, si § = ww’, alors —0 vérifie (1) et est du méme signe que détg, (w',w) = — détg, (w,w'), d’olt
(%
—0 = w'w. La proposition est démontrée. O

Rappelons les formules trigonométriques :

v0,0' € R, ‘ cos(0 + ) = cos(0) cos(0') — sin(0) sin(8’) ‘ ‘ sin(f + 0') = cos(#) sin(0’) + sin(6) cos(8’)

En particulier, comme cos(7/2) = 0 et sin(7/2) = 1, on a cos( + g) = —sin(f) et sin(d + g) = cos(h).

Notation 6.4.9. — Pour tout 6§ € R, introduisons le vecteur ‘ue = cos(f)e; + sin(9)eg.‘ C’est I'unique

vecteur unitaire u tel que ¢1u = 6. En effet, soit u = ae;, + bes un tel vecteur, alors a = (u | e1) = cos(f),
d’olt b = +sin(#) ; de plus,

détas, (1, u) = dét (é COS;”) _

est du signe de sin(f), d’ott b = sin(6).




Isométries de R? euclidien. — On peut maintenant aborder 1’étude du groupe O(2) des isométrie de
'espace euclidien R2. Soit f € O(2), écrivons f(e1) = ae; + bea, alors a? + b% = || f(e1)|| = 1. D’autre part,
comme f préserve le produit scalaire, on a

(f(e2) | fle1)) = (e2 ] €1) =0

donc f(es) appartient & la droite (Rf(e1))*, qui est engendrée par le vecteur unitaire ( a ), et comme

. e R . . . —b
f(e2) est aussi un vecteur unitaire de cette méme droite, on a nécessairement f(e2) = + < “ ), donc deux
cas sont possibles :
—b . . —b
ler cas. f(e2) = ( u >, dans ce cas, la matrice de f dans la base canonique %y = (e1, e2) est <Z u >,

et son déterminant est a® + % = 1.
2&me cas. f(es) = (_ba), dans ce cas, la matrice de f dans la base canonique %y = (e1,e2) est
b —a

On voit que ces deux cas sont exclusifs I'un de 'autre : f appartient & SO(2) (resp. & O~ (2)) si et seulement
si on est dans le ler cas (resp. 2éme cas). Etudions séparément ces deux cas.

b , .
<a ), et son déterminant est —a® — b2 = 1.

Définition 6.4.10 (Rotations dans R?). — On munit R? du produit scalaire standard ( | ) et de
Iorientation canonique. Soit 6 € R.

(1) On appelle rotation d’angle 6, et 'on note rp, 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la
base canonique %, = (e1, e2) est

cos(f) —sin(6
*) Ro— (©) (©)
sin(fd)  cos(0)
(2) On a ‘ dét(rg) =1 ‘ et ‘ Tr(rg) = 2 cos(6) ‘ d’ont P, (X) = X2 —2cos(0)X + 1. Le discriminant réduit

de ce trinome est A’ = cos?(f) — 1 qui est < 0 sauf si § = 0 ou 7 (modulo 27), c.-a-d., sauf dans le cas de
ro = id et de r, = —id. En dehors de ces cas, gy n’a pas de valeurs propres réelles.

Proposition 6.4.11 (Le groupe SO(2)). — (1) Pour tout 0,0’ € R, on a ‘ T9 O T = Tgrer =Ty OTy.

Par conséquent, le groupe SO(2) = {rp | € R} est commutatif.

(2) Plus précisément, Uapplication p : R — SO(2), 0 — rg, est un morphisme de groupes, et son noyau
est le sous-groupe 2nZ, de R.

Démonstration. — D’apres les deux cas étudiés plus haut, on sait que les éléments de SO(2) sont les

, avec a? + b? = 1. Or, d’apres le lemme 6.4.7, pour chaque telle matrice il

b

existe 6 € R, unique modulo 27, tel que cos(f) = a et sin(f) = b. D’autre part, on a :
cos(f) —sin(0)) fcos(0) —sin(0))
sin(f)  cos(6) sin(0)  cos(#) |

cos(0) cos(0') — sin(8) sin(6')  — cos(0) sin(0') — sin(6) cos(d") — Revs
sin(f) cos(8’) + cos(0) sin(f’)  cos(8) cos(8’) — sin(f) sin (") o

matrices de la forme (a

et 'assertion (1) en résulte.

D’autre part, dire que p est un morphisme de groupes équivaut a dire que rg49 = rgorg:, ce qu’on vient
de vérifier. Enfin, le noyau de p est formé des 6 € R tels que Ry = I, i.e. tels que cos(f) = 1 et sin(f) = 0,
ce qui équivaut a 0 € 2nZ. O

Etudions maintenant le cas des éléments de 07 (2), i.e. des matrices de la forme

) A= <Z _ba> , avec a® +b° =1



c.-a~d., d’apres le lemme 6.4.7, des matrices
_ [cos() sin(0)
(1) Jo = (sin(@) —cos(0) )"
Une telle matrice est de déterminant —1 et de trace nulle ; son polynéme caractéristique est donc X2 —1 =
(X —1)(X +1), donc R? est la somme directe des espaces propres D, = Ker(A—I3) et D_ = Ker(A —I5),

chacun d’eux étant de dimension 1 (i.e. une droite vectorielle). De plus, d’apres la proposition 6.4.3, D et
D_ sont orthogonaux, donc A est la symétrie orthogonale par rapport a la droite F = Dy = Ker(A — 1) :

s(X)

Réciproquement, pour ¢,d € R avec (¢,d) # (0,0), déterminons la matrice dans la base canonique %y
de la symétrie orthogonale sp par rapport a la droite A engendré par le vecteur u = ce; + des. Alors A

. —d N P
est la droite orthogonale au vecteur v = ( . ) donc, d’apres 6.3.4, sa est définie par la formule :

(z]v)

2
Vo € R, SA(x):m—Z(U|U)v
Ona (v|v)=c2+d? (e1 | v) = —d et (e2 | v) = ¢ donc, appliquant la formule ci-dessus & z = e; puis
T = es, on obtient
d c
saler) =e1 + 2m(—del + ces), sa(e2) = eg — 2m(—del + ceg)
d’ott Matg, (sa) = _ <02 — & 2ed )
A+ d? 2cd  d? —c?

Appliquons ce qui précede dans le cas suivant. Notons s, la symétrie orthogonale par rapport a la droite

engendrée par le vecteur u, = cos(p)e; + sin(p)ez. (Notons que u, et Uptr = —u, engendrent la méme

droite, donc ¢ n’est déterminé que modulo 7Z.) D’apres ce qui précede, la matrice de s, dans la base
canonique A est :

cos?(p) —sin?(¢)  2sin(y) cos(p) _ [cos(2p)  sin(2¢)
2sin(p) cos(p)  sin?(p) —cos2(p) ) \sin(2p) —cos(p))
On peut donc résumer ce qui précede dans la :

Proposition 6.4.12 (Description de O~ (2)). — L’ensemble O~ (2) = {A € O(2) | dét(A) = —1} est
a
b
a la droite Dy = Ker(A — I). D’autre part, il existe un unique 6 € [0, 2| tel que

_ [cos(6) sin(f) |
A= (sin(G) —cos(9)> =

et A est la symétrie orthogonale sg,o par rapport a la droite Rug .

Enfin, on peut vérifier par un calcul matriciel (que le lecteur est invité & faire!) que

d’ou

formé des matrices A = , avec a2 +b% =1; dans ce cas, A est la symétrie orthogonale par rapport

(*) v@a (P/ S R7 ‘ Sp! 0 8p = 7"2(@/,@). ‘

Ceci peut aussi se voir géométriquement comme suit. Posons f = s, 0 s,; Comme dét(f) = 1, alors
f appartient & SO(2) donc est une rotation ry. Pour déterminer I'angle 0, il suffit de voir de combien
« tourne » un vecteur x arbitraire. Or si on prend = = u,, alors s,(x) = x et donc f(z) = s,/ (z) est le
symétrique de x par rapport a la droite Ru,s, d’olt

[ &Y%

¢ — o = Ty = uy f(z) et donc xf(z) =2(¢ — ).



(Dans la figure ci-dessous, prendre x sur la droite F.)

S'(s(x))

&)

o s

Observons que dans le terme de droite de (x), la rotation obtenue ne dépend que de la différence ¢’ — ¢
et donc, pour obtenir ry, on peut choisir arbitrairement ¢ ou bien ¢’, c.-a-d., on a, pour tout ¢,0 € R :

%ok rg = S 9 OSy, =8,08 0
(%) r8 O =505 o

Comme si = id, ceci permet de décrire completement la « table de multiplication » dans O(2) (noter que
O(2) n’est pas commutatif) :

Proposition 6.4.13 (Structure de O(2)). — Pour tout 6,90 € R, on a |rgor, =rgi, =r,079 ‘

(50050 = rai9—p) | et

7”908@:8(()_’_2 55007"9:8@ o
2 T2

Terminons ce paragraphe avec la proposition suivante. Par définition, la base canonique %y = (e1, e2)

ST T . 1
est orthonormée directe. La base @ = (ez2,e1) est orthonormée indirecte puisque Matg, (%) = <(1) 0)

est de déterminant —1.
Proposition 6.4.14. — Soit 0 € R et soit rg la rotation d’angle 0 dans R? (cf. 6.4.10).
(

cos(d) —sin 0)) '

(1) La matrice de r¢ dans toute b.o.n. directe est Rp = | |
sin(f)  cos(0)

(2) La matrice de rg dans la base €y = (ea,€1) et dans toute b.o.n. indirecte est R_g.
Démonstration. — (1) On a Matg,(rg) = Rp. Si A est une b.o.n. directe, la matrice de passage P =
Mat g, (%) appartient & SO(2), et comme SO(2) est commutatif, Matg(rg) = P~1Rg P égale Ry.

(2) On a Mat, (rg) = R_g. Si € est une b.o.n. indirecte, la matrice de passage P = Mat, (¢') appartient
4 SO(2), et comme SO(2) est commutatif, Mate (rg) = P~'R_gP égale R_g. O

Description des éléments de O(3). — Commencgons par une remarque sur M3(R). Soit A € M3(R),
alors P4(X) € R[X] est de degré 3 donc a dans C :

(a) ou bien une racine réelle A\; et deux racines z,zZ € C — R,
(b) ou bien trois racines réelles A1, A2, A3 (pas nécessairement distinctes).

Comme A est trigonalisable dans M3(C), on a

MzZ dans le cas (a)

dét(A) = {
A2 A3 dans le cas (b).

Supposons maintenant A € O(3) et notons u I’endomorphisme de R? correspondant & A. Alors on sait
que dét(A) = £1, et que si A € R est valeur propre de A, alors A = £1. Dans le cas (a), on a z = z + iy
avec y # 0, donc 2z = 22 + y? est un réel > 0, et donc I'égalité dét(A) = X127 entraine que dét(A) et A\
(tous deux € {—1,1}) sont de méme signe, donc sont égaux. Dans le cas (b), on a A; = £1, et les A; ne
peuvent étre tous les trois égaux & — dét(A), car sinon leur produit vaudrait — dét(A) au lieu de dét(A).



Ceci montre déja que, dans les deux cas, dét(A) = +1 est une valeur propre de A. Etudions les cas selon
que dét(A) =1 ou —1.

ler cas : dét(A) =1, i.e. A € SO(3). Le cas A = I3 étant trivial, supposons de plus que A # I5. On
a vu que 1 est valeur propre de A; soit f3 un vecteur propre associé, quitte & diviser f3 par sa norme, on
peut supposer que || f3|| = 1.

Soit P = (Rf3)*, c’est un sous-espace de R? de dimension 2, i.e. un plan. Pour tout x € P, on a (puisque
Afs = f3 et que A préserve le produit scalaire) :

(Az | f3) = (Az | Afs) = (z | f3) = 0.

Ceci montre que Az € P, i.e. P est stable par A, donc A induit une isométrie up de P. Soit € = (f1, f2)
une base de P, alors # = (f1, fa, f3) est une base de R? et

Matg (up) | 0 )

(%) Matg(u) = ( 5 1

d’olt dét(up) = dét(A) = 1, donc up est une rotation de P. Notons € son angle. On a 6 # 0, car sinon
on aurait up = idp et donc, d’apres (%), u = id d’ou A = I3, cas trivial qu’on a exclu. De plus, comme
up # idp alors 1 n’est pas valeur propre de up (cf. 6.4.10), et donc up — idp et A — I3 sont de rang 2.
Par conséquent, Ker(A — I3) est de dimension 1, donc engendré par f3. On dit que Rf3 = Ker(A — I3) est
l’axe de la rotation A # I3.

D’autre part, on peut déterminer 6 € [—m, 7| au signe prés en prenant la trace. En effet, 1'égalité
précédente nous montre que Tr(A) = Tr(u) = 1 + Tr(up); d’autre part, on sait que Tr(up) = 2 cos(6)
(cf. 6.4.10) donc, combinant ces deux égalités, on obtient que :

Tr(A) — 1

d’olt cos(f) = 5

‘ Tr(A) = 1+ 2cos(),

ce qui détermine cos(), et détermine donc 6 au signe pres.

Pour fixer le signe de 6, il faut choisir une orientation de P (cf. 6.4.14). On la choisit en disant qu’une
b.o.n. (f1, f2) de P est directe si la b.o.n. (f1, f2, f3) de R? (muni de Porientation canonique) est directe,
c-a-d., si détag, (f1, f2, f3) = 1.

Soit (f1, f2) une telle b.o.n. directe de P. Alors on sait qu’il existe § € R, unique modulo 277, tel que

cos(d) —sin(d) 0
Mat s, o, 45)(w) = [ sin(@)  cos(d) 0
0 0 1

et on dira alors que A (ou u) est la rotation d’axe orienté par f3 et d’angle 6.
Remarquons tout de suite que si on change f3 en — f3, alors la base (fa, f1, —f3) est directe et 'on a

cos(d) sin(f) O
Mats,,f,,— o) (u) = [ —sin(d) cos(d) 0
0 0 1

donc A est aussi la rotation d’axe orienté par — f3 et d’angle —6.

Définition 6.4.15. — Soit A # I3 une rotation d’axe Rfs et d’angle 6. Lorsque 8 = 7 (i.e. lorsque
cos(f) = —1, ce qui équivaut a Tr(A) = —1), orientation de I’axe n’a pas d’importance, puisque —m = 7
modulo 27 ; dans ce cas on dit que A est le demi-tour d’axe R f3.

Pour déterminer explicitement le signe de sin(6) (lorsque 6 # 7), on dispose du lemme suivant.

Lemme 6.4.16. — Soit A # I3 une rotation d’axe D, orienté par un vecteur vs % 0, et d’angle 0. Soit
x € R3— D. Alors le signe de sin(0) est le méme que celui du déterminant détg, (x, Az, vs3).

1
Démonstration. — Notons f3 le vecteur unitaire H—”Ug et écrivons z = y + ufs, ou y est la projection
U3

1
orthogonale de x sur P = Dt (et p = (x| f3)). Comme x & D, on a y # 0, posons p = ||y||, alors f; = —y

est un vecteur unitaire de P. Il existe dans le plan P deux vecteurs unitaires orthogonaux a fi et seul



l'un d’eux, fa, est tel que la matrice Q@ = Matg, (f1, f2, f3) vérifie dét(Q) = 1, i.e. tel que (f1, f2) soit une
b.o.n. directe de P. Alors, notant u I’endomorphisme de R? défini par A, on a :

cosf) —sinf 0

Mat (s, f,.55) () = | sinf cosf 0
0 0 1

donc u(x) = u(pfi + nfs) égale (pcosh)f1 + (psinb)fo + pfs, donc la matrice

p pcosf O
M = Maty, ¢, ) (z,u(z), f3) = | 0 psind 0
poooop 1

a pour déterminant p?sin . Comme M’ = Matg, (z, Az, f3) égale QM et dét(Q) = 1, on obtient que
dét(M') = dét(Q) dét(M) = dét(M) = p*sin
est du méme signe que sin 6, et il en est de méme pour dét g, (z, Az, vs) = ||vs] - déteg, (x, Az, f3). O

Remarquons que puisque le résultat ci-dessus est valable pour tout © € R3 — D, on aura intérét a
choisir, en pratique, un tel z de fagon a ce que le calcul du déterminant détg,(r, Az, vs) soit «le plus
simple possible ». On récapitulera plus loin les résultats obtenus dans le cas o A € SO(3); traitons
maintenant le cas ot A € O~ (3).

2éme cas : dét(A) = —1,i.e. A € O~ (3). Le cas A = —I5 étant trivial, supposons de plus que A # —I;.
On a vu que —1 = dét(A) est valeur propre de A; soit f3 un vecteur propre associé, quitte a diviser f3 par
sa norme, on peut supposer que || fs]| = 1.

On montre comme précédemment que le plan P = (Rf3)" est stable par u, et que la restriction up de u
a P est de déterminant 1, donc une rotation. On fait le méme choix d’orientation de P, c.-a-d., on choisit
une b.o.n. (f1, f2) de P telle que (f1, f2, f3) soit une b.o.n. directe de R3. Alors il existe § € R, unique
modulo 27Z, tel que

cos(d) —sin(d) 0

(1) Mat (s, 1, f5) () = [ sin(0)  cos(@) 0
0 0 -1
On a 0 # 7, car sinon on aurait u = —id d’ou A = —I3, cas trivial qu’on a exclu. De plus, comme

up # —idp alors —1 n’est pas valeur propre de up (cf. 6.4.10), et donc up +idp et A+ I3 sont de rang 2.
Par conséquent, Ker(A + I3) est de dimension 1, donc engendré par f3. On dit que D = Ker(A + I3) est
la droite des anti-invariants de A.

D’autre part, on peut déterminer 6 € [—, | au signe prés en prenant la trace. En effet, (1) nous montre
que Tr(A) = Tr(u) égale —1 + 2 cos(f), donc :

Tr(A) +1
2

‘ Tr(A) = —1 + 2cos(9), ‘ d’ont cos(f) =

ce qui détermine cos(6), et détermine donc 6 au signe pres. Dans le cas particulier ot @ = 0, i.e. up = idp,
A est la symétrie orthogonale op par rapport au plan P (cf. 6.3.3 et 6.3.4).

Dans le cas général (i.e. lorsque 6 # 0), on voit que
cos(f) —sin(d) 0
Mat (s, f,.1,)(uop) = | sin(@)  cos(0) 0| =Mat(s, g, p)(0Pu)
0 0 1

donc uop = opu est la rotation R d’axe D orienté par f3 et d’angle 0, et donc u = Rop = opR est la
composée commutative de op et de R. On dit alors que A est la rotation gauche d’axe D orienté par
f3 et d’angle 6.

Remarquons tout de suite que si on change f3 en — f3, alors la base

(
cos(#) sin(f) O
0

Mat g, p,,—fs) () = | —sin(6) cos(6)
0 0 -1

2, f1, — f3) est directe et 1'on a

donc A est aussi la rotation gauche d’axe D orienté par — f3 et d’angle —6.
Pour déterminer explicitement le signe de sin(6) (lorsque 6 # 0), on dispose du lemme suivant.



Lemme 6.4.17 — Soit A # —I5 une rotation gauche d’axe D, orienté par un vecteur vs # 0, et d’angle
0 # 0. Soit x € R3 — D. Alors le déterminant détg,(z, Az, v3) est de méme signe que sin(6).

1
Démonstration. — Notons f3 le vecteur unitaire W’Ug et écrivons © = y + ufs, ol y est la projection

v3

1

orthogonale de = sur P = D+. Comme = ¢ D, on a y # 0, posons p = ||y||, alors f; = ~y est un vecteur
unitaire de P. Il existe dans le plan P deux vecteurs unitaires orthogonaux a f; et seul 'un d’eux, fo, est
tel que la matrice Q = Matg, (f1, f2, f3) vérifie dét(Q) = 1. Alors, notant u ’endomorphisme de R? défini
par A, on a

cosf —sinf 0O
Mat (s, 1, f5)(u) = | sin  cosf 0
0 0 -1
donc u(x) = u(pfi + pfs) égale (pcosh)f1 + (psinb)fo — pfs, donc la matrice
p pcosf O
M = Maty, 4, 1) (x,u(z), f3) = [ 0 psind 0
pooo—p 1

a pour déterminant p?sin . Comme M’ = Matg, (z, Az, f3) égale QM et dét(Q) = 1, alors
dét(M') = dét(Q) dét(M) = dét(M) = p*sin 6

est de méme signe que sin @, et il en est de méme pour détg, (z, Az, vs) = ||vs] - détg, (z, Az, f3). O

En résumé, on a obtenu le théoréeme suivant.

Théoréme 6.4.18 (Classification des éléments de O(3)). — On a O(3) = SO(3) U O~ (3) (réunion
disjointe).

(1) Si A € SO(3), alors A= I3 ou bien D = Ker(A— I3) est de dimension 1 et A est une rotation d’axe
D. Dans le second cas, 'angle de rotation 0 est déterminé au signe preés par [’égalité 2 cos(0) = Tr(A) — 1.
Pour fizer le signe, on choisit un générateur vs de D, ce qui détermine une orientation du plan P = D=,
Alors, pour x € R® — D arbitraire, détg,(z, Ax,v3) est du méme signe que sin(f), et 'on dit que A est
la rotation d’axe orienté par vs et d’angle 6. Dans le cas particulier ou 0 = w, on dit que A est le
demi-tour d’axe D.

(2) Si A e O (3), alors A = —I3 ou bien D = Ker(A + I3) est de dimension 1 et A est une rotation
gauche d’axe D. Dans le second cas, l'angle de rotation 0 est déterminé au signe prés par 1'égalité 2 cos(6) =
Tr(A)+ 1. Pour fizer le signe, on choisit un générateur vs de D, ce qui détermine une orientation du plan
P = D*. Alors, pour x € R®— D arbitraire, dét g, (x, Ax,v3) est de méme signe que sin(f), et l'on dit que
A est la rotation gauche d’axe orienté par vs et d’angle 0. Dans le cas particulier ot 0 = 0, A est
la symétrie orthogonale par rapport au plan P.

6.4.19. Produit vectoriel et déterminant des éléments de O(3). — Dans ce paragraphe, on donne
une définition « intrinseéque » du produit vectoriel A : R3 x R? — R3, qui utilise la structure euclidienne de
R3. Ceci a pour conséquence qu’on peut calculer le produit vectoriel dans n’importe quelle base orthonormée
directe. De plus, ceci donne un moyen de calcul trés simple du déterminant (égal & +1) d’un élément A de
O(3) : il suffit pour cela de calculer un mineur (= sous-déterminant) de taille 2. On présente ces résultats
sous la forme d’un exercice corrigé.

On munit £ = R? du produit scalaire standard ( | ) et de la norme euclidienne associée ||z|| = \/(z | x).
Soit %y = (e1, €2, e3) la base canonique (qui est orthonormée) et soit E* = Homg(FE,R) 'espace dual de
E. Pour tout x € E, soit ¢,, € E* 'application w — (x | w).

(1) Montrer que lapplication 0 : E — E*, x — ¢, est linéaire et bijective.

| Solution : D’abord, il résulte de la bilinéarité de ( | ) que, pour tout = € E, 'application ¢, : w — (2 | w) |
est une forme linéaire sur E, i.e. un élément de E*, et que 'application 0 : E — E*, x — ¢, est linéaire.
Son noyau est

Ker(@)={x € E| ¢, =0} ={zxe€E|VyeE, (z|y)=0}
qui est le noyau de (| ). Or ce noyau est nul, puisque (z | ) = 0 entraine x = 0. Ceci montre que 6 est
injective. Comme dim £* = dim E = 3, il résulte du théoreme du rang que 6 est aussi surjective, donc
| bijective. |




(2) Pour tout w,v € E, montrer qu’il existe un unique vecteur f(u,v) € E tel que détg,(u,v,w)
= (f(u,v) | w) pour tout w € E. On note f(u,v) =u Av et on Pappelle le produit vectoriel de u et v.

| Solution : u, v étant fixés, Papplication v, ., : E — R, w — détg, (u, v, w) est linéaire, i.c. est un élérnent|
de E*. Donc, d’apres la question précédente, il existe un unique vecteur f(u,v) € E tel que vu,o = @ f(u,v)s
i.e. tel que

Yw € E, détg, (u, v, w) = (f(u,v) | w).

| Désormais, on note f(u,v) = uAwv. |

u1 U1
(3) Ecrivant w = |ua |, v = [ w2 | et prenant w = ey, puis w = ez et w = ez, déterminer les
us U3

coordonnées (f1, fo2, f3) de u A v dans la base %y.

| up v 1 |

Solution : On a f1 = (uAv | e1) = détg,(u,v,e1) = |ug vy 0| = usvs — ugve. On montre de méme
uz U3 0
que fo = (WA v | ez) = usvy —ujvs et fz3 = (W Av | es) = ugve — ugvi. On peut aussi procéder « par
w1
identification », i.e. pour u, v fixés et pour un vecteur w = | wsy | variable, on a :
w3

Uy vV Wi
(f(u,v) | w) = |ug vo wa| = (u2vs — uzve) wy — (u1v3 — uzv1) wa + (U1v2 — U2V) W3
Uz V3 ws
(en développant par rapport a la 3e colonne), d’olt par identification :

fi = uav3 — ugvy,
fo=—(u1v3 — usv1) = usvy — U3,

| fg = U1V2 — UQV1. |

(4) Montrer que lapplication ExXE — FE, (u,v) — uAv est bilinéaire, et qu’elle est alternée (i.e. uAu =0
pour tout u € E).

| Solution : La bilinéarité de 'application (u,v) — u A v ainsi que 1'égalité u A u = 0 peuvent se déduire|
de I’égalité

U1 U1 U20V3 — U3V2
Uz | N | v2 ] = | usvy —uivs
us U3 U1V2 — U2V

établie dans la question précédente. Ceci peut aussi se voir directement, comme suit. Soient u,u’,v,v' € E
et t € R. Pour tout w € E/, on a

(tu ANv+u' Av|w)=tuAv|w)+ (U Av|w)=tdétg, (u,v,w) + déteg, (v, v, w)
= détg, (tu + u',v,w) = ((tu + u') Av | w).

Comme ( | ) est non dégénéré (i.e. de noyau nul), ceci entraine tu A v + v’ A v = (tu + v’) A v. On montre
de méme que u A (tv + v') = tu Av + u A v'. Donc 'application F x E — E, (u,v) — u A v est bilinéaire.
| De plus, pour tout u € E, on a 0 = détg, (u,u,uNu) = (uAu|uAu), dott uAu=0. |

(5) Soient u,v,w € E. Pour toute base orthonormée directe & de E, montrer que détg(u,v,w) =
dét e, (u, v, w).

| Solution : Si ¢ = {f1, f2, f3} et 2 sont deux bases de E et si g € End(E), on note Matg «(g) lal
matrice de g en prenant ¢ comme « base de départ » et Z comme « base d’arrivée », i.e. la matrice qui
exprime g(f;) (i = 1,2, 3) dans la base 2. Soit P = Matg, (%) et soit g 'endomorphisme de R? défini par
gler) =wu, ge2) =vet gleg) =w. On a

Mat g, (u, v, w) = Matg, 2,(9) = Matg, 2(id) - Matz, 4,(9) = P - Matg(u, v, w)
d’ott détg, (u,v,w) = dét(P) - détg(u,v,w). Or par hypothese P € SO(3), d’ou dét(P) = 1 et donc
| détag, (u, v, w) = détg(u, v, w). |




(6) Soient u,v € E deux vecteurs unitaires orthogonaux et soit p € E 'unique vecteur tel que & =
(u,v,p) soit une base orthonormée directe de E. En utilisant la question précédente montrer que, pour
tout w € E, on a (uAv|w)=(p|w). Que peut-on en conclure?

| Solution : Tout w € E s'écrit de fagon unique w = au+bv+cp, avec ¢ = (p | w) (et de méme a = (u | w), |
etc.) donc

1 0 a
(uAhv|w)=détg(u,v,w)=10 1 b | =(p]|w).
00 (plw)

Comme ( | ) est non dégénéré (car défini positif), il en résulte que p = f(u,v). Donc : étant donnés deux
vecteurs unitaires orthogonauz u, v, le produit vectoriel u Av est l'unique vecteur p tel que (u,v,p) soit une
base orthonormée directe. Et donc si 8’ = (u,v,p’) est une base orthonormée, on a les équivalences :

| #' directe < p' =p, ' indirecte < p’ = —p.
uy V1 tl
(7) Soit A = [ug wa ta2]| € O(3) et soient C1,Cs,Cs les colonnes de A. Déduire de la question
us U3 t3

précédente que A € SO(3) & C3 = C1 A Cy, et aussi que A € O~ (3) & C5 = —C; A Cs. (Remarque : on a
donc 03 = dét(A) Cl A CQ)

Si par exemple t3 # 0, en déduire, en utilisant la formule explicite pour C; ACy obtenue dans la question
3, que A € SO(3) & ujvg —ugvy = t3 (et donc A € O~ (3) & ujvy — ugvy = —t3).

| Solution : A est la matrice de passage de la base canonique %, a la base orthonormée ¢ = (Cy, Ca, Cs3). |
Donc, d’apres la question précédente, on sait que :
A €80(3) & E est directe < C5 = C1 A Cy,
A €07 (3) © % est indirecte < C5 =—C1 A Co.
En particulier, si t3 # 0 alors on a les équivalences :
t3 = U1V2 — U2V & 03 =1 NCy & dét(A) = 1,
t3 = —(u1v2 — u2'U1) SO03=-C1NCy & dét(A) =—1.

On a bien stur des résultats analogues si t1 # 0 ou si to # 0, mais attention, pour ¢3 le « mineur »
|c0rresp0ndant est usv; — ujvs = —(u1v3 — ugvy ), voir le calcul fait dans la question 3. |

(8) Soient z,y € E deux vecteurs linéairement indépendants, et soient r = ||z|| et ' = ||y||. Soit P le
plan engendré par x et y, soit (u,v) une base orthonormée de P, ot u = %x et soit 6 I'unique élément de
R/277Z tel que y = 1/ (cos()u+sin(f)v). Montrer que ||z Ay| = rr’ |sin(6)|. Indication : Utiliser la question
4 pour exprimer x Ay en fonction de u A v puis, notant £ la base orthonormée directe (u, v, u Av), calculer
détez(x,y,x Ay) et utiliser la question 5.

| Solution : Par hypothese, on a © = ru et y = r'(cos(d)u + sin(f)v) donc, comme A est bilindaire ot |
alterné, on a :

x Ay =ruAr(cos(@)u+ sin(0)v) = rr’ sin(f)u A v.
Par conséquent, notant % la base orthonormée directe (u,v,u Av), on a

r 1’ cos(f) 0
Matg(z,y,z Ay) = |0 7' sin(f) 0 ,
0 0 rr’ sin(0)

donc détg(z,y,x Ay) = (r')?sin()2. Or, d’apres la question 5, ceci égale déte, (z,y, 2 Ay) = (x Ay |

|z Ay) = ||lz Ayll*>. On en déduit que ||z Ayl = rr'|sin(0)]. |

(9) Montrer qu’une base orthonormée ¢ = (u, v, f) est directe si et seulement si la base 2 = (f,u,v)
est directe.

OO =

0 0

Solution : La matrice de passage Maty (%) = | 0 1] est de déterminant 1, donc ¥ est directe si
1 0
e

et seulement si Z l'est. On pouvait aussi dire que le déterminant change de signe lorsqu’on échange deux
colonnes, d’ou :

détz, (u7 v, f) = — dét, (u7 I U) = détg, (fa u, U)



|et donc (u, v, f) est directe si et seulement si (f,u,v) Uest.

(10) Soient f € E un vecteur unitaire et P le plan orthogonal & f. Soient a,b € R tels que a? +b* = 1
et soit # 'unique élément de R/27Z tel que cos = a et sin@ = b. Soit R la rotation d’axe Rf orienté par
f et d’angle 6. Montrer que :

(%) Vye P, R(y)=ay+b(fAy),

(siy =0 c’est clair, et si y # 0 écrire y = r u avec u unitaire et r = ||y||), puis que :

() VeeE,  Rx)=(z|f)f+ar(@)+bfAr(x)=(z|f)f+an(z)+bf Az,

b
oun(x) =x— (x| f)f est la projection orthogonale de = sur P. Enfin, si f = | ¢ |, écrire Matg, (R) sous
t

la forme als + (1 — a)S + bA, pour deux matrices S, A & déterminer.

Solution : Si y = 0, 'égalité (%) est 0 = 0, donc on peut supposer y # 0 et poser y = ru, ol u est|
unitaire et r = ||y||. Les deux membres de (x) étant linéaires en y, il suffit d’établir (x) lorsque y = u. Soit
alors v 'unique vecteur de P tel que (u,v, f) soit une base orthonormée directe de E. D’apres la définition

cos(d) —sin(d) 0
de R, on a Mat(, , s)(R) = [sin(d) cos(d) 0] et donc R(u) = cos(f)u + sin(f)v. Or, d’apres la
0 0 1
question précédente, la base (f,u,v) est directe, donc d’apres la question 6, on a v = f A u. On a donc :
R(u) = cos(0)u + sin(f) f A u, et revenant au cas de y € P arbitraire, on a donc obtenu que :

(%) Yy € P, R(y) = cos(Q)u+sin()f Ay=ay+b(f Ay).

Soit maintenant x € E, sa projection orthogonale sur la droite Rf est (x | f)f, et sa projection orthogonale
sur Pest m(x) =x— (x| f)f. On a bien stir R(Af) = \f pour tout A € R, et donc on déduit de la question
précédente que :

R(x) = (z | [)f + R(w(z)) = (x| /)f +an(z) +bf A7(z),

De plus, comme z = (z | f)f+m(x) et que A est bilinéaire et alterné, on a f Az = f A7(x), et Uon obtient
I’égalité désirée :

(%) Vr € E, R(x)=(z| f)f+anm(x)+bfAx.
p
Enfin, écrivons f = | q |, avec ||f||> = p?> + ¢®> + 12> = 1. Alors, on a
t
P 1 P P 1 1 P? 0
Re1)=plq]| +a| 0] —-p]l4q +b|lg|A|O0]=al|0|+(0—-a)|pg] +b]| ¢
t 0 t t 0 0 pt —q
P 0 p p 0 0 pq —t
Red)=qlq| +al|l 1] —qlaq||+blg|A|1]|=all|+0-a)|?]+b|O
t 0 t t 0 0 qt p
p 0 p D 0 0 pt q
R(es)=t|q] +a 0| —t|gq +blg|I A0l =al0]+(1—a)|qgt]|+b]|-p
t 1 t t 1 1 t? 0
donc
p* pg pt 0 —t ¢
Matg, =als + (1 —a) [ pg ¢* qt +blt 0 -—p
pt gt t* —q p 0




6.5. Appendice (1) : mesure des angles dans R?

Dans cet appendice, on donne une démonstration (parmi d’autres) de U'existence et des propriétés des
fonctions cosinus et sinus.

On munit R? du produit scalaire usuel et on note (e1, ez) la base canonique. Tout nombre complexe z
s’écrit de fagon unique z = x + iy, ol ¢ est une racine carrée de —1, fixée une fois pour toutes. Ceci permet
d’identifier C & R2, en identifiant z = x +1iy au vecteur de coordonnées (x,y). Si z = x + iy, son conjugué
est Z = x — iy. Soit

St={(z,y) eR? |2* +y* =1} ={z=a+iycC |2z =1},
S1 s’appelle le cercle unité.

On «rappelle » (ou 'on admet) les faits suivants : Papplication f : R — C, t + e = exp(it) vérifie les
propriétés suivantes :

(a) c’est un morphisme de groupes :

(1) vt,t' € R,

. ’ . s
ez(tth ) — eit it ‘

(b) pour tout t € R, on a exp(it) = exp(—it) = exp(it)~!, par conséquent, f est & valeurs dans S*.
(c) f est dérivable et sa dérivée est I'application f’ : ¢+ ie'.

On note alors cos(t), resp. sin(t), la partie réelle, resp. imaginaire, de e, c.-a-d., on pose

(2) Vt € R,

et = cos(t) + isin(t). ‘

Alors, (a), (b) et (c) se récrivent :

(3) Vt,t' € R, cos(t +t') = cos(t) cos(t') — sin(t) sin(t), sin(t +t') = sin(t) cos(t') + cos(t) sin(t'),
(4) vVt € R, cos(—t) = cos(t), sin(—t) = — sin(t), cos?(t) 4+ sin®(t) = 1,

(5) vVt e R, cos'(t) = —sin(t), sin’(t) = cos(t).
On montre alors le :

Théoréme 6.5.1. — (1) Le morphisme de groupes f : R — S, t s et est surjectif.

(2) Ker(f) est le sous-groupe 2wZ de R et cos,sin sont périodiques de période 2.

Démonstration. — On a cos(0) = 1 donc cos(t) > 0 pour ¢ voisin de 0, donc sin est strictement croissante
au voisinage de 0, et comme sin(0) = 0 on a sin(¢) > 0 pour ¢ > 0 voisin de 0, et donc cos(t) < 1 pour
t > 0 voisin de 0.

Montrons d’abord qu’il existe tg > 0 tel que cos(tg) = 0. Supposons au contraire que cos(t) > 0 pour
tout ¢ > 0. Alors sin(t) serait croissante sur R, donc > 0 sur Ry, et comme cos’(¢) = — sin(t), alors cos(t)
serait décroissante et > 0 sur R4 donc tendrait en +oo vers une limite £ € [0,1[ (£ < 1 car cos(t) < 1 pour
t > 0 voisin de 0). Mais alors cos(2t) = 2 cos?(t) — 1 tendrait aussi vers ¢, donc £ serait racine du polynome

1
2X2—X—1:2(X—1)(X+§),

ce qui est impossible puisque ¢ € [0, 1[. Cette contradiction montre qu'’il existe to > 0 tel que cos(tg) = 0.
On note alors g le plus petit réel tg > 0 tel que cos(tp) = 0. Tenant compte du fait que cos(—t) = cos(t),

on a donc :
(6) cos(:l:z) =0 et Yt e —_w,z , cos(t) > 0.
2 22
Donc sin est strictement croissante sur [0, 7/2], d’ou sin(7/2) = 1 (étant > 0 et de carré = 1), donc sin est
une bijection strictement croissante de [0, 7/2] sur [0, 1], et Pon a
(7) e =1,
et t — e’ est une bijection de [0, /2] sur le quart de cercle {(z,y) € S* | # >0, y > 0}. D’apres (1) ou
(3), il résulte de (7) que :

(8) VteR, exp (i(t + g)) = e, d’ott  cos(t + g) = —sin(t), sin(t + g) = cos(t).

En particulier, on a €™ = —1, et sin(t) > 0 pour tout ¢ € ]0, 7|, donc cos est une bijection strictement
décroissante de [0, 7] sur [—1, 1].



Il en résulte que t — €' est une bijection de [0, 7] sur le demi-cercle supérieur {(z,y) € S* | y > 0}, et
de [—, 0] sur le demi-cercle inférieur {(x,y) € S|y < 0}. Ceci prouve la surjectivité.

D’autre part, on a I'inclusion et les égalités suivantes :

(1) 2rZ CKer(f) ={T eR|eT+) = ¢t Vte R} ={T € R|cos(T +t) = cos(t), Vte R}
={T e R |sin((T +¢) =sin(t), VieR}.

En effet, comme 2™ = 1 on a 27Z C Ker(f). D’autre part, si T € Ker(f) i.e. si ! = 1 alors, d’apres (1),
on a e/(T+t) = ¢ pour tout ¢t € R, d’ot1 la premiere égalité.
T
D’autre part, comme on a cos(t) = sin(t + 5), pour tout ¢ € R, on obtient que

{T eR|cos(T +t) =cos(t), VteR}={T €R|sin(T+t)=sin(t), ViecR}

et cet ensemble égale donc {T € R | T+ = ¢it vt € R},

Enfin, soit T € R tel que cos(T+t) = cos(t) pour tout ¢ € R; montrons que T’ € 27Z. Quitte a changer T
en —T', on peut supposer T > 0, soit alors n le plus grand entier > 0 tel que 2nm < T', alors T — 2nm vérifie
la méme propriété que T et appartient a [0, 27[. Donc, pour obtenir que 7' = 2n, il suffit de montrer que
27 est le plus petit réel s > 0 tel que cos(s) = 1.

Or, d’apres ce qui précede, on sait que 1 > cos(t) > —1 pour tout ¢ € ]0, 7[. Supposons que s € ]0, 27|
vérifie cos(s) = 1, alors sin(s) = 0 donc e*® = 1, donc x = "/ vérifie 22 = 1, d'ott = +1 et donc
cos(s/2) = +1, impossible puisque s/2 € ]0,7[. Ceci montre que 27 est le plus petit réel s > 0 tel que
cos(s) = 1.

Il en résulte que l'inclusion dans () plus haut est une égalité. Ceci montre que cos et sin sont périodiques
de période 27, et que Ker(f) = 27Z. Le théoréme est démontré. O

Remarque 6.5.2. — Dans ce qui précede, on a défini 27 comme le générateur positif du groupe Ker(f)
(i.e. le plus petit élément > 0 de Ker(f)). On retrouve que 27 est la longueur du cercle de rayon 1 comme
suit. Pour toute fonction g : [a,b] — R2, t +— g(t) = (x(t),y(t)) continiment dérivable, on peut montrer
que la longueur dans R? euclidien de la courbe v = {g(t) | t € [a,b]} est donnée par la formule :

b b
Liy) = / V@O 7@ dt = / NCIOEESTOEE S

Appliquant ceci a f : [0,27] — R?, t — e = (cos(t),sin(t)), on obtient

27
L(SY) = V1dt = 2.
0

6.6. Appendice (f) : décomposition d’Iwasawa de GL,(R)

Afin d’énoncer un corollaire matriciel au théoreme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, introduisons
les notations suivantes. D’abord, notons %y = (e1, . . ., e,) la base canonique de R™. Soit TS\ (R) I’ensemble
des matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux sont > 0.

Lemme 6.6.1. — TS (R) est un sous-groupe de GL,,(R).

Démonstration. — Soient N, N’ € TS (R), notons t1 ..., t, et t;,...,t, leurs coefficients diagonaux. Alors
NN’ est triangulaire supérieure, de coeflicients diagonaux t;t; > 0, d’'ou NN’ € TS;'Zr (R). Donc il suffit
de montrer que N~ € TS} (R). Soient C1,...,C, les vecteurs colonnes de N. Montrons par récurrence
sur r < n que e, = (1/t,)Cr + >, b;C;. C'est OK pour 7 = 1, car Cy = t1e; d’ou ey = (1/t1)Ch.
On peut donc supposer r > 2 et l'assertion établie pour  — 1. En particulier, on a Vect(e,...,e,—1) =
Vect(Ch,...,Cr_1). Comme C, — t.e, € Vect(ey,...,e,—_1), on en déduit qu’il existe des coefficients b;,.,
pour i =1,...,r — 1, tels que

r—1
trer - Cr + Z b;rC7 )
i=1

d’ott le résultat voulu au cran 7, en divisant par t, et en posant by = bl /t,.. Il en résulte que N~! est
triangulaire supérieure, de termes diagonaux les 1/¢;, qui sont > 0. Ceci prouve le lemme. O

On déduit alors du théoreme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt le :



Corollaire 6.6.2 (Décomposition d’Iwasawa). — L’application ci-dessous est bijective :
O(n) x TS} (R) — GL,(R), (K,N)— KN
(Attention, ce n’est pas un morphisme de groupes, i.e. (KN)(K'N') £ KK'NN' en général.)

Démonstration. — Soit P € GL,,(R), notons vy, ..., v, les vecteurs colonnes de P. Alors & = (v1,...,v0,)
est une base de R™ et P = Matg, (%), ou % est la base canonique de R™. D’apres le théoréme de Gram-
Schmidt, il existe une base orthonormée € = (f1,..., fn) de R™ telle que, pour tout r = 1,...,n, on ait
Vect(vy,...,v.) = Vect(f1,...,fr), et (v | fr) > 0, et ceci équivaut a dire que la matrice de passage
N = Maty (%) appartient 4 TS} (R). D’autre part, comme % est orthonormée, la matrice de passage
K = Matg, (%) appartient & O(n). D’apres la formule de changement de base, on a

P = Matg, (%) = Matg, ((5) . Mat%(@) =KN

ce qui prouve l'existence.

Montrons 'unicité : supposons qu'on ait P = K' M avec K’ € O(n) et M = (my;)}';—; € TS, (R), et
notons f1,..., fn les colonnes de la matrice K’ = PM~1. Alors ¢ = (f1,..., f) est une b.on. de R, on a
Matg, (%) = K’ et la matrice exprimant # dans la base € est

Mat (B) = Maty (%) - Matg,(B) = K'~'P =M.

Alors, pour tout 7 = 1,...,n, on a v, = Y ._, my fi, avec (vy | fr) = myr > 0. De plus, d’apres le
lemme précédent (ou par un calcul direct), pour tout i = 1,...,n, les vecteurs fi,..., f; appartiennent a
Vi = Vect(vy,...,v;), donc en forment une base orthonormée. Donc la base € = (f1,..., fn) vérifie les
conditions du théoreme de Gram-Schmidt, d’olt par unicité M = N, puis K’ = PN~ ! = K. O

Remarques 6.6.3. — (1) En appliquant ce qui précede & P~!, on voit qu’il existe un couple unique
(K,N) € O(n) x TS} (R) tel que P~* = KN, i.e. P = N~!K~!. Comme l'application g — g~ est une
bijection sur chaque groupe, il en résulte que I'application TS (R) x O(n) — GL,(R), (N, K) — NK est
aussi une bijection.

(2) L’espace vectoriel M, (R) ~ R™ a une structure naturelle d’espace topologique, définie par la dis-
tance associée a n’importe quelle norme sur M, (R), par exemple ||(a;;)||cc = Max; ;|ai;| ou ||(ai;)]l2 =

\/ i afj, et donc les sous-ensembles O(n), TS, (R) et GL, (R) héritent d'une structure d’espace topolo-
gique. Il est facile de voir que lapplication (de multiplication) (K, N) — KN est continue, et on peut mon-
trer que c’est un homéomorphisme. D’abord, I'application GL,,(R) — GL,,(R), A — A~! est continue, car
A1 = (1/dét(A)) A4, ot A désigne la matrice des cofacteurs de A (cf. 1.4.3). Il suffit donc de montrer que,
si A= KN, 'application f : A+ N~! est continue, car alors les applications A — N et A — K = AN~!
le seront aussi. Or, si 'on note v1,...,v, les colonnes de A, la continuité de f : A — N~1 résulte de la
démonstration du théoreme de Gram-Schmidt, car les coefficients de N~ = Maty, .. v,y (€1, .,e,) sont

des fonctions continues des produits scalaires (v; | v;).



CHAPITRE 7

ESPACES AFFINES, CONIQUES ET QUADRIQUES

Résumé : Dans ce chapitre, on introduit la notion importante d’espace affine. De facon imagée, un
espace affine & est «la méme chose » qu’un espace vectoriel £ dont on a oublié 'origine; c’est le cadre
naturel pour faire de la géométrie. Dans la section 1, on commence par introduire les notions de repere, de
changement de repere, et d’application affine. Dans la section 2, on introduit les barycentres, et la notion
de sous-espace affine. Dans la section 3, on incorpore les résultats du Chap. 6 en introduisant les « espaces
affines euclidiens » et leurs isométries ; en particulier on étudie en profondeur les isométries du plan affine
et de l'espace affine de dimension 3. On termine le chapitre par I’étude des coniques (dans le plan) et des
quadriques (dans 1’espace). Comme le précédent, ce chapitre contient beaucoup de résultats nouveaux et
importants, qu’il faut essayer d’assimiler !

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux.

7.1. Espaces affines réels

Exzemple 7.1.1. — Dans R?, soit 2, la «droite affine » d’équation x; + x3 = 1, ce n’est pas un sous-
espace vectoriel de R? : si # = (z1,22) et y = (y1,v2) appartiennent & 2, alors x +y & 2, (car
14y +x2+ys =2),etsit €R,t#1,alors to = (tzq,txs) € Z1. Mais le vecteur y — z = (yl*ml)

Y2—x2
appartient & la droite vectorielle D d’équation z; + 2o = 0, engendrée par le vecteur & = e; — ep. On a

donc une application

D x 91 — D, (x,y) —y— .
Notons a:_g} le vecteur y — x € R?, alors pour z,y,2 € Z; on a
(1) =z—r=(y—o)+(z—y) =Ty + 2.

D’autre part, pour tout = (21, r2) appartenant & %, et pour tout vecteur v = tu € D, il existe un
unique y € 2 tel que Ty = v, & savoir y = (x1 +t, x5 — t), et I'on notera y = x + v. Donc :

(2) pour tout x € 2, application {x} x 2, — D, (x,y) — Ty est bijective

et ceci équivaut aussi a dire que :

(2" I'application 2y x 21 — 91 x D, (x,y) — (x,T7) est bijective;

son inverse est notée (z, v) — (z,z + 0).

Remarque 7.1.2. — Ce qui précede est une propriété intrinseque de %, et ne dépend pas des coordonnées
(x1,x2) choisies. Par exemple, soient f1 = (e — e2)/2 et fo = (e1 + e3)/2, alors

1/1 1
Mat(el,ez)(flva) = 5 (_1 ]_)

est inversible, donc € = (f1, f2) est une base de R? et les coordonnées (y1,y2) dans la base € sont données

par
1 _
<x1) _ P(zn) _ _( Y1 + Yo ) Joit (y1> _ <x1 a:z).
T2 Y2 2\-y1+ 2 Y2 x1 + T2
Avec ces nouvelles coordonnées, % est la « droite affine » d’équation yo = 1 et D est la droite vectorielle

d’équation yo = 0; si P et @, de coordonnées (p, 1) et (g, 1), appartiennent & %, le vecteur P—Q> =(¢—p)f1
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appartient & D, et réciproquement, pour tout v = tf; € D, le point P+tf; = (p+t,1) est 'unique point
—
Q de 21 tel que PQ =tf.

Ce qui précede est un cas particulier de, et conduit a, la définition suivante :

Définition 7.1.3 (Espaces affines réels). — Soit E un R-espace vectoriel. Un espace affine & de
direction F est un ensemble non-vide & muni d’une application

ExXE— E, (z,y) — 7Y

vérifiant les deux propriétés suivantes :

(1) ‘ Relation de Chasles : 22 = z3) + 4% ‘ Vr,y,z € &.

(2) L’application & x & — & x E, (z,y) — (z,7y) est bijective.

On notera (z, @) +— (z,2 + @) la bijection inverse, c.-a-d., pour tout z € & et w € E, x + u désigne
I'unique y € & tel que 7y = «.

Vocabulaire : les éléments de & sont appelés « points », ceux de F sont appelés « vecteurs ». Si E est
de dimension finie n, ce que nous supposerons par la suite, on pose dim & = dim F.

Remarque 7.1.4. — Dans la définition précédente, on peut remplacer R par un corps arbitraire k, on
obtient ainsi la notion d’espace affine sur k. Comme nous ne considérerons que des espaces affines sur R,
nous dirons simplement « espaces affines », sans préciser « réels ». De plus, pour abréger, on écrira souvent, :
«soit (&, FE) un espace affine », ou méme : «soit & un espace affine (de dimension n) », sans préciser ’espace
vectoriel E (appelé la « direction » de &).

Exemple 7.1.5. — Tout R-espace vectoriel F est un espace affine, pour 'application ExXFE — E, (z,y) —
—
Y=y — .

Définition 7.1.6 (Repeéres cartésiens d’un espace affine de dimension finie)

Soit (&£, E) un espace affine, avec dim E = n. Un repére (cartésien) Z de & est un couple (O, %), ou O
est un point de & et & = (ey,...,e,) est une base de F; on dira aussi que le (n + 1)-uplet (O, eq,...,e,)
est un repere de &. Dans ce cas, pour tout point P de &, il existe un unique n-uplet (z1,...,z,) € R™ tel
que

—
OP = zie1+ -+ xpey,

et on dit que (x1,...,2,) sont les coordonnées de P dans le repére Z.

Exemple 7.1.7. — Soit # = (e, ..., ey) la base canonique de I’espace vectoriel E = R™, posons
E=R"={(x1,...,2n) | Vi=1,...,n, x; €ER}
considéré comme espace affine de direction E = R™, c.-a-d., muni de I'application & x & — E, (x,y) —
Ty =y—x = S (yi—z;)ei. Notons O le point (0, ...,0) de & et Z le repere (O, %). Alors pour tout point
P = (z1,...,2,) de &, ses coordonnées dans le repere # sont (z1,...,x,). Si on fixe un point arbitraire
A = (a1,...,a,) de & et qu'on considére le repére Z' = (A, B), alors les coordonnées (z,...,2!) de P
— —

dans %’ sont données par I'égalité AP = 2/ ey + - - -z} ey, et comme par définition AP = Y7 (2; — a;)e;,
on obtient x; = x; — a; pour tout <.

Ce qui précede est un cas particulier du théoreme suivant :

Théoréme 7.1.8 (Changement de repere). — Soit (&, FE) un espace affine de dimension n, # =
(e1,...,en) et € = (f1,..., fn) deuzr bases de E, soit P = Matg(€) la matrice de passage, et soient

—

0,0 € &. Posons OO’ = t1e1+- - -+tpe,. Pour M € & arbitraire, notons (x1,...,Ty) (resp. (z4,...,2)))
ses coordonnées dans le repére Z# = (0, RB) (resp. Z' = (0',€)). Alors on a
X1 Ty tl Ty xr1 — tl
=P :|+]:], et donc = p1
/

T, x, tn xl Ty, — tn

De facon abrégée, si l'on note X, X' et T les vecteurs colonnes ci-dessus, on a

X =PX'+T | X' =P (X -7)]




Démonstration. — Soient X, X’ comme ci-dessus et notons Y le vecteur colonne PX’. Alors, d’apres la
formule de changement de base dans F, on a :

! ! !
OM=xfi+ - +x,fn =1n€1+ -+ Ynen,

—_ — ——
et comme OM = OO’ + O'M on obtient

X =0M =) (ti +y)e; =T+ PX'
i=1
et 'on a donc aussi X' = P~Y(X — T), ce que 'on peut aussi retrouver en écrivant que
n n
> aifi=0'M =0M - 00" = (z; — t;)e;
i=1 i=1

dott X’ = P~Y(X - T). O

Définition et proposition 7.1.9 (Applications affines). — Soient (&, F) et (&', E') deux espaces
affines. Une application f : & — &' est une application affine s’il existe un point O € & tel que
Uapplication ¢ : E — E définie par :
— I ——
VP €&, o(OP) = f(O)f(P)

—
soit linéaire. Dans ce cas, on note ¢ = [, et les €galités ci-dessus sont vraies pour tout couple de points
(I,P), c.-a-d., on a pour tout I € & :

— —

vPeé&, fVf(P)= fIP)| e |VueE, fI+7a)=f)+ f(T).

On dit alors que ? est la partie linéaire de f.

Démonstration: Fixons un point O € &. Comme Papplication § : E — &, W — O+ U est une bijection,
d’inverse P — OP alors I'application =1 o f o § est I'unique application ¢ : E — E telle que
— — — . N D A0
Vu € E, FO+7W)=f(O)+¢(u) (i.e. f(O)f(P) = ¢(OP), pour tout P € &).

On suppose que, pour ce choix de O, 'application ¢ : E — E est linéaire. Soit I € & arbitraire. D’apres
la relation de Chasles, et la définition de ¢, on a, pour tout P € & :

F(D)F(P) = f(O)f(P) — f(O)f(I) = $(OP) — ¢(O1)

et comme ¢ est supposée linéaire, ceci égale gb(O—l)D — O_>I ). D’apres la relation de Chasles, & nouveau, on a
—_— = — —
OP — OI =1P. Posant f = ¢, on a donc obtenu :
B — —
vi,peé&,  fI)f(P)= f(P).
La proposition est démontrée. O

Remarque 7.1.10. — Pour f : & — & arbitraire, et O € &, 'application ¢ : E — E définie plus haut
n’a aucune raison d’étre linéaire : prendre par exemple & = E = R, O = 0 et f(t) = t? pour tout t € R,
alors ¢(t) = f(t) n’est pas linéaire.

Proposition 7.1.11 (Ecriture d’une application affine dans des repéres cartésiens)

Soient (&, F) et (&', E') deux espaces affines, avec dimE = m et dim E' = n, et soit f : & — &' une
application affine. Soient Z = (O, RB) et Z' = (0',€) des repéres de & et &', soit A = Matcg@(?) €
My.m(R) et soient (b,...,0),) les coordonnées de f(O) dans %'

Alors, pour tout P € &, de coordonnées (x1,...,%m) dans X, les coordonnées (yi,...,yn) de f(P)

dans X' sont données par :

Y1 Z1 by
S =AL
Yn Tm b
y1— b T
—_— — —
Démonstration. — En effet, on a : =f(O)f(P)= f(OP)=A| : [. O

Yn — b;z Lm



&

Définition et proposition 7.1.12 (Translations de &). — Pour tout W € E, on appelle transla-
tion de vecteur W lapplication t— : & — &, qui a tout x € & associe le point x + u. C’est une
application affine, dont la partie linéaire est idg.

Démonstration. — On fixe O € & et pour tout P € & on pose P’ = P + . Alors
O'P'=0'0+0OP+ PP =OP.
~~ A

= =
Avec les notations de 7.1.9, ceci montre que l'application ¢ égale idg, qui est linéaire. Donc ¢t est une
application affine, de partie linéaire idg. O

Lemme 7.1.13. — Pour tout W, v € E, on a . Donc Uensemble des translations est

u

tw Ot7=t—>+7

un groupe commutatif; en particulier, toute translation t— est bijective, d’inverse t_—.

u

—

Démonstration. — Pour tout P € &, on a (t ot)(P) =tz(P+ V) =P+ ¥ + U =ty (P). Ceci
prouve la premiere assertion, et la seconde en découle facilement. O

Proposition 7.1.14 (Composée d’applications affines). — Soient & L& % 6" deus applications

N =
affines, alors la composée go f : & — &' est affine, et sa partie linéaire est|(go f) =g o f.

Démonstration. — Fixons O € & et posons O’ = f(O). Pour tout M € & et P € &', on a:
OV — (O N s = b
fO)f(M) = f(OM) et g(O")g(P)="g(OP).

En particulier, appliquant la deuxie¢me égalité au cas ot P = f(M), on obtient :

—

(90 N(O)(g o M) = g(F(0)g(F(M)) = G (F(0)f(M)) = G ([ (OM)) = (3 o )(OM).
D’apres 7.1.9, ceci prouve que g o f est affine, de partie linéaire g o 7 O

Théoréme et définition 7.1.15 (Transformations affines et groupe GA(&))
Soit (€, E) un espace affine.

(1) On note TAH(&) Uensemble des transformations affines de &, i.e. applications affines & — & ; il
est stable par composition, c.-d-d., si f,g € TAff(&) alors go f € TAf(&).

(2) Pour tout O € &, tout f € TAH(&) s’écrit f =1t
par $o(P) = O + f (OP).

070} °© b0, ou ¢o est Dapplication affine définie

(3) Soit f € TAf{(&), alors | f bijective <> ? bijective.
(4) On note GA(&) = {f € TAHH(&) | f bijective} ; c’est un groupe, et lapplication GA(E) — GL(E),

AN
f— [ est un morphisme de groupes.

(5) Pour tout f € TAff(&) et W € E, ona foty =t
fotwo ™ =t7).

T © f; en particulier si f € GA(&) alors

SR
Démonstration. — (1) découle de 7.1.14. Prouvons (2). Soient O € & et f € TAff(&), posons © = Of(O)
- =
et g=t_o o f € TAff(&). Alors g est affine, sa partie linéaire est idgo f = f, et 'on a g(O) = O. Donc,
S - —
pour tout P € &, on a Og(P) = f (OP) donc g égale ¢o, et 'on a f = t= o ¢po, ce qui prouve (2). De
plus, comme t- est bijective et f =t o ¢p, on a :
f bijective <= ¢ Dbijective <= ? bijective
ce qui prouve (3).
Prouvons (4). Soit f € GA(&) et soient O, P € &. Posons O’ = f~1(0) et P’ = f~1(P), comme f est
affine et f(O') =0, f(P')=P,on a:

— —_—

fO'P) = f(O)f(P)=0P
et comme 7 est bijective, d’apres (3), on obtient que
FHO) () = O'P' = ()7 (OP)

-
et ceci prouve que f~! est affine, de partie linéaire ( f)~!. Le reste du point (4) découle alors de 7.1.14.




O

Prouvons (5). Pour tout P € &, on a

N
(fotz)(P) = f(P+7)=f(P)+ f (W)= (t7 5,0 N)P)
ce qui prouve le premier point de (5), et le second en découle. O
Remarque 7.1.16. — Soient (&, E) et (&, E’) deux espaces affines de dimension finie, et soit f : & — &’
—

une application affine bijective. Alors f : E — E’ est une application linéaire bijective, donc E et E’ sont
isomorphes; en particulier ils ont méme dimension, donc dim & = dim &”.

7.2. Barycentres et sous-espaces affines

Théoréme et définition 7.2.1 (Barycentres). — Soit & un espace affine, soient Py,..., P, € & et
t1,...,t, des réels tels que ‘ ty+---+t, =1 ‘ Alors il existe un unique point G € & tel que :

() Vies,  IG=tIP +-- +1,IP,

et G s’appelle le barycentre des points pondérés (P;,t;) (i.e. chaque point P; est affecté du « poids » t;).
On notera :

Lorsquet; = -+ =t,, dout; =---=t, = 1/n, on dit que G est le centre de gravité ou isobarycentre
des points Py, ..., P,.
Démonstration. — Fixons une origine O € &. Si G existe, il vérifie nécessairement
— — S
) OG =t0P, + -+ t, 0P,

d’ou 'unicité de G (s’il existe). Réciproquement, définissons G par I’égalité ci-dessus et montrons que G
vérifie (x) pour tout I € &. D’apres la relation de Chasles et (f), on a

n

itiﬁ:iti(ﬁ+0—37)= (Zti)I_O’JritiO_P;:I_HL_G’:I_’.
=1 =1

i=1 i=1
———
=1
Ceci prouve le théoréme. O
Remarque 7.2.1.1. — La démonstration du théoréme montre que si un point G’ vérifie I’égalité (x) pour

un point I, alors G’ égale G et vérifie ’égalité () pour tout point I.

Définition 7.2.2 (Segments). — Soient A, B € &, on définit le segment [A, B] comme I'ensemble des
points qui sont « entre » A et B, i.e. I’ensemble des points P de la forme

— —

P=A+tAB=DB+(1—-t)BA, avec t € [0, 1],
c’est donc aussi ’ensemble des barycentres P = (1 — t)A + tB, avec t € [0, 1]. En particulier, le centre de
gravité de A, B (qui correspond & t = 1/2) est le milieu du segment [4, B].
Proposition 7.2.3 (Associativité des barycentres). — Soient Ay,..., A, € &, t1,...,tn, € R tels
que ty + - +t, =1, et G le barycentre des points pondérés (Aq,t1), ..., (An,tn)-

(1) On suppose que p=1t1 + -+ t,—1 =1 —t, est non nul. Soit H le barycentre des points pondérés
(A1, t1/p), -y (An—1,tn=1/1), alors ‘ G est le barycentre de (H, u) et de (An,tn),‘

(2) En particulier, sity =--- =t, = 1/n, soit G (resp. H) le centre de gravité G de Ay, ..., A, (resp.
de A1,...,An_1), alors G est le barycentre de (H,(n —1)/n) et de (An,1/n).

s , : P = _ 1«1, 757
Démonstration. — Soit O € &. Alors H est défini par OH = — >~ t;0A; et le barycentre G’ de (H, )
R
et de (A4,,t,) est défini par

— — S G —_— —
OG’ = puOH + t,0A, = Y 1;04; + t,04, = OG

=1

d’on G' =G. O



Exemple 7.2.4 (Centre de gravité d’un triangle). — Dans le plan affine &2, soient A, B,C trois
points non alignés, soit G le centre de gravité des points A, B,C, et soit O € & arbitraire. Notons [
le milieu du segment [BC], alors la droite (AI) s’appelle la médiane du triangle issue de A. Appliquons
la proposition précédente & A1 = B, Ay = C, A3 = A, alorsona u=2/3ett;/u=1/2pouri=1,2, donc
H=1TIetlona:

—

2— 1—
OG = gOI—F gOA.

Prenant O = G, on obtient GA = —QCTI> : ceci montre que G est situé sur le segment [AI], aux deux-tiers
du segment en partant du sommet A. On a le méme résultat si 'on introduit les milieux J et K de [BC]
et [C'A], donc on obtient le résultat suivant : « les médianes d’un triangle se coupent auz deuz-tiers de leur
longueur (en partant des sommets), et le point d’intersection est le centre de gravité du triangle ».

Théoréme 7.2.5 (Applications affines et barycentres). — Soit f : & — &' une application affine.
Alors [ préserve les barycentres : si G € & est le barycentre des points (A, t;) alors f(G) € &' est le
barycentre des points (f(A;),t;).

Démonstration. — Fixons O € & et pour tout P € & notons P’ = f(P). Par définition, on a 0G =
—_— —
S t;0A; d’ou, puisque f est linéaire :
- ; _ n n _ n - ;
O'G = f(O tOA) =) ti f(OA) =) t0'A;.
i=1 i=1 i=1

Ceci montre que G’ est le barycentre des points (A, ¢;). O
Définition et proposition 7.2.6 (Sous-espaces affines). — Soient (&, FE) un espace affine et F un
sous-ensemble non-vide. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour tous Mo, My,...,M, € F et tous to,t1,...,t, € R tels que to + --- +t, = 1, le barycentre
G =toMo+ - - +t, M, appartient a F.

(2) Pour tous Mo, My,...,My, € F et tous A,..., \p € R, le point My + M MoMi + --- + N\ MoM,
appartient a % .

(3) Il existe My € F tel que F = {MyM | M € F} soit un sous-espace vectoriel de E.

(4) Pour tout Mg € F, F = {MoM | M € F} est un sous-espace vectoriel de E, indépendant du choizx
de My € %.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on dit que F est un sous-espace affine (en abrégé : sea), de
direction F', et l’on pose dim.% = dim F.

Démonstration. — Montrons que (1) < (2) : en prenant My comme origine, G est défini par 1'égalité
P P
— _ _
i=1 i=1
et équivalence (1) < (2) en découle (si Aq,..., A, sont donnés, on prend ¢; = A\, pour ¢ = 1,...,p et

to=1-3" 1 X\).
Il est clair que (2) = (3). Supposons (3) vérifié pour un point My fixé et soit M| € %, notons provisoi-
rement

YRy a
F' ={M{M | M e 7}

— YRy / — :
Posons v = MyMj. Comme Mj € F, on a v € F, et comme F est un sous-espace vectoriel de E,
I'application ¥ + ¥ — W est une bijection de F sur lui-méme (d’inverse w ~ w + u'). D’apres la relation
de Chasles, pour tout M € .% on a

’ / -7
MM = MoM — MM = MM —

et donc
F (v -7 |TecF) =F
Ceci prouve que (3) = (4). Enfin, il est clair que (4) = (2). La proposition est démontrée. O



Remarque 7.2.7. — Soient (%, F') comme dans la proposition précédente, alors # est un espace affine de
direction F', ce qui justifie la terminologie « sous-espace affine de & de direction F' ». En effet, I’application
—_—

ﬁx%eF, (Mo,M)l—) oM
est la restriction a . x .% de application & x & — E, donc vérifie la relation de Chasles. D’autre part,
—

d’apres le point (4) de la proposition, pour tout My € %, lapplication .#% — F, M +— MyM est bijective.
Ceci prouve que % est bien un espace affine de direction F' (cf. définition 7.1.3).
Définition 7.2.8 (Sea de direction F passant par un point A). — Soient (&, F) un espace affine
et F un sev de . Pour tout A € &, il existe un unique sea de direction F' passant par A, c’est :

F={Pc&|APcF}={A+7 | W € F}
on le note A + F'. De plus, pour tout point B € .%, on a aussi % = B + F.

Exzemples 7.2.9. — (1) Pour tout P € &, le singleton {P} est un sea de & de dimension 0, et récipro-
quement.

(2) Soit 2 un sea de & de dimension 1, et soit D = R% sa direction (une droite vectorielle dans F).
Pour tout A fixé dans Z, on a :
P=A+RU ={A+tu |teR}={(1-t)A+tB|tcR}
ot I'on a posé B = A+ . Réciproquement, pour tout A # B dans &, I’ensemble des barycentres :
{1—-t)A+tB|teR}
est un sea de & de direction Rzﬁ, qu’on appelle la « droite affine » (AB).

Proposition 7.2.10 (Sous-espaces affines définis par des équations)
Soit (&,E) un espace affine. On fixe O € &. Soient fi,...,fp € E* des formes linéaires sur E et
c1,...,¢p € R. On pose
SN ,
F={Peé&| fi(OP)=¢;, Yi=1,...,p}.

Alors, si F # &, c’est un sea de &, de direction [’espace vectoriel

P
F={weE|f(u)=0, Vi=1,...,p} =) Ker(f).
i=1
Démonstration. — Supposons % # @ et soit My € .%. Alors un point arbitraire M € & appartient a %
si et seulement si on a :
— —
ce qui équivaut a :
_ —_ —

—
et encore & : MoM € F =(/_, Ker(f;). D’apreés la proposition 7.2.6, ceci montre que .Z, s’il est non-vide,

est un sea de direction F'. O
Exemples 7.2.11. — Soit (&, E) un espace affine de dimension n. Fixons un repere (O, eq,...,e,) de &,
d’ou des coordonnées (x1,...,x,). Alors toute forme linéaire sur E est de la forme x +— a1z1 + -+ -+ ap2p
—
et donc se donner des équations f;(OM) = ¢; pour i = 1,...,p équivaut & se donner un systeéme :
1171 + -+ a1ty = C
ap1T1 + -+ ApnTn = Cp

et la proposition précédente signifie la chose suivante : si I’ensemble .# des solutions de ce systéme
est non-vide, alors c’est un sea de & de direction ’espace vectoriel F' formé des solutions du
systéme homogene :

a11¢1+ -+ amxr, = 0

Ap1x1 + -+ ApnTn 0.

Illustrons ceci par les deux exemples suivants :

(1) F = {(x1,22,73) €ER3 | 21 + 29+ 23 =1, a1 + 229 = 2} # & (il contient, par exemple, le point
(0,1,0)), c’est un sea de R? de direction la droite vectorielle

F = {(1‘1,.232,.233) ERB | xr1 + X2 + x3 :0:$1+23§‘2}.



(2) Par contre,
ﬁz{($1,$2)€R2|$1+1‘2:1, 2$1+2$2:3}
est vide!

De plus, dans un espace affine & de dimension n, tout sous-espace affine .% de dimension r peut étre
défini par exactement n — r équations :

Proposition 7.2.12. — Soient (&, E) un espace affine de dimension n et F un sea de direction F,
dim F' = r. Soit O € & arbitraire et (e1,...,e,) une base de F', complétons-la en une base # = (e1, ..., ep)
de E et notons (z1,...,xy,) les coordonnées dans le repére Z = (O, B). Alors il existe ¢ri1,...,¢n € R
tels que

F={M(@x1,...,xp) €EE |xi=¢;;, Yi=r+1,...,n}
Démonstration. — Soit My € #, posons ¢; = x;(My) pour i =7+ 1,...,n. Pour tout M € .%, on a
—
MoM € F = Vect(ey, ..., e)

— ’ . . . — )
donc MoM a toutes ses coordonnées d’indice ¢ > r nulles, et donc M = My + MqM vérifie x;(M) =
x;(Mp) = ¢; pour i > r.
’ . . . . —
Réciproquement, si M € & vérifie x;(M) = x;(My) = ¢; pour i > r, alors le vecteur My M a toutes ses
—_—
coordonnées d’indice i > r nulles, donc appartient & F, et donc M = My + MyM appartient a .%. Ceci
prouve la proposition. O
Définition et proposition 7.2.13 (Sous-espace affine engendré par une partie non-vide)
Soit (&, E) un espace affine, X une partie non vide de &. Alors l'ensemble F de tous les barycentres
G:tvo—F"'—FtpAp, ot Ao,...,ApEX, to,...,tp €R, to+---+t, =1

est un sous-espace affine de &, et c’est le plus petit sea de & contenant X. On l’appelle le sea engendré
par X et on le note Aff(X). De plus, pour tout choiz d’un point Ay € X, on a :

AFF(X) = {Ag + MAgA; + -+ ApAg Ay | Aty .o Ay € X, Aiy..oy Ny € R)
= Ao + Vect{A,B | B € X}
Démonstration. — On définit .F par :
F ={G=tgAo+ - +t,A, | Ao,..., 4, € X, to,...,tp €R, to+---+1t, =1},

cette définition ne dépend d’aucun choix et tous les points de X y jouent le méme role. On pourrait montrer
directement, avec cette définition, que % vérifie la propriété (1) de la proposition 7.2.6, mais il est plus
commode de procéder comme suit. Fixons un point Ay € X, alors, comme dans la démonstration de (1)
< (2) dans 7.2.6, on voit que

Aff<X> :{A0+/\1A0A1—|——|—APA0AP | Al,...,Ap e X, )\1,...,)\;,, ER}
= Ap + Vect{AyB | B € X}.

—
Ceci montre que .# est un sea de direction F' = Vect{A4oB | B € X} (qui ne dépend pas du choix de Ay,
cf. 7.2.6). De plus, .Z contient X, et si .#’ est un sea contenant X, alors sa direction F’ contient tous les
—

vecteurs Ao B, pour B € %, donc F’ contient F', et F' = Ay + F' contient .%#. Ceci montre que .# est le
plus petit sea de & contenant X, ce qui justifie la notation Aff(X). O

Corollaire 7.2.14 (Sea engendré par des points Ay, ..., A,). — Soit (&, E) un espace affine, le sous-
espace affine engendré par des points Ag, ..., A, € & est

AH<A0,...,AP>={Gztvo—f—-"-i-tpAp|t0,...,tp€R, to-l-'-'-l-tp:].}
= AQ+V€Ct{AOA1,...,AOAp}

. . . - —_— . . .
sa dimension est celle de l’espace vectoriel F = Vect{ApA1, ..., AoAp}; en particulier, dim Aff (Ao, ..., Ap)
—_— —_—
= p & les vecteurs AgAi, ..., AgA, sont linéairement indépendants.
Remarque 7.2.15. — Dans le corollaire précédent, on a choisi le point Ay comme « origine », mais

bien str le méme résultat est valable pour tout point A;, i.e.on a aussi F' = Vect{A;A; | j # i} et
Aff(Ag,...,Ap) = A, + F.



Définition 7.2.16 (Points affinement indépendants ou liés). — Soit (&£, E) un espace affine et soit
p € N*. On dit que (p + 1) points Ay,...,A, € & sont affinement indépendants si le sea de &
qu’ils engendrent (i.e. le plus petit sea de & qui les contient) est de dimension p, c.-a-d., si les vecteurs
_— —

—_—
ApAy, ..., ApA, sont linéairement indépendants (ceci équivaut a dire que, pour ¢ fixé, les p vecteurs A;A;,
pour j # i, sont linéairement indépendants). Dans le cas contraire, on dit que Ag,...,A, € & sont

affinement liés.
Si p = 2, les trois points Ag, A1, A2 sont affinement liés <= ils sont alignés. Donc Ay, A1, A2 sont
affinement indépendants <= ils sont non alignés.

On dit que des points Ay, ..., A, € & sont coplanaires s’ils sont contenus dans un sea & de dimen-
sion 2 (un plan affine), i.e. si dim Aff(Ao,...,A,) < 2. Donc quatre points Ao,...,As sont affinement
indépendants <= ils sont non coplanaires.

Définition 7.2.17 (Retour sur les repéres). — Soit (£, E) un espace affine de dimension n. Se don-
ner un repere Z = (Ao, B) de & (ou A est une base de E) équivaut a se donner un (n+ 1)-uplet de points
— —_—

Ap, Ay, ..., A, affinement indépendants : dans ce cas les n vecteurs AgA,..., AgA, sont linéairement
indépendants donc forment une base % de E, et la donnée de (Ag, B) équivaut bien str a celle du (n+1)-
uplet (Ag, A1, ..., A,). On dira aussi qu’un tel (n + 1)-uplet de points affinement indépendants forme un
repere de &.
. . . . . . - -
Attention, cette fois I'ordre des points est important : Ag est 'origine et la base Z = (AgA1, ..., AoAy,)
est ordonnée, i.e. les coordonnées (x1, ..., x,) dans ce repere correspondent au point

n

— —
Ag+ 21 AgAr + -+ 2pAg Ay = (1= ai)Ag + 2141 + -+ + 20 Ay,
i=1
Définitions 7.2.18 (Sea paralléles). — Soit (&, E) un espace affine et %1, %2 deux sea, de directions
respectives Fy et F5.

(1) On dit que % est faiblement paralléle & %5 sil'on a Fy C Fy. Dans ce cas, si Ag € F1 N Fy, alors
F1 = A+ Fy C Ag + Fy, = %5, donc on a 'alternative suivante : ou bien

F1 C Sy ou bien F1NFy=0a.
(2) On dit que %7 et F, sont paralléles si 'on a Fy = F». Dans ce cas, on a l'alternative suivante : ou
bien %#; = %5 ou bien %1 N % = O.

Remarque 7.2.18.1. — Attention, deux sea %1, %5 qui vérifient .71 N %3 = & ne sont pas nécessai-
rement paralléles! Par exemple, dans R? les droites affines 2 et %, d’équations respectives z =y = 0 et
x —1=0=z vérifient 21 N Yo = & mais ne sont pas paralleles : la direction D1 de 2 (resp. Do de Ps)
est la droite vectorielle d’équation z = 0 =y (resp. z = 0 = 2) et 'on a Dy # Ds.

Proposition 7.2.19 (Sea engendré par deux sea # et F'). — Soit (£, E) un espace affine, soient
(F,F), (F',F') deuz sous-espaces affines, P € F et P' € F'.
—
1) Le sous-espace vectoriel V. =F + F' +RPP’ est indépendant du choixz de P € F et P' € F#'.
2) OnaV=F+4+F — ZnNF +2.
3) Le sous-espace affine engendré par F U .F' est P+V = P' +V, on le notera F + F'. (1)
4) Par conséquent, si F et F' sont de dimension finie (par exemple, si & lest), on a :
dim(F + F") st FNGF + o,
dim(F+ F)+1 si FNF =2.

(
(
(
(

dim(F + ') = {

€F eF’
- S L TS

Démonstration. — (1) Si Q € .F et Q' € F', alors QQ' = QP +PP' + P'Q’ et donc F + F' + Cﬁ =
F+F +PP.

Prouvons (2). L’implication < est évidente, car si Q € F N %', on peut prendre P = Q = P’, d’ou
V = F + F’. Réciproquement, supposons que ﬁ; =W +7u avec W € Fet W € F'. Alors le point
Q = P + 7 appartient & .%, et 'on a aussi

— —
PQ=PQ-PP =% —(v+7)=-u cF

(1) Attention, cette notation n’est peut-étre pas standard, peut-étre les puristes s’en tiennent-ils & la notation AF(FUZF"). ..



donc Q € F'N.Z. Ceci prouve (2).
Prouvons ( ) Par deﬁnltlon Aff(FUZ") = P+ W, ou W est le sous-espace vectoriel engendré par les

=
vecteurs PM et PN = PP’ + P'N, ou M (resp. N) parcourt # (resp. #'). Donc W est le sev engendré
par F, F' et PP’, i.e. W = V. Ceci prouve (3). Enfin, (4) découle de (2), car dimV < dim(F + F’) + 1,
—
avec égalité si et seulement si PP’ ¢ F + F'. O

Remarque 7.2.20. — Dans la proposition précédente sidim.% =p, dim.F =retsi (P, A1,...,4p) et
(P',By,...,B,) sont des reperes de .F et F#', alors F + .F' = Aff(P, A1,...,A,,P',By,...,B,).

Proposition 7.2.21 (Intersection de deux sea % et .%'). — Soit (&,E) un espace affine et soient
(Z,F), (F',F") deuzr sous-espaces affines. Si F N .F' est non vide, ¢’est un sea de direction F N F’.

Démonstration. — SuppObons que A € Z N.Z'. Alors un point arbitraire P € & appartient & % N F’

si et seulement si AP appartient & F et & F’/, i.e. & N F’. D’apres la proposition 7.2.6, ceci montre que
F N %' est un sea de direction F' N F’. O

Proposition 7.2.22 (Applications affines et sous-espaces). — Soit f : & — &' une application af-
fine, notons ¢ sa partie linéaire.

(1) Soit (F,F) un sea de &, alors f(F) est un sea de &' ; plus précisément, si P € F alors f(F) =
f(P)+ o(F).

(2) Soit (F',F') un sea de &'. On a f~HF') =@ si f(&)NF' =@, sinon f~HF') est un sea de &
de direction =1 (F") ; plus précisément, si P € F est tel que f(P) € F' alors

fFUF) ={Q=P+ U €| f(Q) = f(P)+¢(u) e F'}
— PSS — / —1/7
={Q=P+ucé&|f(P)f(Q)=¢(u) e F'} =P+¢ (F).

Démonstration. — Laissée au lecteur comme exercice. O

7.3. Projections, symétries, points fixes

Proposition 7.3.1. — Soit (£, E) un espace affine et soient (F,F), (F',F'") deux sous-espaces affines
tels que F + F' = E. Alors % N.%' est non vide et est un sous-espace affine de direction F N F'.

Démonstration. — Ceci résulte des propositions 7.2.19 et 7.2.21. En effet, soient P €¢ % et P’ ¢ F'.
—

Comme F+F’' = FE, on a nécessairement PP’ € F+F' donc, d’apres la proposition 7.2.19, on a FN.F' # &.
Donc, d’apres la proposition 7.2.21, % N.%’ est un sea de dlrectlon FNnF. O

Corollaire 7.3.2 (Sous-espaces supplémentaires). — Si E = FOF', i.e. si F et F' sont supplémen-
taires, alors pour tous sea F de direction F et .F' de direction F', lintersection F N.F' est un singleton

{P}.

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, # N .#’ est non vide et est un sea de direction
FNF' ={0}, donc c’est un singleton {P}. O

Définition 7.8.3. — Soient (&, E) un espace affine et (F, F) et (F', F') deux sea tels que E = F @ F".
D’apres le corollaire précédent, .# N %’ est un singleton {O} et, comme E = F @ F’, on a :
-y —
VM eé&, NP P)YeF xF telque OM=OP+OP.
On définit alors :

(1) la projection m = 7z g/ sur % parallélement a .F' par n(M) = P,

— —
(2) la symétrie s = sz o par rapport a .# parallelement a %' par s(M) = M+2MP = M—20P’,
- — —

ie. Ms(M)=2MP =20P’.

(Faire un dessin dans le plan affine &, pour deux droites sécantes .Z et .#’, non nécessairement orthogo-

nales, par exemple # d’équation y = 1 et #’ d’équation y —z = 1.)

Si de plus dim % = dim & — 1 (de sorte que dim %’ =1, i.e. %’ est une droite affine), on dit que .F est
un hyperplan affine de & et que s# gz est la réflexion par rapport a ’hyperplan .# parallelement
a la droite .#'.



Définition 7.3.4 (Points fixes). — Si X est un ensemble et f une application X — X, on dit que
x € X est un point fixe de f si f(x) = z. On notera Fix(f) ensemble des points fixes de f; il peut étre
vide.

Soit (&, F) un espace affine et f : & — & une transformation affine. Si f posséde un point fixe O,

~ =3 —
on a vu que, via la bijection & — E, P — OP, f s’identifie & sa partie linéaire f (cf. point (2) du
théoréme 7.1.15). Dong, lorsque f posseéde un point fixe, I’étude de la transformation f se ramene & I’étude

de 'endomorphisme f de E, et 'on peut appliquer les résultats connus sur les endomorphismes. Ceci
explique l'intérét d’étudier I’ensemble des points fixes de f. On a la proposition suivante.

Proposition 7.3.5 (Points fixes de f). — Soient (&, F) un espace affine de dimension finie, f : & —

il
& une application affine, et f sa partie linéaire.
N

(1) Si Fix(f) est non vide, c’est un sea de direction Fix(?) =Ker( f —idg).
(2) Si Ker(? —idg) = {0}, alors f a un point fize unique I.
Démonstration. — (1) Si Fix(f) # @, soit I € Fix(f). Alors, pour un point arbitraire P € & on a :

P € Fix(f) &= f(P)= P <= IP =If(P) = f(I)f(P) = f(IP) = IP € Fix(f).
Ceci montre qu’alors Fix(f) est un sea de direction Fix(?) = Ker(? —idg).

(2) Supposons Ker(?> —idg) = {0} et fixons une origine O € & arbitraire. Pour tout point P € &, on a
—- —
Of(P) = 0f(0) + f(O)f(P) = Of(O) + f (OP)

et donc on a :
—_— — —_

— —
P=f(P) <= OP = O0f(P) <= (f —idg)(OP) = —0f(0).
Or, d’apres hypothese, 7) — idg est injective, donc bijective puisque E est de dimension finie. Donc il
— —_—
existe un unique vecteur w € E tel que ( f —idg)(uw) = —Of(0), et il existe donc un unique point I € &

—

— —_—
tel que (f —idg)(OI) = —0Of(0), i.e. I est 'unique point fixe de f. La proposition est démontrée. O

7.4. Espaces affines euclidiens

Définition 7.4.1. — On dit qu'un espace affine (&, F) est euclidien si E est de dimension finie et
est muni d’un produit scalaire ( | ). Dans ce cas, & est muni de la distance euclidienne, définie par
d(z,y) = |zg) = V/(z7 | 79).

C’est bien une distance, car : (a) d(z,y) > 0 et d(z,y) = 0 & =z =y, (b) d(y,z) = d(z,y) puisque
vzl = || — 2yl = | — 1| - |z = ||zy]], et (c) d vérifie 'inégalité triangulaire :

d(@,y) +d(y, 2) = |zl + |92l > |2Z]| = d(z, 2).

Définition 7.4.2 (Isométries). — Soit & un espace affine euclidien. Une isométrie de & est une ap-
plication f : & — & qui conserve les distances, i.e. telle que :

Vaye &, |d(f(@), f(y) = dl,y)-|

On notera Is(&) Pensemble des isométries de &.

On va voir qu’alors f est nécessairement affine et bijective. Commencons par quelques résultats préli-
minaires.
Lemme 7.4.3. — Soit [ : & — & une isométrie.

(1) f est injective.

(2) Si f est bijective, f=1 est une isométrie.

(3) Sig:& — & est une seconde isométrie, g o f est aussi une isométrie.
Démonstration. — (1) Si f(x) = f(y) alors 0 = d(f(x), f(y)) = d(z,y) donc x = y. Ceci prouve que f est
injective.

(2) Soient z,y € &, posons 2’ = f~1(x) et y = f~(y). Alors x = f(z') et y = f(y'), d’ou

d(z,y) = d(f(z'), f(y) = d(a',y") = d(f " (x), f 1 (y))

(la seconde égalité car f est une isométrie). Ceci montre que f~! est une isométrie.



(3) Pour tout x,y € &, on a d(x,y) = d(f(z), f(y)) = d(g(f(z)),g(f(y))), donc g o f est une isométrie.
o

Proposition 7.4.4 (Isométries affines). — Soit f : & — & une transformation affine.

— —
(1) f est une isométrie si et seulement si sa partie linéaire [ est une isométrie vectorielle (i.e. f
préserve la norme).

(2) Dans ce cas, 7 et f sont bijectives.

(3) En particulier, toute translation f = t= est une isométrie affine de &.

—_— — .
Démonstration. — (1) Pour tout z,y € &, on a d(f(z), f(y)) = |f(@)f(y)|| = || f (@Y)] et ceci égale
—
d(z,y) = ||z7| si et seulement si || f (z7)|| = ||zy||. Donc f est une isométrie si f en est une. Récipro-

quement, si f est une isométrie, alors f préserve la norme, car I'application & x & — E, (x,y) — Ty est
surjective (puisque pour x fixé, y — Ty est une bijection). Ceci prouve (1).

De plus, dans ce cas f est bijective (car injective et E de dimension finie), donc f l’est aussi, d’apres
le point (3) de 7.1.15. Enfin, toute translation f = t— est une isométrie de &, puisque sa partie linéaire
égale idg. La proposition est démontrée. O
Théoréme 7.4.5. — Soit f: & — & une isométrie. Alors f est affine et bijective.

Avant de démontrer le théoréme, énongons tout de suite un corollaire. On note O(E) le groupe des
isométries vectorielles de E. Rappelons que pour tout ¢ € O(E), on a dét(¢) = £1, et que on pose
SO(E) = O"(E) ={¢ € O(E) | dét(¢) =1} et O (E) = {¢ € O(F) | dét(¢) = —1}; de plus SO(F) est
un sous-groupe de O(E) (appelé le groupe « spécial orthogonal » de E).

Corollaire 7.4.6 (Les groupes Is(&) et IsT(&)). — Soit (&, E) un espace affine euclidien. On a
—
(%) Is(€) ={f € GA(&) | f € O(E)}
et c’est un sous-groupe de GA(&). De plus, Is(&) est la réunion de Is™ (&) (isométries directes) et de
—
Is~ (&) (isométries indirectes), ot Ist (&) (resp. Is™(&)) désigne Uensemble des f € Is(&) tels que f €
—
OT(E) (resp. f € O7(E)). Enfin, Ist(&) est un sous-groupe de Is(&).

Terminologie 7.4.7 — Les isométries directes sont aussi appelées « déplacements », et les indirectes
« antidéplacements ».

Démonstration du corollaire. — D’apres le théoreme, toute isométrie de & est affine et bijective, donc
appartient & GA(&), et d’apres la proposition 7.4.4, un élément f de GA(&) appartient a Is(&) si et
seulement si 7) € O(E). Ceci prouve I'égalité (x).

Le fait que Is(&") soit un groupe découle du lemme 7.4.3. Enfin, la décomposition Is(&) = IsT (&£)UIs ™ (&)

et le fait que Is™ (&) soit un groupe, découlent des propriétés analogues de O(E). O
Démonstration du théoréme. — 1l suffit de montrer que f est affine, elle sera alors bijective d’apres la
—

proposition 7.4.4. Fixons une origine arbitraire O € & et posons w = f(0)O. Alors ¢ = t o f est une
isométrie, vérifiant ¢(O) = O. Il suffit de montrer que ¢ est affine, car alors f = t_5 o ¢ le sera aussi.
Comme ¢(0) = O, pour montrer que ¢ est affine, il suffit de montrer que l'application ¢ : E — E définie
par
—_—
VPeé&,  pOP)=0¢(P) ie. NVWEE,  O+9(W)=0¢0+7)
est linéaire.
., = — ’ — ey
Soit w € E, posons P =0 + u et P’ = ¢(P), alors ¥(w) = OP’ et donc :
— Py / A5 —
()l = [JOP|| = d(O, P) = _d(O, P) = [[OP| = |||
(*
(Pégalité (x) car ¢ est une isométrie). Ceci prouve déja que 1) préserve la norme, montrons de plus que ¢
préserve le produit scalaire. Considérons un second vecteur v € E et posons Q@ = O + ¥ et Q' = ¢(Q).
Alors 'on a :

N

—_— = =,

d’une part, PQ=0Q—-0OP=7v —u
— _— — N N
d’autre part, PQ =0Q —OP =¢((0) — ()

et
16(T) — (@) = IP'Q'| = d(é(P), 6(Q)) = d(P,Q) = | PQ| = | T — |-



Elevant cette égalité au carré, on obtient :
[P+ [ (@)|? = 2((V) | (@) = [T +|[7]* - 2(V | @)
et comme [(T) || = [T et ()| = |[7]], ceci donne :

(@) |y(w)) = (v | @)
donc v préserve le produit scalaire.
On peut maintenant montrer que 1 est linéaire. Soit & = (ey,...,e,) une base orthonormée de FE,
alors (%) = (é(e1), .- -, d(en)) est une famille orthonormée, donc libre, de cardinal n, donc c’est une base
orthonormée de E. Soit @ € E arbitraire, on peut écrire de facon unique

=) zjey, (W) = yi(e;)
j=1 J=1

mais alors, pour tout i on a y; = (Y(e;) | ¥(W)) = (e; | W) = x4 et donc :

n

VW = ijej, 1/J(ﬂ>) = ijd)(ej).
j=1 j=1

Ceci montre que v est linéaire. Ceci acheve la preuve du théoreme 7.4.5. O

On sait donc maintenant que toute isométrie de & euclidien est nécessairement affine. Dans la suite, on
écrira souvent : « Soit f une isométrie affine » (au lieu de simplement «isométrie ») pour insister sur le fait
que f est affine (et, si 'on n’a pas vu le théoréme 7.4.5, on prend comme hypothese que f est une isométrie
affine...). On veut maintenant établir que toute isométrie affine f s’écrit de fagon unique f =t o ¢, ol ¢
est une isométrie (affine) ayant un point fixe, et ¢ et t-> commutent : ¢ ot = t— o ¢. Commengons par
le :

Lemme 7.4.8. — Soient (&, E) un espace affine, f : & — & une transformation affine, et w € E. Alors
— —
foty =tz of sietseulement si f(U)="u (i.e. u est un point five de f ).

Démonstration. — Pour tout point O € &, on a :
—
(fotz)(0) = f(O) + f (W), (tz o /)(O)=fO)+u
et ces deux expressions coincident si et seulement si 7(7) =. O

Théoréme 7.4.9 (Décomposition canonique d’une isométrie affine)
Soient (&, FE) un espace affine euclidien, f une isométrie affine de &, 7 sa partie linéaire, F' =
Fix(?) = Ker(? —idg). Alors :
(1) 1l existe un unique sea F de direction I stable par f. La restriction f| & de f a F est une translation
t=, pour un certain u € F.

(2) g=t_- o f vérifie Fix(g) = F, et l'ona f =t og=got=.

(3) L’écriture précédente est unique : si f = t;; og’, avec ? € F et g’ ayant un point fize, alors ? =
etg =g.
Par conséquent : toute isométrie affine f s’écrit de fagcon unique comme produit d’une isométrie
ayant un point fixe et d’une translation de vecteur o € Fix( f).

Démgnstmtion. — Posons G = F*, il est stable par 7) En effet, soit z € G, pour tout y € F, on a
y= f(y) et donc :
— — —
(f@)y)=(f)]| f(y)=(x]y) =0
N
ce qui prouve que f (z) € G. Choisissons un sea ¢4 de direction G, et un point O € 4. Comme F = F ¢ G,

on peut écrire de facon unique
—

Of(0) =u+w, avec u€ F, veQG.
Posons g =t_, o f. Alors g(O) = O +v € 4, et comme g = 7) envoie G dans G, alors pour tout P € ¢
on a :

G(OP)eG  donc  g(P)=g(O)+ G(OP)c9,

— —
d’ot1 g(¥) C 4. Notons alors h la restriction g, sa partie linéaire h est la restriction & G de f, d’ou
—

{we G| (w)=wl=GnKer(f —idg) =GN F = {0}



®

(la derniere égalité puisque G = F1). Donc Fix(ﬁ) = {0} et donc, d’apres la proposition 7.3.5, h admet
un unique point fixe Iy, i.e. Iy est 'unique point fixe de g dans ¥.

Posons maintenant .% = Iy + F. Alors, f(Iy) = (t% o g)(Io) = Iy + W et pour tout P € .%, on a
— —
IoP € F =Fix( f) = Fix(g) et donc :

VP € Z, g(P)=P et f(P)=P+7.

|

—

Donc # C Fix(g). Réciproquement, si @ € Fix(g), alors Io_Cj = g(ly)g(Q) = ?(IOQ), donc I()_Cj €
—
Fix(f) = F et Q € #. Ceci montre que Fix(g) = %, et comme f = {4 o

= 0g = gotgy, on a obtenu
Iexistence de .7, W, g vérifiant les conditions (1) et (2) du théoréme.

u

Démontrons maintenant I'unicité. Soit .#’ un sea de & de direction F, stable par f. Il est alors stable
par g = t_— o f. D’autre part, on a vu plus haut que g(¢) C ¢; de plus F' N¥ est un singleton {J},
puisque FF @& G = E (cf. 7.3.2). Donc g(J) = J, or I est 'unique point fixe de g dans ¢, d’ou J = Ij et
donc .Z’ = Iy + F égale .%. Ceci prouve 'unicité de .Z#.

Enfin, supposons que f = t—og’, avec ' € F et ¢’ ayant un point fixe A. Alors f(A) = (t=0g')(A) =
A+ U et donc pour tout W € F, on a :

!’

fFA+T) = f(A+ T =A+T' + T =A+TW+d €A+ F =7

Ceci montre que .#' est stable par f et que la restriction de f & %’ est la translation ¢-. Or, d’apres ce
qui précede, on a .F' = .Z et donc v =, puis ¢’ =t_= o f = g. Le théoréme est démontré. O
Définition 7.4.10 (Repéres orthonormés). — Soit (&, F) un espace affine euclidien. Un repere Z =
(0,#) de & est dit orthonormé si % est une base orthonormée de E.

7.4.11. Classification des isométries affines du plan. — Soit (£, E) un plan affine euclidien, on
oriente F en choisissant une base orthonormée % = (e1,e2). En utilisant le théoréme précédent, on va
déterminer toutes les isométries affines f de &. On rappelle que si f admet un point fixe O, alors via la
bijection & —» E, P O_])-’, f s’identifie a sa partie vectorielle 7, cf. le point (2) du théoreme 7.1.15 et
la discussion précédant 7.3.5.

Soit d’abord f € Ist (), alors il existe un unique 6 € [0,27[ tel que 7 soit la rotation vectorielle
d’angle 6, i.e.

- cosf) —sinf
Matzs( f) = <sin9 cosf )
Si 7 = idg, i.e.si # = 0, alors f est une translation t, avec u € E. Sinon, si 6 € ]0,2x][, alors
—

Fix( f) = {0} donc f admet un point fixe I unique, alors f est la rotation de centre I et d’angle 6.

Soit maintenant f € Is™(4?), alors 7 est la symétrie orthogonale par rapport a une droite vectorielle
D. Si f possede un point fixe I, soit & la droite affine I + D, alors f est la symétrie orthogonale o4 par
rapport & 2. Si f ne possede pas de point fixe alors, d’apres le théoreme précédent, il existe une unique
droite affine 2 de direction D stable par f, et pour tout I € Z on a f(I) = I+ u pour un certain v € D,
U #0. Alors f =ty 009 = 0g ot=, et I'on dit que f est la symétrie (orthogonale) glissée par rapport
a 2, de vecteur u : pour tout point M € £, son image M’ = f(M) s’obtient en effectuant la symétrie
M +— 05 (M), puis en faisant un « glissement » de vecteur u (dans la direction de la droite 2), ou bien
en faisant d’abord le « glissement » M + M + W, puis en prenant le symétrique oo (M + ).

On peut résumer la classification par le tableau suivant :

Isométries f de & directes indirectes
Fix(f)=& idg
Fix(f) = droite symétrie orthogonale o

Fix(f) = point I | rotations de centre I
et d’angle 0 & 277
Fix(f)=o translations symétries orthogonales glissées




7.4.12. Classification des isométries affines de ’espace. — Soit (&', E') un espace affine euclidien
de dimension 3, on oriente E en choisissant une base orthonormée %, = (e1, €2, €3). En utilisant le théoréme
7.4.9 et la classification des isométries vectorielles de E (cf. 6.4.18), on va déterminer toutes les isométries
affines f de &.

ler cas. Soit d’abord f € Is™(&). Si ? = idg, alors f est une translation t—, avec w € E. Sinon,
7 est une rotation : Fix(f) est une droite vectorielle D, choisissons un vecteur directeur w de D, alors
il existe un unique 6 € ]0, 27| tel que ? soit la rotation d’axe orienté par w et d’angle 6, c.-a-d.,
pour toute base orthonormée (7’1, v's) du plan D+ telle que la base (0’1, V9, w) soit directe (i.e. telle
que dét g, (V'1, Vo, w) > 0), on a:

_ cos) —sinf 0
Mat(w, w,w)(f)= [ sind cos 0
0 0 1

Si f a un point fixe I, soit 2 la droite affine I + D, alors f est la rotation d’axe 2 orienté par w
et d’angle 0 (et Uon a Fix(f) = 2).
Si f n’a pas de point fixe alors, d’apres le théoreme 7.4.9, il existe une unique droite affine 2 de direction
D stable par f, et pour tout / € 2 on a f(I) = I + & pour un certain @ € D, & # 0. On peut alors
—

prendre 7 comme vecteur directeur de D, alors f est la rotation d’axe orienté par u et d’angle #’, ou
0 =0 si U et le vecteur w précédent sont « de méme sens », i.e. si W = AW avec A >0, et @/ = —0si w
et W sont « de sens opposé », i.e. si W = —AW avec A > 0. On dit alors que f est le vissage de vecteur
7, d’axe 2 orienté par u, et d’angle ¢'.

N
2&éme cas. Soit maintenant f € Is™ (&), alors f est de I'un des types suivants :
s .
(1) f = _ldEa
- . N — 71— — . .
(2) f est une rotation gauche, c.-a-d., D ={v € E| f (W)= —0} est une droite vectorielle, et la
—
restriction de f au plan D' est une rotation distincte de I'identité.
—
(3) f est la symétrie orthogonale op par rapport a un plan P.

Dans les cas (1) et (2), Fix(?) = {0} donc f a un point fixe I unique; dans le cas (1), f est la symétrie
centrale o; de centre I, dans le cas (2), f est une rotation gauche d’axe ¥ =1+ D.

Supposons que ? =op. Si f aun point fixe I, alors Fix(f) est le plan &2 = I+ P et f est la symétrie
orthogonale o4 par rapport a <. Enfin, si f n’a pas de point fixe alors, d’apres le théoréeme 7.4.9, il
existe un unique plan affine & de direction P stable par f, et pour tout I € & on a f(I) = I + u pour
un certain @ € P, @ #0. Alors f =t 009 = 0 oty, et I'on dit que f est la symétrie (orthogonale)
glissée par rapport & 2, de vecteur w.

On peut résumer la classification par le tableau suivant :

Isométries f de & (dim & = 3) directes indirectes

Fix(f)=¢& ide

Fix(f) = plan & symétrie orthogonale o 4

Fix(f) = droite rotations d’axe 2

et d’angle 0 & 277
Fix(f) = point symétries centrales et
rotations gauches d’angle 6 & 7Z
Fix(f) =@ translations (le(?) = F) | symétries orthogonales glissées
vissages (dim Fix(?) =1)

7.5. Coniques

On se place dans le plan affine euclidien &. Si M, N € &, on notera M N la longueur du segment
[M, N], i.e. la norme euclidienne du vecteur M N.

Lemme 7.5.1 (Distance d’un point & une droite). — Soient Z une droite affine, M € & et H la
projection orthogonale de M sur 2. Pour tout P € 9, on a MH < MP, avec égalité si et seulement si
P =H. Donc MH est la distance minimale de M a un point de 9, et 'on pose MH = d(M, D).



. . . — — — — —
Démonstration. — Soit P € &, ona MP = MH + HP et les vecteurs M H et HP sont orthogonaux,
donc d’apres le théoreme de Pythagore on a :

MP? = |MP|]? = |MH|?+ |HP|]? = MH? + HP? > MH?,
avec égalité si et seulement si P = H. O

Définition 7.5.2 (Définition des coniques par foyer et directrice)
Soient Z une droite affine, F' un point de & n’appartenant pas a 2, et e un réel strictement positif.
La conique % de directrice 2, de foyer F' et d’excentricité e est :

¢={MecP|FM=c-dM, 7))

Notons K la projection orthogonale de F' sur & et h = K F'. Soit A la droite (K F), i.e. la perpendiculaire
— — —
A 2 passant par F. Soit (i, j ) une base orthonormée de R?, telle que FK = —h i , i.e. dans le repere
— =
% = (F, i, j), K apour coordonnées (—h,0). Enfin, on note oa la symétrie orthogonale par rapport a

A.
Soit M (z,y) un point arbitraire de &2, de coordonnées (z,y) dans # ; sa projection orthogonale sur &
est le point H(—h,y), donc d(M, P) = |x + h| et M appartient & € si et seulement si

22 +y? = e (x + h)? ie. y? + (1 — e?)a? — 2e%hx — e?h? = 0.
Notons que I’équation ci-dessus est inchangée si 'on change y en —y, par conséquent
M(z,y) € € < M(z,—y) €¥
donc oA (%) = €, i.e. A est un axe de symétrie de €.
On pose p = eh > 0 et on I'appelle le parameétre de la conique . Tous les points M de la droite
d’équation = = 0 (la parallele & & passant par F') vérifient d(M,Z?) = h, donc les points d’intersection

de cette droite avec ¥ sont les deux points de coordonnées (0,p) et (0,—p). D’autre part, les points
d’intersection de € avec la droite A (d’équation y = 0) sont les points (), 0), ot A est solution de I'équation :

) (1 —e*)A% —2eph —p* = 0.

7.5.3. Paraboles. — Supposons d’abord e = 1. Dans ce cas, on trouve A = —p/2 et I’équation de € est
y? = 2px+p? = 2p(x + g)

Soit alors O le point de coordonnées (—p/2,0) danske} rgpére (F, 7, 7), c’est le milieu du segment [K F.

Les nouvelles coordonnées dans le repere Zy = (O, i, j ) sont X =z + (p/2) et Y =y, donc Iéquation
de € devient :

¢ ={M(X,Y)e 2|Y*=2pX}
et l'on dit que ¥ est une parabole de parameétre p. Dans %, la directrice Z a pour équation X = —p/2
et le foyer F' a pour coordonnées (p/2,0).

Supposons maintenant e # 1. Alors le discriminant réduit du trinéme (1) est e?p? + (1 — 2)p? = p?
donc les solutions sont :
ep—p _ P eptp p A2 — A1 P
AL = = , Ao=—-—=—"— et 'on a = .
YTIoe T 1+ T1oe? 1-—e ’ 2 1= e?|
Notons Aj, As les points correspondants de A N%, et O leur milieu. L’abscisse zo de O dans le repere
- = AL+ A2 ep N e .
(F, i,j)estzo = = et le trindme s’écrit :
2 1—e2
2,2 2
ep 2 2 2 p
1 _ 2 — 2 — —_ = ]_ — — — .
(1= A)w—20) ~ 125 —p? = (1 - )z~ w0) ~ 12

Notons X =z —xz0o et Y = y les coordonnées dauns le repere Z, = (O, 7, 7), alors ’équation de ¥ devient

2

¢ ={MX,Y)|(1-e)X2+Y2= 1f62}.

L’équation est inchangée si 'on change X en —X et 'on voit donc que la droite Dy d’équation X = 0 est
un second axe de symétrie de € (et donc le point O est un centre de symétrie de €). Par conséquent,




¢ possede un second couple (foyer, directrice) (F’, 2'), symétrique de (F, 2) par rapport a la droite Dy.
On dit alors que la droite A, qui contient les foyers, est 'axe focal.

D’autre part, les points A, Ay € A s’appellent les sommets de la conique; dans %, ils ont pour
abscisse :

Aa — A\ p
+ U = = .
a, ol ’ 5 e
p p? P
Posons également b = \/ﬁ, d'on b? = I 2 = 51 5, ou € = signe de 1 — e2. Alors I’équation
e —e —e
de € se récrit :
X2 Y?

Distinguons maintenant lescas 0 < e<let 1 <e.

7.5.4. Ellipses. — Supposons maintenant 0 < e < 1. Dans ce cas, ¢ = 1, I’équation de € est :
X% y?
(%) %Z{M(X,YH?‘Fb—Q:l}

et € est une ellipse. Dans le repere Z = (F, _i>, 7), K = AN Z est d’abscisse —h, le sommet A = A; est
d’abscisse —p/(1+e¢) = —h/(e~1 + 1) donc est compris entre K et F, de plus AF = e- AK < AK, donc A
est plus prés de F que de K. Le centre de symétrie O est d’abscisse ep/(1 — e?) > 0, et enfin F', A’ = A
et K’ sont symétriques de F, A, K par rapport & O. Ces points sont donc positionnés comme suit :

points K A F 0] A K
—h ep
bscisses dans Z —h
abscisses dans T -
abscisses dans %o | —h — ¢ —a —c 0 c a h+c
2 2p?
olla= ~ et c= o2 =ea d’ot1 e = ¢/a. Comme b? = 1_ez,onac2= m:aQ—b2,d’une

part, et p = b?/a, d’autre part. Enfin, p = eh donne h = p/e = b*/c, d’ou :

b2 b2 b2 2 2
C:\/a2—b27 6:27 fL:?7 ]"):E7 KO:h+C: —l_c :%.

(Le lecteur est invité a faire la construction pour a = 5, b = 4 (et/ou a = 5, b = 3) et a dessiner
approximativement les ellipses correspondantes.)

Dans I’équation () de lellipse, on peut faire b = a, on obtient alors le cercle de centre F' = O et de
rayon a. Remarquons que b? = (1 — e?)a? et ¢ = Va2 — b2 = ea, d’'ott

h:le_GQ
C e

a.

Donc, en gardant F' et a fixés, on obtient le cercle précédent en faisant tendre e vers 0, et dans ce cas

la directrice 2, qui est la droite d’équation x = — a dans le repere #Z, «tend vers l'infini ». On

e
verra plus bas que si on prend la définition « bifocale » de ’ellipse, alors le cas du cercle apparait de fagon
naturelle, comme le cas ou les deux foyers sont égaux.

7.5.5. Hyperboles. — Supposons enfin e > 1. Dans ce cas, ¢ = —1, I"équation de € est :
xX? y?
¢ = {MXY) | S - =1)
. b b
et € est une hyperbole. Elle admet pour asymptotes les droites Y = - X et Y = —— X.
a

a
Dans le repere #Z = (F,T,?), K = AN 2 est d’abscisse —h, le sommet A = A; est d’abscisse
—p/(1+e) = —h/(e~! + 1) donc est compris entre K et F, de plus AF =e- AK > AK, donc ici A est
plus pres de K que de F.



eh h

e
Le centre de symétrie O est d’abscisse & _ e —h, et enfin F/, A’ = Ag et
1—e2 1-—¢2 ez —1
K’ sont symétriques de F, A, K par rapport & O. Ces points sont donc positionnés comme suit :
points A K’ 0] K A F
e —h
abscisses dans # Ld —h
1—e2 1+e !
abscisses dans %y | —¢ —a —(c—h) 0 c—h a c
oﬁa:—etCZizead’oﬁe:c/a Comme b? = P’ onaucQZﬁ:@Q—i—b2 dune
e?—1 e?—1 ' e —1’ (€2 —1)2 ’
part, et p = b?/a, d’autre part. Enfin, p = eh donne h = p/e = b*/c, d’ou :
c b2 b2 - a2
c=1Va?*+b? e=—, h=—, p=—, OK=c—h= =—.
a c a c c

(Le lecteur est invité & construire ces points, ainsi que les asymptotes, pour a = 5, b = 4 (et/ou a = 5,
b =3) et & dessiner approximativement les hyperboles correspondantes.)

Proposition 7.5.6 (Définition bifocale de V’ellipse). — Soient F, F' deux points de &2 et O leur
_ 1
milieu. Soit Z = (O, 7, 7) un repere orthonormé de & tel que OF' = ci avec c = §FF’ >0 (et donc

O—F>' = —07). Notons (x,y) les coordonnées dans ce repére. Soient a,b € R tels que a > c et b? =a? — 2.
Alors ’ensemble
€ ={M(z,y) € | FM + F'M = 2a}

2 2
est lellipse d’équation x_2 + Z—Q =1si F# F’, et c’est le cercle de centre F' et de rayon a si F' = F.
a
Démonstration. — Comme 2a > 0, égalité FM + F'M = 2a équivaut (en 1’élevant au carré) a :
(0) 222 + v + A+ 2/ ((x — )2 +y2)((x + )2 + y2) = 4a?

qui équivaut a :

2?42+ =207 = —/((x — )2+ y2)((z + )2 + 2).
Ceci équivaut a :

(1) 22 +y? <2d® - =d® 4 V? et
(2) (@ +y° + ¢ —20°)° = ((z = 0 +9°)((z + 0 +9°) = (2° + & +9%)* — 4c%?,
—_——
Jé] a

puis (2) équivaut a :
4?2 =a? — 2 =24 - 2(2® + y* + & —d?)
qui équivaut a

(3) (a® — 2?4+ a®y? = a®*(a® — ) soit x_2 + 32—2 =1.
a
Donc (0) équivaut a :
22 g2
(1) 224+ y2<a®+b* et S tm =L

2?2 22 y?
Malsﬁ—i—b_QZ a2—|—b2+a2—|—b2’

conséquent, (0) et (1) sont équivalents & la seule condition :

donc si (3) est satisfaite, on a automatiquement 2% + y? < a? + b%. Par

2 2

L T

a b2
Ceci prouve la proposition. O
Proposition 7.5.7 (Définition bifocale de ’hyperbole). — Soient (z,y) les coordonnées dans un re-

— —
pére orthonormé % = (O, i, j) de &P, soient a,b € RY et soit € Uhyperbole d’équation
2 2
L
a b2

Ses foyers F' et F' ont pour coordonnées (—c,0) et (¢,0), ot ¢ = +va? + b2. Alors
€ ={M(z,y) € P ||FM — F'M| = 2a}



et, plus précisément, la branche de U'hyperbole la plus proche de F (resp. F') est formée des points M tels
que F'M — FM = 2a (resp. = —2a).

La démonstration est laissée comme exercice pour le lecteur.

Soit maintenant %, = (O, @, ¥') un repére orthonormé de . Notons (,y) les coordonnées dans ce
repere, et étudions la nature géométrique de I’ensemble

€ = {M(z,y) | ax® + 2bxy + cy® + 2dzx + 2ey + f = 0}

ou a,b,c,d,e, f sont des réels fixés, avec (a,b,c) # (0,0,0). En d’autres termes, soit ¢ la forme bilinéaire
Lt . ==
symétrique dont la matrice dans la base B = (w, V') est :

S = Matg(s) = <Z i) ie. 10) ((;), (;:)) = axz’ + b(zy + ya') + cyy’

et soit @ la forme quadratique associée, i.e. Q(z,y) = ax? + 2bxy + cy?. Soit L la forme lindaire sur R?
définie par :

L(W)=2d, L(?)=2e, d’ont L(zW +y o) = 2dx + 2ey.
Enfin, soit h : & — R la fonction définie par h(M) = Q(z,y) + L(z,y) + f si OM = 27 + yv. On
s’'intéresse donc a ’ensemble

¢ ={M(z,y) | h(z,y) = 0}.

Par hypothese, (a,b,¢) # (0,0,0) i.e. la forme quadratique @ est non nulle, i.e. la matrice S est non nulle.
Donc S est de rang 1 ou 2, selon que son déterminant § = ac — b? est nul ou non. On a le :

Théoréme 7.5.8. — Soit %y = (O, W, V) un repére orthonormé de 2, soient (x,y) les coordonnées
correspondantes, soient a,b,c,d,e, f € R, avec (a,b,c) # (0,0,0), et soit
€ = {M(z,y) | ax® + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0}.
On suppose € # @. Alors :
(1) Si 6§ = 0, € est une parabole ou bien la réunion de deux droites paralléles ou « confondues »
(i.e. égales).
(2) Sid=ac—b*>0,% estune ellipse ou un point.

(3) Sid <0, F est une hyperbole ou bien la réunion de deux droites sécantes.

Afin de démontrer ceci, rappelons d’abord les points suivants. Soit £ muni de ( | ) un espace euclidien,
@ une forme quadratique arbitraire sur E, ¢ sa forme polaire, %y = (e1,. .., e,) une base orthonormée de
E, A = (aij)j' =1 = Matg,(¢), et u I'endomorphisme de E tel que Matg, (u) = A, i.e. u(e;) = Y21_ axjer
pour tout j. Alors, pour tout 4,5 on a :
(ei | ule;)) = aij = dlei, €5) = azi = (ules) | €;)
donc, par bilinéarité, on a
Ve,ye B, o(x,y) = (u() | y) = (2 | u(y)).
Par conséquent, si 'on montre qu’il existe une base & = (f1,..., fn) orthonormée pour ( | ) et formée
de vecteurs propres de u, i.e. u(f;) = \;f;, on aura pour tout 4, j :
0 sii#j
o(fis £3) = XS | f3) = X (fi | i) = { T
A sii=j,

donc A sera aussi une base orthogonale pour ¢. Donc, si 'on note (z1,...,z,) les coordonnées dans %
d’un vecteur = arbitraire, la base £ réduit simultanément la forme z — (z | z) & la forme standard
22+ -+22, et la forme Q en la somme de carrés Az +- - -+, 22 ; pour cette raison, le théoréme ci-dessous
(cf. 6.2.9) est appelé « théoréme de réduction simultanée » ou « de diagonalisation simultanée ».

Théoréme 7.5.9 (Réduction simultanée). — Soient E muni de ( | ) un espace euclidien, Q une forme
quadratique arbitraire sur E, ¢ sa forme polaire, By = (e1,...,en) une base orthonormée de E, et u
Uendomorphisme de E tel que Matg,(u) = Matg, (¢) = A.



Alors il existe une base = (f1,..., fn) orthonormée pour (| ) et formée de vecteurs propres de u,
i.e. u(fi) = Nifi, et Uon a

M 0 -0
0 A :
Matg(¢) = | | 2
: .. .0
0 -+ 0 M\
et A1,..., A\, sont les valeurs propres de u; plus précisément, la matrice de passage P = Matg,(A) est

orthogonale, i.e. 'P = P~1, donc la matrice ci-dessus égale a la fois tPAP = Matg(¢) et P71AP =
Mat g (u).

Démontrons maintenant le théoreme 7.5.8. D’apres le théoreme 7.5.9, il existe une base orthonormée
— —
B = (f1, f2) de R? telle que, notant (X,Y) les coordonnées dans le repére orthonormé Z = (O, #), on ait

Q(X,Y) = AX? 4 puY?, avec A\ = dét S = ac —b? = 6.

— —
D’autre part, si on pose 2p = L( f1) et 20 = L( f2), alors la forme linéaire L s’exprime, dans les coordonnées
(X,Y), par L(X,Y) = 2pX + 20Y (on n’a pas besoin de calculer explicitement les coefficients p et o).
Donc, avec les coordonnées (X,Y'), on obtient que :

¢ = {M(X,Y) | \X? 4+ 1Y + 2pX +20Y + f = 0}.
Distinguons maintenant les cas suivants.

(1) Si 0 = § = Au, on peut supposer, quitte a échanger X et Y (i.e. a remplacer (ff,f;) par (?2),?1)))
que A = 0 # u (A, 1 ne sont pas tous deux nuls, puisque la matrice S n’est pas nulle). Dans ce cas, on
obtient ’équation

2 2 2 _ 2
M(Y+%) :—2pX—f+%, soit (Y+5) Y Lty

[ 7 [
fu—o?

Si p =0, on obtient @ si K = — est < 0, et si K > 0 on obtient les droites paralleles d’équation

y=-2+VK,
7
celles-ci étant confondues (i.e. égales) si K = 0. Si p # 0, on obtient I’équation
2 _ 2
(v+2) =—22(x+ Ll ).
Iz 1% 2p

— g2 ~ ~
Soit alors €2 le point de coordonnées ( - ‘%70, —g). Notons (X,Y) les coordonnées dans le repere
p H

, —_— — p
orthonormé (2, f1, f2) et p = —=, alors
]

¢ ={M(X,Y)|Y?=2pX)}
est une parabole d’axe A = Q + R?{, de sommet ) et de parametre p.

Supposons § = A\ # 0. Alors ’équation de € est :
2 2 2 2
AX+E) wu(r+2) =+ L+ =
A I A I

O' ~ ~
Soit 2 le point de coordonnées ( — ;, ——). Notant (X,Y) les coordonnées dans le repére orthonormé
7

(Q, ?1), E), on obtient I’équation
~ - 2 2
A2+ ¥V2i=K=—f+2 4+
A
(2) Si § = Au > 0, alors A et p sont du méme signe. Si K est du signe opposé, alors ¢ = &, tandis que
% = {2} si K = 0. Enfin, si K est du méme signe que A et p, alors K/ et K/u sont tous deux > 0;
quitte & échanger X et Y, on peut supposer que a?> = K/\ > K/u = b?, alors
S~ X2 Y2
¢ ={M(X,Y)| ?—"b_z:l}



est une ellipse, d’axe focal la droite 0x.

(3) Sid=Au <0, alors A et pu sont de signe opposé. Posons —A/p = t2.8i K =0, ¢ est la réunion des
droites Y = tX et ¥ = —tX. Enfin, si K # 0, alors

X2 y?
_|_

€= {MET) | o5+ o7 = 1)

est une hyperbole, d’asymptotes les droites précédentes, et d’axe focal QX si K /A >0> K/u (et d’axe
focal QY si K/A <0 < K/u). Ceci achéve la démonstration du théoréme 7.5.8. O
On peut enoncer le théoreme 7.5.8 sous une forme un peu plus générale, de la facon suivante. Soit

Z = (0,u v ) un repere arbitraire de &2, i.e. les vecteurs u’, v’ ne sont pas nécessairement unitaires ni
orthogonaux. Notons (x',y') les coordonnées dans ce repere, soient a v,c,d, e, f €R, avec (a',b,c) #
(0,0,0), et soit

€ ={M(z' )| d2a?+ 202"y + y? +2d'2" + 2y + f = 0}.

— —
Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique dont la matrice dans la base &' = (u’, v') est :

’ a v . xll xl2 1o a I, I
A" = Matg (¢) = Yoo Le. ¢ c o)) = dleah + V (@hyh +yiah) + Cyrys

¢ 4 Yo
et soit @ la forme quadratique associée, i.e. Q(z',y') = a/x"? + 2b'x'y’ + ¢'y'?. Soient %y = (W, V'), P la
matrice de passage Matg (%), et (z,y) les coordonnées dans le repere Zy = (O, %p). La matrice de ¢

dans A est :
A= (2 Y _tpap
b ¢ ’

donc ac—b? = dét A = (dét P)?-dét A’ = (dét P)? - (a’c’ —b'?) a méme signe que a’c’ — b2, Par conséquent,
on déduit du théoreme 7.5.8 le :

Corollaire 7.5.10. — Soit (O, W, V') un repére arbitraire de P, soient (x,y) les coordonnées correspon-
dantes, soient a,b,c,d,e, f € R, avec (a,b,c) # (0,0,0), et soit

€ = {M(z,y) | ax® + 2bxy + cy® + 2dzx + 2ey + f = 0}.
On suppose € #+ &. Alors :

(1) Si 6§ = 0, € est une parabole ou bien la réunion de deux droites paralléles ou « confondues »
(i.e. égales).

(2) Sid=ac—b%>0, € estune ellipse ou un point.

(3) Sid <0, F est une hyperbole ou bien la réunion de deux droites sécantes.

7.6. Quadriques en dimension 3

On a des résultats analogues dans I’espace affine euclidien & de dimension 3. Fixons un repeére orthonormé
Ho = (0, By) et soient (z,y, z) les coordonnées dans ce repere. Soit Q(x,y, z) une forme quadratique non
nulle, L(x,y, z) une forme linéaire, et ¢ une constante. On considere

%Z{M(x,y,z)Eé"|Q(x,y,z)+L(x,y,z)+c=0}

D’abord, d’apres le théoréme 7.5.9, il existe une base orthonormée % de E = R? telle que, notant (XY, 2)
les coordonnées dans le repere Z = (O, %), on ait

QX,Y,Z) = AX? + uY? +v22%.

Alors L(X,Y, Z) est encore une forme linéaire en X,Y, Z, donc de la forme 2pX + 20Y + 27Z, et 'on
obtient que :

(%) C={M(X,Y,Z2)€ & | ANX?+ uY? +vZ? +2pX +20Y +27Z + ¢ = 0}.

Distinguons les cas en fonction du rang de @, qui peut étre 3,2 ou 1 (car on a supposé @ # 0).

Supposons d’abord |rang(Q) = 3, | i.e. Auv # 0. Dans ce cas, on peut faire disparaitre tous les termes
linéaires, en remplagant X par X + (p/A), etc. Notons alors

- (-$-5)



et, pour alléger Iécriture, notons encore (X,Y, Z) les coordonnées dans le repere (2, B) (au lieu de les
noter X, etc.). On obtient alors une équation

AXZ2 4+ uY? +vZ% = K.
De plus, quitte a changer K en —K, on peut supposer que @ est de signature (3,0) ou bien (2,1).

7.6.1. Ellipsoides. — Supposons @ de signature (3,0). Alors € est vide si K < 0, et € = {Q} si K = 0.

Si K >0, posons K/\=a?, K/u=1b% K/v=c? avec a,b,c > 0, alors
X2 vz Zz?

et 'on dit que € est un ellipsoide. Si a = b = ¢, c’est une sphére de rayon a. Si a = b # ¢, Uellipsoide

est invariant par rotation autour de 'axe QZ, on dit alors que c’est un ellipsoide de révolution.

7.6.2. Cones et hyperboloides. — Supposons @ de signature (2,1). Quitte & permuter X,Y, Z, on
peut supposer que v < 0 < A, u. Posons v/ = —v > 0.

(a) Considérons d’abord le cas ou K = 0. Dans ce cas, € est le c6ne quadratique
Go={M(X,Y,2) € & | \X?+ pY? =1 2%}.

On voit que le complémentaire dans & de ce cone a 3 composantes connexes; dans chacune de ces com-
posantes connexes, Q(X,Y,Z) = AX? + uY? — v/ Z? ne s’annule pas, donc garde un signe constant, et ce
signe est :

(1) & «Pextérieur » du cone, qui est la composante connexe contenant, par exemple, le point (1,1,0),
le signe est > 0,
(2) & «lintérieur du demi-cone supérieur », qui est la composante connexe contenant, par exemple, le
point (0,0, 1), le signe est < 0,
(3) de méme, a «lintérieur du demi-cone inférieur », qui est la composante connexe contenant, par
exemple, le point (0,0, —1), le signe est < 0.
(b) On en déduit que lorsque K > 0,
C={MX,Y,Z)e & | NX?+uY? -1V Z* =K >0}
est situé «a 'extérieur » du cone €y, et 'on peut montrer que dans ce cas € est connexe. Posant K/\ = a?,
K/pu=1b K/v' = c?, on obtient que
X2 y? Zz?
est connexe; on dit que c’est un hyperboloide 4 une nappe.
(c) Si K <0, alors
C={MX,Y,Z)e & | NX?+uY? -1V 7 =K <0}
est situé « a l'intérieur » du cone %y, et est symétrique par rapport au plan Z = 0. Donc, dans ce cas, €

est la réunion disjointe des deux ouverts € = € N{Z > 0} et €= = € N{Z < 0}, donc € n’est pas
connexe. On peut montrer que ¢4 et ¥— sont connexes, donc
A 1 v
C={MX,Y,Z)e&| =X>+=Y? - —_7%=1
(M(X,Y,2) €8 | X7+ By? - 272 1)
(ot ici K < 0) a deux composantes connexes. Posant alors —K/\ = a?, —K/pu = b*, =K/ = 2, on
obtient que
a deux composantes connexes; on dit que c’est un hyperboloide & deux nappes.
Définition 7.6.3. — Si a = b dans ce qui précede, on obtient :

a2

le cone 6y = {M(X,Y,Z)| X?>+Y? C—QZ2 =0}
2

I'hyperboloide & une nappe ¢, = {M(X,Y,Z)| X? +Y? — a_222 =1}
c

2
I'hyperboloide & deux nappes %> = {M(X,Y,Z) | “—222 —-X?-Y?2=1}
C



ces surfaces sont invariantes par rotation autour de 'axe 27 ; on dit que %; est un cone de révolution,
et €1 (resp. 2) un hyperboloide de révolution & une nappe (resp. deux nappes).

7.6.4. Paraboloides et cylindres. — Supposons maintenant | rang(Q) = 2. | Quitte a permuter X, Y, Z,
on peut supposer que ¥ = 0 # Au. Alors, écrivant X et Y au lieu de X + g et Y + g, on obtient une
1

équation de la forme :
(1) AX? 4+ pY? =pZ +t.

t
(a) Supposons, pour commencer p # 0. Alors, notant Z au lieu de Z + ]—), on se ramene a ’équation

AX2 4+ pY? =pZ.

De plus, quitte & changer p en —p, on peut supposer que @ = AX?2 4 Y ? est de signature (2,0) ou bien
(1,1). Dans le premier cas, posons 1/ = a? et 1/u = b2, alors
X2 y?
C = {M(X,Y,Z) €£| ?—’_ﬁ =pZ}
et 'on dit que c’est un paraboloide elliptique. Dans le second cas, quitte a échanger X et Y, on peut
supposer que 1/\ = a? et —1/u = b2, alors
X2 y?
¢={MX,Y,Z)e&| — —
a

ﬁ:pZ}

et ’'on dit que c’est un paraboloide hyperbolique.

(b) Considérons maintenant le cas o p = 0 (dans ce cas, la coordonnée Z n’intervient pas dans
Péquation (}) plus haut). Quitte & changer t en —¢, on peut supposer que A, > 0 ou bien que A > 0 > p.
Dans le premier cas, sit <Oona % = @, et sit =0 alors € est la droite X =Y = 0; enfin si ¢t > 0, alors
% est un cylindre elliptique, de section Uellipse du plan Z = 0 définie par 1’équation (7).

Dans le second cas, si t = 0 alors € est la réunion de deux plans sécants, et si t # 0 alors € est un
cylindre hyperbolique, de section I'hyperbole du plan Z = 0 définie par I’équation (7).

Supposons enfin | rang(Q)) = 1. | Quitte a permuter X, Y, Z, on peut supposer que v = u = 0 # A. Alors,

écrivant X au lieu de X + g, on obtient une équation de la forme :

X2 =pZ+qY +t.
Supposons, pour simplifier (p,q) # (0,0) (on laisse au lecteur le soin de traiter le cas p = ¢ = 0). Posons

r = \/p? + ¢2, alors la matrice
Lip q
T <q —p>

~ 1

(pZ +4qY), Y = -
base orthonormée. Posant Z’ = Z + (t/r) et Y’ =Y, on obtient que

¢ ={MX,Y,Z)e&|X*=rZ}

et 'on dit alors que € est un cylindre parabolique.

(¢Z — pY') correspondent & une nouvelle

~ 1
est orthogonale, donc les coordonnées Z = —
r

(Pour voir des figures d’ellipsoide, d’hyperboloide & une ou deux nappes, de paraboloide elliptique ou
hyperbolique, et de cylindre parabolique, voir par exemple : J. Lelong-Ferrand & J.-M. Arnaudies, Cours
de mathématiques, Tome 3, Géométrie et cinématique, (2¢me édition), Chap. III, §§7-9, ou : C. Tisseron,
Géométries affine, projective et euclidienne, p. 112.)






CHAPITRE 8

FORMES HERMITIENNES, ESPACES HILBERTIENS ET
GROUPES UNITAIRES U(n)

Résumé : Ce chapitre est 'analogue du Chap. 6 quand on remplace le corps R par C. De fagon
simplifiée : « on remplace le carré 22 d’un nombre réel par le module au carré |z|2> = 2z d’un nombre
complexe ». Ceci conduit & la notion de forme hermitienne (analogue de la notion de forme bilinéaire
symétrique), puis de produit scalaire hilbertien sur C™ (analogue du produit scalaire euclidien sur R™). On
introduit alors le groupe U(n) des isométries de ’espace hilbertien C™, puis la notion d’endomorphisme
auto-adjoint et, plus généralement, d’endomorphisme normal. Un des avantages de se placer sur le corps
C est l'existence de valeurs propres et vecteurs propres; on obtient ainsi les importants théorémes de
diagonalisation 8.4.7 et 8.4.8.

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des
compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans un appendice a la fin du chapitre
(on y esquisse brievement l'utilisation des « espaces de Hilbert » (de dimension infinie) en Analyse). Ces
passages n’interviendront pas dans les évaluations.

8.0. Rappels sur les nombres complexes

Dans tout ce chapitre, le corps de base est C. On note 4 une racine carrée de —1, choisie une fois pour
toutes. On rappelle les points suivants.

Définitions 8.0.1 (Parties réelle et imaginaire, conjugaison complexe, module et argument)

(1) Tout z € C s’écrit de fagon unique z = a + ib, avec a,b € R; a s’appelle la partie réelle de z et se
note Z(z), b s’appelle la partie imaginaire de z et se note .#(z). Remarquons que, comme —iz = b — ia,

on a ‘ H(—iz) = I(2) ‘ et ‘ I(iz) = XZ(z). ‘

(2) La conjugaison complexe est 'application qui & tout z = a4+ ib associe Z = a — ib. Remarquons que :
‘24—5:2%(2), z—EzQiﬂ(z)‘et z =Z < z € R|D’autre part, ona‘z—i—z’:E-i-?

(3) Si 2 = a+ib, on a 2z = a® + b? et |z| = V/2Z s’appelle le module (ou la norme) de z. D’apres la

et‘zz’ =zz.

derniére égalité ci-dessus, la norme est multiplicative, i.e. on a‘ |z122] = |21] - |22]- ‘

(4) Enfin, si z # 0, alors z/|z| est de module 1, donc de la forme ¥, avec § € R/27Z (cf. Chap.5,
Appendice 6.5). Donc tout z # 0 s’écrit de fagon unique :

z=pe?, avec p=|z| € R’ et 6 € R défini modulo 27Z

(par exemple, on peut prendre 6 dans [0, 27| ou bien dans | — 7, 7]) ; on dit que 6 est l'argument de z.

8.1. Formes hermitiennes

Exemple 8.1.0. — Le carré de la norme d’un nombre complexe z est la valeur en x = y = z de la fonction
de deux variables ¢(x,y) = 2 7. Cette fonction ¢ : C x C — C est lindaire en la lére variable :

d(Ax + pa' y) = (Ax + pa') g = Ae G + pa' g = Az, y) + po(a’, y)
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mais pas tout-a-fait linéaire en la 2éme variable, puisqu’on a :
oz, Ny + py') = ady + py’ = Xy + ey’ = Ao(x,y) + (e’ y).
D’autre part, on a ¢(y,x) = yT = 27 = ¢(z,y). Ceci conduit aux définitions suivantes.

Définition 8.1.1 (Applications semi-linéaires). — Soient F, F' deux C-espaces vectoriels. Une appli-
cation f : F — F est dite semi-linéaire si elle vérifie :

Yu,v € E, VzeC, ‘f(u—kv)zf(u)—!—f(v)‘ ‘f(zu)z?f(u)‘

Ces deux conditions équivalent bien siir & la condition : ‘ fGzu4v) =Zf(u) + f(v). ‘

Définition 8.1.2 (Formes hermitiennes). — Soit £ un C-espace vectoriel.
(1) Une forme hermitienne sur E est une application ¢ : E x E — C qui vérifie les deux conditions
suivantes :
(a) ¢ est linéaire en la lére variable et semi-linéaire en la 2éme variable, i.e. :
{(b(/\ﬂl‘ + ', y) = /\¢(x7 y) + ¢($la y)7
S, Ay +y') = Ab(x,y) + ¢(z.y)

(b) ¢ a la propriété de « symétrie hermitienne » ci-dessous :

Ve, 2, y,y € E, VAeC,

(*) Vz,y € E, ¢(y,$) = qS(x,y)

(2) Observons que, pour tout z € E, (%) entraine ¢(z,z) = ¢(x,z) dou | ¢(z, x) € R.

(3) On note | ##(E) | 'ensemble des formes hermitiennes sur E; si ¢, € J(E) et s,t € R, on voit
facilement que Papplication s¢ + t1p : E x E — C définie par (s¢ + t¢)(u,v) = s¢(u,v) + tip(u,v) est
encore une forme hermitienne. Par conséquent, 57 (E) est un ‘R—espace vectoriel‘ (mais pas un C-espace

vectoriel, car si A € C— R, alors A¢ ne vérifie plus (x)).

(4) Remarquons enfin que, pour vérifier qu'une application ¢ : E x E — C est une forme hermitienne,
il suffit de voir que ¢ vérifie (x) et est lindaire en la leére variable; ces deux conditions impliquent en effet
la semi-linéarité en la 2eme variable, car :

oz, My +y') = oAy + v, x) = Ad(y,x) + oy, ) = X (y, ) + oy, ) = Ap(x, y) + (7).

Remarque 8.1.2.1. — La notion de forme hermitienne sur un C-espace vectoriel est une « variante » de
la notion de forme bilinéaire sur un R-espace vectoriel.

Définition 8.1.3 (Formes quadratiques hermitiennes). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-
espace vectoriel E. On dit que lapplication Q : F — R, = — ¢(z,z) est une forme quadratique
hermitienne sur E. D’apres le lemme qui suit, ¢ est entierement déterminée par @, et I'on dit que ¢ est
la forme polaire de (). Notons aussi que pour tout A € C, on a

Q) = (e, Aa) = No(e, 2) = MQ(x) = [AP Q(a).

Lemme 8.1.4 (Polarisation). — Soient E un C-espace vectoriel, ¢ € A (E) et Q Uapplication E — R,
x +— ¢(x,x). Alors, pour tout x,y € E, on a :

1) FO(e,1) = 5(Q +14) ~ Q) - Q) = 1 (A +1) ~ Qlz — )
(2) I ((x,y)) = %(Q(m +iy) — Q(z) = Qy)) = %(Q(m +iy) — Q(z — iy))
(3) 4¢(z,y) = Q(z +y) — Q(z — y) +iQ(z + 1iy) — iQ(x — iy).
Démonstration. — On a

Qr+y) = o +y,z+y) =Q)+Qy) + d(z,y) + ¢(y, r)
Qlr —y) = —y,z —y) = Q) + Qy) — d(z,y) — ¢(y, v)

et comme ¢(z,y) + Py, z) = ¢(x,y) + ¢(x,y) = 2% (4(x, y)), on obtient (1). Comme & (z) = #(—iz) pour
tout z € C, on obtient

T(p(x,y)) = Z(—i¢(z,y)) = Z(d(x, iy))



et donc (2) s’obtient en remplagant y par iy dans (1) et en utilisant que Q(iy) = |i|> Q(y) = Q(y). Enfin,
(3) découle de (1) et (2). O

Désormais, on suppose F de dimension finie n.

Définition 8.1.5 (Matrices hermitiennes). — Une matrice A € M,,(C) est hermitienne si
On note MH,,(C) I’ensemble de ces matrices, si A, B € MH, (C) et s,t € R, alors sA + tB € MH,(C),
donc MH,,(C) est un R-espace vectoriel (mais pas un C-espace vectoriel). Observons que si A € MH,,(C),

ses coefficients diagonaux a;; vérifient a;; = a@;; donc

Remarque 8.1.5.1. — On a ‘ dimg MH,,(C) = n2. ‘ En effet, notons N le nombre de coefficients qui sont

strictement au-dessus de la diagonale. C’est aussi le nombre de coefficients qui sont strictement en-dessous

de la diagonale, et il y a n coefficients diagonaux. Donc 2N + n = n?, d’ott |2N =n? —n =n(n — 1). ‘

Puis, une matrice hermitienne est déterminée par le choix de n coefficients réels sur la diagonale et de N
coefficients complexes au-dessus (ceux en-dessous en étant les conjugués), pour chaque coefficient complexe,
il faut choisir sa partie réelle et sa partie imaginaire, d’ot1 au total n + 2N = n? coefficients réels.

Définition et théoréme 8.1.6 (Matrice d’une forme hermitienne et changement de base)
Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace vectoriel E de dimension n et soit B = (e1,...,en) une
base de E.

(1) La matrice Matg(¢) de ¢ dans la base B est la matrice A = (aij); ;=1 € Mn(C), ot ai; = ¢(ei, €j).
Comme ¢(e;,e;) = ¢(ei,ej), on a aj; = ai;, donc ‘A=A, i.e. A € MH,(C).

(2) ¢ est entiérement déterminée par sa matrice A : en effet, d’aprés la linéarité (resp. semi-linéarité)
en la 1ére (resp. 2eme) variable, on a l'égalité :

Z1 Y1

n n n n
(%) VI ] € G| Y ey yiej | = > il dleie;) = D ai; zi T
i=1 j=1

T Un 3,j=1 4,j=1

Donc, si l'on note X,Y les vecteurs colonnes ci-dessus, on a la formule matricielle | p(X,Y) =X AY .

(3) Réciproquement, pour tout A = (a;;);;,—; € MH,(C), Uapplication ¢4 : E x E — C définie par
da(>iy xiei,zyzl yje;) = szzl a;j x;y; est une forme hermitienne sur E, et Matg(¢a) = A. Donc,
se donner une forme hermitienne sur E «est la méme chose » que se donner une matrice hermitienne :
de fagon précise, lapplication pg : 7 (FE) — MH,,(C), ¢ — Matg(¢) est un isomorphisme de R-espaces
vectoriels.

(4) Soient B’ une autre base de E et P la matrice de passage Matg(#'). Alors

(%) A’ =Matg () =P AP.

Démonstration. — (2) Comme ¢ est linéaire (resp. semi-linéaire) en la leére (resp. 2éme) variable, on a bien
Pégalité (), qui montre que ¢ est déterminée par sa matrice, donc que application g : 5 (E) — MH,, (C),
¢ — Matg(¢) est injective. D’autre part, on voit que le scalaire szzl ai; ; Y; € C est égal au produit
matriciel
U1

XAY = (z1,...,2)A | :

Yn
Ceci prouve (2). Avant de prouver (3), remarquons déja que Papplication ug est R-linéaire. En effet, si
¢, € H(F) et s € R, alors s¢+ ¢ est la forme hermitienne définie par (s¢ + 1) (u,v) = sp(u, v) + v (u,v)
pour tout u,v € E, donc a fortiori on a (s¢ + ¥)(ei,ej) = sdle;,e;) + ¥(ei,e;) pour tout 7,5, d’ou
pz(sd + 1) = s pz(d) + na(v).
Prouvons (3). Pour tout A = (a;;)};,—; € MH,(C), application ¢4 : E x £ — C définie par

n n n
ha E ﬂ?z'ez',g yie; | = E Aij Ti Y5
im1 =1

ij=1



est linéaire en les x;, et vérifie :

n n n n
Pa(y,z) = da Zyjejazxiei = Z aji YjTi= Z aij T Y = da(z,y)
j=1 i=1 ~

ij=1 ij=1

=ai;
donc est une forme hermitienne sur E; de plus, prenant z;, = 1 = y;, et 2; = 0 = y; pour ¢ # g et
J # jo, on obtient que ¢4 (esy, €j,) = @iy,jo POUr tout ig,jo = 1,...,n, d'ott Matg(pa) = A. Ceci montre
que l'application R-linéaire injective pg : S (E) — MH,,(C), ¢ — Matg(¢) est aussi surjective, donc c’est
un isomorphisme de R-espaces vectoriels. En particulier, se donner une forme hermitienne sur E « est la
méme chose » que se donner une matrice hermitienne.

Enfin, démontrons (4). Soient z,y € F, ils correspondent dans la base % (resp. #') a des vecteurs
colonnes X, Y (resp. X', Y”’). D’apres la formule de changement de coordonnées,ona X = PX’'etY = PY”,
doutX =1X'""PetY =PY/, et donc :

b(@,y) = X AT = X' PAPY
ce qui entraine A’ ='P A P. Le théoréme est démontré. O

Définition 8.1.7 (Carrés de modules et « doubles produits »). — En séparant, d’'une part, les ter-
mes z; J; et, d’autre part, les termes x; J; avec i # j, la formule (%) de 8.1.6 se récrit de la fagon suivante
(puisque aj; = @;; pour tout ¢ # j) :

T Y1 n n n
) v |, | ek, ) Z%‘%,Zyj@j :Zan‘wim-k Z (aij 3 G5 + @ij 2 i)

i=1 j=1 i=1 1<i<j<n

In Yn
En particulier, prenant Y = X (i.e. y; = x; pour tout ¢), on voit que la forme quadratique hermitienne @
associée & ¢ est donnée par la formule suivante (noter que z; T; = |7;|?) :

n n
(<) Qar,...,zn) =) ailel?+ Y (ayeiT+agTiey) =Y alel’+ ) 2%(ay; i T5).
i=1 1<i<j<n i=1 1<i<j<n
On voit donc apparaitre les carrés des modules des x;, et les parties réelles des doubles produits z; T;.
Pour abréger, on parlera de « carrés de modules » et de « doubles produits ».

Définition et proposition 8.1.8 (Rang d’une forme hermitienne). — Soit ¢ une forme hermi-
tienne sur un C-espace vectoriel E de dimension n et soit B = (e1,...,epn) une base de E.

(1) On définit le rang de ¢ par rang(¢) = rang(A), ot A = Matg(¢) ; ceci ne dépend pas du choiz de
la base A.

(2) On dit que ¢ est non-dégénérée si rang(¢) = dim E, i.e. si sa matrice dans une (et donc dans
toute) base de E est inversible.

Démonstration. — Soient %’ une autre base de E et P = Matg(%'). Comme P et P sont inversibles (on
a (tP)~t =t(P~1) et (P)~! = P-1), alors la matrice A’ = Matg (¢) = ‘PAP a méme rang que A. O

Définition et proposition 8.1.9 (Orthogonalité). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace
vectoriel E.

(1) On dit que deux vecteurs x,y € E sont orthogonaux (pour ¢) si ¢(x,y) = 0; ceci équivaut & dire

que ¢(y,x) =0 (puisque ¢(y, x) = ¢(x,y) et vice-versa). Plus généralement, on dit que deux sous-ensembles
X,Y de E sont orthogonauz si l'on a ¢(z,y) = 0 pour tout v € X ety € Y. On notera X LY pour signifier
que X et'Y sont orthogonauz.

(2) Pour tout sous-ensemble Y de E, on définit son orthogonal (relativement a ¢), noté Y+ ou sim-
plement Y-, par :

() ‘YLz{xEEMS(x,y):O, VyEY}‘

¢’est un sous-espace vectoriel de E (méme si Y n’en est pas un); de plus, on a les propriétés suivantes :

() ‘YQZ:ZJ'QYJ“ ‘YLZVect(Y)J-‘

en particulier, si Y est un sous-espace vectoriel F' de E et si (f1,..., fp) est une famille génératrice de F,
alors

Fr={fi,....fy}t={z € E|¢(z,f;) =0, Vi=1,...,p}.




(3) On pose ‘ N(p)=Et={z € E|¢(zx,y) =0, VyecVY} ‘ et on lappelle le noyau de ¢.

Démonstration. — Soient x,2' € Y+ et A € C, alors on a, pour tout y € Y, ¢(Ax + z',y) = \o(x,y) +
#(x',y) = 0, ce qui montre que Az 4+ 2’ € Y. Donc Y+ est un sous-espace vectoriel de E.

Il est immédiat que si Y C Z, alors Z+ C Y+ car si © € Z* alors x est orthogonal & tout élément de
Z, donc x est a fortiori orthogonal & tout élément de Y (puisque Y C Z), donc z € Y +.

Comme Y C Vect(Y), ceci donne déja I'inclusion Vect(Y)L C Y. Montrons I'inclusion réciproque. Soit
x € Y+ et soit v un élément arbitraire de Vect(Y'), par définition, v s’écrit comme une combinaison linéaire
finie v = My1 + -+ \pyr, avec y; € Y et A; € C; alors on a

$la,v) =Y N ¢z, ) =0
=1

———
=0
et donc = € Vect(Y)+. Ceci montre I'inclusion Y+ C Vect(Y)*, d’ot1 I'égalité Vect(Y )+ = Y+, L’assertion
(2) est démontrée. u
Théoréme 8.1.10 (Orthogonal d’un sous-espace). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace

vectoriel E de dimension n et soit F' un sous-espace vectoriel de E, de dimension r.

(1) Ona|F < (FY*] et [dim FL > dim E — dim P |

(2) ‘N((b) = {0} < ¢ est non-dégénérée. ‘
(3) Si ¢ est non-dégénérée, on a ‘ dim F+ =dim E — dimF‘ et |F=(FH)t.

(4) Si FNF+ ={0}, alors|E=F ® F+.

Démonstration. — Soit f € F, pour tout € F* on a ¢(f,z) = ¢(z, f) =0, d’on f € (F*+)*. Ceci montre
la premiere assertion de (1). Prouvons la seconde.

Soit (f1,. .., fr) une base de F, complétons-la en une base Z = (f1,..., fn) de E, et soit A = (ai;)1<i,j<n
la matrice de ¢ dans la base %, i.e. a;; = ¢(fi, f;) pour ¢, =1,...,n.

D’apres le point (2) de 8.1.9, '+ est formé des vecteurs v = z1 f1 + - - + 2, fn € E tels que ¢(v, f;) =0
pour i =1,...,7. Comme ¢(x1f1 + -+ xnfn, fi) = Z?:l zj ¢(fj, fi) = Z?Zl aj; ©;, ceci équivaut a dire

T1
que le vecteur colonne X = | . | est solution du systeme linéaire homogene :
In
a1ry +-+ a1z, =0
() : I :
air 1 +-ot Qe Tp =0

dont la matrice B est formée des r premicres lignes de la matrice *A. Comme l'espace des solutions du
systéme est de dimension n — rang(B), on obtient :

dim F* = n —rang(B) > n —r,

ce qui prouve la seconde assertion de (1). De plus, dans le cas particulier ot F'= E, ona B =t A et, comme
rang(*A) = rang(A), on obtient que dim E+ = n — rang(4). Donc N(¢) = E+ est nul si et seulement si
rang(A) = n. Ceci prouve (2).

Supposons ¢ non-dégénérée. Alors A est de rang n, i.e. ses colonnes sont linéairement indépendantes,
en particulier les r premieres colonnes le sont, donc la matrice B est de rang r, et donc dim F+ = n — r.
Remplacant alors F' par F'*, on obtient 1’égalité dim(F+)+ =n—(n—r) = r, et par conséquent I'inclusion
F C (F1)t est une égalité. Ceci prouve (3).

Enfin, supposons F'NF+ = {0} (sans supposer ¢ non-dégénérée). Alors F et F'+ sont en somme directe,
et le sous-espace F @ F'* de E est de dimension d = r +dim F*. D’apres (1),onad > n, dou E = FQ F+

(et dim F+ = n —r). Ceci prouve (4). Le théoreme est démontré. O
Définition 8.1.11 (Bases orthogonales). — Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et soient ¢
une forme hermitienne sur F, et @ la forme quadratique hermitienne associée. Soit & = (eq,...,e,) une
base de E

a) On dit que # est une base orthogonale pour ¢ (ou pour Q) si l'on ¢(e;,e;) = 0 pour i # j.



b) Ceci équivaut & dire que la matrice A = Matg(¢) est diagonale; si 'on note Aq, ..., A, ses coef-
ficients diagonaux (qui sont réels) et (z1, ..., z,) les coordonnées dans la base %, ceci équivaut encore &
dire que Q(z1,...,2n) = A1 [212 + -+ 4+ A |20

Théoréme 8.1.12 (de Sylvester dans le cas hermitien). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un
C-espace vectoriel E de dimension n, et soit Q la forme quadratique hermitienne associée.

(1) Il existe une base B de E orthogonale pour ¢.

(2) Soient # = (e1,...,en) une base orthogonale pour ¢ et D la matrice diagonale Matg(¢). Quitte
renuméroter les e;, on peut supposer que les coefficients diagonaux Ay,..., A\ € R sont # 0, et que \; =0
pour i > r. Notons (z1,...,2,) les coordonnées dans la base B, alors :

(a) On a‘Q(zl,...,zn) =Mz A |zr|2,‘ (%)

(b) Soit p (resp. q) le nombre d’indices i tels que Q(e;) > 0 (resp. < 0). Alors p et q ne dépendent
pas de la base orthogonale choisie.

(¢) Le couple (p,q) s’appelle la signature de ¢ ; on a p+ q = r = rang(¢).

(d) N(¢) est le sous-espace Vect(e,41,...,en), donné par les équations z1 =0 = --- = z,.

(3) De plus, on peut choisir B de sorte que la matrice diagonale D = Matg(¢) ait pour termes diagonauz
(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0), le nombre de 1 (resp. —1) étant p (resp. q).

Démonstration. — (1) Montrons 'existence d’une base orthogonale en procedant par récurrence sur n =
dim E. Il n’y a rien a montrer si n = 0 ou si ¢ = 0. On peut donc supposer n > 1, le résultat établi pour
n—1, et ¢ # 0. Alors, d’apres 8.1.4, la forme quadratique hermitienne @) est non nulle, donc il existe
e1 € E tel que Q(e;) # 0. Posons F = key, comme ¢(eq,e1) # 0, alors F' N F+ = {0} donc, d’aprés le
théoréeme 8.1.10, on a

E=FaF+
Par hypothese de récurrence, il existe une base (ea, ..., e,) de F* telle que ¢(e;, e;) = 0 pour i # j. Alors
(e1,€2,...,€,) est une base de E orthogonale pour ¢. Ceci prouve 1’assertion (1).

Puis, (2.a) et I’égalité p + ¢ = r = rang(¢) dans (2.c) découlent aussitot des définitions. Prouvons
maintenant (2.d). D’apres (x), ¢ est donnée dans la base £ par :

n n
(+") Vusziei, szZyjej, ¢ (u,v) = 211+ + A 20 Ur-

i=1 j=1
Supposons u € N(¢), alors pour tout ¢ = 1,...,r, prenant v = e; (c.-a-d., y; = 1 et y; = 0 pour j # i),
on obtient z; = 0, d’olt u € F = Vect(ey11,...,ey). Réciproquement, (*') montre aussi que tout u € F
(i.e. tel que 1 =0 =--- = x,) appartient & N(¢), d’ou 'égalité désirée. Ceci prouve (2.d).

Prouvons (2.b). On note r = rang(¢). Soient & = (e1,...,e,) et € = (f1,..., fn) deux bases de F
orthogonales pour ¢. Notons p (resp. p’) le nombre d’indices i tels que Q(e;) > 0 (resp. Q(f;) > 0) et ¢
(resp. ¢') le nombre d’indices ¢ tels que Q(e;) < 0 (resp. Q(f;) < 0). Alors

prg=r=p+4¢

et il s’agit de montrer que ¢ = ¢’ et p = p’. Quitte a renuméroter les éléments de & et €, on peut supposer
que

Q(e;)) >0 pouri=1,...,p Q(fi)>0 pouri=1,...,p
(%) Qei) <0 pouri=p+1,....,p+q Q(fi) <0 pouri=p +1,....p' +¢
Q(e;)) =0 pouri>p+qg=r; Q(fi)=0 pouri>p +¢ =r.

Notons P, le sous-espace de E engendré par les vecteurs e; tels que Q(e;) > 0. Ces vecteurs sont au
nombre de n — ¢, donc dim Py = n — ¢. Soit « un élément arbitraire de Py, écrivons x = Y _._; z;e;, avec
I={1,....,ptU{r+1,...,n}; alors, d’aprés (x), on obtient

iel

(1) Qlx) = Z |2:|* Q(es) > 0.



D’autre part, soit P’ le sous-espace de E engendré par les vecteurs f; tels que Q(f;) < 0. Ces vecteurs sont
au nombre de ¢’, donc dim P’ = ¢'. Soit y un élément non nul de P’ , on peut écrire y = Z?:;?H Y;fis
avec au moins I'un des y; non nul (car y # 0). Alors, d’apreés (%) & nouveau, on obtient

p'+4q’
(2) Q) = > ll*Qf) <o.

Jj=p'+1
Par conséquent, on a P N P. = {0} et donc
n=dimE >dimP; +dim P =n—q+¢

d’ou ¢ > ¢'. Echangeant les roles des bases % et €, on obtient de méme ¢’ > ¢, d’oll ¢ = ¢/, et de méme
p = p'. Ceci prouve (2.b).

Voyons lassertion (3). Soit & = (ey, ..., ey,) comme ci-dessus; pour ¢ = 1,...,p+ ¢, notons |Q(e;)| >0
la valeur absolue du réel Q(e;) # 0. En remplacant e; par e;/1/|Q(e;)|, pour i = 1,...,p + g, on obtient
une base orthogonale ayant la propriété énoncée dans (3). Ceci acheéve la démonstration du théoreme. O

8.2. Réduction en sommes de carrés de modules

Définition 8.2.1. — Soient E un C-espace vectoriel de dimension n, ) une forme quadratique hermi-
tienne sur E et ¢ sa forme polaire. Soit 8 = (ey, ..., e,) une base de F, notons (z1, ..., x,) les coordonnées
dans cette base, i.e. x; désigne en fait la forme linéaire f; = e} sur E.

(1) On dit que Q s’écrit dans la base # comme somme de carrés de modules de formes linéaires
indépendantes si 'expression de ) en fonction des coordonnées x; est de la forme

Q=q |z >+ +qulzal? (avec q1,...,qn € R).

D’apres 8.1.11, ceci équivaut a dire que la matrice de ¢ dans la base £ est diagonale, avec les ¢; pour
coefficients diagonaux.

(2) Les formes linéaires f; = ef sont linéairement indépendantes (#* = (e7,...,e}) est la base duale
de %), d’ou la terminologie « somme de carrés demodules de formes linéaires indépendantes ». En
pratique, pour abréger on écrira souvent « somme de carrés de modules », mais il est essentiel de s’assurer
que les formes linéaires en question sont bien lindairement indépendantes (cf. 'exemple 5.2.6 pour les

formes bilinéaires symétriques).

Comme dans le cas des formes bilinéaires symétriques, on dispose d'un procédé algorithmique simple
pour réduire une forme quadratique hermitienne en « somme de carrés de modules » (de formes linéaires
indépendantes) ; au lieu des égalités 2% + 22L = (z + L)? — L? et 4z120 = (21 + 72)% — (21 — 22)%, on va
utiliser les égalités :

|Z|2 + 2,%’(zf) =|z+ L|2 — |L|2, 4% (1 7Z2) = |21 —|—Z_2|2 — |z —z_2|2.

Théoréme 8.2.2 (Réduction d’une forme hermitienne en somme de carrés de modules)
Soient E un C-espace vectoriel de dimension n, et Q) une forme quadratique hermitienne sur E, donnée

en fonctions des coordonnés (x1,...,x) dans une base B par :
(%) Qr, - wn) = bilil*+ D (bijai T+ by a; T) (bi eR, b €C).
i 1<i<j<n

(1) Par une suite d’opérations « élémentaires » (décrites dans la démonstration), on peut trouver un
nouveau systéeme de coordonnées (yi,...,yn) sur E, dans lequel Q s’écrit comme une somme de carrés de
modules, i.e.

(%) Q1. yn) = ar [y’ + -+ + anlyal*.

(2) La signature de Q est (p,q), oup (resp. q) est le nombre de coefficients a; qui sont > 0 (resp. < 0),
et rang(Q) = p +q.

(3) De plus, N(Q) est le sous-espace vectoriel de E défini par les équations y; = 0, pour i parcourant
lensemble des i € {1,...,n} tels que a; # 0.



Démonstration. — Remarquons d’abord que si @ s’écrit sous la forme (#x) dans une base %', alors la
matrice de sa forme polaire y est diagonale, avec les a; pour coefficients diagonaux, d’ou les assertions (2)
et (3) du théoreéme, compte-tenu du théoreme 8.1.12.

Il reste & donner une démonstration « algorithmique » de 1’assertion (1). On proceéde par récurrence sur
le nombre n de variables. Si n =1 on a Q(x1) = by|z1|?, et (%) est vérifié. On peut donc supposer n > 1
et le résultat démontré pour n — 1. Distinguons deux cas.

(a) Si dans écriture (x) plus haut, il existe un coefficient « diagonal » b; non nul, on peut supposer,
quitte & changer l'ordre des coordonnées, que by # 0. On considere alors la somme de tous les termes
contenant 7 ou Ty et on ’écrit comme suit :

S=byfa + > 22 F; 01 75) = by (|o1 2 + 2% (21 Lz, o)) )
=2
ou L(xg,...,xy) = Z;':Q(bjl/bl)a:j. Puis, en utilisant que
|z1 + L|2 = |x1|2 + 2%(m1f) + |L|2, d’ou |x1|2 + 2,%’(xlf) = |z + L|2 — |L|2,
on récrit ceci sous la forme :
S =b |x1+L|2—b1|L|2:b’ ZbL ] Z|bj1| o2 == S Bbu b T,
7j=2 2§1<]§n

Donc, en posant y; = x1 + Z?:g bLll zj (et b = b — |bj1|2/b1 pour j =2,...,m, et bj; = b — by bj1/b1
pour 2 < i < j < n), on obtient une écriture :

n
(1) Qs @z, wn) = bilyn* + 3 b los + 3 220 2:7)
=2 2<i<j<n
Ql(xg, oo ,Jﬁn)
ou la forme quadratique hermitienne Q1 (zs,...,z,) ne dépend que des variables s, ..., z,.
L’opération y1 = x1 + L(x2,...,xy) et £; = x; pour j > 2, est bien un changement de coordonnées, car
la matrice exprimant (y1, 2, . .., Z,) en fonction de (x1, ..., x,) est triangulaire avec des 1 sur la diagonale,

donc inversible ; explicitement le changement de coordonnées inverse est donné par x; = x; pour j > 2 et
x1 =y1 — L(za,...,xy,).
Par hypothese de récurrence on peut faire un changement de coordonnées (zs,...,2n) — (Y2,...,Yn)
tel que Q1 (z2,...,2n) = az |y2|? + -+ + an |yn|? d’on, d’apres (1) :
Q(yh s 7yn) = a1 |y1|2 + - Fan |yn|2
(avec a; = by), ce qui prouve le résultat voulu dans ce cas.

(b) Supposons au contraire que tous les coefficients « diagonaux » b; soient nuls. Si @ =0, il n’y a rien
a montrer ; sinon on peut supposer, quitte a changer ’ordre des coordonnées, que b2 # 0. Comme

1
K (b12 11 T2) = Z(|b12 x1 + 22| — b2 1 — 22?),
posons y; = %(blg 1+ 2x9) et ya = %(blg 21 + x2); ¢’est bien un changement de variable, dont l'inverse est
donné par
z1 = bis (Y1 + v2) T2 = Y1 — Yo

Alors : 2% (b12 21 T3) = 2(|y1|2 — |y2|2), les termes 2% (b;; x; T;) sont inchangés pour ¢ < j dans {3,...,n},
et 'on a :

2% (b1j 11 T5) = 22 (bijbiy (y1 +42)T;)  pour j >3

2% (baj w2 75) = 2% (baj (y1 — y2) T5) pour j > 3
donc Q(y1,y2, 3, ..., Ty) égale :

n

201> — 20yal* + ) 2%((171]»17;21 +b2y) Y1 T5 + (bijbis — baj) e @) + Y 2R )
=3 3<i<j<n

et l'on est ramené au cas (a), c.-a-d., on peut maintenant éliminer la variable y; et se ramener, & nouveau,

au cas de n — 1 variables. Le théoreme est démontré. O

Ilustrons ceci par deux exemples : dans le premier n’apparaissent que des changements de coordonnées
du type (a).



Exzemple 8.2.3. — Considérons dans C? la forme quadratique hermitienne
q(x1, T2, x3) = 177 — 2iT1T3 + 290077 + (21T3 — 12371 + 2x9T3 + 2x3T3 — 20x2T3 + 2iw3T3.
Alors ¢ contient le terme 177 = |x1|2, et les termes contenant z; ou 7 sont :
T1TT — 2021 Tg + 20x0TT + ia1T3 — ia3Ty = |r1]? + 2%’(@ M)
= |zy + 2izy — ix3|? — |2ixg — ixs)?
= |z1 + 2izy —ix3|? — 4|xo|? — |23|* + 4% (22 T3)
donc, posant y; = x1 + 2ixe — ix3, on obtient
q(y1, w2, 23) = [y1|* — 4 |waf® — |as]? + 4% (22 T3) + 2|aa|? + 2|ws]? — 4% (i T5)
= y1]? — 2faa]® + |s]® + 4% (w2 (1 + i)z ).
Puis

=2(Jaaf? — 222 (w [T+ D)3 ) ) = =2 (|2 — (L sl = (1 + )5 ?)

= =2(Ja2 = (1+ D)zsl® - 2]as]?)

donc, posant yo = x9 — (1 + i)x3 on obtient : ‘ q(y1,y2,23) = |y11% — 2|y2|? + 5lw3]?. ‘ Donc la signature de

q est (2,1) et son rang est 2+ 1 = 3, i.e. h est non-dégénérée.
Ezemple 8.2.4. — Considérons dans C? la forme quadratique hermitienne
Q(x1, T2, x3) = T1T2 + T2T1 + i21T3 — ix3T1 + (1 + 9)z2T3 + (1 — i)x3T3.

Ici, il n’y a pas de «termes carrés » |xi|2, donc on va considérer le terme z1 T3. On a bis = 1, faisons le
changement de coordonnées :

1 1 -
y1 = (71 +12), y2:§(x1—x2), d’out 1 =Y1+Y2, T2=1Y1— Y2

2
On a 2% (r1T3) = 2(|y1|2 — |y2|2), et
2%((1 +i)x2ws) = 22((1+1)y173) — 22((1 + 1)y273)

d’ou
Q(y1,y2,w3) = 2|1 [> — 2 |yal> + 22 ((1 + 20)ynT5) — 2% (y27T3).
Puis 2(|y1|2 + 2,%’(%3/1;3_3)) = 2(|y1 + 52,2 — |%x3|2) donc, posant z; = y1 + 152 3, on obtient

5 _
Q(21,Y2,73) = 2|2 |* — §|IJ63|2 —2|yo|® — 2% (yo73).

Puis —2(|y2|2 +,%’(y2x_3)) = —2(|y2 + %x3|2 — %|x3|2) donc, posant 27 = yo + %xg, on obtient

‘ Q(z1,22,73) = 2|21 ]* — 220]* — 2]ws|”. ‘

Donc la signature de @ est (1,2) et son rang est 1 + 2 = 3, i.e. ) est non-dégénérée.

8.3. Espaces hilbertiens. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Isométries

Définitions 8.3.1 (Produits scalaires et espaces hilbertiens). — Soit E un C-espace vectoriel de
dimension finie.

(1) Soient ¢ une forme hermitienne sur E et @ la forme quadratique hermitienne associée (i.e. Q(x) =
¢(x, x) pour tout x € F). On dit que @ (ou ¢) est définie positive si l'on a :

(Déf. Pos.) Vee BE—{0}, Q) =¢(x,2)>0]

Dans ce cas, on dit que ¢ est un produit scalaire hilbertien et on note souvent ¢(z,y) = (z | y).

Remarquons que si @ (ou ¢) est définie positive, elle est non-dégénérée : en effet, si z € N(¢), on a
0 = ¢(z,y) pour tout y € E, en particulier ¢(z,z) = 0, d’ott z = 0.



(2) Dans ce cas, on dit que : « E, muni de (| ) » (ou que : «le couple (E, ¢) ») est un espace hilbertien.
Pour abréger, on écrira souvent : « Soit E un espace hilbertien », sans préciser le produit scalaire ( | ),
celui-ci étant sous-entendu.

Exemple 8.3.2. — Le produit scalaire hilbertien standard sur C™ est défini par :

z1 (2
(@|y) =291+ + TnYn siz=| |, y=
Tn Yn
Pour ce produit scalaire, la base canonique (ey,...,e,) de R™ est orthonormée, i.e. on a (e; | ej) = 1 si

i = j et = 0 sinon, et la forme quadratique hermitienne associée est Q(z) = |z1|> + - - - + |z, |%.
Définition et proposition 8.3.3 (Familles et bases orthonormées)

Soit E, muni de (| ), un espace hilbertien.

(1) Une famille (e;)icr de vecteurs est dite orthonormée si (e; | ;) = 1 et (e; | ej) = 0 pour tout
i 7.

(2) Supposons E de dimension n. Une base orthonormée est une base (e1,...,e,) de E qui est une

famille orthonormée, i.e. qui vérifie (e; | e;) =1 et (e; | e;) = 0 pour tout i # j.

(3) Toute famille orthonormée est libre. En particulier, si dim E = n, toute famille orthonormée
(f1,-.., fn) de cardinal n est une base orthonormée de E.

(4) Dans la suite, on abrégera souvent « base orthonormée » en : b.o.n.

Démonstration. — Prouvons (3). Supposons qu’on ait une relation 0 = t1e;, +---+t,e;,, avec iy, ... i, € I
deux & deux distincts, et ¢1,...,t, € R. Fixons un indice r € {1,...,p} et appliquons (e;, | ) & l'égalité
précédente. Comme (e;. | e;,) = 0 pour s # r, on obtient 0 = ¢,(e;,. | €;,.) = t,, d’ou ¢, = 0. Ceci prouve
que la famille (e;);er est libre. O
Théoréme 8.3.4 (Existence de b.o.n.). — Soit E un espace hilbertien de dimensionn. Alors E admet

une base orthonormée

Démonstration. — D’apres le théoreme 8.1.12, il existe une base (e1, ..., e,) orthogonale (i.e. (e; | e;) =0
pour i # j) et telle que (e; | e;) € {1,—1,0}; or comme ( | ) est défini positif on a nécessairement
(e; | ;) =1, donc (ey,...,e,) est une b.o.n. O
Définition 8.3.5 (Sous-espaces d’un espace hilbertien). — Soit F, muni de ( | ), un espace hilber-

tien et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors la restriction (| )g de (| ) & F est un produit scalaire
hilbertien sur F, puisque (z | )r = (z | ) > 0 pour tout € F — {0}. Donc F muni de ( | )r est un
espace hilbertien.

Théoréme et définition 8.3.6 (Projection orthogonale sur un sous-espace)
Soit E, muni de (| ), un espace hilbertien et soient F un sous-espace et F- son orthogonal pour (| ).

(1) On a |E =F @ F*.| Le projecteur 7r : E — E, d’image F et de noyau F*, défini par cette

décomposition s’appelle la projection orthogonale sur F.

pour tout

(2) Soit (e1,...,e,) une base orthonormée de F'. Alors‘ mr(v) =(v]eer+--+ (v]erer
veE.

(3) On a|(FY)t = F| donc la projection orthogonale wp. sur F+ n’est autre que idg —7F, i.e. on a

‘idE:T(F‘FT(FL.‘

Démonstration. — Comme les formes hermitiennes ( | ) et ( | ) sont définies positives, donc non-
dégénérées, on a (F+)t = Fet E = F @ F+ d’aprés 8.1.10. Alors, tout 2 € E s’écrit de facon unique
r=f4+gavec f € Fetgé& F*, etleprojecteur mp sur F parallelement & F* (i.e. de noyau F'*) est défini
par 7r(x) = f. De plus, comme (F+)% = F, alors le projecteur mp. sur F+ parallelement & (F1)* = F
(i.e. de noyau F') est défini par mp. (z) = ¢, donc on a bien idg = 7 + mp.. Ceci prouve (1) et (3).

Prouvons (2). Soit r = dim F et soit (e1, . .., e,) une b.o.n. de F. Pour tout v € F, notons provisoirement

m(v)=(v|e)er+---+(v|e)e € F.



Alors, pour j =1,...,r,ona (v—7(v) | e;) = (v]e) —Yi_1(v]|e)(ei]|e;) =0, donv—m(v) € Ft,
————

oy
05 i)

et donc v = 7(v) + v — 7(v), avec w(v) € F et v — 7(v) € F+. Comme E = F @ F*, ceci entraine que
w(v) = wp(v), d’ou assertion (2). O
Définition 8.3.7 (Normes). — Soit E un C-espace vectoriel. Une norme ||-|| sur F est une application
E — Ry, v — |v|| vérifiant les trois propriétés suivantes :

(1) v =0<v=0.

(2) Pour tout z € C, v € E, on a ||zv]| = |z| - ||v]| (ol |z] est le module de z).

(3) (Inégalité triangulaire) ||u + v|| < ||u|| + ||v]|, pour tout u,v € E.

Théoréme 8.3.8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme hilbertienne)
Soit E, muni de (| ), un espace hilbertien et soit Q(z) = (z | ) la forme quadratique hermitienne
associée.

(1) On a linégalité de Cauchy-Schwarz :
(CS) Veye B |@]y)P <Q)QW)]

avec €qgalité si et seulement si x et y sont liés.

(2) Par conséquent, lapplication x — ||z| = \/(x | x) est une norme sur E, appelée la norme hilber-
tienne associée a (| ), et linégalité de Cauchy-Schwarz se récrit comme suit :

(CS) [Veye® @l <l lyl]
Démonstration. — (1) Soient x,y € E. L’inégalité est trivialement vérifiée si = 0, donc on peut supposer
x # 0. Considérons alors le vecteur
ey Wl
(@ | x)

(c’est la projection orthogonale de y sur I'hyperplan (Cx)*. Comme (y | #) = (z | y), on a :

(wa)( | )_(ny)( | (ylx)(wa)mx)

@z Y @)Y (@ | 2)?

0<(v|v)=(yly) — z) +

=0
donc, multipliant par (z | ) > 0, on obtient que 0 < (z | z) (v | v) =
prouve l'inégalité voulue, et montre que l'on a égalité si et seulement (v
(y =)
(x| z)
Prouvons que v — ||v]| = 4/(v | v) est une norme sur E. Comme ( | ) est défini positif, on a |[v|| =0 &
v = 0. D’autre part, pour tout z € C et z € E, on a |z| = v/2Z et donc

|y (x| x)—||y)? Cec
| U) = Oa C.—é,—d., siv = 0, i.e. si

x. Ceci prouve l'assertion (1).

[zv]| = V2Z (v | v) = |z] - [|v].
Enfin, soient x,y € E. D’abord, I'inégalité de Cauchy-Schwarz équivaut (en prenant la racine carrée) a :
(@ [ y)] < [l - llyll;
alors, multipliant par 2 et ajoutant ||z|? + ||y||* aux deux membres, on obtient
2
(t) 2l + Myl + 2| [ 9)] < Nl + lyl? + 20z -yl = (=] + [yll)™
D’autre part, d’apres les égalités de polarisations 8.1.4, on a :
2+ yll? = lzl|* + [lyllI* + 22((z | ).
Or, pour tout nombre complexe z = a + @b, on a : Z(z) = a < va? + b? = |z|. On obtient donc
2+ ylI* < llz[* + lyll* +2|(z | y)]
ce qui, combiné avec (), entraine :
2
lz+ 1 < (=l + llyll)™
Prenant la racine carrée, ceci entraine (et équivaut a) 'inégalité triangulaire. Le théoréme est démontré. [

Récrivons les égalités de polarisation 8.1.4 en utilisant la norme ||-||, et ajoutons-y ’égalité de Pythagore :



Proposition 8.3.9 (Polarisation). — Soit E, muni de (| ), un espace hilbertien et soit || - || la norme
hilbertienne associée.

a) Pour tout z,y € E, on a :

1 1
(1) (@ y) =5z +yl* = 217 = lvl*) = 7 (= +yl” = = = y]*)
1 .2 2 2 1 .2 - 112

(2) I((@9) = 5lz +iyl* = ll=l* = llyI*) = 7 (lz +iy]* = o —iy]*)
(3) 4z y) = llo+yll* = llz =yl + illz + iyl* — il - iy]|*.

b) Egalité de Pythagore) Si x1,..., &, sont orthogonauz, on a ||x1 + -+ xn||2 = 212 + - - + ||an |2
Démonstration. — La premiére assertion n’est qu'une reformulation de 8.1.4. L’égalité de Pythagore est
immédiate si n = 2, et dans ce cas on a méme la réciproque : si ||x1 + x2]|?> = [|1]|* + |22 alors

(z1 | ®2) = 0. L’égalité pour n vecteurs orthogonaux s’obtient par récurrence sur n. On prendra garde
que la réciproque est fausse pour n > 3 : prendre par exemple dans C? hilbertien les vecteurs z; = ey,
To = €1+ e, Tz = €9 — €7. O

Définition et proposition 8.3.10 (Isométries vectorielles). — Soient E, F' deuz espaces hilbertiens
de méme dimension n, notons (| )g et ||-||g (resp. (| )r et||-||r) le produit scalaire et la norme hilbertienne
sur E (resp. F). Soit f : E — F une application linéaire.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f préserve la norme : ‘ Vee E, |z|g= Hf(x)”F‘

(b) f préserve le produit scalaire : ‘ Ve,ye E, (x|y)e= ()] fly)r ‘

(¢) Pour toute b.o.n. B = (e1,...,e,) de E, la famille (f(e1),..., f(en)) est une b.o.n. de F.
(d) Il existe une b.o.n. B = (e1,...,e,) de E telle que (f(e1),..., f(en)) soit une b.o.n. de F.

(2) Sous ces conditions, on dit que f est une isométrie vectorielle de E sur F

(3) Dans ce cas, f est bijective, et son inverse f~1 est aussi une isométrie.

Démonstration. — Supposons que f préserve la norme, et soient z,y € E. Alors ||z +y||% = || f(z+y)||% =
|| f(z) + f(y)||%, et le premier (resp. dernier) membre égale :
Izl + Iyl % +22(( | )e).  resp.  (f@IF+ IfWIE+22((f(@) | f(y)r)

et comme ||z[|3, = |[f(z)|% et |yll% = [ £ (w)|% on obtient que Z((x | y)r) = Z((f(x) | f(v))F)-

D’autre part, pour tout z € C, on a . (z) = #Z(—iz). Donc, appliquant ce qui précede a iy au lieu de y,
on obtient aussi I’égalité :

I((@|ye) =%« |y)e) =2Z((f(2) | fiy)r) =2Z((f(2) | ify)r) =7 ((f(@) | fy)F).
d’ou finalement (z | y)g = (f(x) | f(y))r. Ceci prouve que (a) = (b).
Les implications (b) = (c¢) = (d) sont évidentes, montrons que (d) = (a). Supposons (d) vérifiée. Pour
tout © = x1eq + -+ - + xpe, dans E, on a f(x) = >, ;i f(e;) et, comme (e1,...,e,) et (f(e1),..., f(en))
sont des b.o.n., on obtient

lz/l% = En: jzi* = | f ()%
i=1

donc (a) est vérifiée. Ceci prouve 'assertion (1).

Prouvons (3). Soit f : E — F une isométrie, et soit # = (ey,...,e,) de E. Comme f(Z) est un b.o.n.
(donc une base) de F, alors f est bijective. Son inverse f~1 envoie la b.o.n. (%) = (f(e1),..., f(en)) de
F sur la b.om. # de E, donc f~! est une isométrie. Ceci prouve (3). La proposition est démontrée. [

Terminologie 8.3.10.1. — On a introduit la terminologie isométrie « vectorielle » pour faire la distinc-
tion avec la notion d’isométrie « affine », étudiée au Chap. 6. Dans la suite de ce chapitre, comme on ne
considere que des applications linéaires, on dira simplement «isométrie » au lieu de «isométrie vectorielle ».

Définition et corollaire 8.3.11. — (1) On dit que deux espaces hilbertiens E et E’ sont isométriques
s’il existe une isométrie f: E —> E'.

(2) Tout espace hilbertien E de dimension n est isométriqgue ¢ C™ muni du produit scalaire hilbertien
standard.



Démonstration. — Soit B = (ey,...,ey,) la base canonique de C", qui est orthonormée pour le produit
scalaire standard. D’apres le théoreme 8.3.4, F admet une b.om. € = (fi1,..., fn). Alors Papplication
lindaire u : C* — FE définie par u(e;) = f;, pour i = 1,...,n, est une isométrie de C" sur E. O

Définition 8.3.12. — On note U(n) = {4 € M,(C) | {AA = I,}. Remarquons que P'égalité ‘A A = I,
équivaut & 'égalité ‘A A = I,,, qui entraine que A est inversible et A~! = ‘A, Donc U(n) C GL,(C) et, si
A € U(n), son inverse B = A~ = A vérifie B~! = A = B, donc appartient aussi & U(n). De plus, pour
tout A, B € U(n), on a l'égalité {(AB)AB = '‘B'AAB ='BB = I,,, donc AB € U(n). Donc U(n) est un
sous-groupe de GL,,(C), appelé le groupe unitaire.

Munissons C" du produit scalaire hilbertien standard (| ). Pour tout X,Y € C* ona (X | Y) = XY,
i.e. la matrice de ( | ) dans la base canonique %y = (eq, ..., €,) est la matrice identité I,,. Donc une matrice
arbitraire A € M,,(C) préserve le produit scalaire si et seulement si, on a, pour tout X,¥ € C™ :

XY = (X | Y) = (AX | AY) = 'X (AA) Y

ce qui équivaut a dire que *AA = I,, (cf. 8.1.6). Ceci montre que U(n) est le groupe des isométries de C™
muni produit scalaire hilbertien standard ( | ).

De plus, notons C1,...,Cy, les colonnes de A (i.e. C; est le vecteur Ae; € C™). Remarquons que, pour
tout i,j € {1,...,n}, le coefficient d’indice (i,5) de *AA est le produit matriciel de la i-eme ligne de A,
i.e. de 'C;, par la colonne Cj, c.-a-d., on a (*AA);; = (Ae; | Ae;), donc la condition ‘AA = I,, équivaut
aussi a dire que les colonnes de A sont de norme 1 et deux & deux orthogonales. Tenant compte de la
proposition 8.3.10, on obtient donc les caractérisations suivantes de U(n), chacune étant utile :

Proposition 8.3.13 (Groupe unitaire U(n)). — On munit C™ du produit scalaire hilbertien standard
(]) et Uon note || - || la norme hilbertienne associée. Alors U(n) est le groupe des isométries de C™ ; il est
caractérisé par chacune des €égalités suivantes :

U(n) = {A € M, (C) | '"AA = I,,}
={A€GL,(C)| A =4}

={Ae M, (C)|(AX |AY) = (X|Y), VX, YeC"}
— {A € M,(C) | AX] = | X], VX eCm}
={A e M,(C)| (Af1,...,Afn) est une b.o.n., pour toute b.o.n. (fi,...,fn)}
={A € M,(C)| (Aeq,...,Ae,) est une b.o.n., ot (e1,...,e,) est la base canonique de C"}
={A € M, (C) | les colonnes de A sont de norme 1 et deuz & deuz orthogonales}
Les éléments de U(n) sont appelés « endomorphismes unitaires ».
Remarque 8.3.14. — 1l existe d’autres groupes unitaires (qui ne sont isomorphes & aucun U(n)). Soient
p, q des entiers > 1 et soit ¢ la forme hermitienne sur CP*9 définie par ¢(X,Y) = >0, zy; — Zg:pﬂ Tilis

i.e. la matrice de ¢ dans la base canonique de CP™9 est J = ( OIp 0 Iq ) Alors
ap | —tq

{Ae M,(C)|"AJA=J}={A e M,(C) | p(AX, AY) = ¢(X,Y), VX,Y €C"}

est un sous-groupe de GL,,(C), noté U(p, ¢). On ne considérera pas ces groupes dans ce cours.

8.4. Diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints et normaux

Commengons par introduire ’adjoint dans le cas général d’une forme hermitienne non dégénérée, méme
si on se limitera dans la suite au cas hilbertien.

Théoréme et définition 8.4.1 (Adjoint d’un endomorphisme). — Soient E un C-espace vectoriel
de dimension n, et ¢ une forme hermitienne sur E, non dégénérée.

(1) Pour tout uw € End(E), il existe un unique endomorphisme u* de E, appelé I’adjoint de u, vérifiant :
(%) Vry e B, |(u(),y) = ¢z, v (y)-|
(2) Pour toute base % de E, si l’'on note J = Matz(p) et A= Matg(u), on a

(%) A* = Matg(u*) = J-1AT.




Démonstration. — Supposons qu’il existe u* vérifiant (x) et soient Z une base de E, J = Matg(o),
A = Matg(u) et A* = Matg(u*). Soient x,y € E arbitraires, et notons X,Y € C™ les vecteurs colonnes
associés (coordonnées dans la base %). Alors on a

IXATY = ¢(u(x),y) = o(z,u*(y)) = X JA*Y ='XJA*Y

d’ott *AJ = JA* et donc, puisque J est inversible (car ¢ non-dégénérée), A* = J—1fAJ. Ceci montre que
u*, ¢'il existe, vérifie (xx) et est donc unique.

Réciproquement, si I'on note u* Pendomorphisme de E dont la matrice dans la base 2 est A* = J-1fA ],
alors pour tout x,y on a :

¢, u*(y)) = XJAY ="XATY = p(u(x),y)

donc u* vérifie (x). Ceci prouve les assertions (1) et (2).

Prouvons l’assertion (3). Pour tout z,y € E, on a :

(u*(@) |y) = (y [ v (@) = (w(y) [ =) = (= | u(y))

et ceci montre que u est adjoint de u*, i.e. u = (u*)*. Le théoréme est démontré. O

Remarque 8.4.2. — 1l résulte de la formule (xx) (ou directement de la définition (%)) que, pour tout
u,v € End(FE) et 5,t € C, on a (su+tv)* =35u* +tv*, i.e. Papplication End(E) — End(FE), u — u* est
semi-linéaire.

Remarquons aussi que si ¢ est un produit scalaire hilbertien et si 4 est une b.o.n., alors la matrice de
¢ dans % est J = I,,. On peut donc énoncer le théoreme dans le cas hilbertien sous la forme suivante.

Théoréme 8.4.3 (Adjoint d’un endomorphisme dans le cas hilbertien)
Soit E muni de (| ) un espace hilbertien de dimension n. Pour tout u € End(FE), il existe un unique
endomorphisme u* de E, appelé ’adjoint de u, vérifiant :

(u(@) | y) = (@ | v (y)).]

Pour toute b.o.n. # de E, si l'on note A =Matg(u), on a

(%) Vr,y € F,

(%) A* = Matg(u*) = A.

Lemme 8.4.4 (Stabilité par v ou u*). — Soient E muni de (| ) un espace hilbertien de dimension
n, u € End(E), F un sous-espace vectoriel de E, et F+ son orthogonal pour (| ). Alors : F est stable par
u (i.e. u(F) C F) si et seulement si F+ est stable par u*.

Démonstration. — Supposons u(F) C F, et soit y € F+. Pour tout x € F, on a :

(@ [ u*(y)) = (u(z) [y) =0

(la derniere égalité puisque u(x) € F et y € F1), et ceci montre que u*(y) € F*. On a donc u*(F+) C Ft,
Réciproquement, supposons u*(F+) C F+. Comme (F1)* = F et (u*)* = u, d’apres 8.3.6 et 8.4.1, on
obtient que u(F') C F, d’apres ce qui précede. O

Définitions 8.4.5 (Endomorphismes normaux et auto-adjoints). — Soit E un espace hilbertien
de dimension n et soit u € End(FE).

(1) On dit que u est auto-adjoint (ou hermitien) si u* = u.

(2) On dit que u est un endomorphisme unitaire s'il est inversible et u=! = u* (cf. 8.3.13).

(3) On dit que u est un endomorphisme anti-hermitien si u* = —u.

4) Enfin, on dit que u est un endomorphisme normal s’il commute & son adjoint u*, i.e. si 'on a

*

uu* = u* u. Ceci englobe les trois cas précédents.
Rappelons et complétons la définition 8.1.5 :

Définition 8.4.6 (Matrices hermitiennes ou anti-hermitiennes). — Une matrice A € M, (C) est

dite anti-hermitienne (resp. hermitienne, cf. 8.1.5) si [{A = — A | (resp. si A = A).
Observons que si A est une matrice anti-hermitienne (resp. hermitienne), ses coefficients diagonaux a;;
vérifient a;; = —a;; (resp. G;; = a;;) donc sont imaginaires purs (resp. réels).



Théoréme 8.4.7 (Diagonalisation des endomorphismes normaux)

Soient E muni de (| ) un espace hilbertien de dimension n, et u un endomorphisme normal. Alors, u
est diagonalisable et les espaces propres sont deux a deux orthogonauz. Par conséquent, il existe une b.o.n.
de E formée de vecteurs propres de u.

Démonstration. — On procede par récurrence sur n = dim E. C’est ok si n = 1, donc on peut supposer
n > 2 et le résultat établi pour n— 1. Comme C est algébriquement clos, le polynéme caractéristique P, (X)
admet au moins une racine A dans C, et A\ est valeur propre de u. Soit V) I'espace propre associé, il est
stable par u* : en effet, comme u et u* commutent, on a, pour tout x € V) :

u(u*(z)) = u*(u(x)) = u*(Az) = Au"(x), d’ou u*(x) € Vy.
Donc, d’apres le lemme 8.4.4, ’orthogonal G = VAL est stable par u et par u*. D’autre part, d’apres 8.1.10,
ona EFE=V,®GetdimG =dimFE —dimV), < dim FE.
Notons ug (resp. ug;) la restriction de u (resp. u*) & G, alors pour tout z,y € G, on a ug(x) = u(zx) et
ug(y) = u*(y) et donc :

(ug(z) [y) = (u(z) |y) = (= | u"(y) = ([ ug(y))
ce qui montre que l'adjoint de ug est la restriction de u* a G. Comme u et u* commutent, il en est de

méme de leurs restrictions a G, i.e. ug est un endomorphisme normal de G = VAL. Alors, par hypothese
de récurrence, uy L est diagonalisable, et ses espaces propres sont deux a deux orthogonaux. Comme

E=V\& V)\J-, on obtient la méme conclusion pour u. Ceci prouve qu'il existe une b.o.n. Z = (eq,...,e,)
de F formée de vecteurs propres de u.

I1 en résulte que les espaces propres de u sont deux & deux orthogonaux : en effet, soient p1, ..., y, les
valeurs propres, deux a deux distinctes, de wet Vi, ..., V, les espaces propres associés. Alors £ = Vi ®- - -@V,,
et donc, notant d, =dimV; pour ¢ =1,...,p,on a:

(1) n=di+---+dp.
Pour chaque ¢ = 1,...,p, soit dj, le nombre d’indices 7 € {1,...,n} tels que le coefficient diagonal \; de

D = Matg(u) égale pg (i.e. u(e;) = pqe;) et soit V' le sous-espace de V; engendré ces e;; comme les e;
sont linéairement indépendants et comme Vq/ est un sous-espace de V;, on a :

(2) d; = dim‘/:]’ < d,.
D’une part, comme chaque e; appartient a un Vq’ et & un seul, on a :
(3) n=dy +--+d,

Il en résulte que, pour chaque ¢, I'inégalité d; < d, est une égalité, d’ou Vq’ = V. Ceci montre que chaque
Vg est engendré par les éléments e; € % qu'il contient. Comme les e; sont deux a deux orthogonaux, on
en déduit que V; et Vi sont orthogonaux si ¢ # ¢’. Ceci achéve la démonstration du théoréme. O

On en déduit, en particulier, le théoreme suivant.

Théoréme 8.4.8 (Diagonalisation des matrices hermitiennes, unitaires, ou anti-hermitiennes)
On munit C™ du produit scalaire hilbertien standard. Soit A € M, (C).
(1) Si A est hermitienne (i.e. A = A, alors A est diagonalisable dans une base orthonormée A, i.e. il
existe P € U(n) telle que P"YAP = D soit une matrice diagonale. De plus, les valeurs propres de A sont
réelles.

(2) Si A est unitaire (i.e. si A € U(n)), alors A est diagonalisable dans une base orthonormée 2,
i.e. il exviste P € U(n) telle que P"YAP = D soit une matrice diagonale. De plus, les valeurs propres de A
sont des nombres compleres de module 1.

(3) Si A est anti-hermitienne (i.e. ‘A = —A), alors A est diagonalisable dans une base orthonormée
B, i.e. il existe P € U(n) telle que P"YAP = D soit une matrice diagonale. De plus, les valeurs propres
de A sont imaginaires pures.

Démonstration. — Dans chaque cas, 'assertion « A est diagonalisable dans une base orthonormée % »
découle du théoreme précédent. Comme la base canonique %, est elle-méme orthonormée, la matrice de
passage P = Matg, (%) appartient & U(n), d’olt la 2éme assertion. Reste & voir Passertion concernant les
valeurs propres. On a
P~ 1AP=D si A est hermitienne
D='D=tP'A'P-1=pP ltAp={ p-lA-l1p = D! si A est unitaire
—P'AP=-D si A est anti-hermitienne.



Il en résulte que les termes diagonaux \; de D vérifient, respectivement, \; = \; (resp. = )\;1, resp. = —\;),
donc sont réels (resp. de module 1, resp. imaginaires purs). Le théoréme est démontré. O

Remarque 8.4.9. — Le point (1) du théoréme précédent fournit une autre démonstration de la proposi-
tion 6.2.8 et donc du théoreme 6.2.6.

8.5. Forme normale des éléments de O(n)

On a décrit au Chap. 6 les éléments de O(2) et O(3). On va voir maintenant la « forme normale » (=
une matrice aussi simple que possible) des éléments de O(n), pour n > 3 arbitraire. On note % la base
canonique de R™.

Théoréme 8.5.1 (Forme normale des éléments de O(n)). — Soient A € O(n) et f ’endomor-
phisme de V. = R™ associé a A. Notons Vi = Ker(A — I,,) (resp. V- = Ker(A + I,,)) Uespace propre
associé a la valeur propre 1 (resp. —1) et p=dimV,, ¢ = dim V_. Alors il existe des bases orthonormées
By = (x1,...,7p) de Vi, B = (Y1,...,Yq) de V_, et € = (v1,u1,...,vr,u,) de E = (Vi@ @ V)L, et
O1,...,0, € ] —7m,m[—{0} telles que, notant A la base orthonormée B, JB_UE de V et P la matrice
de passage Matg,(#) € O(n), on ait

Lol o -] o
01, 0 0
P7'AP =Matg(f)=| 0| 0 | R(61)
: ) - 0
0] -] 0 |0 R
ot R(9) désigne la matrice (g?;g _czlsn€9> € O(2). (En particulier, dim E = 2r est paire). De plus,
01,...,0, €] —m,w[—{0} sont uniques au signe prés.

Pour la démonstration, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 8.5.2. — Soit u une isométrie de l’espace euclidien V', et soit F un sous-espace vectoriel stable
par u, i.e. w(F) C F. Alors :

(1) On au(F)=F et doncu '(F)=F.
(2) On au(Ft)=F+=u"Y(F').

Démonstration. — D’abord I'isométrie u est bijective (cf. 6.1.9), donc en particulier injective, donc u(F') a
méme dimension que F. Par conséquent, I'inclusion u(F) C F entraine u(F) = F, d’ot1 aussi F' = u~!(F).
Ceci prouve (1). Le méme argument montre que, pour prouver (2), il suffit de prouver que u(F+) C F*.
Soient y € F+ et x € F, comme u est une isométrie, on a

(u(y) |2) = (y | u™"(z)) =0,
la 2¢me égalité puisque u~!(z) € F d’apres (1). Ceci montre que u(y) € F+, d’olt I'assertion (2). O

Démonstration. — Commengons maintenant la démonstration du théoreme 8.5.1. Comme Vi @ V_ est
stable par f alors, d’aprés le lemme, il en est de méme de E = (V, @ V_)*. Notons fg la restriction de f &
E. Alors 1 et —1 ne sont pas valeurs propres de fg, puisque Ker(fp—idg) = Ker(f—idy)NE = V,NE = {0}
et de méme Ker(fg +idg) = V_ N E = {0}.

Soit By (resp. #_) une b.o.n. de V. (resp. V_). D’apres 6.4.3, on sait que V. et V_ sont orthogonaux,
et que les valeurs propres réelles de f ne peuvent étre que 1 et —1. Donc, d’une part, Z, U Z_ est une
b.o.n. de V4 & V_ et, d’autre part, fr n’a pas de valeurs propres réelles. Or, on a le lemme suivant :

Lemme 8.5.3. — Soit W un espace euclidien de dimension m > 0, et soit f une isométrie de W n’ayant
pas de valeurs propres réelles (i.e. telle que 1 et —1 ne soient pas valeurs propres de f). Alors il existe
deux vecteurs unitaires et orthogonaux u et v et 0 € | — w,7[—{0} tels que :

fuw) = cos(0) u — sin() v, f(w) =sin(0) u + cos(f) v
i.e. le plan P = Vect(u,v) est stable par f et l'on a

cosf sinf
Mat(u,v) (fP) = < )

—sinf cosf
En particulier, on a dim W > 2.

cosf) —sinf
Mat(v,u)(fp) = ( ) .

sinf cos@



Admettons pour le moment ce lemme, et achevons la démonstration du théoreme 8.5.1. D’apres le lemme
précédent, il existe dans E un plan P; stable par f, une b.o.n. €1 = (vi,u1) de Py et 01 € | — w, n[—{0}
tels que Mate, (f) = R(61). Notons F; lorthogonal de Py dans FE, i.e. :

Ei={x€E|(x]y)=0, Vye P}

D’apres le lemme 8.5.2, F; est stable par f. Bien stir, la restriction fg, de f a Eq n’a pas de valeurs propres
réelles (puisque f n’en avait pas) donc on peut a nouveau appliquer le lemme 8.5.3 : il existe dans F; un
plan P, stable par f, une b.o.n. 62 = (ve,us) de P et 03 € | — m,w[—{0} tels que Mate, (f) = R(62).
Notons Es l'orthogonal de P, dans E;. Si E5 # 0, on peut recommencer. .. On obtient ainsi qu’il existe
une b.o.n.

C=¢1U---U%, = (v1,U1,...,0r,Uy)

de E (en particulier, dim E = 2r est pair) et 61,...,0, € | — m, 7[—{0} tels que

RO | 0] 0
(*) Mate (fr) = o | .| o
0 [0 |R®G)

et alors B = B, UAB_UTF est un b.on. de V telle que Matg(f) ait la forme indiquée. Ceci prouve
Iexistence.

Montrons I'unicité au signe pres de 64,...,0,, i.e. montrons I'unicité des paires +601,...,£60,. Comme
le polynéme caractéristique de R(6) est

X2 —2cos(0)X +1= (X — ) (X —e %)

alors () ci-dessus montre que le polynome caractéristique de fg est [[,_, ((X — e )(X — e’ief")) et que
ses racines dans C sont :

i1 =01 L. gifr o=ifr
et donc +61,...,+60, sont uniquement déterminés. Enfin, en général on ne peut pas faire mieux que de
déterminer les 65 au signe pres, puisque dans la base (us,vs) la matrice de fp, est R(—0;). Ceci achéve la
démonstration du théoreme 8.5.1, modulo la démonstration du lemme 8.5.3. O

Avant de démontrer le lemme 8.5.3, faisons les remarques suivantes.

Remarques 8.5.4. — (1) En dimension 2, on détermine le signe de 8 en choisissant une orientation de F,
donnée par le choix d’une b.o.n. %, de E. Alors pour toute b.o.n. & directe (i.e. telle que détg,(A) = 1),
on a Matg(f) = R(0) (ct. 6.4.14).

(2) De méme, en dimension 3, on choisit 'orientation de R3 donnée par la base canonique %y. Si
f€S0(3) et f #id, alors f possede un « axe de rotation » D = Ker(f —id) qui est une droite vectorielle;
on oriente D en choisissant un vecteur unitaire v € D. Ayant fait ces choix, « ’angle de rotation » 6 est
uniquement déterminé par la condition que pour toute b.o.n. (vy,ve) du plan P = D+ telle que la b.o.n.
(v1,v2,u) de R? soit directe, on a Mat,, ,,)(fp) = R(0) (cf. 6.4.18).

(3) Attention! En dimension paire > 4, une rotation ne posséde pas nécessairement d’« axe de rotation »,
i.e. on peut avoir Ker(f —id) = {0}, c’est le cas par exemple pour

f= < R(Oel) R((;Q) ) €0(4)

Démonstration. — Démontrons maintenant le lemme 8.5.3. Fixons une base # = (e1,...,en) de W, ce
qui permet d’identifier W & R™ et f a la matrice A = Matg(f) € M,,(R). On plonge R™ dans C™, c.-a-d.,
on écrit :

avec 01,0, € | — 7, 7[—{0}.

R™ ={(x1,...,2m) €C™ |z; eR, Vi=1,...,m}.

Alors, tout w = (21, ..., 2m) € C™ s’écrit de fagon unique
= . =Rz
w=u+ v avec u,v €R™ : ona w= (21, @m) avee Ly (25)
v= (Y1, Ym) avec y; = F(z;).

On notera ‘ u=%w) ‘ et ‘ v = (w). ‘ Si A =a+1ibe C (avec a,b € R), alors Aw est le vecteur :

(1) (a +ib)(u+iv) = (au — bv) +i (bu + av) .

eRm eR™



Si 'on note W le vecteur u — v, on a donc

(2) AT = (a —ib)(u — iv) = (au — bv) —i (bu + av) = Iw.
—_———  —
€R771 €R771

Plus généralement, si B € M,,(R), alors les vecteurs Bu et Bv appartiennent encore & R™, et 1'on a :
(3) Bw = B(u + iv) = Bu + iBv et Bw = B(u — iv) = Bu — iBv = Buw.

Appliquons ce qui précede dans le cas suivant. Soit A = a + ib € C — R une valeur propre de A, et soit
w € C™ un vecteur propre associé. Ecrivons w = u + iv, avec u,v € R™. Alors

Au = au — bv

(4) Au +iAv = Aw = dw = (au — ) + i(bu + av) d’ou
Av = bu + av.

D’autre part, d’apres (2) et (3) on a :
(5) AW = Aw = \w = \w

donc W est vecteur propre de A pour la valeur propre . Donc, puisque A # A (car A ¢ R), les vecteurs
propres w et W sont linéairement indépendants sur C. Comme w = u + iv et W = u — iv, on en déduit que
u, v sont linéairement indépendants sur C (sinon w et W seraient liés), donc a fortiori sur R.

I1 en résulte que le sous-espace vectoriel P = Ru + Rv de R™ est de dimension 2, et d’apres (4) il est
stable par f et 'on a :

(6) Mat(y,v)(fP) = (_ab 2) Mat(, ) (fP) = (Z _b> :

a
Tout ce qui précede est valable pour une matrice A € M,,(R) arbitraire, une valeur propre complexe non
réelle A = a + b, et un vecteur propre w = u + iv € C™ associé a .
Utilisons maintenant ’hypotheése additionnelle A € O(m), i.e. YAA = I,,,. On étend le produit scalaire
euclidien ( | ) sur R™ en le produit scalaire hilbertien standard sur C™, qu’on notera ( | ), i.e.
wy 21
YW= : |,vZ=| : | eC™ WI|Zy=WZ=w1ZT+ "+ WpnZm.
W, Zm
Remarquons d’abord que si W, Z € R™, alors (W | Z) = (W | Z), i.e. la restriction & R™ de ( | ) coincide

avec le produit scalaire euclidien. De plus, si l'on écrit W =U +iV et Z = X +1¢Y, avec U,V, X, Y € R™,
alors (W | Z) égale :

UV | X+0Y) = (U | X)+V [ ) +i((V | X) = (U | V) = U | X)+(V [ ) +i[(V | X)= (V| V)].

D’autre part, comme A = A et ‘AA = I,,,, on a A € U(m) et donc, pour tout W, Z € C™ :
(7) (AW | AZ) = (W | Z).

Soient A, w comme plus haut, avec Aw = Aw. On a vu qu’on a aussi AW = \w, donc w et W appartiennent
aux espaces propres V) et Vi, qui sont orthogonaux, d’apres 8.4.8. Ecrivant w = u + iv, avec u,v € R™,
on a donc :

O=(u+iv|u—iw)=(u|u)—(v]|v)+2i(u]v),
d’ott (u|v)=0et (u|u)=(v|wv), donc u,v € R™ sont orthogonaux et de méme norme pour le produit

scalaire euclidien. Remplagant w par ——w, on se ramene alors au cas ou u, v sont orthogonaux et unitaires.

[
. . —b
Alors € = (v, u) est une base orthonormée du plan P, et d’apres (6) on a Maty (fp) = <Z a ), avec
a,beR.
Enfin, comme f est une isométrie et n’a pas +1 comme valeurs propres, il en est de méme de fp, et
donc a? + b% = 1 et il existe un unique 6 € | — m,7[—{0} tel que a = cosf et b =sinf (d'ott A\ = €¥). Ceci
acheve la preuve du lemme 8.5.3 et donc du théoreme 8.5.1. O



8.6. Appendice (}) : espaces préhilbertiens réels ou complexes

Si E, muni de ( | ), est un C-espace vectoriel (resp. R-espace vectoriel) de dimension infinie muni d’un
produit scalaire hilbertien (resp. euclidien), on dit que E est un espace préhilbertien complexe (resp.
réel). Dans ce cas on sait, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que ||z|| = \/(z | ) est une norme sur
E. On dit alors que F est un espace hilbertien complexe (resp. réel) s’il est complet pour cette norme,
i.e. si toute suite de Cauchy converge (ceci est automatiquement vérifié lorsque E est de dimension finie).

Ces espaces jouent un role important en Analyse. Par exemple, le R-espace vectoriel E = ¢°([0, 1], R)
des fonctions continues f : [0, 1] — R, muni du produit scalaire euclidien

(f1g) = / F(Dg(tydt,

est un espace préhilbertien réel. Il n’est pas complet pour la norme euclidienne || f||2 = fol f2(t)dt, mais il
se plonge dans 'espace L?([0,1],R) des (classes de) fonctions f : [0,1] — R qui sont de carré intégrable
au sens de Lebesgue (i.e. f est mesurable et fol f2(t)dt < 00), et L2([0,1],R) muni du produit scalaire
euclidien

1
(f 1g) = / f(Dg(tydt,

est un espace de Hilbert réel, i.e. il est complet pour la norme || f|l2 = fol f2(t)dt. (On parle ici de classes
de fonctions, car on identifie deux fonctions f et g si elles coincident en dehors d’un ensemble de mesure
nulle, i.e. si f — g est nulle presque partout.)

De méme, le C-espace vectoriel E = 4°([0, 1], C) des fonctions continues f : [0,1] — C, muni du produit
scalaire hilbertien

(flg)=/0 F(t) g dt,

est un espace préhilbertien complexe. Il n’est pas complet pour la norme hilbertienne || ]2 = fol |f(t)|?dt,
mais il se plonge dans P'espace L%([0,1],C) des (classes de) fonctions f : [0,1] — C qui sont de carré
intégrable au sens de Lebesgue, et L2([0, 1], C) muni du produit scalaire hilbertien

(flg):/o f(6) 9@ d

est un espace de Hilbert complexe, i.e. il est complet pour la norme || f|2 = fol |f(t)|?dt.
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sur un C-espace vectoriel, 171
matricielle, 70
euclidienne, 112
hilbertienne, 171
Noyau
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Points fixes d’une application affine, 147
Polarisation (égalité de), 101, 162, 172
Polynoéme caractéristique, 38
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d’une forme bilinéaire alternée, 108
d’une forme hermitienne, 164
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104-107

Réduction d’une forme hermitienne en somme de carrés

de modules, 167-169
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d’une forme hermitienne sur C", 166
Similitude (classes de), 14
SLn, 123
SO(n), 123
Somme directe (n sous-espaces en), 43
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