FEUILLE DE TD 3

Exercice 1. Soit

2 -3 —6
A=|0 5 6 |ecMR).
-1 -5 -5

(1) Calculer le polynoéme caractéristique de A et déterminer ses racines.
(2) Peut-on dire si A est diagonalisable ? Justifier votre réponse.

(3) Déterminer une base de chaque espace propre V.

Exercice 2. Soit
-2 -1 -4 -2
5 4 5 3
B= 1 -1 1 0 € My(R).
-1 -1 -1 0

(1) Calculer le polynome caractéristique P (X) et déterminer ses racines et leur multiplicité.

(2) Déterminer si B est diagonalisable ou non.

Exercice 3. Soient a,b,c € C avec ¢ # 0, 8 I'espace vectoriel des suites complexes © = (u)nen,
et E le sous-espace formé des suites vérifiant la relation u,13 = auy42 + buy41 + cuy,.

(1) Déterminer la dimension de E.

(2) Pour A € C* montrer que la suite géométrique (A\"),cn appartient a E si et seulement si
P(A) =0, pour un polynéme P € C[X] de degré 3 que 'on déterminera.

(3) Soit D : 8§ — 8 l'opérateur de décalage, qui envoie toute suite u = (ug, uy, us,...) sur la
suite D(u) = (uq,usg,us,...). Montrer que E est stable par D.

(4) On suppose que les trois racines A1, A2, A3 de P sont non nulles et deux & deux distinctes.
Montrer que les suites (A?)pen sont linéairement indépendantes.

(5) Onsuppose Ay =1 ==Xy et A3 = 2. Soit u = (up )nen € E tel que ug = 1 et ug =4 = us.
Déterminer ugg et uigg-

Exercice 4. Soient a € K* et

0 a a a

a 0 a a
Me=1a a 0 a

a 0 a

a -+ a a 0

(1) Montrer que ’espace propre Ker(M, + aid,) est de dimension n — 1.

(2) En calculant Tr(M,), trouver la derniére valeur propre de M,. En déduire que M, est
diagonalisable et déterminer le déterminant de M,.
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Exercice 5. On considere les matrices suivantes, a coefficients dans un corps K :

(11 _(t+1 -1 (1 -1 (1 1
A_(11>’ Iﬁ_( 1 t—J’ C_<1 1)’ D_<1-4>

111 010 1
E=(1 11|, F={10 1], (hz(l Q,
111 010

avec t € K. Pour K = R, C déterminer quand ces matrices sont diagonalisables et les diagonaliser
si elles le sont.

Exercice 6. Diagonaliser la matrice

0 2 -1
M=|3 -2 0 | eM;R).
-2 2 1
Exercice 7. Soient n > 1 un nombre entier et eq, ..., e, la base canonique de C™. Pour o € S,, on
considere I'application linéaire ¢, : C" — C" définie par ¢s(e;) = ey (;y pour tout i = 1,...,n.

(1) Montrer que pour tout o, 7 € S,, on a Y, © Yr = Poor.

(2) On considére la permutation
(1 2 3 4 - n—-1 n
“\2 345 -~ n 1)
Ecrire la matrice J de I’application ¢, et montrer sans calculs que J” = id.

(3) Soient k € {0,...,n — 1} et ¢ = e2™/™. Montrer que le vecteur vy, = > 1, (i ‘e; est
un vecteur propre de J. Déterminer la valeur propre correspondante.

(4) Montrer que les vecteurs vy sont linéairement indépendants. (Indication. Utiliser le dé-
terminant de Vandermonde.)

(5) Pour zg,...,z,—1 € C on considére la matrice
n—1
C(an cee 7xn—1) = Z ;)" € Mn((c)-
i=0

Ecrire la matrice C(zo, 21, T2, T3).

(6) Pour tout k = 0,...,n — 1 montrer que v, est un vecteur propre de C(zg,...,2n—1) €t
en déterminer la valeur propre correspondante.

(7) Calculer le déterminant de C(xg,...,Zp—1).
Exercice 8. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie.

(1) Pour une valeur propre A € K d’un endomorphisme linéaire f de V, soit V() I'espace
caractéristique correspondant. Si g est un endomorphisme linéaire de V qui commute
avec f, montrer que g(Vy) C Vi et g(V(n)) C Viy).

(2) Sif1,..., fn sont des endomorphismes diagonalisables de V qui commutent deux & deux,
alors il existe une base de V sur laquelle f1, ..., f, simultanément.



