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1. Introduction. Soit d un entier positif et soit Γ un sous-groupe de
type fini de (C×)d. L’adhérence de Γ pour la topologie complexe est un
groupe de Lie réel et on s’intéresse à l’approximation de ses points par
des éléments de Γ . Dans ce texte on supposera que les coordonnées des
éléments de Γ sont des nombres algébriques : Γ ⊂ (Q×)d, où Q est la
clôture algébrique de Q dans C. En prenant l’image inverse par l’application
exponentielle, on se ramène à l’étude de l’approximation des points d’un
sous-espace vectoriel réel de Cd par des éléments d’un sous-groupe additif
Y , formé de points dont les coordonnées sont des logarithmes de nombres
algébriques : Y ⊂ Ld, où L désigne le Q-espace vectoriel formé des loga-
rithmes de nombres algébriques :

L = exp−1(Q×) = {λ ∈ C : eλ ∈ Q×}.
Commençons par le cas réel. D’après un résultat de Kronecker (voir par

exemple [3], [7], th. 442, et [2], chap. 7, §1, n◦3, corollaire 2 de la proposition
7), une condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-groupe de type
fini Y de Rd soit dense dans Rd est que, pour toute forme linéaire non nulle
ϕ : Rd → R, l’image ϕ(Y ) ait un rang ≥ 2 sur Z. Ainsi, en posant V = Kerϕ,
pour vérifier que Y est dense il faut majorer le rang sur Z de Y ∩ V pour
tout hyperplan V de Rd.

Considérons maintenant un sous-groupe de type fini de Cd. Un théorème
de transcendance, le théorème du sous-groupe linéaire (cf. théorème 2.1 ci-
dessous), permet de majorer la dimension du Q-espace vectoriel Ld ∩ V
quand V est un hyperplan de Cd dont l’intersection avec Qd est réduite

L’auteur a bénéficié du soutien de la Japan Society for the Promotion of Science :
bourse JSPS 96029.

[137]



138 M. Waldschmidt

à {0}. Pour un hyperplan V de Cd contenant un élément non nul de Qd,
le Q-espace vectoriel Ld ∩ V est de dimension infinie. Aussi, Y étant un
sous-groupe de type fini de Ld, pour pouvoir majorer le rang de Y ∩V pour
tout hyperplan V de Cd, on est amené à introduire une hypothèse : il faut
supposer que Y ne contient pas trop de points dans un même hyperplan
rationnel sur Q.

Définition. Un sous-groupe de type fini Y de Cd possède la propriété
(IL) si, pour tout sous-espace W de Cd rationnel sur Q de dimension < d,
on a Y ∩W = {0}.

Si y1, . . . , yl est une base de Y sur Z, avec yj = (u1j , . . . , udj), la pro-
priété (IL) signifie que les coordonnées uij des yj satisfont la condition
d’indépendance linéaire suivante :

• pour tout t = (t1, . . . , td) ∈ Zd, t 6= (0, . . . , 0), et tout s = (s1, . . . , sl) ∈
Zl, s 6= (0, . . . , 0), on a

d∑

i=1

l∑

j=1

tisjuij 6= 0.

On pourrait affaiblir cette condition (IL), en imposant seulement une ma-
joration au rang de Y ∩W en fonction de la codimension de W dans Cd
(voir par exemple le §1.3 de [19]), mais cela alourdirait les énoncés. Nous
donnerons seulement un exemple dans cette direction (corollaire 2.4).

Quand les nombres uij sont tous réels, la propriété (IL) s’écrit de ma-
nière équivalente sous la forme multiplicative suivante, avec αij = euij :

• pour tout t = (t1, . . . , td) ∈ Zd, t 6= (0, . . . , 0), et tout s = (s1, . . . , sl) ∈
Zl, s 6= (0, . . . , 0), on a

d∏

i=1

l∏

j=1

α
tisj
ij 6= 1.

Cela signifie que le sous-groupe Γ de Gdm(R) = (R×)d, engendré par γ1, . . .
. . . , γl, avec γj = (α1j , . . . , αdj) (1 ≤ j ≤ l), qui est de rang l, possède la
propriété suivante :

• pour tout sous-groupe algébrique G∗ de Gdm de dimension < d, on a

Γ ∩G∗(R) = {1}.
Quand les nombres uij ne sont pas tous réels, sous la condition (IL), on
peut seulement majorer le rang de Γ ∩G∗(C) quand G∗ est un sous-groupe
algébrique de Gdm (cf. lemme 4.2).

La question de densité soulève, nous l’avons vu, un problème d’irrationa-
lité. Nous considèrerons aussi le problème de transcendance qui lui est natu-
rellement associé. Plus généralement, nous déduirons le résultat suivant
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d’une minoration (2.3) de la dimension du Q-espace vectoriel engendré
par ϕ(Y ).

Théorème 1.1. Soient Y = Zy1 + . . . + Zyl un sous-groupe de Ld de
rang l possédant la propriété (IL) et ϕ : Cd → C une forme linéaire non
nulle.

(a) Si l ≥ d2 − d+ 1, alors un au moins des l nombres ϕ(yj) (1 ≤ j ≤ l)
n’est pas nul.

(b) Si l ≥ d2− d+ 2, alors un au moins des l nombres ϕ(yj) (1 ≤ j ≤ l)
est irrationnel.

(c) Si l ≥ d2 + 1, alors un au moins des l nombres ϕ(yj) (1 ≤ j ≤ l) est
transcendant.

L’énoncé (a) s’écrit rangZ(Y ∩Kerϕ) ≤ d2 − d, ou encore rangZ ϕ(Y ) ≥
l−d2 +d. Il entrâıne donc immédiatement (b). Cet énoncé d’irrationalité (b)
a été utilisé par Damien Roy dans [14] pour démontrer le résultat suivant,
répondant à un problème posé par Sansuc [15] :

• Soit k un corps de nombres de degré d = r1 + 2r2 sur Q, où r1 est le
nombre de plongements de k dans R et 2r2 le nombre de plongements
non réels deux-à-deux conjugués de k dans C. Il existe un sous-groupe
de type fini de k× de rang r1 + r2 + 1 dont l’image par le plongement
canonique k× → (R×)r1 × (C×)r2 est dense.

Le théorème principal de ce texte (théorème 1.6) représente une première
étape vers un analogue quantitatif de ce résultat de densité de D. Roy.

Considérons maintenant un sous-groupe Y = Zy1 + . . .+Zyl de type fini
et de rang l de Rd. Choisissons une norme | · | sur Rd. Si Y est dense, pour
chaque ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd, la fonction

T 7→ min
t∈Zl
|tj |≤T

|ξ − t1y1 − . . .− tlyl|

tend vers 0 en décroissant quand T tend vers l’infini. La “vitesse” de décrois-
sance de cette fonction donne une “mesure” de la densité de Y dans Rd.

Deux outils nous permettront d’établir une telle estimation. Le premier
est un lemme de transfert (que nous allons exposer dans le paragraphe 3),
qui permet de ramener la question de densité effective à une minoration de
min1≤j≤l ‖ϕ(yj)‖, quand ‖ · ‖ désigne la distance à l’entier le plus proche
et ϕ : Cd → C est une forme linéaire non nulle. La minoration en question
dépend du maximum des coefficients de ϕ : pour ϕ(z) = ϑ1z1 + . . .+ ϑdzd,
on posera

N(ϕ) = max
1≤i≤d

|ϑi|.
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Le second outil est donc un énoncé d’approximation diophantienne, raf-
finement quantitatif du théorème 1.1 qui fournit les estimations requises
pour l’utilisation du lemme de transfert. Pour énoncer ces estimations nous
introduisons les notations suivantes.

• Soient d, l deux entiers positifs et Y = Zy1+. . .+Zyl un sous-groupe de
Ld de rang l possédant la propriété (IL). On écrit yj = (u1j , . . . , udj)
(1 ≤ j ≤ l) et on pose αij = exp(uij) (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ l). Soit K
un corps de nombres de degré D sur Q contenant les dl nombres αij.
On désigne par A un nombre réel positif satisfaisant , pour 1 ≤ i ≤ d
et 1 ≤ j ≤ l,

logA ≥ max{e/D, h(αij), (e/D)|uij |}.
Enfin soit ϕ : Cd → C une forme linéaire non nulle.

La version quantitative suivante de la partie (a) du théorème 1.1 sera
établie au paragraphe 4 :

Théorème 1.2. On suppose d ≥ 2 et l ≥ d2 − d+ 1. Alors

max
1≤j≤l

|ϕ(yj)| ≥ N(ϕ) exp{−c0(D logA)κ0},
avec

κ0 = κ0(d, l) =
dl

l − d2 + d
et c0 = c0(d, l) = d7d3

ld.

On en déduira (également au paragraphe 4) un raffinement quantitatif
de la partie (b) du théorème 1.1 :

Corollaire 1.3. On pose N = max{1,N(ϕ)}. Si l ≥ d2 − d+ 2, alors

max
1≤j≤l

‖ϕ(yj)‖ ≥ N(ϕ) exp{−c1Nκ1},
avec

κ1 =
d(l − 1)

l − d2 + d− 1
et c1 =

{
c0(d, l − 1)dκ1(D logA)2κ1 si d ≥ 2,
D log 2 + (D logA)2 si d = 1.

Au paragraphe 5 nous démontrerons la version effective suivante de la
partie (c) du théorème 1.1 :

Théorème 1.4. Supposons d ≥ 1 et l ≥ d2 + 1. Soient β1, . . . , βl des
éléments de K, non tous nuls, et soit B ≥ e/D un nombre réel tel que

logB ≥ max
1≤j≤l

h(βj).

Alors
max
1≤j≤l

|ϕ(yj)− βj | ≥ exp{−c2(D logA)dκ2(D logB)κ2},
avec

κ2 =
l

l − d2 et c2 =
{
d17d3

ld si d ≥ 2,
1010(l − 1)2 si d = 1.
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A titre de curiosité on déduira (au paragraphe 5) du cas particulier
d = 1, l = 2 du théorème 1.4 une minoration d’une combinaison linéaire
de deux logarithmes. Ce n’est pas la meilleure estimation connue (comparer
notamment à [9]), mais elle est cependant déjà assez fine, vu le peu d’effort
que nous avons consacré à cet aspect de la question.

Corollaire 1.5. Soient λ1 et λ2 deux éléments de L linéairement indé-
pendants sur Q et soit β un nombre algébrique. On pose αj = eλj (j = 1, 2),
et on désigne par D le degré du corps de nombres Q(α1, α2, β) sur Q. Soient
A et B deux nombres réels positifs satisfaisant

A ≥ max{e/D, h(α1), h(α2), (e/D)|λ1|, (e/D)|λ2|}, B ≥ max{e/D, h(β)}.
Alors

|βλ1 − λ2| ≥ exp{−1010D4(logA)2(logB)2}.
Voici maintenant le théorème principal de cet article, qui fournit un

résultat effectif de densité concernant un groupe multiplicatif formé de points
à coordonnées algébriques. On le déduira des théorèmes 1.2 et 1.4 dans le
paragraphe 6.

Théorème 1.6. Soient r1 et r2 des entiers ≥ 0 avec n = r1 + r2 > 0.
On pose aussi d = r1 + 2r2. Soit Γ un sous-groupe de (R×+)r1 × (C×)r2 ,
engendré par des éléments (αij)1≤i≤n (j = 1, . . . , l). On suppose que pour
tout a = (a1, . . . , ad) ∈ Zd, a 6= 0, et tout b = (b1, . . . , bl) ∈ Zl, b 6= 0, on a

l∏

j=1

( n∏

i=1

αaiij

n∏

k=r1+1

α
an+k
kj

)bj 6= 1.

(a) On suppose l ≥ d2 − d+ 2, et on pose

θ1 =
1
d
− d− 1
l − 1

.

Il existe des constantes positives c3 et c4, ne dépendant que de d, l et des
αij , possédant la propriété suivante : pour tout ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ (R×+)r1 ×
(C×)r2 , et pour tout T ≥ c3 max{1, |log |ζ1||, . . . , |log |ζn||}, le système d’in-
équations

max
1≤j≤l

|tj | ≤ T et max
1≤i≤n

|ζi − αt1i1 . . . αtlil | ≤ c4(log T )−θ1

admet une solution (t1, . . . , tl) ∈ Zl.
(b) On suppose l > d2, et on pose

θ2 =
{

(l − d2)/l si d ≥ 2,
1 si d = 1.

Alors la même conclusion vaut avec la borne

max
1≤i≤n

|ζi − αt1i1 . . . αtlil | ≤ exp{−c5(log T )θ2},
pour une constante c5 qui ne dépend que de d, l et des αij.
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R e m a r q u e. La condition l ≥ d2−d+2 s’écrit aussi θ1 > 0. L’estimation
obtenue en (a) est assez faible, puisqu’elle s’écrit

max
1≤i≤n

|ζi − αt1i1 . . . αtlil | ≤ exp{−θ1 log log T + log c4}.

Nous verrons d’ailleurs que pour d = 1 elle s’obtient à partir de l’argument de
Liouville (alors que pour d ≥ 2 elle n’est pas triviale). L’estimation obtenue
en (b) est sensiblement meilleure : on ne peut pas espérer un exposant θ2

supérieur à 1.
Il semble raisonnable de conjecturer que, sous les hypothèses du théorème

1.6 avec l > d, la conclusion peut être remplacée par

(1.7) max
1≤i≤n

|ζi − αt1i1 . . . αtlil | ≤ c6T 1−(l/d)+ε

pour tout ε > 0, avec une constante c6 ne dépendant que de d, l, des αij et
de ε. Un tel énoncé serait optimal.

2. Transcendance sur les tores complexes. Voici une variante (théo-
rème 2.1 de [20]) du théorème du sous-groupe linéaire. On en trouvera
d’autres notamment dans [13]; voir aussi [4] et [21].

Théorème 2.1 (théorème du sous-groupe linéaire). Soient d0 et d1 deux
entiers ≥ 0 avec d0 + d1 > 0. Soit V un sous-espace vectoriel de Cd0+d1 tel
que

V ∩ (Qd0 × {0}d1) = {0} et V ∩ ({0}d0 ×Qd1) = {0}.
Alors le Q-espace vectoriel V ∩ (Qd0 × Ld1) est de dimension finie majorée
par

dimQ(V ∩ (Qd0 × Ld1)) ≤ d1(d0 + d1 − 1).

Le corollaire suivant nous permettra d’établir le théorème 1.1.

Corollaire 2.2. Soit Y un sous-groupe de type fini de Ld et soit ϕ :
Cd → C une forme linéaire non nulle. On désigne par r la dimension du Q-
espace vectoriel engendré par ϕ(Y ). Alors il existe un sous-espace vectoriel
W de Cd, de codimension d1 ≥ 1, rationnel sur Q, tel que

rangZ(Y/Y ∩W ) ≤ d1(d1 + r − 1).

D é m o n s t r a t i o n. Soit W le sous-espace vectoriel de Cd sur C en-
gendré par Qd ∩ Kerϕ. C’est le plus grand sous-espace de Cd, rationnel
sur Q, qui soit contenu dans Kerϕ. On note d1 la codimension de W dans
Cd et on choisit d1 éléments de Qd linéairement indépendants modulo W .
Leurs images par la surjection canonique Cd → Cd/W donnent une base de
Cd/W , ce qui fournit une surjection π : Cd → Cd1 de noyau W vérifiant
π(Qd) = Qd1 . Soit ϕ̃ : Cd1 → C la forme linéaire déduite par passage au
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quotient de ϕ. Comme W a été choisi maximal, le noyau Ker ϕ̃ = π(Kerϕ)
de ϕ̃ ne contient pas d’élément non nul de Qd1 . On écrit

ϕ̃(z) = ϑ1z1 + . . .+ ϑd1zd1 , z = (z1, . . . , zd1) ∈ Cd1 .

D’autre part, on choisit une base ξ1, . . . , ξr du Q-espace vectoriel engendré
par ϕ(Y ). On désigne d’abord par ψ l’homomorphisme de groupes addi-
tifs de Y dans Qr qui envoie y ∈ Y sur les composantes de ϕ(y) dans
la base ξ1, . . . , ξr. On désigne ensuite par Ỹ l’image de Y dans Cr+d1 par
l’application y 7→ (ψ(y), π(y)). On désigne enfin par V l’hyperplan de Cr+d1

d’équation
ξ1z1 + . . .+ ξrzr = ϑ1zr+1 + . . .+ ϑd1zr+d1 .

On a V ∩ (Qr × {0}d1) = {0} car ξ1, . . . , ξr sont linéairement indépendants
sur Q, et V ∩ ({0}r ×Qd1) = {0} car V ∩ ({0}r × Cd1) = {0}r ×Ker ϕ̃. Par
conséquent, on peut appliquer le théorème 2.1 avec d0 = r :

dimQ(V ∩ (Qr × Ld1)) ≤ d1(d1 + r − 1).

On remarque pour terminer que Ỹ est un sous-groupe de Cr+d1 qui satisfait

rangZ Ỹ ≥ rangZ π(Y ) et Ỹ ⊂ V ∩ (Qr × Ld1),

donc

rangZ(Y/Y ∩W ) ≤ rangZ Ỹ ≤ dimQ(V ∩ (Qr × Ld1)) ≤ d1(d1 + r − 1).

D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 1.1. Sous les hypothèses du corol-
laire 2.2, si le sous-groupe Y possède la propriété (IL), alors son rang l est
borné par

(2.3) l ≤ d(d+ r − 1).

On obtient la partie (a) du théorème 1.1 en prenant r = 0 et la partie (c)
en prenant r = 1.

R e m a r q u e. De la partie (a) du théorème 1.1 on déduit le théorème
des six exponentielles de Lang et Ramachandra ([8], chap. II, §1, th. 1 et
[10], p. 67). De même le théorème de Gel’fond–Schneider ([6], chap. III,
§2 et [17], chap. II, th. 14) résulte de la partie (c) du théorème 1.1. En
prenant d = 1 dans (2.3) on obtient la version homogène du théorème de
Baker [1], chap. 2, th. 2.1 : des éléments Q-linéairement indépendants de L
sont Q-linéairement indépendants. Pour obtenir la version non homogène
de ce même théorème : toute combinaison linéaire non nulle d’éléments de
L à coefficients algébriques est transcendante, il faut faire intervenir des
dérivations, ce que permet la version plus générale du théorème du sous-
groupe linéaire (théorème 4.1 de [21], ou bien les variantes de [13]). A ce
propos, on peut donner une démonstration “duale” du corollaire 2.2, util-
isant le groupe algébrique Glm, avec l = rangZ Y , où on remplace les facteurs
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Gra par r dérivations. Pour cela on considère, dans l’espace tangent Cl, le
sous-groupe de rang d engendré par les vecteurs lignes de la matrice dont
les vecteurs colonnes sont les composantes d’une base de Y sur Z. On con-
sidère aussi le sous-espace vectoriel de Cl, rationnel sur Q, de dimension r,
engendré par les vecteurs lignes de la matrice dont les colonnes sont les com-
posantes de ξ1, . . . , ξr. Quand on se restreint à la situation du corollaire 1.5,
cette démonstration duale s’apparente à la méthode de Gel’fond, tandis que
celle que nous avons donnée est plus proche du point de vue de Schneider
dans sa solution du septième problème de Hilbert.

En utilisant le théorème de Kronecker cité dans le premier paragraphe,
on déduit du corollaire 2.2 le résultat de densité suivant :

Corollaire 2.4. Soit Y un sous-groupe de (L ∩ R)d. On suppose que
pour tout entier d1 ≥ 1 et tout sous-espace vectoriel W de Rd rationnel sur
Q de codimension d1, on a

rangZ(Y/Y ∩W ) ≥ d1(d1 − 1) + 2.

Alors Y est dense dans Rd.

Dans ce corollaire 2.4, la condition sur le rang de Y/Y ∩W n’est pro-
bablement pas optimale, mais elle est naturelle : actuellement les méthodes
de transcendance ne permettent pas d’établir la densité dans Rd d’un sous-
groupe contenu dans (L ∩ R)d de rang < d(d− 1) + 2, même s’il possède la
propriété (IL).

D é m o n s t r a t i o n. Soit Y un sous-groupe de (L ∩ R)d qui n’est pas
dense. D’après le théorème de Kronecker, il existe une forme linéaire non
nulle ϕ : Rd → R telle que ϕ(Y ) soit de rang < 2 sur Z. Si l est le rang
de Y , alors celui l′ du sous-groupe Y ′ = Y ∩ Kerϕ vérifie l′ > l − 2. Le
corollaire 2.2 avec r = 0 donne l’existence d’un sous-espace vectoriel W de
Cd, de codimension d1 ≥ 1, rationnel sur Q, tel que

rangZ(Y ′/Y ′ ∩W ) ≤ d1(d1 − 1).

Alors on a

rangZ(Y ∩W ) ≥ rangZ(Y ′ ∩W ) ≥ l′ − d1(d1 − 1) > l − d1(d1 − 1)− 2,

donc
rangZ(Y/Y ∩W ) < d1(d1 − 1)− 2.

3. Lemme de transfert

(a) Une version quantitative du théorème de Kronecker . On va utiliser
une version quantitative d’un théorème de Kronecker. Rappelons déjà la
version qualitative — voir [3]; voir aussi [23], chap. II, §4, ainsi que les
travaux de D. Roy [11] et [12] sur les sous-groupes minimaux. Soient m et
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n deux entiers positifs, et soient ϑji (1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ m) des nombres
réels. On pose

γi = (ϑ1i, . . . , ϑni) ∈ Rn (1 ≤ i ≤ m)

et
δj = (ϑj1, . . . , ϑjm) ∈ Rm (1 ≤ j ≤ n).

Ainsi

Γ = Zn + Zγ1 + . . .+ Zγm ⊂ Rn et ∆ = Zm + Zδ1 + . . .+ Zδn ⊂ Rm
sont les sous-groupes engendrés par les vecteurs colonnes des matrices



1 . . . 0 ϑ11 . . . ϑ1m
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 1 ϑn1 . . . ϑnm


 et




1 . . . 0 ϑ11 . . . ϑn1
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 1 ϑ1m . . . ϑnm


 .

D’après Kronecker, Γ est dense dans Rn si et seulement si ∆ est de rang
n + m sur Z. Un lemme de transfert de Khinchine permet de préciser ce
résultat de la manière suivante (comparer avec le lemme 5.1 de [18]).

Lemme 3.1. Soient ϑji (1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ m) des nombres réels, T et
S des nombres réels positifs avec T > 1.

(i) On pose η = 2−n−m((n+m)!)2 et on suppose que pour tout (s1, . . . , sn)
∈ Zn \ {0} vérifiant max1≤j≤n |sj | ≤ S, on a

‖s1δ1 + . . .+ snδn‖ ≥ ηT−1.

Alors pour tout ζ ∈ Rn, il existe (t1, . . . , tm) ∈ Zm vérifiant max1≤i≤m |ti|
≤ T , et tel que

‖ζ − t1γ1 − . . .− tmγm‖ ≤ ηS−1.

(ii) On suppose que pour tout ζ ∈ Rn, il existe (t1, . . . , tm) ∈ Zm vérifiant
max1≤i≤m |ti| ≤ T , et

‖ζ − t1γ1 − . . .− tmγm‖ ≤ 1
2(n+m)S

.

Alors pour tout (s1, . . . , sn) ∈ Zn \ {0} vérifiant max1≤j≤n |sj | ≤ S, on a

‖s1δ1 + . . .+ snδn‖ ≥ 1
2(n+m)T

.

On a noté ‖ · ‖ :

• la distance à Zm dans l’hypothèse de (i) et dans la conclusion de (ii),
• la distance à Zn dans l’hypothèse de (ii) et dans la conclusion de (i).

C’est surtout la partie (i) qui nous sera utile : elle ramène la question de
densité effective à un problème d’approximation diophantienne homogène.
La partie (ii) montre qu’il y a en fait équivalence entre les deux questions,
à des constantes explicites près.
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La démonstration du lemme 3.1 utilise un lemme de transfert de Khin-
chine pour les formes linéaires L1, . . . , Ln, M1, . . . ,Mm définies par

Lj(x) =
m∑

i=1

ϑjixi (1 ≤ j ≤ n) et Mi(u) =
n∑

j=1

ϑjiuj (1 ≤ i ≤ m).

Lemme 3.2. Soient C > 0 et X > 1 des nombres réels. Soit ζ =
(ζ1, . . . , ζn) ∈ Rn.

(A) Une condition nécessaire pour qu’il existe t ∈ Zm vérifiant

(3.3) max
1≤j≤n

‖Lj(t)− ζj‖ ≤ C et max
1≤i≤m

|ti| ≤ X
est que l’inégalité

(3.4) ‖s1ζ1 + . . .+ snζn‖ ≤ γmax{X max
1≤i≤m

‖Mi(s)‖;C max
1≤j≤n

|sj |}
soit satisfaite pour tout s ∈ Zn avec γ = m+ n.

(B) Une condition suffisante pour qu’il existe t ∈ Zm vérifiant (3.3) est
que l’inégalité (3.4) soit satisfaite pour tout s ∈ Zn avec γ = 1/(2η).

D é m o n s t r a t i o n. Ce lemme 3.2 n’est autre que le théorème XVII du
chapitre V, §8 de [3].

D é m o n s t r a t i o n d u l e m m e 3.1. Pour démontrer l’assertion (i), on
utilise la partie (B) du lemme 3.2, avec C = ηS−1 et X = T . Soit ζ ∈ Rn.
Comme on a (Lj(t))1≤j≤n = t1γ1 + . . .+ tmγm dans Rn, il suffit de vérifier,
pour tout s = (s1, . . . , sn) ∈ Zn,

‖sζ‖ ≤ 1
2η

max{X max
1≤i≤m

‖Mi(s)‖;C max
1≤j≤n

|sj |},
où sζ désigne le nombre réel s1ζ1 + . . .+ snζn. Cette inégalité est vraie pour
s = 0. Comme ‖sζ‖ ≤ 1/2, elle est aussi trivialement vérifiée pour les s ∈ Zn
tels que max1≤j≤n |sj | > S. Il ne reste plus qu’à considérer les s ∈ Zn pour
lesquels 0 6= max1≤j≤n |sj | ≤ S, et pour ceux-là on applique l’hypothèse (i)
qui donne

max
1≤i≤m

‖Mi(s)‖ ≥ η/X.

Pour montrer (ii), on raisonne par l’absurde : supposons qu’il existe
(s1, . . . , sn) ∈ Zn vérifiant 0 < max1≤j≤n |sj | ≤ S et

‖s1δ1 + . . .+ snδn‖ < 1
2(n+m)T

.

On choisit ζ ∈ Rn tel que ‖sζ‖ = 1/2, et on utilise la partie (A) du lemme
3.2, avec C = (2(n+m)S)−1 et X = T : il n’existe pas de (t1, . . . , tm) ∈ Zm
vérifiant max1≤i≤m |ti| ≤ T et

max
1≤j≤n

‖Lj(t)− ζj‖ ≤ C.
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R e m a r q u e. Le théorème de Dirichlet ([3], chap. I, th. VI, [16], chap. 2,
th. 1E) montre que pour tout S réel > 1, il existe (s1, . . . , sn) ∈ Zn vérifiant
0 < max1≤i≤n |si| ≤ S, et

‖s1δ1 + . . .+ snδn‖ ≤ S−n/m.
Donc l’hypothèse de l’assertion (i) du lemme 3.1 ne peut pas être vérifiée
avec un nombre T inférieur à ηSn/m. On vérifie également, grâce au principe
des tiroirs, que pour tout entier T ≥ 1, il existe ζ ∈ Rn tel que, pour tout
(t1, . . . , tm) ∈ Zm vérifiant max1≤j≤m |tj | ≤ T , on ait

‖ζ − t1γ1 − . . .− tmγm‖ ≥ 1
2

(2T + 1)−m/n.

Par conséquent, si l’hypothèse de la condition (ii) du lemme 3.1 est vérifiée,
alors

S ≤ 1
n+m

(2T + 1)m/n.

Soient E un R-espace vectoriel normé de dimension n et soit Ω un réseau
de E. On note E∗ = HomR(E,R) l’espace vectoriel dual de E, et Ω∗ = {ϕ ∈
E∗ : ϕ(Ω) ⊂ Z} le réseau dual de Ω (cf. [2], chap. 7, §1, n◦3). Il résulte du
théorème de Kronecker qu’un sous-groupe de type fini Y de E contenant
Ω est dense dans E si et seulement si, pour tout ϕ ∈ Ω∗ non nul, on a
ϕ(Y ) 6⊂ Z. Nous allons donner une version quantitative de cet énoncé. On
fixe un entier m ≥ 1 et on pose encore η = 2−n−m((n+m)!)2.

L’énoncé qui suit fait intervenir une fonction réelle de variable réelle F ,
définie et continue sur un intervalle [S0,∞) de R+, à valeurs > 1/η. On
suppose F strictement croissante et non bornée : limS→∞ F (S) = ∞. On
désigne par F−1 la bijection réciproque de F , on pose T0 = ηF (S0) et on
définit une fonction G, continue et croissante sur l’intervalle [T0,∞) et à
valeurs réelles positives, par

G(T ) =
F−1(T/η)
η
∑n
j=1 |ωj |

.

Lemme 3.5. Soient S0 un nombre réel positif et F : [S0,∞) → R+

une fonction continue, strictement croissante, non bornée, à valeurs > 1/η.
Soient ω1, . . . , ωn des éléments de Ω linéairement indépendants (sur Z ou
sur R, c’est équivalent), et soient y1, . . . , ym des éléments de E. On suppose
que pour tout ϕ ∈ Ω∗ non nul , si on pose

S = max{|ϕ(ω1)|, . . . , |ϕ(ωn)|;S0},
on a

max
1≤i≤m

‖ϕ(yi)‖ ≥ 1/F (S).
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Alors pour tout x ∈ E et pour nombre réel T ≥ T0, il existe ω ∈ Ω et
(t1, . . . , tm) ∈ Zm vérifiant

max{|t1|, . . . , |tm|} ≤ T et |x− ω − t1y1 − . . .− tmym| ≤ 1/G(T ).

En posant ε0 = S−1
0 η

∑n
j=1 |ωj |, on peut écrire la conclusion sous la

forme suivante : pour tout x ∈ E et pour tout ε dans l’intervalle 0 < ε < ε0,
il existe ω ∈ Ω et (t1, . . . , tm) ∈ Zm vérifiant

|x− ω − t1y1 − . . .− tmym| ≤ ε
avec

max{|t1|, . . . , |tm|} ≤ ηF (S), où S = ε−1η

n∑

j=1

|ωj |.

D é m o n s t r a t i o n. Pour démontrer le lemme 3.5, on écrit y1, . . . , ym
dans la base ω1, . . . , ωn de E :

yi =
n∑

j=1

ϑjiωj (1 ≤ i ≤ m).

On va utiliser la partie (i) du lemme 3.1. Soit S un nombre réel ≥ S0 et soit
s ∈ Zn vérifiant 0 < max1≤j≤n |sj | ≤ S. On définit ϕ ∈ Ω∗ par ϕ(ωj) = sj
(1 ≤ j ≤ n). Alors

ϕ(yi) =
n∑

j=1

ϑjisj (1 ≤ i ≤ m).

On a par hypothèse

max
1≤i≤m

∥∥∥
n∑

j=1

ϑjisj

∥∥∥ ≥ 1/F (S),

ce qui permet d’appliquer le lemme 3.1. Soit x ∈ E, soit T un nombre
réel ≥ T0, et soit S le nombre réel défini par F (S) = T/η. On écrit x =
ζ1ω1 + . . . + ζnωn avec (ζ1, . . . , ζn) ∈ Rn. Alors il existe t ∈ Zm vérifiant
max1≤i≤m |ti| ≤ T et

max
1≤j≤n

∥∥∥ζj −
m∑

i=1

ϑjiti

∥∥∥ ≤ η/S.

Autrement dit, il existe a = (a1, . . . , an) ∈ Zn tel que

max
1≤j≤n

∣∣∣ζj − aj −
m∑

i=1

tiϑji

∣∣∣ ≤ η/S.

On pose alors ω = a1ω1 + . . .+ anωn et on utilise la relation

η

S

n∑

j=1

|ωj | = 1
G(T )

.
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R e m a r q u e s. 1. Si l’hypothèse du lemme 3.5 est vraie pour une fonction
F , alors elle est encore vraie pour toute fonction qui majore F . Ainsi il est
quelquefois plus simple d’énoncer la conclusion non pas pour la fonction G
elle même, mais pour une fonction minorant G.

2. Plusieurs types de fonctions F interviendront.

• Le cas le plus favorable est celui où l’hypothèse est vraie avec
F (S) = cSκ pour S ≥ S0 (où S0, c et κ sont trois constantes);
l’exposant κ est alors nécessairement ≥ n/m. Dans ce cas on a
G(T ) = c′T θ pour T ≥ T0 avec θ = 1/κ et deux autres constantes
T0 et c′. En particulier on a θ ≤ m/n. Dans ces circonstances, le
nombre θ + 1 est le coefficient de densité de [19], chap. I, §3; il est
majoré par l/n, où l est le rang de Ω + Y sur Z. Le lemme 1.3.7 de
[19] donne une majoration de ce coefficient introduisant des condi-
tions algébriques (comparer à l’hypothèse du corollaire 2.4), et non
diophantiennes, sur la répartition de Ω + Y dans Rn.
• Si l’hypothèse du lemme 2.3 est satisfaite pour une fonction F (S) =

exp{c(logS)κ} avec κ ≥ 1, alors la conclusion est vraie pour une
fonction G de la forme G(T ) = exp{c′(log T )θ} pour T ≥ T0, avec
θ = 1/κ.
• Enfin, dans les cas moins favorables, on aura seulement F (S) =

exp(cSκ), avec κ > 0, donc G(T ) = c′(log T )θ avec θ = 1/κ.

(b) Variante réelle du lemme de transfert. Le lemme 3.5 est bien adapté
au cas où l’espace réel ambiant contient un réseau apparaissant de façon
naturelle. Quand il n’y a pas de réseau naturel, on peut appliquer la variante
suivante, dans laquelle | · | désigne la norme |x| = max1≤i≤n |xi| sur Rn.

Lemme 3.6. Soient y1, . . . , yl des éléments de Rn, S0 un nombre réel
positif et F : [S0,∞)→ R+ une fonction réelle de variable réelle, continue,
croissante et non bornée. On suppose que pour toute forme linéaire φ ∈
HomR(Rn,R) satisfaisant N(φ) ≥ S0, on a

max
1≤j≤l

‖φ(yj)‖ ≥ 1/F (S) avec S = N(φ).

Sous ces hypothèses il existe des constantes T0, C1 et C2 positives telles que,
si on pose G(T ) = C1F

−1(C2T ) pour T ≥ T0, alors pour tout x ∈ Rn et
tout T ≥ T0(1 + |x|), le système d’inéquations

max
1≤j≤l

|tj | ≤ T et |x− t1y1 − . . .− tlyl| ≤ 1/G(T )

admet une solution t ∈ Zl.
D é m o n s t r a t i o n. Le sous-groupe Y = Zy1 + . . .+Zyl est dense dans

Rn : en effet, l’hypothèse implique que pour tout ϕ ∈ HomR(Rn,R), ϕ 6= 0,
on a ϕ(Y ) 6⊂ Z. En particulier, {y1, . . . , yl} contient une base de Rn. Il n’y
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a donc pas de restriction à supposer que yl−n+1, . . . , yl sont linéairement
indépendants sur R. On pose m = l − n, ωi = ym+i (1 ≤ i ≤ n) et Ω =
Zω1 + . . . + Zωn. Comme Ω∗ est un réseau de HomR(Rn,R), il existe un
nombre réel c7 > 0 tel que, pour tout élément non nul ϕ de Ω∗, on ait
N(ϕ) ≥ c7. Soit N0 un entier positif vérifiant N0 ≥ S0/c7.

On va utiliser le lemme 3.5. Pour en vérifier l’hypothèse, on considère un
élément non nul ϕ de Ω∗, et on pose φ = N0ϕ. Alors le nombre S := N(φ) =
N0N(ϕ) satisfait S ≥ S0. On a aussi S ≤ c8 max1≤i≤n |ϕ(ωi)|, avec une
constante c8 qui ne dépend que de y1, . . . , yl. On pose encore S̃0 = c−1

8 S0,
S̃ = max{|ϕ(ω1)|, . . . , |ϕ(ωn)|, S̃0} et on définit une fonction F̃ : [S̃0,∞)→
R+ par F̃ (S̃) = N0F (c8S̃). Alors

max
1≤j≤l

‖ϕ(yj)‖ = N−1
0 max

1≤j≤l
‖φ(yj)‖ ≥ 1

N0F (S)
≥ 1

N0F (c8S̃)
=

1

F̃ (S̃)
.

Les hypothèses du lemme 3.5 sont donc vérifiées pour la fonction F̃ . Par
conséquent, il existe une constante c9 ≥ 1 telle que, pour tout T1 ≥ c9 et
tout x ∈ Rn, il existe t ∈ Zl avec

max
1≤j≤m

|tj | ≤ T1 et |x− t1y1 − . . .− tlyl| ≤ 1/G̃(T1),

avec une fonction G̃ de la forme

G̃(T1) = c10F̃
−1(c11T1).

On majore maxm+1≤j≤l |tj | par c12(T1 + |x|) et on pose T0 = 2c9c12. Pour
T ≥ T0(1 + |x|), on peut appliquer ce qui vient d’être démontré avec
T1 = T/2c12. On obtient ainsi le résultat annoncé avec C1 = c10 et C2 =
c11/(2c12).

(c) Variante complexe du lemme de transfert. Soient r1 et r2 des entiers
≥ 0 avec (r1, r2) 6= (0, 0). On pose n = r1 + r2 et d = r1 + 2r2. Pour
ξ ∈ Rr1×Cr2 on pose |ξ| = max1≤i≤n |ξi|. On désigne enfin par z le complexe
conjugué de z ∈ C.

L’énoncé suivant généralise le lemme 3.6 (qui correspond au cas r2 = 0,
n = d = r1); c’est un analogue quantitatif de la variante complexe du
théorème de Kronecker de [22], th. 5.1 (voir aussi [23], chap. II, §6).

Pour σ = (σ1, . . . , σn) ∈ Rr1 × Cr2 , on définit ψσ : Rr1 × Cr2 → R par

ψσ(ξ) = σ1ξ1 + . . .+ σnξn + σr1+1ξr1+1 + . . .+ σnξn.

Proposition 3.7. Soient y1, . . . , yl des éléments de Rr1 × Cr2 et F :
[S0,∞) → R+ une fonction réelle de variable réelle, continue, croissante
et non bornée. On suppose que, pour tout σ = (σ1, . . . , σn) ∈ Rr1 × Cr2
vérifiant

S := max{|σ1|, . . . , |σn|} ≥ S0,
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on a
max
1≤j≤l

‖ψσ(yj)‖ ≥ 1/F (S).

Il existe des constantes T0, C1 et C2 positives possédant la propriété sui-
vante : si on pose G(T ) = C1F

−1(C2T ) pour T ≥ T0, alors pour tout ξ ∈
Rr1 × Cr2 et tout T ≥ T0(1 + |ξ|), le système d’inéquations

max
1≤j≤l

|tj | ≤ T et |ξ − t1y1 − . . .− tlyl| ≤ 1/G(T )

admet une solution t ∈ Zl.
D é m o n s t r a t i o n. On désigne par E l’espace vectoriel réel normé

Rr1 × Cr2 . On définit une application R-linéaire θ : E → Rr1 × C2r2

par θ(x, z) = (x, z, z) et un isomorphisme R-linéaire χ : E → Rd par
χ(x, z) = (x,<(z),=(z)). On définit encore ỹj = χ(yj) (1 ≤ j ≤ l). On
va vérifier l’hypothèse du lemme 3.6 (avec n remplacé par d) pour le sous-
groupe de Rd engendré par ỹ1, . . . , ỹl. Pour cela, soit φ une forme linéaire
non nulle dans HomR(Rd,R). On désigne par (e1, . . . , ed) la base canonique
de Rd, on pose σ̃i = φ(ei) (1 ≤ i ≤ d) et on définit σ = (σ1, . . . , σn) ∈ E par

σν =
{
σ̃ν pour 1 ≤ ν ≤ r1,
1
2 (σ̃ν − iσ̃r2+ν) pour r1 < ν ≤ n,

de sorte que ψσ = φ ◦ χ.
L’hypothèse de la proposition 3.7 concernant max1≤j≤l ‖ψσ(ỹj)‖ per-

met donc de vérifier l’hypothèse correspondante du lemme 3.6 portant sur
max1≤j≤l ‖φ(yj)‖. On déduit du lemme 3.6 l’existence de constantes C̃1,
C2 et T0 telles que, si on pose G̃(T ) = C̃1F

−1(C2T ) pour T ≥ T0, alors
pour tout ξ ∈ E et pour tout T ≥ T0(1 + |x|) avec x = χ(ξ), le système
d’inéquations

max
1≤j≤l

|tj | ≤ T et |x− t1ỹ1 − . . .− tlỹl| ≤ 1/G̃(T )

admet une solution t ∈ Zl. On prend C1 = C̃1/
√

2, de sorte que G(T ) =
G̃(T )/

√
2, et on peut conclure, pour T ≥ T0(1 + |ξ|),

|ξ − t1y1 − . . .− tlyl| ≤
√

2/G̃(T ) = 1/G(T ).

4. Approximation diophantienne sur les tores. Ce paragraphe est
consacré à la démonstration du théorème 1.2 et à celle du corollaire 1.3.

Commençons par une remarque concernant l’hypothèse d ≥ 2 du théo-
rème 1.2. Pour d = 1 on peut écrire ϕ(z) = λz avec un nombre complexe
non nul λ de module N(ϕ). Comme l ≥ d2− d+ 1 = 1 et que y1, . . . , yl sont
linéairement indépendants, on a yj 6= 0 pour 1 ≤ j ≤ l. Posons αj = eyj .
L’inégalité de Liouville entrâıne, pour 1 ≤ j ≤ l, soit αj = 1, soit |αj − 1| ≥
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2(2eh(αj))−D. Comme yj 6= 0, on en déduit |yj | ≥ (2eh(αj))−D, ce qui donne

(4.1) |ϕ(yj)| ≥ N(ϕ)2−DA−D (1 ≤ j ≤ l).
Cette inégalité est légèrement moins précise que ce que donnerait le théorème
1.2 avec κ0 = 1 et c0 = l. C’est pourquoi nous avons supposé d ≥ 2. Si, pour
d = 1, on impose A ≥ 2, alors la conclusion du théorème 1.2 est encore vraie
avec κ0 = κ0(1, l) = 1 et c0 = c0(1, l) = 2.

Voici comment interviendra la condition (IL). Soit d un entier positif.
On désigne par G le groupe algébrique Gdm et par expG son application
exponentielle. En identifiant l’espace tangent à l’origine de G(C) à Cd, on
écrit

expG : Cd → (C×)d, (z1, . . . , zd) 7→ (ez1 , . . . , ezd).

Lemme 4.2. Soit Y un sous-groupe de type fini de Cd possédant la pro-
priété (IL). Si G∗ est un sous-groupe algébrique connexe de G, distinct de G,
tel que Y ∩ exp−1

G (G∗(C)) 6= {0}, alors la codimension de G∗ dans G est 1,
et

rangZ(Y ∩ exp−1
G (G∗(C))) ≤ 1.

R e m a r q u e. Notons Γ = expG Y ⊂ (C×)d. L’image par expG de Y ∩
exp−1

G (G∗(C)) est Γ ∩G∗(C), donc

rangZ(Γ ∩G∗(C)) ≤ rangZ(Y ∩ exp−1
G (G∗(C))).

En particulier, la condition Γ ∩ G∗(C) 6= {1} entrâıne Y ∩ exp−1
G (G∗(C))

6= {0}.
D é m o n s t r a t i o n d u l e m m e 4.2. Les hypothèses du lemme 4.2

impliquent clairement d ≥ 2. On désigne par Ω = (2iπZ)d le noyau de
expG. Comme Y possède la propriété (IL), on a Y ∩ Ω = {0}. L’espace
tangent à l’origine de G∗ est un sous-espace de celui de G; on a identifié
les points complexes du second à Cd; ceux du premier forment alors un
sous-espace W de Cd, rationnel sur Q, de dimension dimCW = dimG∗. De
plus, G∗ étant connexe, on a exp−1

G (G∗(C)) = W +Ω.
Soit y ∈ Y ∩ (W + Ω) : il existe ω ∈ Ω tel que y + ω ∈ W . Alors y

appartient à W + Cω, qui est un sous-espace vectoriel de Cd rationnel sur
Q. Si G∗ est de codimension > 1 dans G, alors W +Cω 6= Cd, donc y = 0. Si
G∗ est de codimension 1 et si y1 et y2 sont deux éléments de Y ∩ (W +Ω),
on écrit, pour j = 1 et j = 2,

yj + ωj ∈W avec ωj ∈ Ω.
Etant donné que W est rationnel sur Q, le Z-module Ω/Ω ∩ W est de
rang 1. Par conséquent, il existe s = (s1, s2) ∈ Z2, s 6= (0, 0), tel que
s1ω1 + s2ω2 ∈ Ω ∩ W . Alors s1y1 + s2y2 ∈ Y ∩ W = {0}, et finalement
s1y1 + s2y2 = 0.
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Nous déduirons le théorème 1.2 de l’énoncé suivant, qui sera utilisé aussi
dans la démonstration du théorème 1.4. On reprend les notations communes
aux théorèmes 1.2 et 1.4, avec les entiers d et l, le sous-groupe Y de Ld, le
corps de nombres K de degré D, le paramètre A et la forme linéaire ϕ.

Théorème 4.3. Soit S un entier positif. On définit

V = 4((12d+ 13)dlSD logA)d.

Alors le nombre d’éléments de l’ensemble

E = {(s1, . . . , sl) ∈ Zl :

|sj | < S (1 ≤ j ≤ l); |ϕ(s1y1 + . . .+ slyl)| ≤ N(ϕ)e−V }
est majoré par Card E ≤ 4V d−1.

D é m o n s t r a t i o n. Quitte à diviser ϕ par N(ϕ), il n’y a pas de restric-
tion à supposer N(ϕ) = 1, c’est-à-dire

ϕ(z) = ϑ1z1 + . . .+ ϑdzd avec max{|ϑ1|, . . . , |ϑd|} = 1.

Quitte ensuite à permuter éventuellement les variables et à diviser par −ϑd,
on peut encore supposer ϑd = −1 :

ϕ(z) = ϑ1z1 + . . .+ ϑd−1zd−1 − zd.
On va utiliser le théorème 2.1 de [24] avec

l0 = d0 = 0, l1 = l, d1 = d, r = r3 = d− 1, r1 = r2 = 0,

W =W ′ = {0}, logAi = lS logA, E = e et M = Card E .
On pose U = V/(12d+ 13) et on définit des nombres réels A1, . . . , Ad et des
entiers positifs T1, . . . , Td par

logAi = lS logA, Ti = [U/(dD logAi)] = [U/(dlSD logA)] (1 ≤ i ≤ d).

On vérifie, grâce aux choix de U et V ,

(U/(dlSD logA))d = 4V d−1,

donc
(T1 + 1) . . . (Td + 1) ≥ 4V d−1,

ce qui est l’hypothèse “principale” du §2g de [24]. On a aussi T1 . . . Td ≤
4V d−1.

On définit y′1, . . . , y
′
l dans Cd par y′j = (u′1j , . . . , u

′
dj) (1 ≤ j ≤ l), avec

u′ij =
{
uij pour 1 ≤ i ≤ d− 1,
ϑ1u1j + . . .+ ϑd−1ud−1,j pour i = d,

de sorte que
y′j − yj = (0, . . . , 0, ϕ(yj)) (1 ≤ j ≤ l).
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Pour chaque s = (s1, . . . , sl) ∈ E , on définit deux éléments ηs et η′s de Cd :

ηs = s1y1 + . . .+ slyl et η′s = s1y
′
1 + . . .+ sly

′
l.

Les points η′s (s ∈ E) appartiennent à l’hyperplan V ′ = Kerϕ de Cd et on a

max
s∈E
|ηs − η′s| ≤ e−V .

Le sous-groupe Γ de (C×)d engendré par l’ensemble

Σ = {(αs1i1 . . . αslil )1≤i≤d : s ∈ E}
est expG Y .

On applique maintenant le théorème 2.1 de [24] au groupe algébrique
G = Gdm : il existe un sous-groupe algébrique connexe G∗, de codimension
d∗ ≥ 1 dans G, tel que l’image

Σ∗ = (Σ +G∗(K))/G∗(K)

de Σ par la surjection canonique G(K)→ G(K)/G∗(K) satisfasse

CardΣ∗ ≤ T d∗1 .

Si CardΣ∗ = Card E , comme d∗ ≤ d et que T d1 ≤ 4V d−1, l’estimation
annoncée est bien vraie.

Sinon, on a Y ∩ exp−1
G (G∗(K)) 6= {0}. Alors d ≥ 2; de plus le lemme 4.2

montre que la codimension d∗ de G∗ dans G est 1, et que le rang sur Z de
Y ∩ exp−1

G (G∗(K)) est ≤ 1. En utilisant encore la propriété (IL), on voit
que la restriction à Y de l’application expG est injective, donc CardΣ∗ ≥
(Card E)/(2S). Enfin la minoration U > 2dlS2D logA entrâıne T1 ≥ 2S. On
obtient ainsi

Card E ≤ 2S CardΣ∗ ≤ 2T1S ≤ T 2
1 ≤ T d1 ,

ce qui termine la démonstration du théorème 4.3.

D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 1.2. On définit S comme le plus
petit entier positif tel que

Sl−d
2+d > 4d((12d+ 13)dlD logA)d(d−1).

Par conséquent, le paramètre V du théorème 4.3 satisfait 4V d−1 < (2S−1)l.
On en déduit qu’il existe (s1, . . . , sl) ∈ Zl, avec |sj | < S (1 ≤ j ≤ l), tel que

|ϕ(s1y1 + . . .+ slyl)| ≥ N(ϕ)e−V .

On en déduit

max
1≤j≤l

|ϕ(yj)| ≥ 1
lS

N(ϕ)e−V .

De la définition de S résulte S > 1, donc S − 1 ≥ S/2 et

(4.4) (S/2)l−d
2+d ≤ 4d((12d+ 13)dlD logA)d(d−1),
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ce qui donne

(V/2d)l−d
2+d ≤ 4d+l((12d+ 13)dlD logA)dl.

Nous allons montrer que cette majoration implique

(4.5) V + log(lS) ≤ c0(D logA)κ0 ,

ce qui donnera la minoration désirée :

max
1≤j≤l

|ϕ(yj)| ≥ N(ϕ) exp{−c0(D logA)κ0}.

On majore log(lS) assez brutalement en utilisant (4.4) avec les conditions
d ≥ 2, l ≥ d2 − d+ 1, D logA ≥ e, ainsi que l’inégalité κ0 ≥ 1 :

log(lS) ≤ d3l(D logA)κ0 .

Pour établir (4.5), il ne reste plus qu’à vérifier que la constante c0 = d7d3
ld

du théorème 1.2 satisfait(
c0 − d3l

2d

)l−d(d−1)

> 4d+l((12d+ 13)dl)dl,

ce qui ne demande qu’un peu de calcul. C’est d’ailleurs la seule contrainte
que doive satisfaire c0; on peut donc raffiner légèrement l’estimation numé-
rique du théorème 1.2, mais il est apparu préférable de donner un énoncé
simple.

D é m o n s t r a t i o n d u c o r o l l a i r e 1.3. Pour 1 ≤ j ≤ l, soit sj un
élément de Z à distance minimale de ϕ(yj) :

‖ϕ(yj)‖ = |ϕ(yj)− sj | (1 ≤ j ≤ l).
Commençons par le cas s1 = . . . = sl = 0. Alors ‖ϕ(yj)‖ = |ϕ(yj)| (1 ≤ j ≤
l). Si, de plus, d ≥ 2, alors on peut utiliser directement le théorème 1.2 :

max
1≤j≤l

|ϕ(yj)| ≥ N(ϕ) exp{−c0(D logA)κ0},

avec c0 = c0(d, l) et κ0 = κ0(d, l). Comme N ≥ 1, κ1 ≥ κ0 > 0 et c1 ≥
c0(D logA)κ0 , on peut conclure

max
1≤j≤l

‖ϕ(yj)‖ ≥ N(ϕ)e−c1 ≥ N(ϕ) exp{−c1Nκ1}.
Toujours dans le cas s1 = . . . = sl = 0, si d = 1, on applique l’inégalité de
Liouville (4.1) et on conclut grâce aux minorations

c1N
κ1 ≥ c1 ≥ D log 2 +D logA.

On suppose maintenant sl 6= 0. On va utiliser le théorème 1.2 avec l
remplacé par l̃ = l−1 et avec les yj remplacés par ỹj = slyj−sjyl (1 ≤ j ≤ l̃).

Le sous-groupe Ỹ = Zỹ1 + . . . + Zỹl̃ de Cd possède encore la propriété
(IL). On a

ϕ(ỹj) = sl(ϕ(yj)− sj)− sj(ϕ(yl)− sl),
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donc, si on pose S = max{|s1|, . . . , |sl|}, on a

max
1≤j≤l̃

|ϕ(ỹj)| ≤ 2S max
1≤k≤l

‖ϕ(yk)‖.

Si on écrit, pour 1 ≤ j ≤ l̃,
ỹj = (ũij)1≤i≤d et α̃ij = eũij (1 ≤ i ≤ d),

on a
max{e/D, h(α̃ij), (e/D)|ũij |} ≤ 2S logA,

ce qui nous autorise à poser log Ã = 2S logA. Comme

|ϕ(yj)| ≤ N(ϕ)
d∑

i=1

|uij | ≤ (1/e)dDN logA

et que

|sj | ≤ |ϕ(yj)|+ 1
2
≤ |ϕ(yj)|+ (1/(4e))dDN logA,

on a S ≤ (1/2)dDN logA et D log Ã ≤ dN(D logA)2.
Si d ≥ 2, alors le théorème 1.2 donne

max
1≤j≤l̃

|ϕ(ỹj)| ≥ N(ϕ) exp{−c̃0(D log Ã)κ̃0},

avec c̃0 = c0(d, l̃) et κ̃0 = κ0(d, l̃) = κ1. Si d = 1, on utilise l’inégalité de
Liouville (4.1) à la place du théorème 1.2 :

max
1≤j≤l̃

|ϕ(ỹj)| ≥ N(ϕ)2−DÃ−D.

Ceci démontre le corollaire 1.3.

5. Mesures de transcendance. Ce paragraphe est consacré à la dé-
monstration du théorème 1.4 et à celle du corollaire 1.5. On utilisera de
nouveau le théorème 2.1 de [24], mais avec d0 = 1.

D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 1.4. Pour éviter une confusion de
notations entre le théorème 1.4 et le théorème 2.1 de [24], on va remplacer
dans le théorème 1.4 l’entier d par d1. On suppose

max
1≤j≤l

|ϕ(yj)− βj | < exp{−c2(D logA)d1κ2(D logB)κ2}

et on veut en déduire une contradiction. Soit S le plus petit entier satisfaisant

Sl−d
2
1 > 4d1+1(d1 + 1)(12d1 + 25)d1(d1+1)(d1lD logA)d

2
1(D logB)d1 .

Alors S vérifie

(S/2)l−d
2
1 ≤ 4d1+1(d1 + 1)(12d1 + 25)d1(d1+1)(d1lD logA)d

2
1(D logB)d1 .
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On définit deux nombres réels U1 et V1 par

U1 = 4((12d1 + 25)d1lSD logA)d1(D logB) et V1 = (12d1 + 25)U1.

En utilisant la majoration de S, on trouve

(V1/2d1)l−d
2
1 ≤ 4d1+l(d1 + 1)d1(12d1 + 25)l(d1+1)(d1lD logA)d1l(D logB)l.

Un petit calcul permet de vérifier que la constante

c2 =
{
d

17d3
1

1 ld1 si d1 ≥ 2,
1010(l − 1)2 si d1 = 1,

du théorème 1.4 satisfait
(
c2 − (2d1)3l

2d1

)l−d2
1

> 4d1+l(d1 + 1)d1(12d1 + 25)l(d1+1)(d1l)d1l.

En majorant log(lS) par (2d1)3l(D logA)d1κ2(D logB)κ2 , on en déduit

V1 + log(lS) ≤ c2(D logA)d1κ2(D logB)κ2 .

On va utiliser le théorème 2.1 de [24] avec

l0 = 0, d0 = 1, d = d1 + 1, l1 = l, r = r3 = d1, r1 = r2 = 0,

W =W ′ = {0}, logAi = lS logA, E = e et M = Sl.

On définit A1, . . . , Ad1 , T0, T1, . . . , Td1 par

logAi = lS logA,

Ti = [U1/(d1D logAi)] = [U1/(d1lSD logA)] (1 ≤ i ≤ d1)

et
T0 = [U1/(D logB)].

Grâce aux choix de S et de U1, on vérifie sans difficulté l’hypothèse principale
du §2g de [24], à savoir

(T0 + 1)(T1 + 1) . . . (Td1 + 1) ≥ 4V d1
1 .

On pose, pour 1 ≤ j ≤ l,
ηj = (βj , u1j , . . . , ud1j) et η′j = (ϕ(yj), u1j , . . . , ud1j).

Ainsi
|ηj − η′j | = |ϕ(yj)− βj | (1 ≤ j ≤ l).

On définit encore 2M éléments de Cd1 , indexés par s = (s1, . . . , sl) ∈ Zl
avec 0 ≤ sj < S (1 ≤ j ≤ l), de la manière suivante :

ηs = s1η1 + . . .+ slηl et η′s = s1η
′
1 + . . .+ slη

′
l.

Ils sont reliés par

max
s
|ηs − η′s| ≤ lS max

1≤j≤l
|ϕ(yj)− βj | ≤ e−V1 .
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Les points η′s appartiennent à l’hyperplan V ′ de Cd1+1 d’équation z0 =
ϕ(z1, . . . , zd1). On désigne par Σ le sous-ensemble suivant de C× (C×)d1 :

Σ = {(s1β1 + . . .+ slβl, α
s1
11 . . . α

sl
1l, . . . , α

s1
d11 . . . α

sl
d1l

) ∈ C× (C×)d1 :

s = (s1, . . . , sl) ∈ Zl, 0 ≤ sj < S (1 ≤ j ≤ l)}.
On fait encore intervenir les deux projections Σ0 et Σ1 de Σ sur chacun des
deux facteurs :

Σ0 = {s1β1 + . . .+ slβl ∈ C : s = (s1, . . . , sl) ∈ Zl, 0 ≤ sj < S (1 ≤ j ≤ l)}
et

Σ1 = {(αs111 . . . α
sl
1l, . . . , α

s1
d11 . . . α

sl
d1l

) ∈ (C×)d1 :

s = (s1, . . . , sl) ∈ Zl, 0 ≤ sj < S (1 ≤ j ≤ l)}.
Les conditions pour appliquer le théorème 2.1 de [24] sont toutes remplies.
On en déduit l’existence d’un sous-groupe algébrique connexe G∗ = G∗0×G∗1
de G = Ga ×Gd1

m , distinct de G, tel que, si on pose

d∗0 = dim(Ga/G
∗
0), d∗1 = dim(Gd1

m /G
∗
1) et Σ∗ = (Σ +G∗(K))/G∗(K),

on ait

(5.1) CardΣ∗ ≤ (d1 + 1)T d
∗
0

0 T
d∗1
1 .

On distingue maintenant deux cas.

(a) Supposons d∗1 ≥ 1, c’est-à-dire G∗1 6= G1. Posons

Σ∗1 = (Σ1 +G∗1(K))/G∗1(K).

L’injection de G1/G
∗
1 dans G/G∗ montre que l’on a CardΣ∗1 ≤ CardΣ∗. Or

les paramètres ont été choisis de telle sorte que

(5.2) Sl > (d1 + 1)T0T
d1
1 .

Ainsi on déduit de (5.1)

CardΣ∗1 ≤ CardΣ∗ < Sl.

Alors on trouve d’abord d1 ≥ 2, puis, en utilisant le lemme 4.2, d∗1 = 1 et
CardΣ∗1 ≥ Sl−1. Grâce à (5.1) on obtient

(5.3) Sl−1 ≤ (d1 + 1)T0T1.

Mais, comme d1 ≥ 2, on a U1 ≥ d1lS
2D logA, donc T1 ≥ S, ce qui montre

que cette majoration (5.3) n’est pas compatible avec la minoration (5.2).
(b) Supposons maintenant d∗1 = 0, c’est-à-dire G∗1 = G1. Alors d∗0 = 1

(puisque G∗ est distinct de G). On déduit de (5.1)

CardΣ0 ≤ (d1 + 1)T0.

Il en résulte que l’ensemble

E1 = {(s1, . . . , sl) ∈ Zl : |sj | < S (1 ≤ j ≤ l), s1β1 + . . .+ slβl = 0}
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satisfait Card E1 ≥ Sl/((d1 + 1)T0). Nous allons utiliser le théorème 4.3 afin
de majorer Card E1. Pour s ∈ E1 on a

|ϕ(s1y1 + . . .+ slyl)| ≤ lS max
1≤j≤l

|ϕ(yj)− βj | ≤ e−V1 .

On a supposé (β1, . . . , βl) 6= (0, . . . , 0). De l’inégalité de Liouville on tire

B−D ≤ max
1≤j≤l

|βj | ≤ max
1≤j≤l

|ϕ(yj)− βj |+ 1
e

N(ϕ)D logA.

Alors en utilisant la majoration (lS)−1e−V1 ≤ (1/2)B−D, on trouve

N(ϕ) ≥ B−D(D logA)−1.

Le paramètre V du théorème 4.3 est majoré par V1−D logB− log(D logA),
donc e−V1 ≤ N(ϕ)e−V , et l’ensemble E1 est contenu dans l’ensemble E du
théorème 4.3 :

Card E1 ≤ Card E ≤ 4d1((12d1 + 13)d1lSD logA)d1(d1−1).

L’estimation

Sl/((d1 + 1)T0) ≤ 4d1((12d1 + 13)d1lSD logA)d1(d1−1)

qui en résulte n’est pas compatible avec le choix de S. Ceci conclut la
démonstration du théorème 1.4.

D é m o n s t r a t i o n d u c o r o l l a i r e 1.5. On applique le théorème 1.4
avec d = 1 et l = 2, ce qui donne κ2 = 2 et c2 = 1010. On définit β1 = 1,
β2 = β et ϕ(z) = z/λ1, de sorte que ϕ(λ2) = λ2/λ1 et N(ϕ) = 1/|λ1|. Le
corollaire 1.5 en résulte.

6. Mesures de densité. On combine les théorèmes 1.2 et 1.4 avec
la proposition 3.7 pour obtenir un énoncé de densité dans Rr1 × Cr2 d’un
sous-groupe de type fini dont les éléments ont pour coordonnées des loga-
rithmes de nombres algébriques. On obtiendra le théorème 1.6 en utilisant
l’application exponentielle.

Proposition 6.1. Soient r1 et r2 des entiers ≥ 0 avec n = r1 + r2 > 0.
On pose aussi d = r1+2r2. Soit Y un sous-groupe de type fini de Ln contenu
dans Rr1 × Cr2 . On choisit une base y1, . . . , yl de Y sur Z et on écrit yj =
(u1j , . . . , unj) (1 ≤ j ≤ l), avec uij ∈ L ∩ R pour 1 ≤ i ≤ r1 et uij ∈ L ⊂ C
pour r1 + 1 ≤ i ≤ n. On suppose que pour tout a = (a1, . . . , ad) ∈ Zd, a 6= 0,
et tout b = (b1, . . . , bl) ∈ Zl, b 6= 0, on a

l∑

j=1

bj

( n∑

i=1

aiuij +
n∑

k=r1+1

an+kukj

)
6= 0.
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(a) On suppose l ≥ max{2, d2 − d+ 1} et on pose

θ1 =
1
d
− d− 1
l − 1

.

Il existe deux constantes positives c′3 et c′4, ne dépendant que de d, l et des
uij , possédant la propriété suivante : pour tout ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rr1 ×Cr2 ,
et pour tout T ≥ c′3 max1≤i≤n(1 + |ξi|), le système d’inéquations

max
1≤j≤l

|tj | ≤ T et max
1≤i≤n

|ξi − t1ui1 − . . .− tluil| ≤ c′4(log T )−θ1

admet une solution (t1, . . . , tl) ∈ Zl.
(b) On suppose l > d2 et on définit

θ2 =
{

(l − d2)/l si d ≥ 2,
1 si d = 1.

Alors la même conclusion vaut avec la borne

max
1≤i≤n

|ξi − t1ui1 − . . .− tluil| ≤ exp{−c′5(log T )θ2},

où la constante c′5 ne dépend que de d, l et des uij.

D é m o n s t r a t i o n. Pour 1 ≤ j ≤ l et n < i ≤ d, on définit uij = ui−n,j .
On définit ensuite ỹj ∈ Cd par ỹj = (u1j , . . . , udj) (1 ≤ j ≤ l). Alors
Ỹ = Zỹ1 + . . .+ Zỹl possède la propriété (IL).

Si θ1 = 0, c’est-à-dire l = d2−d+1, on utilise la partie (a) du théorème 1.1
pour montrer que Ỹ n’est pas contenu dans un hyperplan complexe de Cd, ce
qui entrâıne que Y n’est pas contenu dans un hyperplan réel de Rr1 × Cr2 .
Alors {y1, . . . , yl} contient une base du R-espace vectoriel Rr1 × Cr2 . La
proposition 6.1 ne dit rien de plus dans ce cas.

On suppose maintenant l ≥ d2 − d+ 2. Pour démontrer la partie (a) de
la proposition 6.1, on applique le corollaire 1.3 afin de vérifier l’hypothèse
de la proposition 3.7 avec

F (S) = exp(c13S
κ1) et θ1 =

1
κ1

=
1
d
− d− 1
l − 1

.

Pour conclure, on minore G par G(T ) ≥ (1/c′4)(log T )θ1 .
Supposons ensuite l ≥ d2 + 1 et d ≥ 2. Pour 1 ≤ j ≤ l, soit βj ∈ Z un

nombre entier à distance minimale de ϕ(yj). Si (β1, . . . , βl) = (0, . . . , 0), on
applique le théorème 1.2. Sinon, c’est le théorème 1.4 que l’on utilise. Dans
les deux cas on vérifie les hypothèses de la proposition 3.7 avec

F (S) = exp(c14(logS)κ2) et θ2 =
1
κ2

= 1− d2

l
.

Enfin, quand d = 1, on a r1 = n = 1, r2 = 0 et l ≥ 2. Le résultat que nous
voulons démontrer s’énonce alors de la façon suivante :
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Soient α1 et α2 deux nombres algébriques réels positifs multiplicativement
indépendants. Il existe deux constantes positives c′3 et c′5, ne dépendant
que de α1 et α2, telles que, pour tout nombre réel x et tout T ≥ c′3(1+|x|),
le système d’inéquations

max{|t1|, |t2|} ≤ T et |x− t1 logα1 − t2 logα2| ≤ T−c
′
5

admet une solution (t1, t2) ∈ Z2.

On déduit cet énoncé du lemme 3.5, grâce à la mesure d’irrationalité sui-
vante, due à Fel’dman [5], chap. 10, th. 3.10 : il existe une constante c15 > 0,
ne dépendant que de α1 et α2, telle que, pour tout p/q ∈ Q avec q > 0, on
ait ∣∣∣∣

logα1

logα2
− p

q

∣∣∣∣ > q−c15 .

Cela permet d’utiliser le lemme 3.5 (ou bien la proposition 3.7, au choix)
avec F (S) = Sc16 et G(T ) ≥ T c′5 .

D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 1.6. Pour 1 ≤ j ≤ l, on pose

uij = logαij (1 ≤ i ≤ r1),

où log est la détermination réelle du logarithme, puis on choisit ur1+1,j , . . .
. . . , unj dans C tels que exp(uij) = αij pour r1 < i ≤ n et on définit
yj = (u1j , . . . , unj) ∈ Rr1 × Cr2 (1 ≤ j ≤ l).

Soit ζ ∈ (R×+)r1 × (C×)r2 . On pose ξi = log ζi pour 1 ≤ i ≤ r1. Ensuite,
pour r1 < i ≤ n on définit ξr1+i comme la détermination principale du
logarithme de ζr1+i. Ainsi on a, pour 1 ≤ i ≤ n,

|ξi|2 ≤ (log |ζi|)2 + π2 ≤ (π2 + 1) max{1, (log |ζi|)2},
et

1 + |ξi| ≤ 5 max{1, |log |ζi||}.
Le théorème 1.6 résulte alors de la proposition 6.1.
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dans : Séminaire de Théorie des Nombres de Paris 1980–81, M. J. Bertin (éd.),
Progr. Math. 22, Birkhäuser, 1982, 253–271.
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