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Sous-groupes analytiques de groupes 
algebriques 

Par MICHEL WALDSCHMIDT 

Soient G un groupe algebrique defini sur la cl6ture algebrique Q de Q dans 
C, et cp: Cn  -, G(C) un homomorphisme analytique. En general, cp(Cn) n'est pas 
un sous-groupe algebrique de G(C), mais s'enroule autour de son adherence de 
Zariski. Nous dons  donner des conditions arithmetiques qui assurent que l'image 
est fermee. 

Ce probleme a ete etudie d'abord par Lang [2, Chap. 111 pour les sous-groupes 
a un parametre. On sait maintenant que pour n = 1, il suffit qu'il existe 5 
nombres complexes, lineairement independants sur Z, dont les images par cp 
soient dans G(Q), pour assurer que cp(C) est ferme (cf. [9, Th. 4.2.11; l'hypothese 
que G est commutatif et connexe n'est pas restrictive). 

Dans le cas general (n  2 l), les premiers resultats sur ce sujet ont ete 
obtenus par Bombieri et Lang [I]. Les knoncks anterieurs de Lang [2] ne 
concernaient que les sous-groupes "normalisks" (voir aussi [9, Chap. 3 et 51) dont 
nous ne parlerons pas ici. L'interet d'obtenir des resultats sans hypothese de 
normalisation avait kte soulignk par Lang dans [2, pp. 20,39 et 441. Les enonces 
de Bombieri et Lang [l]  (voir aussi [9, 88.21) imposaient des conditions severes 
sur l'approximation diophantienne des logarithmes. Ces conditions provenaient 
d'une estimation analytique, le lemme de Schwarz. 

En poursuivant la methode de Bombieri et Lang, mais en remplaqant leur 
estimation analytique par un lemme de Schwarz conjectural, nous avons montrk 
dans [9, Chap. 81 comment les hypotheses diophantiennes devraient pouvoir &re 
remplacees par des conditions d'algebre lineaire. Jusqu'a present ce lemme de 
Schwarz n'a kte demontre que dans quelques cas particuliers [9, Chap. 71. 

Nous utilisons ici une approche differente, qui evite le lemme de Schwarz, 
mais qui utilise un resultat puissant, le "lemme de zeros" de Masser et Wiistholz 
[4]. Les resultats auxquels nous arrivons sont precisement ceux qui ont ete 
conjectures dans [9], notamment le probleme 8.2.3 de [9]. Le cas G = G$ (ou G ,  
est le groupe multiplicatif) avait ete rksolu dans [lo], et nous genkralisons ici la 
mkthode de [lo] pour l'adapter a un groupe algebrique quelconque. 
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Pour aniver a la conclusion que cp(Cn) est ferme, nous supposerons que 
G(Q) contient beaucoup de points de l'image de cp, disons cp(Y) c G(Q), oh 
Y = Zy, + . . + Zy, est un sous-groupe de Cn  de rang m sur Z. Nous 
supposerons donc m grand: m 2 2n2 + 2n + 1. Quand G est une variete 
abklienne simple et que la diffkrentielle de cp a l'origine est injective, cette 
hypothese sur m suffit (on obtient dans ce cas cp(Cn) = G(C) et dim G = n). 
Mais dans le cas gkneral on voit facilement que cette hypothese n'est pas 
suffisante. Le resultat que nous etablirons montrera que la condition suivante 
suffit: on suppose que, pour tout sousespace W de Cn, W # Cn, on a 

Autrement dit on demande a Y de ne pas avoir presque tous ses klements dans 
un sousespace strict de Cn. Cette hypothese implique (en prenant W = 0) 
m > 2n(n + 1). D'autre part pour n = 1on retrouve l'knonce que nous avions 
cite au debut sur les sous-groupes a un parametre. Si G est un groupe lineaire 
nous verrons que l'hypothese precedente peut 6tre remplacee par 

On peut obtenir des enoncks plus precis en tenant compte des periodes de 
cp. Les demonstrations que nous donnerons vont se faire par recurrence sur n, et 
pour cette recurrence il semble indispensable d'avoir des rksultats plus fins quand 
cp est periodique. Bien entendu, cette difficult6 disparait dans la cas p-adique. 

Enfin la methode que nous utilisons se pr6te tres bien a l'etude de l'indepen- 
dance algebrique. Moyennant des hypotheses convenables, on peut remplacer 
partout 0 par une extension de Q de degrk de transcendance 1. 

Nous enonqons d'abord ($1) les principaux resultats, sans faire intervenir les 
periodes eventuelles de cp. Les enoncks plus precis seront donnes avec les 
demonstrations ($4),qui utiliseront d'une part une fonction auxiliaire ($2), 
d'autre part le lemme de zeros de Masser et Wiistholz ($3b), et enfin des 
proprietes des coefficients de Dirichlet generalisks ($3a et 3c). Au paragraphe 5 
nous etudions l'independance algebrique, et au paragraphe 6 nous presentons des 
resultats complementaires qui seront dkveloppes ailleurs. 

Afin d'unifier les enoncks nous introduisons un nombre p = p(G) defini par 

1 si G est lineaire 
P = (  2 sinon. 

Quand cp: Cn + G(C) est un homomorphisme analytique, on definit K = ~(cp) 



SOUS-GROUPES ANALYTIQUES 

rang, ker cp si p = 1, 
K =  ( 

rang,kercp s i p = 2 .  

Ainsi K 5 pn. Enfin les conditions suivantes sont equivalentes: 
(i) La differentielle C: Cn  -+ TG(C) de cp en 0 est injective, 
(ii) ker cp est discret dans Cn  , 
(iii) K = rang,ker cp. 

Si ces conditions sont satisfaites, on dira, en suivant [I], que cp est un sous-groupe 
a n parametres de G. 

1. Dimension algkbrique de sous-groupes analytiques 
de groupes algkbriques 

On considere un groupe algebrique G, defini sur 0 ,  et un homomorphisme 
analytique cp: Cn  -+ G(C). On s'interesse aux sous-groupes Y de Cn, de type fini, 
tels que cp(Y) c G(Q). 

Les notations seront les suivantes. L'espace tangent a l'origine de G(C) sera 
note T,(C), exp,: T,(C) + G(C) sera l'application exponentielle de G, et C: 
C n  + TG(C) la differentielle de cp en 0. Ainsi cp = exp, o C. Enfin m sera le rang 
sur Z de Y, et d la dimension de cp, c'est-a-dire la dimension algebrique de 
l'adherence de Zariski cp(Cn ) sur Q de cp(Cn). On a cp (Cn) = H(C), oh H est un 
groupe algkbrique commutatif connexe defini sur Q. 

Voici quelques exemples. 

1. Soit A une varietk abelienne simple definie sur Q. On considere des 
periodes w,, . . . , wn dans TA(C), c'est-adire des elements du noyau de exp,. On 
pose G = G,"x A, oh G, est le groupe additif, et on definit cp: Cn  + G(C) par 

pour x = (x,, . . . , x,) E Cn. On peut alors prendre Y = Zn. Puisque A est 
simple, il suffit que w,, . . . , wn ne soient pas tous nuls pour que la dimension 
algebrique de cp soit n + dim A (cf. [9, p. 281). 

2. Soit E une courbe elliptique ayant des multiplications complexes dans un 
corps imaginaire quadratique k = Q(r ). Soient u,, . . . , ud-, des elements de 
TE(C), lineairement independants sur k,  tels que expEui E E(Q), (1 I j < d).  
On prend G = G, x Ed-', n = 1,m = 2, Y = Z + ZT, et 

cp(x) = (x,expExu1,.. . , exp,xu,-,), ( X  E c). 
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3. Supposons G commutatif connexe de dimension d 2 1, et prenons n = d. 
Nous choisissons un isomorphisme C: Cn  -+ TG(C), (ce qui revient a choisir une 
base de TG(C)). Comme G(Q) n'a pas un rang fini sur Z, pour chaque m 2 1on 
peut choisir m elements Q-lineairement independants dans Cn  dont les images 
par cp = exp, 0 C sont dans ~ ( 0 ) .  

Dans les dew premiers exemples, m est petit (mais d n'est pas borne), alors 
que dans le troisieme, m est quelconque, mais d = n. On obtient des exemples 
moins triviaw, dans lesquels ni m, ni d ne sont bornes en fonction de n,  en 
prenant des produits directs: si on part de dim exemples (G,, cp,, Y,) et 
(G,, cp,, Y,), on peut considkrer G = G, X G,, Y = Y, x Y,, et cp: Cnl X Cnz 
-+ G(C) defini par: 

cp(x1, ~ 2 )= (cp,(x,), cp,(x,)). 

Plus genkralement, l'exemple 3 montre que, si cp: Cn  -+ G(C) est tel qu'il 
existe un sousespace vectoriel V de Cn,  V + 0, pour lequel l'adherence de 
Zariski sur 0 de cp(V) dans G a une dimension algebrique kgale a la dimension 
de V sur C, alors le sous-groupe 

{YE cn;T(Y)E G(Q)) 

de Cn n'a pas un rang fini sur Z. 
Dans le cas general, nous d o n s  montrer que, si m et d sont suffisamment 

grands en fonction de n, alors 
a) beaucoup de points de cp(Y) sont dans un sous-groupe algebrique strict 

de G, 
b) beaucoup de points de Y sont dans un sousespace strict de Cn,  et 
c) il existe un sousespace strict de Cn  tel que la dimension algebrique de 

son image par cp soit petite. 
Voici l'enonce precis. 

THEOF&ME1.1. Soient G un groupe algdbrique ddfini sur 0 de dimension d ,  
cp: Cn  -, G(C) un sous-groupe a n paramktres de G, de dimension d ,  et Y un 
sous-groupe de C n  de rang m sur Z tel que cp(Y) c G(Q). On note p = p(G) et 
on suppose 

md > n(m + dp) .  

Alors il existe un sous-espace vectoriel V de Cn  tel que, si H ddsigne l'adhdrence 
de Zariski sur Q de cp(V), et si on note 

n, = dim,(Cn/V), d l  = dim(G/H), e tm,  = rang,(Y/Y n V),  

on ait 
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Ces inegalites impliquent 

De plus, si on note r = cp(Y), on a 

rang , ( I ' / rnH)  ml nP
<-<-. 

dim( G/H ) - d l  d - n  

Choisissons un sousespace Vl supplementaire de V dans Cn, ecrivons V2 = V, et 
definissons cp, et cp,, homomorphismes de Cn  dans G(C), par 

cpl(V1 + v2) = cp(v,), cp2(v, + 02) = cp(v2), (01 E Vl, ~2 E V2). 

Alors H est I'adherence de Zariski sur 0 de cp2(Cn), donc cp2 a une dimension 
algkbrique egale a d - dl.  D'autre part, si on note Y2 = Y n V2, on peut choisir 
un sous-groupe Y, de Y tel que Y = Yl @ Y2, et on a 

cpl(Y2) = 0, et rangzYl = ml. 

Quand G = G:, on retrouve le theoreme 1.1de [lo] en choisissant 

et en utilisant les caracterisations classiques des sous-groupes algebriques de G: 
(par exemple [4, 571). 

COROLLAIRE1.2. Soient A une varidtd abklienne simple de dimension d 
dkflnie sur Q, cp: Cn  + A(C) un sous-groupe a n paradtres de A, et Y un 
sous-groupe de C n  de rang m sur Z tel que cp(Y) c ~ ( 0 ) .Alors 

md In(m + 2d).  

En particulier, si m 2 2n2 + 2n + 1, on trouve d < n + 1, donc d = n,  et 
cp(Cn) = A(C). 

COROLLAIRE " + G(C)1.3. Soient G un groupe algkbrique dkj3ni sur 0 ,  cp: C 
un homomophisme analytique de dimension d > n, et Y un sous-groupe de C n  
tel que cp(Y) c ~ ( 0 ) .Alors il existe un sous-espace vectoriel V de Cn, V + Cn,  
tel que 

rangz(Y/Y n V)  I-dp dimc(Cn/V).
d - n  

Pour obtenir le corollaire 1.3, on remarque d'abord qu'il n'y a pas de 
restriction a supposer que cp est un sous-groupe a n parametres; on applique 
ensuite le theoreme 1.1a chaque sous-groupe de rang fini de Y; on utilise enfin 
un argument de compacite. En fait nous etablirons d'abord le corollaire 1.3 
(quand Y est de type fini), et nous en deduirons le theoreme 1.1(cf. §4). Ce 
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corollaire 1.3 repond au probleme 8.2.3 de [9].Enfin, en remarquant que la 
quantite d / (d  - n ) ,  avec d > n ,  est maximale pour d = n + 1, on obtient le 
resultat annonce dans I'introduction. 

COROLLAIRE deux groupes algdhiques cornmutatifi 1.4. Soient G' et G" 
connexes dbfinis sur 0,de dimensions respectives d ' et d ", avec d ' < d ". Soit +: 

G'(C)+ G"(C) un homomorphisrne analytique dont la diflientielle a 1 'origine 
C :  T,,(C) + T,,,(C) est injective, et soit T" un sous-groupe de type fini de G ~ Q )  
contenu dans 1 'image de +. Alors il existe un sous-groupe algdbrique H" de G", 
H" + G", tel que 

rangZ(rf ' /I" '  n H") dtp" 
-< d" - d' ' dim(G"/H") 

ou p" = P(G"). 

En particulier, si G" est une variete abelienne simple, la conclusion s'ecrit 

rangZrt' I 2d'dt ' /(d'  - d") .  

Le corollaire 1.4 se deduit du theoreme 1.1 en prenant cp = + oexp,, et n = d'. 
On peut raffiner le corollaire 1.4 en supposant I?" c +(G'(Q));pour cela, on 
considere l'homomorphisme analytique de T,,(C) dans Gf(C)x G"(C)defini par 

(cf. [9,corollaire 4.2.51). 

2. Construction d'une fonction auxiliaire avec des pCriodes 

Nous modifions la construction de [lo,$31 en tenant compte des periodes 
eventuelles de nos fonctions. Pour x = (x,,. . . ,x,) E Cn,nous notons 

1x1 = max Ix,l
l s v s n  

(c'est aussi le choix qui est fait implicitement dans [lo,p. 1011. Pour R > 0,  on 
designe par B(0, R )  le polydisque ferme de centre 0 et de rayon R: 

B(0, R )  = { x  E C n ;  1x1 r R ) .  

Quand f est une fonction complexe continue sur B(0, R ) ,  on note 

PROPOSITION2.1. Soient 8 une fonction th&ta holonunphe relative a un 
rdseau de Cg, avec 8(0) + 0,  C:  C n  + Cg une application lindaire, et a = 8 0 C.  
Soient a,,. .. , a, (avec 0 I K I 2 n )  des k b n t s  R-lidairernent indhendants 
de Cn. I1 existe deux constantes c,, c2positives ayant les propridtds suivantes. 
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Soient L 2 1, D 2 0 des nombres entiers, A, U, R ,  r des nombres rdels 
positifi, et cp,, . . ., cp,  des fonctions dromorphes duns Cn ,  admettant w,, . . .,w, 
camme pdriodes. On suppose que les fonctions \C/, = aDcp,, ( 1  I X I L )  sont 
entikes. D 'autre part on suppose 

Alors il existe des entiers rationnels p,, . . . , p,, avec 

0 < max .lp,l I e A ,
1 s X 5 L  

tels que la fonction 

Quand il n'y a pas de periodes, c'est-a-dire quand K = 0, on peut appliquer 
le theoreme 3.1. de [ lo] ,  et on trouve le resultat avec c,  = 3, c2 = 8"+l. 

b) Lernmes auxiliaires. Nous aurons besoin des d e w  lemmes suivants. Le 
premier permet de rester suffisamment loin des ptiles, grhce a la forme particuliere 
du denominateur, et le second donne une formule d'interpolation. 

LEMME2.2. Soient 0 une fonction th&ta holomorphe relative a un rdseau 
de C g ,  avec e(0) # 0, c: C n  + C g  une application lindaire non nulle, et A = 

Zw, + . + Zw, un sous-groupe de type fini de Cn. I1 existe deux constantes c' 
et c" positives, et deux sous-ensembles T et F de A ,  avec F fini et 

h = T + F = ( t + f i t ~ T , f ~ F ) ,  

tels que, pour tout rdel S 2 1, si on note 

A ( S )  = {h,w, + . + h,~,; (h , , .  . . ,h,,,) E Zm, 0 I hi I s ) ,  
on ait 

10 o C ( Z ) ~2 exp(- c"S2) 

pour tout x E C n  vdf iant  

dist(x, A ( S )  n 9) I c'. 
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Dhnstrat ion.  On note !J le reseau de Cg associe a 8, s: Cg + Cg/!J la 
surjection canonique, A un polydisque fern6 de Cg, de centre 0 et de rayon 
S > 0 sur lequel 8 ne s'annule pas, et A' le polydisque ferme de centre 0 et de 
rayon S/2. On definit ensuite 

T = { a  E A ,  s 0 C(w) E s(A')), 

et on choisit c' > 0 tel que 

x E Cn, 1x1 IC' implique IC(x)l I 6/2. 

Alors pour w E T et Jx - wl < c', on a s 0 C(x) E s(A), et la conclusion s'ob- 
tient comme dans [9, lemme 1.2.21. 

En combinant les arguments de [9,57.3] (voir aussi [lo, lemme 3.41) avec un 
theoreme de Masser [3, Theoreme A] sur I'interpolation polynomiale, nous allons 
etablir le resultat suivant (theoreme 7.4.13 de [9]). 

LEMME2.3. Soient 6 ,  r,, r, R des nombres rkels, avec 6 > 0 , 0  < r, a r a R, 
T un entier positif, et S un sous-ensemble fini du polydisque B(0, r,) de Cn. On 
note 

6 = min{ls - 5'1; s E S ,  S' E S ,  s f s'), 

et on suppose 

T a 2-7n(~/r1)2n-2Card S 

Alors, pour toute fonction F continue sur B(0, R) et anulytique a 1 'intkrieur, on 
a 

Dhnstrat ion.  On ecrit F = P + G, ou P est un polyn6me de degre total 
< T, et G a un zero a I'origine d'ordre 2 T. Griice au theoreme A de [3], on 
obtient 

IPIrl a (210n6-1)nTmaxl~(s)~.
~ € 5  

Soit x, E Cn, avec lzol = r .et lPlr = IP(xo) 1, et soit Q(t) = tT-lP(x,/t) E 
C[t]. Le principe du maximum donne I Q(l)I I I QIrIr1, donc 
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D'autre part 

IP(s)l I IF(s)l + IGIrl pour touts E S. 

Enfin, pour 0 I p IR, on trouve, comme dans [lo] (demonstration du lemme 
3.4): 

Alors 

IF I r  I IPIr + IGIr 

et on en deduit I'inegalite annoncee. 

c) Dhns t r a t ion  de la proposition 2.1. On complete w,,. . . , w, en une 
base (a, ,  . . . , a,,) de C nsur R. Les constantes positives c,, . . . , c, ne dependront 
que de n,  g, C,9,  w,,. . . , w,,. Soit v un entier suffisamment grand; on va 
demontrer la proposition avec c, = v, c2 = vni2. 

On utilise le lemme 2.2 avec m = 2n, et on note 

A' = Zwl + ' . ' + ZwK, A" = ZOK+,+ . . . + ZwZn. 

Ainsi A = A' + A", et, avec des notations evidentes, pour chaque S > 0, 
A(S) = Ar(S)+ Af'(S). On pose T = 4U/log(R/r), To = vT, et on designe par 
S I'ensemble des A, + rT; l I 2 A  ,, pour 

On choisit ici 

5et c' sont definis au lemme 2.2. Ainsi S est contenu dans B(0, r). On considere 
le systeme d'inequations 

dont les inconnues sont p,, . . . , p,. Le nombre de ces inequations est majore par 

Les inegalites 

1 + f i e ( v + 2 ) U  -< e2vu 
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e t 

4vUT,"rP" < LA,  

jointes au lemme 3.3 de [lo], permettent de trouver une solution non triviale 
dans Z avec lpx 1 I eA .  Posons alors 

La periodicite des cp, donne: 

'k(z + w) = (a(, + w ) / ~ ( z ) ) ~ ' k ( z )pour tout w E Af. 

Grice au lemme 2.2, on a, pour s E S ,  

Soit Sf I'ensemble des s + w, s decrivant S et o decrivant Af(r/c,). Pour tout 
sf  E Sf ,  on obtient 

l'k(sf)l 5 e-vu/2. 


On verifie de plus (cf. 19, lemme 1.1.8]), en utilisant l'hypothese U 2 r2(log(R/r), 


Card Sf 2 c,T,", 


et aussi 

On utilise maintenant le lemme 2.3, avec F = 'k, 6 2 c,, r = r,, et avec 
l'ensemble Sf ,  et on trouve 

Remarque. Si, dans la proposition 2.1, on suppose a,, . . . , w, lineairement 
independants sur C ,  alors on peut remplacer I'hypothese U 2 r210g(R/r) par 
U 2 rlog(R/r). Pour cela, dans la demonstration, on remplace le lemme 2.3 par 
le theoreme 7.3.4 de [9]. 

d) Application aux groupes algdlvriques. Considerons maintenant un groupe 
algebrique commutatif G. 

Pour obtenir un enonce raffine, nous ecrivons G sous la forme do x G1 x 
G,, ou G, est un groupe lineaire de dimension d,, et G, est quelconque. Cela ne 
restreint pas la generalite, puisque l'on peut choisir do  = d, = 0, G = G,. Le 
seul autre cas que nous utiliserons ici est G = G,, mais le cas general nous sera 
utile ailleurs. 
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PROPOSITION =2.4. Soient do  2 0, d l  2 0, d 2  2 0, n 2 1 des entiers, d 
d o  + dl  + d ,, avec n < d.  Soient G, et G, deux groupes algdbriques cmmuta- 
tifi ddfinis sur Q, de dimensions respectives d l  et d ,, G, dtant lindaire. On pose 
G = G$ X G, x G,. 

Soient rp un sous-groupe a n parami.tres de G, K le rang sur Z de son noyau, 
et y,, . . . , ym des d h n t s  Qlindairement inddpendants de Cn dont les images 
par g, sont duns G(Q). 

I1 existe un plongement de ~ ( 0 )  duns A,,+,JQ) x PN(Q), une constante 
C > 0, et une suite (PS),,,, de polynhes de l'anneau 

Ps dtant de degrd I Do en les variables U,, . . . , Ud,, de degrd I Dl en V,, . . . , Vdl, 
et homoghe de degrd I D2 en Wo , . . . , WN, avec 

ou A est ddfini par 

et enfin P, s'annule en chaque point de 1'image par cp de 1'ensemble 

mais P, ne s'annule pas partout sur G(Q). 

Le principe des tiroirs, utilise de la maniere habituelle, ne permet de trouver 
un tel polyn6me que sous l'hypothese supplementaire 

Mais le point essentiel ici est que les exposants de S qui interviennent ne 
dependent pas de m (seul C peut dependre de m). 

La demonstration fournira, en plus, une majoration pour les coefficients de 
P,: leur valeur absolue sera majoree par eA. 

Quand G est lineaire, on peut choisir d, = 0. La construction donne alors 
un polyn6me independant des variables Wo, . . . , W,. Si, de plus, on choisit 
d o  = 0, c'est-adire d = dl  et G = GI, alors on obtient un polyn6me en d l  
variables, de degre I Dl, avec 

Si G est quelconque et que l'on choisisse do  = d l  = 0, d = d,, G = G,, on 
obtient un polyn6me homogene P,, de degre ID,, avec 
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Dhns t r a t ion  de la proposition 2.4. I1 est utile d'effectuer quelques reduc- 
tions preliminaires. D'abord on peut supposer que G est l'adherence de Zariski 
sur Q de cp(Cn). En effet, si ce n'etait pas le cas, il existerait un polyn8me a 
coefficients algebriques, nul sur cp(Cn), mais pas sur ~ ( 0 ) .  En prenant la norme 
sur Q et en multipliant par un entier positif, on obtient un polyn8me a 
coefficients dans Z, independant de S, ayant les proprietes requises. 

En particulier on supposera que G est connexe, et que do  I n. On a aussi 
K I 2n - do,  mais on va se ramener a une condition plus forte. 

a) Supposons d, = 0. Comme C est injective, le noyau de rp est engendre 
comme Z-module par K elements de Cn  lineairement independants sur C. Nous 
d o n s  nous ramener a K = 0. Supposons donc la proposition 2.4 demontree 
quand K = 0. Maintenant, si K > 0, cp se factorise en un homomorphisme de 

Cn/kercp z Cn-" x (CX)"  

dans G(C), et on considere la restriction cp' de cet homomorphisme a Cn-". Pour 
cp' et pour l'adherence de Zariski G' de cp'(Cn-"), on a 

Par hypothese on peut appliquer la proposition 2.4 (avec K' = dk = 0) a rp' pour 
trouver la constante C' (pennettant de definir A') et un polyn8me (ne dependant 
en fait que des d - K variables U,,. . . , Udo,Vl,.. . , Vdl-"). On choisit enfin 
C = C', de sorte que A' = A. 

b) On va montrer qu'on peut toujours supposer soit d, = 0, soit 2n 2 

d l  + 2do + K .  Dans le cas contraire, notons s: T,(C) -+ TG,,2(C), et p: Cn  -+ 

Cn/V les surjections canoniques, oh Vest le noyau de s 0 C, n, la dimension de 
V, A le noyau de cp, et X1 (resp. A,) le rang sur Z de A/A n V (resp. de 
A n V). On a 

K = X1 + A,, X 2  I 2n2, et n, Id,, 

car la restriction de C a V est une injection de V dans T,JC). 
Soit cp' le sous-groupe a n - n, parametres de G/G, rendant commutatif le 

diagramme: 

Le noyau de cp' est engendre comme Z-module par des elements lineairement 
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independants sur C. Soit no = n - n, - n,. On verifie alors facilement les 
inegalites 

no 2 d o ,  no + n, I do  + d l ,  d l  2 n,, A, I n, 

En particulier on a K I nl  + 2n2. Grice a l'hypothese 2n < d l  + 2do + K, on 
en conclut do  + d l  > no + n,. On pourra alors, grace a la proposition 2.4 dans 
le cas d, = 0 appliquee a rp', constmire Ps independant des variables Wo, . . . , W,, 
avec des degres majores par D,' et D;, avec 

D,'log S = DiS = A', 

ou A' est defini par 

Mais on verifie 

(d l  - n l ) / (dO + d l  - no - ni )  I (2d2 + d,  - ~ ) / ( d- n ) ,  

et A' I A. 

c) Dans le cas do  = 0, l'argument de b) permet de se ramener soit a d, = 0, 
soit a 2 n  > d l  + K. 

Ces trois reductions a), b), c), montrent qu'on aura toujours 

et, de plus, on aura soit d, = 0, soit 

On utilise maintenant l'existence, demontree par Serre [S], d'un plongement 
de G, dans un espace projectif P,, defini sur Q, dans lequel l'application 
exponentielle de G, est representee par N + 1fonctions entieres d'ordre I 2, la 
premiere, qui ne s'annule pas a l'origine, etant composk d'une fonction th6ta 
holomorphe relative a un reseau d'un espace Cg, et d'une application lineaire de 
TC2(C) dans Cg. Alors l'homomorphisme rp: Cn  -+ G(C) peut 6tre represente par 
des coordonnks 

(A,,. . . , Ado, PI.. . Pdl' JIO. . .  . ,  + N ) .9 

avec les proprietes suivantes: 
a) Pour 1 I i I do,  Ai(z) = zi. 
b) Soit 6 l'entier tel que G,(Q) = QS X Qxdl-" (0 I S I dl). Pour 1 I 

i I 6, on a pi(z) = zdO+i,et pour S < i 5 dl  on a pi(z)  = exp(xi, z ) ,  avec 
X i  E c n .  

c) Les fonctions +o, . . . , qNsont entieres dans Cn,  d'ordre I 2. De plus +o 
est composee d'une fonction th6ta non n d e  a I'origine, et d'une application 
lineaire de Cn dans Cg. 
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d) Enfin on peut supposer que les fonctions 

sont algebriquement independantes sur G. 
On utilisera aussi la majoration de la hauteur sur G2(0), relative au 

plongement precedent, donnee par Serre dans [8, Prop. 5, p. 1971. 
Soit K un corps de nombres sur lequel G est defini, tel que q(Y) c G(K), 

tel que le plongement precedent de G2 dans PN soit defini sur K, et tel que 
G,(K) soit un produit KS x (KX)dl-S. On identifie alors G(K) a un sousensem-
ble de ~ ~ o ~+ lX PN(K). 

D'apres le lemme 1.2.2 de [9], il existe dew sousensembles 5 et F de 
Y = Zy, + . . + Zy,, avec F fini, tels que 

oh c ne depend pas de S (le lemme 2.2 cidessus donne un resultat un peu plus 
precis). 

On choisit maintenant un entier v suffisamment grand, puis un entier So 
suffisamment grand (dependant de v), et on va construire Ps pour chaque reel 
S 2 So, avec C = vsd. Cette construction va se faire en trois etapes. 

Prmihe dtape. On construit un polynhe  non nu1 

dont le degrd en U,, . . . , Udo est majorh par D,/v, le degrd en V,, . . . , Vdl est 
majorh par Dl/v, et qui est homogh  de degrd D," en W,,. . . , Wdz, avec 
D,O ID2/v, tel que la fonction entihe dans Cn: 

Iqs(z)l I ePpA pour 1x1 I v2S. 

De plus, les coefficients de Qs ont une valeur absolue majorhe par eA/". 
Supposons d'abord d 2  2 1. On va utiliser la proposition 2.1, avec r = v2S, 

R = vr, a = q0, et U = ve A ,  L'entier L est le nombre de monomes en 
U,,. . . , Udo,Vl,.. . , Vdl, WO,. .'. , Wdz, verifiant les conditions de degres et d'ho- 
mogeneite requises. Ainsi 
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On en deduit 

ce qui permet de verifier la condition 

c2Uni1 < L(A/v)rK log- .i :in 
On utilise maintenant I'hypothese d, 2 1: grace a une reduction precedente, on 
a 2n 2 dl  + 2d0 - K, ce qui donne bien U 2 r210g(~/r) .  

Dans le cas d, = 0, seul le dernier argument peut tomber en defaut. Mais, 
comme D = K = 0, il suffit d'utiliser soit la remarque qui suit la demonstration 
de la proposition 2.1 (fin du §c cidessus), soit, plus simplement, le theoreme 3.1 
de [lo]. 

D e u x i h  dtape. On vdrifie 'P,(t) = 0 pour t E Y(vS) n5. Pour cela con- 
siderons la fonction meromorphe 

Le nombre a s ( t )  appartient a K, et g r k e  au choix de I'ensemble 9,on deduit de 
la premiere etape 

On multiplie par un denominateur, et on prend la norme sur Q. La majoration de 
la hauteur citee plus haut montre qu'on obtient un entier rationnel de valeur 
absolue inferieure a 1. 

Troisihe dtape. Construction de P,. On utilise le fait que, pour y E G2(K), 
la translation g - y + g est un isomorphisme de G sur G, defini sur K. I1 en 
resulte facilement qu'il existe un entier a > 0, ne dependant que du plongement 
de G, dans PN, tel que, si H est une hypersurface de PN, definie sur K, de degre 
disons D, et ne contenant pas G,(Q), alors il existe une hypersurface de PN, 
definie sur K, de degre I aD, contenant y + H n G,, et ne contenant pas tout 
G,(Q). (Comparer avec [4], 52). 

L'ensemble des zeros de Qs dans Ad,+dl x PN est une hypersurface qui ne 
contient pas G(Q), mais qui contient l'image par cp de Y(vS) n5.Pour chaque 
f E F, il existe donc un polyn6me Rs, E KIUl,. . . , Ud,, Vl,. . . , Vdl, 
W,, . . . , WN], de degre en U,,. . . , Ud, majore par D,/v, de degre en V,, . . . , Vd, 
majore par Dl/v, et homogene en W,,. . . , WN de degre IaD,/v, qui ne 
s'annde pas partout sur G(Q), mais qui s'annde en cp(f+ y) pour y E 

Y(vS) n5. 
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On considere alors le polyn6me 


nR S r €  K[u1, . . . ,  Ud,,>Vl,..., Vdl,WO,..., WN], 

f E F  


on prend sa norme sur Q, on multiplie par un denominateur, et on obtient le 
polyn6me P, cherche. 

3. Les coefficients de Dirichlet g&n&ralis&s 

On designe par K un corps de caracteristique nulle, et par G un groupe 
algebrique commutatif defini sur K de dimension d 2 1. 

Nous rappelons la definition du coefficient p(Y, Kn) (cf. [9]) quand Y est un 
sous-groupe de type fini de Kn, et nous en considerons dew generalisations: la 
premiere est le coefficient p ( r ,  G) de [4] quand r est un sous-groupe de type fini 
de G(K); la seconde est un nouveau coefficient p(cp), quand K est plonge dans C 
et cp: Cn + G(C) est un homomorphisme analytique. 

Nous enonyons ensuite le lemme de zeros de Masser et Wiistholz [4], puis 
nous donnons quelques lemmes awriliaires. 

a) Ddfinitions. Soit Y un sous-groupe de type fini de Kn. On definit (cf. 
[gl): 

p(Y, Kn)  = min{rang,(Y/Y n W)/dim,(Kn/W)), 

quand W decrit les sousespaces vectoriels de Kn, avec W + Kn. Plus generale- 
ment, si I? est un sous-groupe de type fini de G(K), on definit (cf. [4]): 

quand H decrit les sous-groupes algebriques de G, definis sur K, de dimension 
algebrique strictement inferieure a celle de G. 

Enfin, si K est plonge dans C, et si cp: Cn + G(C) est un homomorphisme 
analytique, nous noterons 

p(rp) = min{dim r p ( ~ ) / d i m ~ ) ,  

quand V decrit les sousespaces vectoriels non nuls de Cn, et dimcp(V) est la 
dimension de I'adherence de Zariski sur K de cp(V) (c'est donc la dimension de la 
restriction de rp a V). 

Si x,,. . . , x, sont des elements de Cn,  et si X = Zx, + . . - + Zx,, on a 

oh rp dbigne I'homomorphisme de Cn  dans (CX)d defini par 

(cf. [9], p. 57). 
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b) Le l e m m  de &ros de Masser et Wiistholx. L'enonce suivant se deduit du 
theoreme principal de [4]. 

THEOREME3.1. (Masser, Wiistholx). On considhe un plongement de G 
dam un espace projectif P, ddfini sur K. I1 existe une constante c > 0 ayant la 
propridtd suivante. 

Soient y,, . . . , y, des d h n t s  de G ( K ) .  Notons r = Z y ,  + . - + Z y,, et 
p = p( r ,  G ) .  Soit S un nombre rdel 2 0. Alors toute hypersurface de P,, ne 
contenant pas G( K ), et passant par tous les points 

h,y, + + h,y,, ( h ,,..., h,) E Zm,O 5 hi< S , ( l  I j <  m )- - a 

a un degrd D minord par: 

c) Lemmes auxiliaires. Les lemmes qui suivent seront utiles dans la demon- 
stration du theoreme 1.1, au paragraphe 4. Le premier lemme est essentieuement 
le lemme 1.3.1 de [9] (voir aussi [lo],lemme 5.1). 

LEMME3.2. Soit Y un sous-groupe de Kn, de rang m sur Z, tel que 
p(Y, K n )  < m/n .  Alors il existe un sous-espace W de Cn ,  de dimension n' > 0, 
tel que, si on note Y' = Y n W ,  et si m' est le rang de Y' sur Z, on ait 

On peut etendre ce lemme aux coefficients p( r ,  G )  et p(cp). Nous 
n'utiliserons ici que cette deuxieme generalisation, dont voici l'enonce precis et la 
demonstration. 

LEMME3.3. Supposons K plongd duns C. Soit cp: C n  + G(C) un hornomor- 
phisme analytique, de dimension d (ozi d = dim G ) ,  tel que p(cp) < d/n .  Alors il 
existe un sous-espace vectoriel V de Cn ,  de codimension n' > 0 duns Cn,  tel que, 
si H ddsigne 1 'adhdrence de Zariski sur K de cp(V), d' la codimension duns G de 
H, et I) 1 'hornomorphisme analytique de C n / V  duns G/H(C)  rendant cmmuta- 
tif le diagramme: 
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( o u  p et s sont les surjections canoniques), on ait 

p ( $ )  = d'/n' > d / n .  

De p lw ,  $ est un sous-groupe a n' paradtres. 

D h n s t r a t i o n .  On va demontrer le lemme 3.3 par recurrence sur n. Pour 
n = 1, l'hypothese p(cp) < d / n  n'est jamais satisfaite, et il n'y'a rien a demontrer. 

Supposons donc p(cp) < d / n .  Soit V un sousespace de C n , verifiant 

et maximal pour cette propriete. Montrons que V convient. On a 

d - d '  d 
n - n' 

c'est-a-dire d'/n' > d / n .  Montrons maintenant p($)  = d'/n' .  Si  ce n'etait pas 
vrai, les inegalites n' < nd'/d I n permettraient d'utiliser l'hypothese de recur- 
rence, donc de trouver un sousespace V ,  de C n ,  contenant strictement V ,  tel 
que, si on note Hl/H l'adherence de Zariski sur K de $ ( V l / V ) ,  et 

n ;  = dim,(Cn/Vl) ,  d ;  = dim(G/H, ) ,  

on ait 
d ;  > n;d'/n' > n;d /n .  

Mais alors cp(V,) c H,, donc 

ce qui contredit le fait que V avait ete choisi maximal. Enfin, pour cette m6me 
raison, V est le noyau de l'application lineaire C n  TcIH(C) tangente a 
$ 0 = S O T .~ 

Remarque. En reprenant la demonstration du lemme 5.2 de [lo],on peut 
etablir le resultat suivant. Si cp:  C n  + G ( C )  est un hommnmphisme analytique et 
Y un sow-groupe de C n  de type fini et de rang m sur Z tel que cp(Y) c G ( K ) ,  
alors il existe deux sow-espace V,, V2 de C n ,  et deux sous-groupes algdbriques H, 
et H2 de G dbfinis sur K ,  avec 

tels que, si $ ddsigne 1 'homomorph im rendant commutatif le diagramme 

;,< 
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(ou p et s sont les surjections canoniques), on ait 

~ ( $ 1= 6/v 2 d/n, P(P(Y n V,), v,/v,) = A/v 2 p ( y , c n ) ,  

ou 

6 = dim H , / H , ,  v = dimVl/V2, et X = rangzp(Y n V,). 

De plus, si on suppose p(cp) = d/n, alors on peut demontrer 

c(cp(y), 6)2 ~ ( P ( Y , C " )- 2). 

Si on voulait completer la demonstration du theoreme 1.1en utilisant la methode 
de [lo], il suffirait de verifier que les hypotheses p(cp) = d/n et Rd > 
n(R + dp - K), avec R = rangzcp(Y) et K = ~(cp), impliquent 

Cette inegalite a ete verifiee dans [lo], (lemme 5.3) dans le cas G = G i .  Un 
enonce plus general a ete obtenu par P. Philippon, qui permet de resoudre le cas 
G = Ed, quand E est une courbe elliptique, sous l'hypothese un peu plus 
restrictive Rd > 2n(R + d). Ici nous utiliserons une approche differente. 

Dans tout ce paragraphe 4, on designe par G un groupe algebrique 
commutatif defini sur de dimension d 2 1, par cp: C n  G(C) un homomor- 
phisme analytique de dimension d ,  et par Y un sous-groupe de type fini de Cn  tel 
que r = q(Y) soit contenu dans G(@. De plus, m sera le rang de Y sur Z, R le 
rang de F sur Z, C: C n  -t TG(C) la differentielle de cp en 0, et p = p(G), 
K = ~(cp). 

a) On suppose C injective et d > n. Alors 

Cette inegalite est une consequence immediate du theoreme 3.1 combine a 
la proposition 2.4 (avec do  = 0, et d l  = d,  d, = 0 si p = 1, d l  = 0, d, = d si 
p = 2). 

b) On suppose d > n. Alors 

(4.2) p(Y,Cn) I (dp - ~ ) / ( d- n) .  
Montrons d'abord qu'il n'y a pas de restriction a supposer C injectif. En 

effet, si W = ker C n'est pas reduit a 0, et si on note C': Cn/ W + TG(C) 
l'application lineaire quotient, et cp' = expG0 C', avec K' = rangzker cp', on a 

K' Ipn', et K - K' I ( n  - n')P, avec n' = dim,(Cn/w), 
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donc 

(dp - ~ ' ) / ( d- n') I (dp - ~ ) / ( d- n ) ;  

d'autre part 

p(Y,Cn) I p(Y/Y n W,Cn/W).  

Enfin dim cp' = dim cp = d.  I1 suffit alors de demontrer 

p(Y/Y n W, Cn/W) I (dp - ~ ' ) / ( d- n'). 


On suppose donc C injectif. Comme nous I'avons deja vu, cela signifie 


K = rangzkercp. 


Quitte a remplacer Y par Y + ker cp, on peut supposer Y 3 ker cp, donc m = 


+ K. Notons p ( r ,  G) = Rl/dl, ou d l  = dim(G/H) > 0,11  = rang,I'/r n H, 
et H est un sous-groupe algebrique de G defini sur 0.D'aprb (4.1): 

Rl/dl I (np - ~ ) / ( d- n) .  

Si d l  = d,  alors Rl = l e t  

p(Y,Cn) I (R + ~ ) / nI (dp - ~ ) / ( d- n ) .  

On supposera donc 0 < d l  < d.  On considere le diagramme commutatif 

ou pH et s H  sont les surjections canoniques, et les fleches verticales sont les 
exponentielles. Soit V le noyau de pH 0 C. Comme cp(Cn) n'est pas contenu dans 
H(C), on a V + Cn. Enfin on note Y' = Y n cp- l( H). Ainsi le rang de Y' sur Z 
est R + K - 1, .  

1. On va d'abord montrer que si V = 0, on a 

( 1+ ~ ) / nI (dp - ~ ) / ( d- n) .  

Supposons donc pH 0 C injective. Alors n I d l ,  et comme 

PH o f? ( y') c ker expGIH, 

le rang de Y' est major& par pn, c'est-adire 

np - K
k ' + ~ ~ R ~ + p n ~ d+ np.

I d - n  
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Si d l  = n, on obtient 

Si d l  > n,  l'inegalite (4.1), appliquee a cp, = sH0 cp, avec p(G/H) I p(G) = p, 
et compte tenu du fait que dim cp, = dim G/H = d l ,  donne 

ou K~ = rangzker 9,. On a d'une part 

avec, rappelons-le, p ( r ,  G) = Rl/dl, et d'autre part 

Y' c ker cp,, donc K~ 2 R + K - R1. 

Alors 

donc 

d,(R + K - np) I n(R + K - K,) I nRl I nd,R/d, 

d ( R +  K - np) I nR 

Finalement 

(R+  ~ ) / n  I (dp - ~ ) / ( d- n) .  

2. Ainsi le cas V = 0 est rksolu. En particulier I'inkgalitk (4.2) est demontree 
pour n = 1.On peut alors maintenant proceder par recurrence sur n,  et supposer 
v +  0. 

Notons p,: C n  -+ Cn/V la surjection canonique. I1 existe un homomor-
phisme injectif C,: Cn/V -+ TGlH(C) tel que C1 o p, = pH o C. Soit 
cpl = expG/, 0 C,: le diagramme 

est commutatif. Notons n, = n - dim V, K, = rangzker cp,, Yl = p,(Y), 
Y; = pV(Yf), et A = rangzY n V. Ainsi, puisque q(V)  c H, on a Y' n V = 

Y n V, 
rangzYl = R + K - A, rangzYi = R + K - A - R,, 
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et, comme Yi c ker cp,, 

R +  K - X - R I I  K1. 

Remarquons que 

p(Y, C n )  I p(Y,, C n / v )  I (1+ K - X)/nl. 

3. Supposons d'abord d l  = n,. Comme C,(ker cp,) c ker expGIH, on a 

(R + K - h)/n, r p + (R,/n,) 5 p + (np - ~ ) / ( d- n )  

4. Supposons maintenant d l  > n,. Griice a l'hypothese de recurrence et a 
l'inegalite p(G/H) I p, on a 

p ( y , , c n / v )  I t d l ~- ~ l ) / ( d l- n,); 

on peut donc supposer 

(dp - ~ ) / ( d- n )  5 ( d , ~- ~ l ) / ( d l- n,),  

ce qui s'ecrit 

K 1  Kd,n + - ( d  - n )  Idn, + - ( d l  - n,).
P P 

Alors on a 
R + K - X - K ~ I R ,  

dpn, - ~ n ,  
-< - K,,d - n  

d'ou 

( I  + K - A)/nl I (dp - ~ ) / ( d- n ) ,  

ce qui termine la demonstration de (4.2). 

Le corollaire 1.3 est une consequence de (4.2): les trois hypotheses G 
commutatif, dim cp = dim G, et Y de type fini, ne font pas perdre de generalite. 

c) On suppose f? injective et m > np. Abrs 
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Si p(q) I 1, le resultat est banal. Supposons p(cp) > 1, donc d > n. On va 
demontrer (4.3) par recurrence sur n. Pour n = 1, on a p(q) = d ,  et p( Y, C) = m, 
donc (4.3) resulte de (4.2). Pour n 2 2, on considere dew cas. 

m/n Idp/(d - n) ,  

donc 

p ( q )  I d/n r m/(m - np). 

2. Si p(Y, Cn)  < m/n, le lemme 3.2 montre qu'il existe un sousespace W 
de Cn,  de dimension n' > 0, tel que 

p(Y', W )  = m'/n' > m/n, 

avec Y' = Y n W, m' = rang,Y'. On a alors n' < n, et on peut utiliser l'hype 
these de recurrence pour la restriction cp' de q a W. On a m'/n' > m/n > p, 
donc 

p(q') Im'/ (m' - n'p) 5 m/(m - np). 

Mais p(q) I p(q'). On en deduit (4.3). 

d) Dhwnstration du th io rhe  1.1. Sous les hypotheses du theoreme 1.1, on 
a m > np et m/(m - np) < d/n, donc (4.3) implique p(q) < d/n. Le lemme 
3.3 permet de trouver un sousespace V de Cn,  de codimension n, > 0, tel que 
l'adherence de Zariski H de q(V) ait une codimension d l  > dn,/n, et que 
1'homomorphisme q,: Cn/V G/H defini par passage au quotient satisfasse 
p(ql) = d ,/n,. En appliquant (4.3) a cp,, on trouve que le rang m, de Y/Y n V 
verifie 

avec p, = p(G/H). Comme p, I p, cela termine la demonstration du theoreme 
1.1. 

Nous etudions ce qui se passe quand on remplace, dans ce qui precede, le 
corps Q des nombres algebriques par une extension de Q de degre de transcen- 
dance 1.Le cas de G$ avait ete esquisse dans [lo, $81. 

a) Enoncb des rbsultats. On designe donc par K un souscorps de C de 
degre de transcendance 1sur Q. Voici alors l'enonce correspondant au theoreme 
1.1. 
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T H E O R ~ M E5.1. Soient G un groupe algdbrique de dimension d dkfini sur K, 
(P: C n  -,G(C) un sous-groupe a n parametres de dimension d ,  et Y un sous-groupe 
de C n  de rang m sur Z tel que r = q ( Y )  soit contenu duns G ( K ) .  On suppose 

md 2 2 n ( m  + d p ) .  

Alors il existe un sous-espace vectoriel V de C n  tel que, si H ddsigne l'adhdrence 
de Zariski sur K de cp(V), et si on note 

n ,  = dim,(Cn/V),  d l  = dim(G/H) ,  et m ,  = rang,(Y/Y n V ) ,  

on ait 

n ,  > 0 ,  d , /n ,  > d / n ,  e tm ld l  < 2n l (ml  + d,p) .  

En particulier on en deduit 

P ( r ,  G )  < 2np/ (d  - 2 4  

Dans le cas n = 1, cette derniere inkgalite s'knonce ainsi. 

COROLLAIRE5.2. Soient G un groupe algdbrique ddfini sur K, q:  C + G(C)  
un  sous-groupe a un paramdtre de dimension algdbrique d 2 3, et Y un sous- 
groupe de C tel que q ( Y )  c G ( K ) .  Alms Y a un rang fini sur Z ,  majori: par 

En particulier rang,Y I 11. Ce corollaire 5.2 contient des resultats 
d'independance sur les valeurs de la fonction exponentielle (Brownawell, Gel'fond, 
Smelev, Tijdeman, Waldschmidt, Wallisser) et sur les valeurs de fonctions 
elliptiques (Brownawell-Kubota, et Masser-Wiistholz; voir [5]). 

COROLLAIRE5.3. Soient A une varidtd abdlienne simple de dimension d 
ddfinie SUT K, (P: C n  + A(C) un sous-groupe a n paramdtres de A ,  et Y un  
sous-groupe de Kn de rang m sur Z tel que cp(Y) c A(K) .  Alors 

md < 2 n ( m  + 2 d ) .  

COROLLAIRE deux groupes algdbriques commutatifi 5.4. Soient G' et G" 
connexes ddfinis SUT K ,  de dimensions respectives d' et d", avec d" > 2d'. Soit 
+: Gf(C)+ GU(C)un homomorphim analytique dont la diflhentielle a 
l'origine est injective. Soit I"' un sous-groupe de type fini de G U ( K )  contenu 
duns 1 'image de +. Alms 

p(I'", G")  < 2d'pu/(d" - 2d').  
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b) Dhnstrat ions.  La premiere &tape de la demonstration du theoreme 5.1 
peut 6tre faite sur m e  extension de Q de degre de transcendance fini quel- 
conque. 

PROPOSITION5.5. Soit K un sous-corps de C de degrd de transcendance 
q 2 1 SUT Q. On considhe une base de transcendance el,. . . ,8, de K sur Q. 
Soient G un groupe algdbrique de dimension d 2 1ddfini sur K, cp: Cn  + G(C) 
un sous-groupe a n paramdtres de G, et r un sous-groupe de type fini de G(K) 
contenu duns cp(Cn). Notons 

Alors il existe une suite (PN)N,No de polynhes non nuls de ZIXl,. . . , X,], 
vdrifiant 

d e g , ? , ~ N , ( l ~ h < q ) ,  l o g H ( p , ) ~ N ,  

et 

~ o ~ ~ P ~ ( B , , .I CNy(log N)  n/(n+ 1). .,8,) - 9 

ou C ne dbpend pas de N. 

On a note H(P) la hauteur usuelle (=  maximum des valeurs absolues des 
coefficients) du polyn6me P. On notera que la conclusion est banale si y < q + 1, 
c'est-a-dire si (d - 9 - 1)p < pn(q + 1). 

Pour demontrer la proposition 5.5, il est utile de remarquer d'abord que la 
proposition 2.1 (ou le theoreme 3.1 de [lo]) permet de construire m e  fonction 
awiliaire a coefficients p, dans Z[8,,. . . ,8,]: il suffit pour cela de l'appliquer a w  
fonctions 

L'h ypothese 

c,Un+l I L A rK(log R/r)" 

peut alors 6tre remplacee par la condition plus faible 

c;Un+' I L A NqrK(log R/r)". 

On reprend ensuite la demonstration de la proposition 2.4, et le lemme de zeros 
3.1 assure PN + 0. 

La suite de la demonstration du theoreme 5.1 se fait alors comme au 
paragraphe 4: avec les notations du theoreme 5.1, on demontre successivement 

a) si C est injectiue, et d > 2n, alms 

(5.6) p ( r ,  G )  < (2np - ~ ) / ( d- 2n) .  
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Cette inegalite resulte de la proposition 5.5 et du critere de Gel'fond [2], p. 55. 
b) On suppose d > 2n. Alors 

(5.7) p(Y,Cn) < 2(dp - ~ ) / ( d- 2n) .  

En particulier, pour n = 1, on trouve 

(R + ~ ) d< 2R + 2dp, 

ce qui ameliore legerement le corollaire 5.2 (puisque R 5 m IR + K). 
c) On suppose C injective et m > 2np. A h s  

(5.8)  p(cp) < 2m/(m - 2np).  

La fin de la demonstration du theoreme 5.1 se fait comme au paragraphe 4. 

Nous terminons par quelques resultats complementaires qui seront 
developpes ailleurs. Nous Btudions d'abord un analogue, pour les groupes 
algebriques, de la conjecture de Leopoldt sur le rang p-adique du groupe des 
unites d'un corps de nombres; il s'agit donc d'un probleme d'independance 
algebrique de logarithmes. Nous considerons ensuite un probleme d'indepen-
dance lineaire de logarithmes. Le point de vue sous lequel nous abordons ces 
deux problemes efface les periodes; en effet, la periodicite de cp n'apparait pas 
dans le coefficient p(F, G). Si on veut des enonces qui en tiennent compte, il 
convient de s'interesser plut6t a p(Y, Cn). Dans cette direction, nous regarderons 
quels resultats on peut esperer, soit en utilisant un lemme de Schwarz conjectu-
ral, soit en utilisant des lemmes de zeros multihomogenes. Nous donnerons 
ensuite un resultat quantitatif. Enfin nous reviendrons sur I'independance 
algebrique. 

a) Un analogue de la conjecture de Leopoldt pour les groupes algibriques. 
Soient G un groupe algebrique commutatif de dimension d 2 1 defini sur un 
corps de nombres K, et F un sous-groupe de type fini de G(K), de rang R 2 1. 

Soit d'abord v une place infinie de K, correspondant a un plongement de K 
dans C (via R si v est reelle). Notons r,(r, G) le minimum des dimensions des 
sous-Cespaces vectoriels Ct, + + Ctl de TG(C),quand (t,, . .. , tl) decrit les 
elements de (T,(C))' tels que le sous-groupe de G(C) engendre par les elements 

soit un sous-groupe d'indice fini de I?. 

Du theoreme 1.1on deduit 

(6.1) ~,(l-',G )  2 dp/ (P  + PI,  avec p = p ( r ,  G )  
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On peut demontrer un analogue p-adique de ce resultat. Pour cela, soit K, 
un complete de K en une place finie v .  Supposons qu'il existe un sous-groupe 
compact de G(K,) contenant un sous-groupe r' d'indice fini de r. Nous 
designerons par S l'ensemble forme des places archimediennes de K, et des 
places finies de K verifiant cette condition. Alors, pour v finie dans S, nous 
notons r,(r, G) la dimension du K,-espace vectoriel engendre dans T,(K,) par 
l'image de I?' sous l'application logarithme de G(K,). Dans ces conditions 
I'inegalite (6.1) est valable pour tout v E S. 

I1 serait interessant de savoir si r,(r, G) depend effectivement de v .  On peut 
esperer que non. Dans cette direction, on peut montrer 

pour v ,  et v, dans S. 

Dans le cas G = G i ,  cette inegalite (6.2) donne une minoration pour le 
rang p-adique du groupe des unites d'un corps de nombres [lo]. 

b) Indbpendunce linkadre de logarithms. Gardons les notations preceden- 
tes, et dans la definition de r,(r, G), au lieu de considerer la dimension du C 
(resp. du K,) espace vectoriel engendre par les logarithmes dans I'espace 
tangent, regardons la dimension du Kespace vectoriel. On obtient un nombre 
?,(r, G), pour v E S, et on peut montrer 

pour v ,  et v,  dans S. 

Les resultats de Baker, Bertrand et Masser notamment fournissent de nombrew 
exemples de groupes algebriques G pour lesquels ?,(r, G) est independant de 
v E S. 

La demonstration de (6.2) repose sur (6.1). De meme, pour demontrer (6.3), 
on utilise la minoration suivante: 

pour tout v E S, 

ou L, designe le plus grand sous-groupe lineaire unipotent de G. 
Pour p = 1, l'inegalite (6.4) est une consequence du theoreme de Baker sur 

l'independance lineaire (sur 0)de logarithmes usuels (voir [9], theoreme 2.5.1). 
Pour p = 2, on demontre (6.4) en etudiant les points algebriques sur le graphe 
d'un homomorphisme analytique (cf. (6.7) cidessous). 

c) Lemm de Schwam, et lernms de &os multihomogthes. Avec les hype 
theses de la proposition 2.4, supposons que la dimension algebrique de q, soit 
egale a d.  En utilisant la methode de [9, Chap. 81, on voit facilement que le 
lemme de Schwarz conjecture dans [9, (7.1.10)] permettrait de demontrer 
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l'inegalite suivante: 

CONJECTURE6.5. Si d > n, a h  

p(Y,Cn) I (d l  + 2d2 - ~ ) / ( d- n).  

Comme le lemme de Schwarz est vrai en une variable, on a, pour n = 1et 
d l2, 

(6.6) rang,Y I (dl  + 2d2 - ~ ) / ( d- 1). 

En fait, on constate facilement que cette inegalite (6.6) resume les resultats 
du Chapitre 4 de [9]. 

L'inegalite (4.2) correspond a w  dew cas particuliers suivants de la conjec- 
ture 6.5: 

do  = d 2  = 0, d l  = d (pour p = 1) 

et 

do  = d l  = 0 , d 2  = d (pourp = 2). 

Pour demontrer le cas general de la conjecture 6.5 par la methode presentee ici, il 
semble necessaire de disposer de lemmes de zeros plus precis que ceux de [4]. 
Ainsi, en utilisant une version raffinee, due a Masser et Wiistholz, du theoreme B 
de [4], on peut demontrer le cas particulier suivant de 6.5, correspondant a 
do = n, et d l  = 0 ou d, = 0 (voir [9], theoreme 6.3.2 et theoreme 8.1.1): 

(6.7) Soient cp: Cn  + G(C) un homomorphisme analytique, et Y un sous- 
groupe de Q de rang 2 pn + 1 sur Z, tel que cp(Y) c G(Q). Alors il existe 
y E Y, y # 0, tel que l'homomorphisme t - cp(yt) de C dam G(C) soit 
rationnel. 

On peut poser un probleme analogue a (6.5) dans lequel on remplace par 
une extension de Q de degre de transcendance fini q 2 1, mais il n'y a que dans 
le cas q = 1que la methode actuelle semble suffisante; la conclusion devrait &re: 
pour d > 2n et q = 1, 

p(Y,Cn) < 2(d1 + 2d2 - ~ ) / ( d- 2n) .  

Enfin les theoremes A et C de [4] devraient permettre d'obtenir de nouveaw 
enonces de transcendance et d'independance algebrique avec des hypotheses de 
normalisation. 

d) Approximation diophantienne. Soient log a,, . . . , log a,,, des loga-
rithmes complexes de nombres algebriques a,,. . . , a, non nuls, et soient PI, .  . . , 
/3, des nombres algebriques. Posons 

A = &log a, + . . + /?,log a, - log a,,,. 
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En notant 
t,,. . . , t,+' 

(e,,. . . , en) la base canonique de Cn,  on definit 
de C n + l  par 

t j  = (ej, log aj) pour 1 5 j 5 n , 

des elements 

Alors la condition A + 0 equivaut a dire que t,, . . . , t,+, sont C-lineairement 
independants, et minorer 1 A 1 equivaut a minorer 

quand V est un sousespace vectoriel de Cn+  'de dimension n sur C, et dist( t, V ) 
est la distance, dans Cn+  l, de t a V. Plus precisement, avec la norme 

on a d'une part 

dist(t,+,,Ct, + . . . + Ct,) s 1111, 

et, d'autre part, pour tout sousespace V de codimension 1dans Cn+', 

Les hypotheses arithmetiques sur a,, . . . , a,+ ,, PI,. ..,Pnse traduisent par le fait 
que si G = G i  x G,, le sous-groupe r de G(C) engendre par les points 
yj = expGtj est en fait contenu dans ~ ( 0 ) ;  ici, pour z = (z,,. . . ,z,+,) E Cn+l ,  
on a note (abusivement) exp,z = (z,, .. . , z,, exp(zn+ ,)). 

Considerons maintenant un groupe algebnque commutatif G defini sur 0 ,  
et des elements t,,. . ., t, de TG(C) dont les images par exp, sont dans G(Q). 
Notons r la dimension du Cespace vectoriel engendre par t,, . . . , t,. Le probleme 
consiste a minorer 

quand V est un sousespace vectoriel de TG(C) de dimension < r sur C, et la 
distance est relative au choix d'une base de TG. 

Dans cette direction, on peut montrer que si la dimension n de V sur C 
verifie 
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avec p = p ( r ,  G), on a 

avec 

A = max max(e, ~ ( y , ) ,  explt,~),
1 sjsl 

oh H est la hauteur absolue sur I'espace projectif P,(Q) dans lequel on a plonge 
G(Q). 

Des versions raffinees de (6.8) conduisent a de nouvelles minorations de 
formes lineaires de logarithmes. Le cas d'une courbe elliptique avec multiplica- 
tions complexes (c'est-a-dire ici G = G: x E) a ete explicite par Yu Kun Rui. 
D'autre part le choix G = G: donne des versions effective du theoreme 1.1de 
[lo]; pour n = 1, on obtient une minoration de la forme 

avec y = Rd/(Rd - R - d) ,  ou les a i j ,  (1 I i I d ,  1 I j 5 R, et Rd > R + d )  
sont des nombres algebriques non nuls de hauteur IA, avec llog aijl I log A, 
et de plus 

log a,,, . . . , log all sont Q-lineairement independants, 

log a,,, . . . , log a,, sont Q-lineairement independants. 

On en deduit des resultats anterieurs (Shorey, Srinivasan, Mignotte et 
Waldschmidt) sur l'approximation simultanee de nombres de la forme exp(xi y,), 
(xi E C, yj E C) par des nombres algebriques. 

e) Indkpendance algbbrique. Soient K un sous-corps de C de type fini sur Q 
et de degre de transcendance q 2 0 sur Q, et G un groupe algebrique commuta- 
tif defini sur K, de dimension d 2 1.On considere un sous-groupe a n parametres 
cp: Cn  -, G(C) de G, et un sous-groupe r de cp(Cn) n G(K). On note p = p(G), 
K = ~(cp),et p = p( r ,  G). 

I1 semble raisonnable d'esperer, dans ces conditions, l'inegalite 

(6.9) K + dp I n(q + 1)(p + p ) , avec l'inegalite stricte si q > 0, 
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qui generaliserait (4.1) (correspondant a q = 0) et (5.6) (correspondant a q = 1). 
Des progres recents en direction de (6.9) ont ete obtenus par P. Philippon [7]. 

Si on suppose que le corps K a un type de transcendance I T (cf. [2], Chap. 
5), les methodes precedentes conduisent a l'inegalite 

K + dp In r ( p  + p )  + (p  + p) ( r  - q - l ) ,  avec l'inegalite stricte si r > 1. 

On utilise alors la remarque suivante (cf. [6], 56P): si on remplace G par une 
puissance de G, et g, par la m6me puissance de g,, on voit que K, d ,  n sont 
homogenes de poids 1, tandis que p, p, r, q sont invariants (homogenes de poids 
O), d'ou 

K + dp I n ~ ( p+ p ) .  
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