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Rdsumd : Nous donnons  un aperCu h i s t o r i q u e  s u r  l e  s u j e t ,  en  
d i s t i n g u a n t  deux  t y p e s  de  r ~ s u l t a t s  : d ' u n e  p a r t  c e u x  qu i  c o n d u i s e n t  & 
p r o d u i r e  d e s  e n s e m b l e s  de  hombres  a l g ~ b r i q u e m e n t  i n d ~ p e n d a n t s  ( d o n t  
c e r t a i n s  o n t  l a  p u i s s a n c e  du c o n t i n u )  p a r  d e s  v a l e u r s  de  s 6 r i e s  
l a c u n a i r e s ,  d ' a u t r e  p a r t  ceux  qu i  r e p o s e n t  s u r  d e s  6nonc6s  
d ' a p p r o x i m a t i o n  d i o p h a n t i e n n e ,  en  p a r t i c u l i e r  d e s  m e s u r e s  de  
t r a n s c e n d a n c e .  

§I. Construction de nombres alg~briquement ind~Immiants et s~ries 

lacunaires. 

Liouville a montr~ qu'un nombre r~el irrationnel poss~dant de tr~s 

bonnes approximations rationnelles est transcendant. Plus g~n~ralement, le 

proc~d~ de Liouville permet de construire des hombres alg~briquement 

ind~pendants. 

Rappelons qu'un sous-ensemble E de C est dit a[gdbrtquement ttbre 

(sous-entendu sur Q) si pour route partie finie {x I ..... Xn} de E (o~ 

les x i sont deux-&-deux distincts) et tout polynSme non nul P dans 

Z[X 1 ..... Xn], le nombre P(x I ..... Xn) n'est pas nul. On dit aussi que E 

e s t  c o n s t i t u ~  d ' ~ l ~ m e n t s  a[gdbriquement tnd~pendaats. 

T o u t e  b a s e  de t r a n s c e n d a n c e  de C {ou de N) s u r  ~ e s t  une  p a r t i e  

a l g ~ b r i q u e m e n t  l i b r e  a y a n t  l a  p u i s s a n c e  du c o n t i n u .  

Le p r e m i e r  exemple  e x p l i c i t e  d ' u n  e n s e m b l e  de hombres  a l g ~ b r i q u e m e n t  

i n d ~ p e n d a n t s  a y a n t  l a  p u i s s a n c e  du c o n t i n u a  ~ t~  donn~ p a r  J .  yon Neumann 

en  1927 : c ' e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  hombres  
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~- 22[pv]-2v2,  (p>O) .  

v--0 

Une a u t r e  c o n s t r u c t i o n  de  nom br es  a l g ~ b r i q u e m e n t  i n d ~ p e n d a n t s  a ~ t ~  

p r o p o s ~ e  p a r  0 .  P e r r o n  en  1932.  

Comme c a s  p a r t i c u l i e r  d ' u n  ~nonc~ g 6 n ~ r a l ,  H. K n e s e r  e n  1960 d ~ d u i t  

l ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g 6 b r i q u e  d e s  hom br es  

n = l  

Une a u t r e  g 6 n 6 r a l i s a t i o n  de  l a  c o n s t r u c t i o n  de  yon  Neumann, due  & F. K u i p e r  

e t  J .  Popken  ( 1 9 6 2 ) ,  v a l a b l e  s u r  un  c o r p s  v a l u ~  c o m p l e t ,  c o n d u i t  & l a  

fami  1 l e  a l g ~ b r i q u e m e n t  I i b r e  

2 [mT]-mm. (T>0) -  

m=l 

La  m~me a n n i e ,  W.M. S c h m i d t  a m i s  e n  l u m i ~ r e  l e s  p r o p r i ~ t ~ s  

s p ~ c i f i q u e s  d e  c e s  e n s e m b l e s  q u i  p e r m e t t e n t  de  d ~ m o n t r e r  l ' i n d ~ p e n d a n c e  

a l g ~ b r i q u e  ; i l  a ~nonc~  u n e  c o n d i t i o n  s u £ f i s a n t e  p o u r  l ' i n d ~ p e n d a n c e  

a l g & b r i q u e  de  h o m b r e s  r & e l s  £ a i s a n t  i n t e r v e n i r  d e s  a p p r o x i m a t i o n s  

s i m u l t a n & e s .  I I e n  d & d u i t ,  p a r  e x e m p l e ,  l e  r & s u l t a t  a n t & r i e u r  de  K n e s e r .  

Ce t  &nonc& de  S c h m i d t  a &t~ d ' a b o r d  u t i l i s &  e n  1974 p a r  A. Durand  p o u r  

o b t e n i r  l ' i n d & p e n d a n c e  a l g & b r i q u e  d e s  nom bres  

2 -[2"n] c. 1) 
n = l  

p u i s  r a f f i n 6  p a r  A. Durand  e n  1976 : 

Th~or&me - S o £ e n t  01 . . . . .  0 s d e s  nombres  r d e l s  area s > l .  On s u p p o s e  que 

pour tou~ e n t t e r  n ~ l ,  i l  ex£s t e  un e n t t e r  q ~ l  t e l  que 

0 < nS-1 . i lqOsl l  < n S - 2 .  llqOs_l]l < . . . <  n.llq021l< ]lqOlll < q - n  

A l o r s  01 . . . . .  0 s s o n t  a~gdbr~quement ~nd~pendants.  

On a not& [[,[[ l a  d i s t a n c e  & l ' e n t i e r  l e  p l u s  p r o c h e  : 

IIqOll = min IqO-ml. 
rn~  
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Dans l e  c a s  s = l ,  un  nombre  e=o I v 6 r i f i a n t  l e s  h y p o t h d s e s  du t h 6 o r 6 m e  e s t  

ce  q u ' o n  a p p e l l e  u n  hombre  de  L t o u v ~ t t e  

L ' 6 n o n c 6  de  D u r a n d  (1976 ,  t h . 2 )  e s t  p l u s  g 6 n & r a l ,  p u i s q u ' i l  r e m p l a c e  

l e s  a p p r o x i m a t i o n s  r a t i o n n e l l e s  p a r  d e s  a p p r o x i m a t i o n s  a l g 6 b r i q u e s .  P a r  

exemp le  p o u r  c h a q u e  hombre  a l g 6 b r i q u e  r 6 e l  a ,  O<a<l ,  l a  f a m i l l e  

X a [~n!], (r>o) 
n>O 

est alg@briquement libre. Il est int~ressant de noter que l'6nonc6 de 

Durand dans le cas s=1 donne alors une condition n6cessaire et suffisante 

pour qu'un nombre complexe soit transcendant (1976, th.1). 

Les travaux plus r6cents concernent les s6ries lacunaires. La 

transcendance des valeurs de telles s6ries a fair l'objet de nombreux 

travaux, notamment ceux de H. Cohn en 1946, K. Mahler en 1965, G. Baron et 

E. Braune en 1970, puis P.L. Cijsouw et R. Tijdeman en 1973 ; mais ici nous 

avons choisi de nous concentrer sur l'6tude de l'ind6pendance alg6brique. 

W.W. Adams (1978) montre que les nombres 

Z Pk I (l(k~q) 
i=1 

sont alg6briquement ind6pendants, quand Pl ..... Pq sont des entiers 22 

ind6pendants, e t  (vi}i~ 1 une suite croissante multiplicativement 

d'entiers v6rifiant 

l i m  V i + l / V  i = ~.  
i - - 4 ~  

Des 6 n o n c 6 s  g 6 n 6 r a u x  s o n t  d 6 d u i t s  p a r  P. B u n d s c h u h  e t  F . J .  W y l e g a l a  ( 1 9 7 9 )  

du c r i t 6 r e  de  Durand .  I l s  o b t i e n n e n t  l ' i n d 6 p e n d a n c e  a l g 6 b r i q u e  de  nombres  

f ( a l )  . . . . .  f ( a t ) ,  quand  a 1 . . . . .  a t s o n t  d e s  nombres  a l g 6 b r i q u e s  e t  £ une  

s 6 r i e  l a c u n n i r e  : 

( a v e c  d e s  h y p o t h 6 s e s  s u r  

e k 
f C z )  = X % . z  

k=O 

a j ,  a k, e k ; e n  p a r t i c u l i e r  l a  s u i t e  d ' e n t i e r s  

e k e s t  c r o i s s a n t e  e t  v 6 r i f i e  l i m  e k + l / e  k = ~ . ) .  E n f i n ,  ind&pendmm~ent ,  
k - - , ~  

I .  S h i o k a w a  e t  Zhu Yao Chen o n t  donn6  d e s  6 n o n c 6 s  ( u n  peu  t r o p  t e c h n i q u e s  
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pour  ~ t r e  e x p l i c i t ~ s  i c i )  qu i  c o n d u i s e n t  & l ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ b r i q u e  de  

nombres  de l a  forme f v ( a j )  quand l e s  fv  s o n t  d i f f ~ r e n t e s  s 6 r i e s  

l a c u ~ i r e s  ; i l s  r e t r o u v e n t  a i n s i  c e r t a i n s  e x e m p l e s  a n t 6 r i e u r s  (yon 

Neumann, P e r r o n ,  K n e s e r ,  Schmid t ,  Durand,  Adams). Le d e r n i e r  a r t i c l e  de  Zhu 

r e p o s e  s u r  un r a f f i n e m e n t  du c r i t 4 r e  d ' i n d 4 p e n d a n c e  a l g 4 b r i q u e  de  Durand.  

Apr4s  Ku ipe r  e t  Popken,  l a  c o n s t r u c t i o n  de  hombres p - a d i q u e s  

a l g 6 b r i q u e m e n t  i n d 6 p e n d a n t s  a 6 t 6  6 t u d i 4 e  p a r  P. Bundschuh e t  R. W a l l i s s e r  

(1975)  q u i  d 4 m o n t r e n t  l ' a n a l o g u e  du c r i t d r e  de  Schmid t  pour  d e s  414ments  de 

, e t  o b t i e n n e n t  des  f a m i l l e s  a l g 6 b r i q u e m e n t  l i b r e s  d ' e n t i e r s  p - a d i q u e s ,  

p a r  exemple  

" [2 Tn ] 
I p . (T>I). 

n=l 

a i n s i  que l e s  f r a c t i o n s  c o n t i n u e s  

off 

[ao(V),al(T ) .... ]. (T>I), 

an(T)  : p [  2Tn] .  

Le e r i t @ r e  de  Durand a ~ t~  t r a d u i t  en p - a d i q u e  p a r  F . J .  W y l e g a l a  en  1979. 

Les  m~thodes  p - a d i q u e s  on t  ~ t~  u t i l e s  & Kumiko N i s h i o k a  pour  l ' ~ t u d e  

de l ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ b r i q u e  des  v a l e u r s  de l a  f o n c t i o n  

-k !  
f ( z }  = Z z 

k20 

En 1984, e l l e  o b t i e n t  l ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ b r i q u e  de  deux  nombres  de  l a  forme 

f ( a i )  e t  f ( a 2 ) ,  a u s s i  b i e n  dans  l e  domaine complexe  que dans  l e  c a s  

p - a d i q u e .  Dans l e  c a s  complexe ,  e l l e  u t i l i s e  un a rgumen t  p - a d i q u e .  E l l e  

~ t e n d  e n s u i t e  son  ~nonc~ & l ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ b r i q u e  de  t r o i s  hombres de  

c e t t e  fo rme ,  avaunt de  r ~ s o u d r e  en  1986 l e  c a s  g ~ n ~ r a l ,  d~mon t r an t  a i n s i  une  

c o n j e c t u r e  de D.W. g lasser  : s i  a 1 . . . . .  a n 

darts l ' o u v e r t  0 < [ a [ < l  de C, t e l s  que ,  pour  

une  r a c i n e  de  l ' u n i t ~ ,  a l o r s  l e s  nombres 

f ( ~ ) ( a j ) ,  

s o n t  des  nombres  a l g ~ b r i q u e s  

l < i ~ j < n ,  ai/a j ne  s o i t  pas  

(6>0. l < j < n )  



229 

s o n t  a l g ~ b r i q u e m e n t  i n d ~ p e n d a n t s .  On a d ~ s i g n ~  p a r  f ( L )  l a  d ~ r i v 6 e  

-k !  
d ' o r d r e  £ de  l a  £ o n c t i o n  £ ( z )  = ~ z La d ~ m o n s t r a t i o n  u t i l i s e  un 

k20 

th~or~me d ' E v e r t s e  s u r  l ' ~ q u a t i o n  X l + . . . + x  n = 0 en  S - u n l t ~ s ,  th~or~me 

qu i  r e p o s e  s u r  l e s  r ~ s u l t a t s  d ' a p p r o x i m a t i o n  s i m u l t e m 6 e  de  nombres  

a l g ~ b r i q u e s  de  W.M. Schmid t  e t  H . P . F .  S c h l i c k e w e i .  E n f i n  e l l e  a ~ t e n d u  son  

6nonc~ & d e s  s u i t e s  r ~ c u r r e n t e s  l i n ~ a i r e s  p l u s  g ~ n ~ r a l e s .  

R~cemment, l ' ~ n o n c ~  de Durand c i t ~  p l u s  h a u t  s u r  l ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ -  

b r i q u e  d e s  hombres  

d n 

0 d = ~ 2 - 2  , (d  e n t i e r  ) 1 ) ,  
n=l  

a ~ t~  compl~ t~  p a r  F. Amoroso, qu i  mon t r e  que s i  l a  s u i t e  d ' e n t i e r s  

p o s i t i f s  d l ( d 2 < . . . < d m ( . . ,  e s t  su f f i seumnen t  l a c u n a i r e ,  c h a c u n  d e s  c o r p s  

Q(O 1 . . . . .  Om) a un t y p e  de t r a n s c e n d a n c e  (au s e n s  de S . L a n g ,  d a n s  son  l i v r e  

s u r  l e s  hombres  t r a n s c e n d a n t s )  f i n i .  C ' e s t  un d e s  p r e m i e r s  e x e m p l e s  

e x p l i c i t e s  de  c o r p s  de  d e g r ~  de t r a n s c e n d a n c e  a r b i t r a i r e m e n t  g r a n d  a y a n t  

c e t t e  p r o p r i e t Y ,  a v e c  ceux  f o u r n i s  p a r  l e s  t r a v a u x  r ~ c e n t s  de P.G.  Be c k e r  

e t  K. N i s h i o k a  s u r  l e s  m e s u r e s  d ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ b r i q u e  p o u r  l e s  v a l e u r s  

de £ o n c t i o n s  s a t i s £ a i s a n t  l e s  ~ q u a t i o n s  f o n c t i o r m e l l e s  i n t r o d u i t e s  p a r  K. 

Mah le r .  

Pour  c o m p l e t e r  c e t t e  p r e m i e r e  p a r t i e ,  c i t o n s  e n f i n  l e  t e x t e  de  P. 

Bundschuh clans ce  vo lume,  off on t r o u v e r a  de nouveaux  r ~ s u l t a t s  o r i g i n a u x  

s u r  l e  s u j e t  que  nous  v e n o n s  de  p r e s e n t e r .  

$2.  U t i l i s a t i m  de  r ~ s u l t a t s  d ' a p p r o x i m a t i o n .  

La p l u p a r t  d e s  m~thodes  de t r e m s c e n d a n c e  c o n d u i s e n t  non s e u l e m e n t  & 

d e s  ~noncAs q u a l i t a t i f s  ( t r a n s c e n d a n c e ,  i n d ~ p e n d a n c e  l i n ~ a i r e ,  i n d ~ p e n d a n c e  

a l g @ b r i q u e ) ,  mais  a u s s i  & d e s  m i n o r a t i o n s  ( m e s u r e s  de  t r a n s c e n d a n c e ,  

m i n o r a t i o n s  de  c o m b t n a i s o n s  l i n ~ a i r e s ,  m e s u r e s  d ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ b r i q u e ) .  
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Ces raffinements quantitatifs permettent de construire des nombres 

alg~briquement ind~pendants. 

Prenons un exemple. Le th~ordme de Hermite-Lindemenn sur la 

t r e m s c e n d a n c e  de  l o g a  (pour  a a l g ~ b r i q u e ,  a;~O, loga~O) p e u t  ~ t r e  

r a f f i n ~  en  une  mesu re  de t r a n s c e n d a n c e  de  l o g a ,  c ' e s t - & - d i r e  en  une  

m i n o r a t i o n  de  [ P ( l o g a )  l quand PeT[X] e s t  un polynSme non  n u l ,  en  

f o n c t i o n  du d e g r ~  e t  de  l a  h a u t e u r  de P ( l a  h a u t e u r  e s t  l e  maximum d e s  

v a l e u r s  a b s o l u e s  d e s  c o e f f i c i e n t s } .  On en  d ~ d u i t  l ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ b r i q u e  

de l o g a  e t  ~,  quand ~ e s t  un nombre t r a n s c e n d a n t  a d m e t t a n t  de  t r ~ s  

b o n n e s  a p p r o x i m a t i o n s  a l g A b r i q u e s .  En e f f e t ,  s ' i l  e x i s t a i t  un polynSme non  

nu l  Ae~EX,Y] t e l  que A(loga ,~}--O.  en  r e m p l a c a n t  ~ p a r  une  

a p p r o x i m a t i o n  a l g ~ b r i q u e  ~, on o b t i e n d r a i t  un nombre I A ( l o g a , ~ ) l  t r ~ s  

p e t i t .  On m u l t i p l i e  l e  polyn6me A(X,~) p a r  un d ~ n o m i n a t e u r  de  ~ de 

memi~re & ce  que  l e s  c o e f f i c i e n t s  du p r o d u i t  s o i e n t  e n t i e r s  a l g ~ b r i q u e s ,  on 

p r e n d  l a  norme s u r  ~,  e t  on o b t i e n t  un polyn6me non nu l  PeT[X] t e l  que  

[ P ( l o g a )  l s o i t  p e t i t ,  ce  qu i  c o n t r e d i t  l a  mesu re  de t r a n s c e n d a n c e  de 

l o g a .  

C e t t e  r emarque  a 6 t6  f a i t e  dds  1927 p a r  D.D. N o r d o u k h a y - B o l t o v s k o y .  

Son h y p o t h 6 s e  s u r  ~ 6 t a i t  : pou r  t o u t  e n t i e r  v ~ l ,  i l  e x i s t e  un hombre 

r a t i o n n e l  p / q  t e l  que 

0 < I"  - ~l  < 1 
qV! 

Sous  l a  m~me h y p o t h ~ s e ,  i l  o b t i e n t  l ' i n d & p e n d a n c e  a l g & b r i q u e  d e s  nombres  

a 1 a n 
~, e . . . . .  e quand a 1 . . . . .  a n s o n t  d e s  nombres  a l g & b r i q u e s  

l i n ~ a i r e m e n t  i n d & p e n d a n t s  s u r  Z. Pour c e l a ,  i l  r a f f i n e  l e  th&or&me de  

L indemann-  W e i e r s t r a s s  en d o n n a n t  une  mesure  d ' i n d & p e n d a n c e  a l g & b r i q u e  de  

al an 
e . . . . .  e c ' e s t - & - d i r e  une  m i n o r a t i o n  de '[P(e a l  an} . . . .  , e [ pou r  

l ~ E X  1 . . . . .  X ]  non  n u l .  

Peu de temps a p r d s ,  K. b lah le r  o b t e n a i t ,  ind~pendamment ,  d e s  ~nonc~s  

p l u s  p r e c i s  : i l  s u p p o s e  s e u l e m e n t  que  ~ e s t  un nombre de  L i o u v i l l e ,  
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c ' e s t - & - d i r e  que  p o u r  t o u t  u > l ,  i l  e x i s t e  p/qEQ a v e c  

o< In-  < ~ .  
q 

C ' e s t  a u  c o u r s  de  c e t t e  ~ t u d e  que  Yua.hler d ~ v e l o p p e  s a  p r e m i e r e  

c l a s s i f i c a t i o n  d e s  n o m b r e s  t r a n s e e n d a n t s .  Une p r o p r i ~ t ~  i m p o r t a n t e  de  e e t t e  

c l a s s i f i c a t i o n  e s t  que  deux  nom br es  a l g ~ b r i q u e m e n t  d ~ p e n d a n t s  a p p a r t i e r m e n t  

& l a  m~me c l a s s e  ( v o i r  & ce  s u j e t  l e  l i v r e  de  S c h n e i d e r ,  Chap.  I I I ) .  

V o i c i  q u e l q u e s  u n s  d e s  ~nonc~s  d ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ b r i q u e  q u i  o n t  ~ t ~  

o b t e n u s  p a r  l ' a r g u m e n t  p r e c e d e n t .  On d ~ s i g n e  p a r  ~ un  nombre  t r a n s c e n d a n t  

p o s s ~ d a n t  de  t r ~ s  b o n n e s  a p p r o x i m a t i o n s  a l g ~ b r i q u e s .  L ' h y p o t h ~ s e  p r e c i s e  

d~pend  de  l ' ~ n o n c ~  t r a i t S ,  l~.ns  e e r t a i n s  c a s  i l  s u f f i t  que  ~ s o i t  un  

nombre  de  L i o u v i I l e  ( on  p e u t  d ' a i l l e u r s  c o n j e c t u r e r  que  c e l a  s u f f i t  

t o u j o u r s ) .  I~ms t o u s l e s  c a s ,  l e  nombre  

2 

n = ~ ( - 1 ) n . 2  -2" 
n--O 

(off l e  c h i £ f r e  2 f i g u r e  2n  l o i s )  e o n v i e n t .  

En 1949,  A.O. g e l ' f o n d  a m o n t r ~  l ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ b r i q u e  de  ~ e t  

a D ( p o u r  a e t  D a l g ~ b r i q u e s ,  agO, logagO,  DE~), de  W e t  l o g a / l o g f l  

( p o u r  a e t  ~ a l g A b r i q u e s  m u l t i p l i c a t i v e m e n t  i n d ~ p e n d a n t s ) ,  e t  de  ~,  

J o ( a ) ,  J ~ ( a )  ( p o u r  a a l g ~ b r i q u e  non  n u l  ; Jo  e s t  l a  f o n c t i o n  de  B e s s e l  

d ' i n d i c e  0 ) .  En 1963,  N . I .  F e l ' d m a n  d ~ m o n t r e  l ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ b r i q u e  de  

e t  ~ ( p o u r  ~ a l g ~ b r i q u e  i r r a t i o n n e l ) .  P u i s  A.A. Sme lev ,  e n  1968,  

m o n t r e  que  l e  hombre  ~2 ~ t  e s t  t r a n s c e n d a n t  s u r  l e  c o r p s  Q ( ~ t , ~ 2 ) ,  quand  

~ e t  ~2 s o n t  deux  hom br es  t r a n s e e n d a n t s  a d m e t t a n t  s i m u l t a n ~ m e n t  de  t r ~ s  

b o n n e s  a p p r o x i m a t i o n s  a l g ~ b r i q u e s .  On p e u t  p a r  exemp le  c o n s t r u i r e  ~ e t  

~2 a l g ~ b r i q u e m e n t  i n d ~ p e n d a n t s  p a r  l ' u n  d e s  p r o c ~ d ~ s  du §1,  e t  a l o r s  l e s  

t r o i s  n o m b r e s  ~ ,  ~2 ,  ~2 ~ t  s o n t  a l g ~ b r i q u e m e n t s  i n d ~ p e n d a n t s .  Ce t e x t e  de  

Smelev  c o n t i e n t  de  nombreux  a u t r e s  ~nonc~s  du m~me g e n r e .  Dans u n  a u t r e  

t r a v a i l  l a  m~me a n n i e  i l  o b t i e n t  l ' i n d ~ p e n d a n c e  a l g ~ b r i q u e  de  D e t  a D 

( p o u r  a a l g ~ b r i q u e  n o n  n u l ,  a v e c  l o g a g O ) .  
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En 1976, W.D. Brownawel l  mont re  que l e s  t r o i s  nombres W, ~,n Rr[ 2 

s o n t  a l g 6 b r i q u e m e n t  i n d 6 p e n d a n t s  (pour  ~ a l g 6 b r i q u e  de  d e g r 6  3 ) .  Ce t  

6nonc6 a 6 t 6  r a f f i n 6  en 1977 pa r  M. L a u r e n t ,  qu i  o b t i e n t  a u s s i  

1 i nd6pendance  a l g 6 b r i q u e  de  4 des  d nombres ~, ~ ,  ~ 8d-1 ' ..., (quand 

est un nombre alg6brique de degr6 d>7 ; on pourrait am61iorer cet 

6nonc6 n~tintenant et descendre & d25 ; plus g6n6ralement, les travattx 

r6cents de G. Diaz permettent d'obtenir l'ind6pendance alg6brique de k 

. ,our  q.e 

En d6veloppant la m6thode de Siegel et Shidlovsk¥~, A.I. Galoschkin a 

obtenu en 1970 l'ind~pendance alg6brique de W et e ~. Cet 6nonc6 a 6t6 

6tendu par K. V~cirk~nen qui obtient l'ind6pendance alg6brique de W~ ct 

e W2' et plus g6n6ralement de qt, fl(W2) ..... fs(W2 ), quand fl ..... fs sont 

des E-£onctions de Siegel alg6briquement ind6pendantes satisfaisant des 

6quations diff6rentielles lin6aires. 

Darts sa th6se en 1978, A. Bijlsma utilise la m6thode de Baker pour 

~i Vn 
montrer la transcendance sur le corps ~(W 1 ..... Wn ) du nombre a I ...a n 

(quand l e s  a j  s o n t  des  nombres a l g 6 b r i q u e s  non n u l s ,  l o g a j ~ O ,  sous  

l ' h y p o t h 6 s e ,  au c h o i x ,  que 1,~1 . . . . .  qn s o n t  l i n ~ a i r e m e n t  i n d 6 p e n d a n t s  su r  

O, ou que  l o g a  1 . . . . .  l o g a  n s o n t  l i n 6 a i r e m e n t  i n d 6 p e n d a n t s  s u r  ~ ) .  I1 

o b t i e n t  a u s s i ,  sous  des  h y p o t h 6 s e s  s i m i l a i r e s ,  l a  t r a n s c e n d a n c e  s u r  l e  

~I ~n 
corps O(W 1 ..... ~n) de W1 "''~n " et la transcendance sur le corps 

q2 q2n 
~(~1 . . . . .  ~2n ) de ~1 " ' ' ~ 2 n - l "  

Terminons  p a r  un exemple  f a i s a n t  i n t e r v e n i r  l e s  f o n c t i o n s  

e l l i p t i q u e s  : d a n s  l e u r s  t r a v a u x  su r  l a  f o n c t i o n  m o d u l a i r e  j ,  A. F a i s a n t  

et C. Philibert montrent que j(wt/W2) est transcendant sur le corps 

@(~I,~). Les nouvelles mesures de transcendance que vient d'obtenir N. 

Hirata conduisent aussi & des r6sultats de m6me nature pour des nombres 

li6s & des groupes alg6briques commutatifs. 



233 

1. C o n s t r u c t i o n  de hombres a lggbr iquement  indgpendants .  

J .  von NEUt4ANN.- E i n S y s t e m  a l g e b r a i s c h  unabhtdngiger Zahlen  ; blath. Ann.,  99 
(1928),  134-141. 

O. PERRON.- tiber mehrfach t r an szenden t e  Erwe i t e rungen  des n a t H r l i c h e n  
R a t i o n a l i t ~ t s b e r e i c h e s  ; S i t z .  Bayer.  Akad. Wiss . ,  tLR (1932),  79-86. 

H. KNESER.- Eine kontinuumsn~tchtige a l g e b r a i s c h  unabtgdngige ~enge r e e l l e r  
Zahlen ; B u l l .  Soc. Math. B e l g . ,  12 (1960),  23-27. 

W.M. SC'I~IDT.- S imul taneous  approx imat ion  and a l g e b r a i c  independence of  
numbers ; B u l l .  Amer. Math. Soc . ,  68 (1962),  475-478, e t  69 (1963),  255. 

F. KUIPER and J .  POPKEN.- On the s o - c a l l e d  yon Neumann numbers ; Neder l .  
Akad. Wet. Proc.  Ser .  A, 65 (=Indag. Math.,  24) ,  (1962}, 385-390. 

A. DURAND.- Un syst~me de nombres a lg~br iquement  ind~pendants  ; C.R. Acad. 
S c i .  P a r i s  S~r.A, 280 (1975),  309-311. 

P. BUNI)SC"rIUH und R. WALLISSER.- A l g e b r a i s c h e  U n a b ~ g i g k e i t  p - a d i s c h e r  
Zahlen ; Math. Ann., 221 (1976),  243-249. 

P. BUNDSCSIUH.- F r a c t i o n s  c o n t i n u e s  e t  ind~pendance a l g ~ b r i q u e  en p - a d i q u e  ; 
Journ~es A r i t h .  Caen, Soc. Math. France A s t ~ r i s q u e ,  41-42 (1977),  179-181. 

A. DURAND.- Ind~pendance a l g ~ b r i q u e  de nombres complexes e t  c r i t ~ r e  de 
transcendance ; Compositio Math., 35 (1977),  259-267. 

W.W. ADAMS.- On the a l g e b r a i c  independence of  c e r t a i n  L i o u v i l l e  numbers ; J .  
Pure Appl. Algebra ,  13 (1978),  41-47. 

P. BUNDSCHUH und F . J .  WYLEGALA.- Uber a l g e b r a i s c h e  UnabbSdngigkeit be i  
gewissen  n i c h t f o r t s e t z b a r e n  P o t e n z r e i h e n  ; Arch. Math.,  34 (1980),  32-36.  

F . J .  WYLEGALA.- Approximationsma~e und s p e z i e l l e  Systeme a l g e b r a i s c h e  
u n a b ~ g i g e r  p - a d i s c h e r  Zahlen ; Diss .  KSln, 1980. 

I .  SHIOKAWA.- A l g e b r a i c  independence of c e r t a i n  gap s e r i e s  ; Arch. Math.,  38 
(1982),  438-442. 

ZHUYAOCHEN.- A l g e b r a i c  independence of the v a l u e s  of  c e r t a i n  gap s e r i e s  in  
r a t i o n a l  p o i n t s  ; Acta Math. S i n i c a ,  25 (1982),  333-339. 

ZHU YAO CHEN.- On the a l g e b r a i c  independence o£ c e r t a i n  power s e r i e s  of  
a l g e b r a i c  numbers ; Chin. Ann. of Math.,  513 (1) ,  (1984),  109-117. 

NISHIOKA, K . -  A l g e b r a i c  independence of c e r t a i n  power s e r i e s  of  a l g e b r a i c  
numbers ; J .  Number Theory,  23 (1986),  354-364. 

NISHIOKA, K . -  A l g e b r a i c  independence of  t h r e e  L i o u v i l l e  numbers ; Arch. 
Math.,  47 (1986),  117-120. 



234 

NISHIOKA, K . -  P r o o f  o f  M a s s e r ' s  c o n j e c t u r e  on t h e  a l g e b r a i c  i n d e p e n d e n c e  o f  
v a l u e s  o f  L i o u v i l l e  s e r i e s  ; P r o c .  J a p a n  A c a d . ,  S&r. A, 6 2  ( 1 9 8 6 ) ,  2 1 9 - 2 2 2 .  

NISHIOKA, K . -  C o n d i t i o n s  f o r  a l g e b r a i c  i n d e p e n d e n c e  o f  c e r t a i n  power  s e r i e s  
o f  a l g e b r a i c  n u m b e r s  ; C o m p o s i t i o  M a t h . ,  6 2  ( 1 9 8 7 ) ,  5 3 - 6 1 .  

ZHU YAO CHEN.- A r i t h m e t i c  p r o p e r t i e s  o f  gap  s e r i e s  w i t h  a l g e b r a i c  
c o e f f i c i e n t s  ; A c t a  A r i t h . ,  SO ( 1 9 8 8 ) ,  2 9 5 - 3 0 8 .  

XU GUANG SHAN.- D i o p h a n t i n e  a p p r o x i m a t i o n  and  t r a n s c e n d e n t a l  number  t h e o r y  ; 
t n  Number t h e o r y  a n d  i t s  a p p l i c a t i o n s  i n  C h i n a ,  C o n t e m p o r a r y  M a t h . ,  7 7  
( 1 9 8 8 ) ,  127 -142 .  

2.  U t i l i s a t i o n  de  r ~ s u l t a t s  d ' a p p r o x i m a t i o n .  

D.D. MORDUHAT-BOLTOVSKOI.- Q u e l q u e s  p r o p r i ~ t ~ s  d e s  nombres  t r a n s c e n d a n t s  de  
l a  p r e m i e r e  c l a s s e  ; [ e n  r u s s e ,  s u i v i  d ' u n  r~sum~ e n  f r a n c a i s ]  Mat .  S b o r n i k ,  
3 4  ( 1 9 2 7 ) ,  5 5 - 1 0 0 .  

K. MAHLER.- Uber  B e z i e h u n g e n  z w i s c h e n  d e r  Z a h l  e und  den  L i o u v i l l e s c h e n  
Z a h l e n  ; Math .  Z . ,  31 ( 1 9 3 0 ) ,  7 2 9 - 7 3 2 .  

K. MAHLER.- Zur  A p p r o x i m a t i o n  d e r  E x p o n e n t i a l f u n k t i o n  und  d e s  L o g a r i t h m u s  ; 
J .  r e i n e  angew.  Math.  ( C r e l l e ) .  166 ( 1 9 3 2 ) .  118-150 .  

D.D. MORDOUI~Y-BOLTOVSKOY.- Sur  l e s  c o n d i t i o n s  p o u r  q u ' u n  nombre  s ' e x p r i m e  
au  moyen d ' ~ q u a t i o n s  t r a n s c e n d a n t e s  d ' u n  t y p e  g ~ n ~ r a l  ; Dokl .  Akad.  Nauk. 
S . S . S . R . ,  ~2  ( 1 9 4 6 ) ,  4 8 3 - 4 8 6  [ V o i r  N.R. 8,  3 1 7 g ] .  

A.O. GEL'FOND.- The a p p r o x i m a t i o n  o f  a l g e b r a i c  number s  by  a l g e b r a i c  number s  
and  t h e  t h e o r y  o f  t r a n s c e n d e n t a l  number s  ; Usp.  Mat.  N a u k . ,  4 ( 3 2 ) ,  ( 1 9 4 9 ) ,  
1 9 - 4 9 .  T r a d .  a n g l .  : Amer. Math.  Soc .  T r a n s l . ,  6 5  ( 1 9 5 2 ) ,  8 1 - 1 2 4 .  

Th.  SCHNEIDER.- I n t r o d u c t i o n  aux  hombres  t r a n s c e n d a n t s  ; S p r i n g e r ,  1957 ; 
T r a d .  F ranC.  G a u t h i e r  V i l l a r s ,  1959.  

N . I .  FEL'DIC, AN.- A r i t h m e t i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s o l u t i o n s  o f  a t r a n s c e n d e n t a l  
e q u a t i o n  ; V e s t n .  Mosk. U n i v .  S e r .  I ,  Mat.  N e c . ,  f a s c .  1 ( 1 9 6 4 ) ,  13 -20 .  
T r a d .  a n g l .  : Amer. Math.  Soc.  T r a n s l . ,  ( 2 )  6 6  ( 1 9 6 8 ) ,  145 -153 .  

A.A. SbELEV.-  A.O. G e l ' f o n d ' s  me thod  i n  t h e  t h e o r y  o f  t r a n s c e n d e n t a l  number s  
; Mat .  Zam. ,  10 ( 1 9 7 1 ) ,  4 1 5 - 4 2 6 .  T r a d .  a n g l .  : Math.  N o t e s ,  lO ( 1 9 7 1 ) ,  
6 7 2 - 6 7 8 .  

A.A. SMF_~V.- On a p p r o x i m a t i n g  t h e  r o o t s  o f  some t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n s  ; 
Na t .  Zam. ,  7 ( 1 9 7 0 ) ,  2 0 3 - 2 1 0 .  T r a d .  a n g l .  : Math.  N o t e s ,  7 ( 1 9 7 0 ) ,  122 -126 .  

A . I .  GALOCHKIN.- On d i o p h a n t i n e  a p p r o x i m a t i o n s  o f  v a l u e s  o f  a n  e x p o n e n t i a l  
f u n c t i o n  a n d  s o l u t i o n s  o f  some t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n s  ; V e s t n .  Mosk. U n i v .  
S e r .  I ,  N a t .  Mec . ,  f a s c . 3  ( 1 9 7 2 ) ,  16 -23 .  

M. W A I ~ I D T . -  A p p r o x i m a t i o n  p a r  d e s  nombres  a l g ~ b r i q u e s  d e s  z ~ r o s  de  
s ~ r i e s  e n t i ~ r e s  & c o e f f i c i e n t s  a l g ~ b r i q u e s  ; C.R. Acad.  S c i .  P a r i s  S ~ r .  A, 
279  ( 1 9 7 4 ) ,  7 9 3 - 7 9 6 .  



235 

W.D. BROWNAWEI~ and M. W A L I ~ I I ~ . -  The a l g e b r a i c  independence of  c e r t a i n  
numbers to a l g e b r a i c  powers ; Acta  A r i t h . ,  32 (1977),  63-71.  

W.D. BROWNAWELL.- A l g e b r a i c  independence of cub ic  powers of  c e r t a i n  
L i o u v i l l e  numbers ; manusc r i t ,  1976. 

K. VFdeuN~uNEN. - On the a r i t h m e t i c  p r o p e r t i e s  of  c e r t a i n  v a l u e s  of  the 
e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  ; S t u d i a  S c i .  biath. Hungar . ,  l l  (1976),  399-405. 

K. VFu~LNFuNEN.- On the s imul taneous  approx imat ion  of  c e r t a i n  numbers ; J .  
r e i n e  angew. Math. ( C r e l l e ) ,  296 (1977),  205-211. 

M. LAURENT.- Ind~pendance a t g ~ b r i q u e  de nombres de L i o u v i l l e  & des 
p u i s s a n c e s  a l g ~ b r i q u e s  ; Th~se 3~me c y c l e ,  Univ.  P a r i s  VI, Oct .  1977. 

M. LAURENT.- Ind6pendance a l g ~ b r i q u e  de nombres de L i o u v i l l e  &lev&s A des 
p u i s s a n c e s  a l g 6 b r i q u e s  ; C.R. Acad. S c i .  P a r i s  S&r. A, 286 (1978),  131-133. 

M. W A L I ~ I D T . -  S imul taneous  approx imat ion  of  numbers connec ted  wi th  the 
e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  ; J .  Aus t r a l  Math. S o t . ,  25 (1979),  466-478. 

A. BIJLSI4A.- S imul taneous  approx imat ions  in  t r a n s c e n d e n t a l  number t heo ry  ; 
Acad. P r o e f . ,  Amsterdam, 1978. 

F . J .  WYLEGALA.- Approximationsma~e und s p e z i e l l e  Systeme a l g e b r a i s c h  
unabhXngiger p - a d i s c h e r  Zahlen ; Diss .  K~ln, 1980. 

A. FAISANT e t  G. PHILIBERT.- Quelques r ~ s u l t a t s  de t r anscendance  l i ~ s  A 
l ' i n v a r i a n t  modula i re  j ; J .  Number Theory, 25 (1987),  184-200. 

R. TUBBS.- A no te  on some e l emen ta ry  measures of  a l g e b r a i c  independence ; 
Proc.  Amer. 14ath. Soc . ,  A p a r a ~ t r e .  

M. W A I ~ I D T  and ZHU YAOCHEN.- A l g e b r a i c  independence of  c e r t a i n  numbers 
r e l a t e d  to L i o u v i l l e  numbers ; S c i e n t i a  S i n i c a  Ser .  A, & p a r a i t r e .  


