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Introduction 

La mTthode la plus simple pour 6tudier l~indTpendance alg@brique de hombres 

complexes est due ~ S. LANC ; ells consiste h utiliser un type de transcendance de 

certains nombres. C~est ainsi que G. V. CUJDNOVSKII, gr[ce h une propri@t6 d{approxi - 

mations algTbriques du hombre w , obtient un trTs beau rTsultat sur les fonctions 

elliptiques (§ I) qui rTsout le problTme de la transcendance du nombre F(I/4) • 

Une autre mTthode, plus 61aborTe, a 6t6 inventTe par A. O. GEL'FOND en 1949 

(§ 2) ; elle remplace le type de transcendance par un crit%re sur les suites 

d~approximations d'un hombre complexe. Mais cette mTthode ns permet d~obtenir que 

l~ind@pendance alg@brique de deux nombres complexes. CUDNOVSKII a dTvelopp@ les 

id@es de GELTFOND pour crTer une nouve!le m@thode (§ 3) qui lui permet de montrer 

i'indTpendance alg@brique de trols hombres, sans utiliser de type de transcendance. 

Une fois de plus, eette m@thode @tait limit@e, et de nouveaux arguments 

6taient nTcessaires pour obtenir l'indTpendance algTbrique de n nombres, La 

deuxi%me mTthode de ~UDNOVSKI[ (§ 4) permet de franchir ce pas, et constitue une 

6tape importante en direction de la conjecture de SCHANUEL. Les rTsultats actuels 

sent encore loin de cette conjecture, mais ~UDNOVSKI~ a dTjh montr6 (§ 5) que la 

"!imite naturelle" de sa deuxi%me mTtho~e pouvait 6tre d@pass@e. 

Ces travaux ne sent pas les seuls effectuTs par C<~NOVSKII depuls qu'ii @tudie 

les nombres transcendants ; en particulier, il a obtenu plusieurs r@sultats [3c , 3d] 

lies [ la m@thode de BAKER. 

§ I. Fonctions elliptiques 

Soit ~ uns fonction elliptique de Weierstrass, d~invariants g2 ' g3 ; herons 

(~!,~2) un couple fondamental de p@riodes de ~ , et ~i = 2~(~i/2) ' (i = I , 2) 

les pseudo-p@riodes de la fonction z@ta associ@e ~ ~ • 
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THEORENE 1.1 [3el.- Deux des nombres g2 ' g3 ' ~I ' w2 ' ~I ' ~2 so nt alg@brique- 

ment ind@pendants (sur Q ). 

Ce r@sultat est particuli&rement int@ressant dans le cas de multiplication com- 

plexe : en supposant g2 et g3 alg@briques, la dimension de l'espace vectoriel 

sur le corps Q des hombres alg@briques engendr@ par I , m I ,m 2 ,~i '~2 ' 2iw est 

alors @gale ~ 4 (cf.C7] chap. III) ; la relation de Legendre : w2~ I -m1~ 2 = 2iw 

permet alors de d@duire du th@or~me 1.1 le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 1.2 [3el.- Supposons g2 ' g3 alg@briq.ues ; si ~£o a la multiplication 

complexe, alors w I et w sont alg@briquement inddpendants. 

Comme l'a remarqu@ D.WoMASSER, ce corollaire r@sout le probl~me (cf. [2 , 8]) 
2 

de la transcendance de F(I/4) : en effet, la courbe elliptique y = 4x 3 - 4x admet 

la multiplication complexe par i , et [2] : 

2 

~t _ ~B I ~ r(¼) 
= j 4 t  3 -  4 t  - , 

done F(!/4) et ~ sont alg@briquement inddpendants. De m@me la courbe elliptique 

2 4x 3 Y = - 4 permet d'obtenir l~ind@pendance alg@brique de F(I/3) et de w . 

Pour d@montrer le th@or~me 1.1, ii est commode d~introduire les notions de 

"taille" suivantes (cf. [6 ; la ; 3b ; 3c ; 10a]). 

Si P E Z[z1,...,Zq] es# un polynTme non nul en q variables A coefficients 

entiers rationnels, de hauteur (= maximum des valeurs absolues des coefficients) 

@gale ~ H(P) et de degr@ (total) deg(P) , on d@finit la taille t(P) de P par : 

t(P) : max[Log ~(P) ; deg(P)} 

Soient 81,...,e k des nombres complexes ; notons g = E[81,...,Sk] . On dira 

qu~un dl@ment u de £ a une taille (par rapport h g~,...,8 k ) inf@rieure ou 

6gale ~ t , et on @crit (par abus de notation) t£(u) ~ t , s'il existe un polynbme 

P ( Z[z I ..... Zk] , tel que t(P) ~ t , et tel que u = P(81 .... '8k) 

Soit v un nombre complexe alg@brique sur le corps {(81,...,gk) ; on dira 

que v a une taille tg(v) inf@rieure ou 6gale ~ t s'il existe un polynSme irrT- 

ductible Q ( Z[z] , de degr@ m t et dont les coefficients ont une taille ~ t 

(on 6crit : tz(Q) ~ t ), et tel que Q(v) : 0 . 
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D@monstration du th$or~me 1.1. Supposons que le r@sultat soit faux ; d'apr~s 

la relation de Legendre, le hombre ~ appartient au corps 

K = Q(i , g2 ' g3 ' Wl '~2 '~I '~2 ) ' done il existe un @l@ment @ de K , entier 

alg6brique sur ~[w] , tel que K = ¢(w, @) . Nous noterons t la taille sur K 

relative ~ [w ,e} 

Remarquons que les fonctions z , ~(z) , ~(z) , qui sont alg@briquement 

ind@pendantes sur C , prennent, ainsi que routes leurs d@r~v@es, des valeurs dans 

K aux points 

~ -  + hlm I + h2~ 2 , 

Choisissons alors un r@el ~ , 0 < ~ < I . Soit 

et soit 

I-- I-~] 
L = IN 4] , H = [N . 

Les nombres Cl,...,c 8 sont positifs et ind@pendants de 

Premier pas. On construit une fonction auxiliaire : 

L L L 

ko=O kl=O X2=0 

o~ les ~(~o,k1,X2) sent des $1@ments de 

d n w~ 

dz n ~ ( T  + hlWl + h2w2) = 0 

( ( h  1 , h 2)  E ~ x E) . 

N un e n t i e r  su f f i samment  grand,  

N . 

K 2 
d z )  , 

~[~] , non tous nuls, v~rifiant : 

pour 0 ~ n < N , I ~ h I ~ H , I ~ h 2 ~H. 

Pour cela on doit r@soudre un syst~me de H2N @quations lin6aires homog~nes 

en (L + I) 3 inconnues ~0(Ko,K I,X2) , et ~ coefficients dans K . Comme 

[K: ~(~)] .~2~ < (T, + ~)3 , 

oe syst&me admet une solution ~on triviale ; on veut, de ~lus, majorer la taille 

d'une telle solution. Pour cela on remarque que 

d n k k 2 
- -  (z ° ~ ( ~ )  x~ C(z)  ) 
dz n 

es t  un polyn6me en z , ~ ( z )  , ~(z)  , ~ ' ( z )  , de degr@ t o t a l  au p lus  ClN , e t  

6on t  l es  c o e f f i c i e n t s  on t  une f a i l l e  au p lus  c 2 N L o g N .  qr&ce au p r i n c i p e  des 

t i r o i r s  (" lemme de S i e g e l "  ; c f .  [ l a ]  lemme 5 .2 ,  ou ~10a] lemme 4 .3 .1  par  exemp le ) ,  

on peut s@lectionner les q~(Xo,k I ,X2) dans g[~] , avec un degr@ au plus N et 

une taille au plus c3N . 
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Deuxi~me pas. Choix de ~ . 

No+~ons N le plus grand entier tel que 

d m ~I I -~ I -~ 

dzm ~(-~ + ki~i + ~w2) = 0 pour 0 ~ m< N I , I ~ kl ~ N I , 1~k2~N I 

2~ 
Notons H I = IN I . Choisissons des entiers m' , k I , k~ , avee 

1 - -  1 - ~  
o , ~ ' < ~ i  +1 ~ l ~ k  I <  (N I+1)  2 I < ~ , ~ ( N  I + ~ )  

de telle mani~re que le hombre 

d m' ~I ki~1 + ~2 g = - - - ' - ~ ( , , , )  , o~ w = - 2 -  + , 
dz 

ne soit pas nul. On choisit de plus m' minimal : 

dm @(w) 0 pour 0 g m < m ~ 
dz m 

Troisi~me pas. Majoration de ~ . 

Soit q la fonction sigma de Weierstrass associ@e ~ ~o . La fonction 

= a3L~ est alors enti~re dans C , et, grace au choix de m' , 

d m ' 
... ~,  , ( , ,4  = ,~(w)3L~ • 
dz 7v 

16 
On utilise alors le principe du maximum, sur le disque_ Iz[ ~ N I , pour le 

quotient de la fonction ~ par le polyn6me des NIH ~ z@ros qu'elle poss~de dans 

le disque I zl ~ c4H I . On obtient 

LogI~ 1 ~ - c~I~ I Log N I 

Quatri~me pas. Taille de ~ ; retour ~ ~[w] 

En utilisant les arguments du premier pas, on trouve 

t(~) ~ c 6 N I Log N I . 

On multiplie alors ~ par un d@nominateur (c'est-~-dire un @l@ment non nul de 

Z[~] , pour que le produit soit dans ~[w, ~] )~ et on prend la norme de ee produit 

sur ~(~) . 0m obtie~t um polynSme non nul P E ~z] , de taille 

t(P) ~ o 7N I LegN~ , 

tel que 
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LogIP(~) I ~ -c 8 N~ -~ Log N I 

Conclusion. 

On obtient la contradiction attendue en utilisant le lemme 1.3 suivant. 

D~FINITION [6, la, 10a].- Un sous-corps K de C a un ~ype de transcendance inf@- 

rieur ou 6gal ~ ~ s'il existe une base de transcendance (Xl,...~x q) de K sur 

, et une constante C = C(~ , Xl,...,Xq) , telles que pour tout polynbme non nul 

P ~ Z[z I .... ,Zq] , on ait 

Lo~IP(~ I ..... h)I ~ -o (t(p)) ~ 

Lemme 1.3 (FEL'D~N [4] th. 4).- Pour tout ~ > 0 , le corps Q(~) a un type de 

transcendance inf@rieur ou @gal ~ 2 + ~ . 

Ce lemme termine la d6monstration du th@or~me 1.1. La m@me m6%hode a permis 

~t~NOVSKI~ de d@montrer d'autres r6sulta%s d'ind6pendance alg@brique [3e] : ainsi~ 

sous les hypotheses du corollaire 1.2, les deux nombres Wl/W et e sont alg@- 

briquement ind6pendants. 

§ 2. La m6thode de GEL'FOND pour l'ind6pendance alg6brique de 2 nombres 

La m6thode pr@c6dente, qui consiste ~ utiliser un type de transcendance, ne 

donne un r6sultat pr6cis que si l~on connait un 6nonc6 fin comme le lemme 1.3 (qui 

est essentiellement le meilleur possible). Quand interviennent des corps tels que 

Q(~) dont on ne sait majorer le type de transcendance que par 4 + ~ , il vaut 

mieux utiliser une m@thode de GEL'FOND, que nous allons esquisser sur un exemple. 

Soient ~ et B deux nombres alg6briques, ~ ~ 0 , log ~ ~ 0 ; notons 

d = [Q(~) : Q] le degr6 de B sur Q , et q le degr6 de transcendance du corps 
~d-] 

~(~B ..... ~ ) s~r ~ 

THEOREME 2.1 (GEL'FOND [Sj)-- Pour d ~ 3 , on___~aa q m 2 . 
2 

Ainsi, quand ~ est un ±rrationnel cubique, ~ et ~B sont alg@briquement 

ind@pendants. GEL'FO~ conlecture : q = d - I . La conjecture de SCHAND~L montre- 

rait m@me l'ind6pendance alg@brique des nombres log ~ , ~B ,..., ~d-1 

La d6monstration du th6or~me 2.1 peut @tre s@par@e en deux parties. D'abord 

la m6thode de transcendance, qui serf ~ d6montrer la proposition 2.2 suivante 
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(voir par exemple [10a] th@or~me 7.2.8). 

Soit (x1,...,Xq) une base de transcendance sur ~ du corps 

d-1 
= ~ ( ~ , . . . , ~ B  ) • 

PROPOSITION 2.2.- On suppose 

n6me non nul p~O)- ( E[Zl,...,Zq] , v@rifiant 

t(P~ °)) ~ x 
e,~t ~ ou~ _ X suffisamment gr&~d, d + I 

sod~° ) (~ , . . . , x ) I _  ~ - o~x ~ (so~ x) ~ 
oh_ c 9>  0 n e  ~,~,e,n~ p a s  ~e X . 

On en d@duit imm@diatement q ~ I ; c'est une consequence du th@or~me de 

CEL'FOND et SCHNEIDER sur la transcenda'ce de ~8 . 

d ~ 2 . Pour tout r@el X ~ I , il existe un poly- 

Nous indiquons rapidement la d@monstration de la pro~oosition 2t2, car nous 

l'anneau Z[x I, Soit X un nombre l'utiliserons plus tard. Notons £q ...,Xq] . 

r~el s~fisa~e~t ~a~d. On ~fi~ ~e~ entie~ ~X ' ~ ' ~X par : 

, = x 2d (Sog x) 2~ ] 24 (so~ x)- ~ x (sog x) -~] ~ Co~2 ~ = [ e l o X  ] ' ~ = [ ° 1 1  

P o u r  ~ = ( ~ o , . . . , ~ d _ l )  E z d  , on n o t e  I~.IB = ~o + # I  B + . . .  + ~d_i13 d-1 ; p a r  c o n -  

~e~tion, o~a~ra ~ 0 ( 0 ~  j ~  d - l )  ~ on.ore I~I  = m a x ~ j  • Ses co~ent±sns 

sont les m&mes pour h = (h ° .... ,hd_ I) • 

Premier pa~S. On construit une fonction auxiliaire 

L x 

~(~) : ~ ~ ~(x,~) x .~ (~ .~)~  , 

telle que 
F ( h . ~ )  = 0 p o u r  I ~I  ~ ~X " 

On choisit de plus les ~(k,~) dans £q , non tous nuls, de taille major6e par 

c13X . On utilisera plus tard la remarque suivante : on peut supposer Sans restric- 

tion que les ~0(k,~) sont premiers entre eux dans leur ensemble dans Z q 

Deuxi~me pas. On utilise une majoration, due & R. TIJDEMAN [9] : 
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On en d4duit l'existence d'un hombre y = F(h.~) , (avec lhl ~ ci~) , non nul. 

Troisi~me pas. Grace au lemme de Schwarz pour la fonction enti~re F qui a au 

moins ~ z@ros, 

LogIy I ~ -c16 ~ Log X . 

Quatri~me pas. On multiplie 7 par un d4nominateur (pour que le produit soit entier 

sur £q ), et on prend la norme sur £q ; cette norme est un polynSme en Xl,...,Xq 

qui v4rifie les propri@t4s requises (modulo un choix eonvenable de CIO, c11 , c12). 

La diff4rence essentielle entre eette d4monstration et celle du § I r4side en 

la majoration (2.3). (Si une in@galit@ analogue @fair eonnue dans la situation du 

§ J, on saurait majorer N ! en fonetion de N , et la d@monstration du § I devien- 

drait effective). 

La deuxibme pattie de la d4monstration du th4orbme 2.1 est un critbre de 

transcendance de GEL'FOND [5 , la, 10a]. 

un hombre complexe. On suppope qu'il existe une suite PROPOSITION 2.4.- Soi___~t 8 

(PN)I~I de pe!yn6mes no n nuls de ZCz] , v4rifiant____.~ pour N suffioSamment grand 

t(P1~) ~ N 
e_!t 

Lo~IPN(~) t ~ -12 ~2 
Alors @ est alg4brique. 

D@monstration. Pour N suffisamment grand, comme PN(8) est tr~s petit, 8 est 

proche d'une racine a N de PN ; si % est la plus grande puissance du polynSme 

minimal de ~N qui divise PN ' le nombre %(8) est aussi tr~s petit : 

Le r4sultant de %1 et de QN+I est un entier rationnel major4 en valeur absolue 

pa r  {1%+1(e)1 + 1 % ( 8 ) ' t ] .  e x p [ 2  t (Q  N) t ( % + 1 ) ]  < 1 

Donc GN = ~N+I , et a N ne d4pend pas de I{ ; soit R son polynSme minimal sur 

r N 
Z ; 4crivons % = R . Alors 

r N L o g l R ( @ ) l  s; - 8 N 2 , e t  r N t ( R )  :g 4N • 

On en d4duit R(8) = 0 ,donc 8 est alg4brique, et PN(8) = 0 pour tout N 

suffisamment grand. 

Le th4or~me 2.1 est une cons4quence imm4diate des propositions 2.2 et 2.4. 
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§ 3. La premi~re.m@thode de CUDNOVSKII. Ind@pendanee al~@brique de 3 

nombres 

Le premier r@sultat de transcendance d@montr@ par CUDNOVSKII [3a] contient 

l'@none@ suivant : 

THEOR~ME 3oio- Soient ~ et B 

notsns d le degr@ de B sur 

~-~ 

deux nombres al~.@briques, ~ % 0 , log ~ % 0 

. Si d ~ 7 , alors 3 des nombres 

sent aig@briquement ind@pendants. 

Autrement dit, avec les notations du § 2, pour d > 7 ~ on a q > 3 • Grace 

la proposition 2.4, il suffit de d@montrer le r@sultat suivant ([3c] th@er~me 5.1 ; 

voir aussi [10b] proposition 6.1), qui fsurnit une autre d@monstration du th@or~- 

me 2.1. 

PROPOSITION 3.2°- A.ve..c... l es nOtations de la proposition 2.2, o.n suppose d ~ 3 • Pour 

tout r@el X suffisammen~ grand, il existe un polynSme non nul 

PX (1)  ( ~ [z  1 . . . . .  Zq_1] , v@rifiant t (Px(1))  g X 2 , 

et d +.__! 

LogIp(x1)(Xl  . . . . .  Xq_ l ) l  .<: _ c17X 2 (Log X) ''~ . 

D~monstration. On suppose que le r@sultat est faux, et on reprend la d@monstration 

de la i~roposition 2.2, en distingu_ant deux cas. 

Ca_.m~ a) : Log max [F (h .~ )  I ~ - (O l ,  ~ + ! )  ~ Log X . 
l h l  x 

On d@duit alors de (2.3) : 

X . 
(x,~) 

Colmme les ~0(k,~) sent premiers entre eux dans leur ensemble, en utilisant la tech- 

nique du r$sultant, on obtient une contradiction. 

Ca_..S_~ b) : Log max IF (h .~ )  I > - (c14 + 1)Hx ~ Log X . lhl"015 
On commence par se ramener au cas o~ l'61@ment ~X P(°)(x1' ) construit 

la preposition 2.2 vgrifie 
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-Lo4%. I - ~y ~ ' t ( ~ y )  ' 
d' oh 

d-~2 ~"!'2 4 c 1 8 d-__3_32 
X ~ ¢ c9 .t X , 

ce qui est impossible avec notre choix de ¢ . 

Pour que la d$monstration de la proposition 3.2 soit compl~te, il reste quel- 

ques points ~ pr@ciser : expliciter la technique du r@sultant dans le premier cas, 

justifier la minoration de ~X et l:hypoth~se que ~X et ~y sont des puissances 

de polynSmes irr@ductibles dans le deuxi~me cas. Ces questions sont r@solues dans 

le lemme suivant : 

Lemme 3.3.- Soit q un nombre entier, q ~ 2 , et soient X , s deux nombres r@els, 

ave c k -~ 50q , s ~ I . Soient xl,... ,Xq des n gmbres complexes alg@briquement 

ind@pendants. On suppose que, pour tout polynSme non nul R E Z[Zl,...,Zq_1] , de 

taille inf@rieure ou $gale ~ 8qs , on a 

,xq_~)i > x 2 LoglR(x I 

I) Si P ( Z[z I ..... Zq] est un polynbme non nul v@rifiant t(P) ~ s et 

On a 

_ 01 ~ 2 (~og x) ~ ~ Logl~xl ~ -  cgX 2 (~og x) ~ . 

On consid~re ensuite l'~l@ment ~Z = P~°)(x I ..... Xq) avec 

= X 2 - 

oh , = (c9/8c18)2/(d-I) , et t X = t(~x) . 0n a 

a+l 
1 

Sog[~zl ~ - o ~ z 2  (sog~)½~ -o  9 x 2  (sogX) ~ ,  
et 

I X 2 t(~ X) t(~ z) ~ 

Co[mme d ~ 3 , on en d@duit que le r@sultant de ~X et ~y par rapport ~ Xq est 

nul. Supposons pour simplifier que ~X et ~y sont des puissances d~un m6me poly- 

nbme irr@ductible ~ E £ : 
q 

aX ~Y 
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2 L°gLP~xI'' . . . . .  ~q) l < - x s 

il existe un diviseur Q d~e P , F~issance d'un p.olynbme irr~ductible dans 

Z[x1,.°.,Xq] , tel que t(Q) ~ (q + 1)s et 

2 

2) Soit ~ un nombre complexe, entier alg@brique sur £q = ~x I .... ,Xq] , de 

degr@ 8 , dent le ~olynSme minimal sur £q a une taille ~ s . Soit ~ > ~ ; o_~n 

suppose : 

2 2 
~ LogI~ I ~ -x S 

Alors il existe un ~olynSme irr@ductible S E £ , et un entier m ~ I , tels que 
q 

S m divise la norme de ~ darts £ , et que 
q 

s 2 I 2 - 3  6 ~ ~ L°glS(xl . . . . .  ~ q ) l  ~ - T m  ~ s 

(La d~monstration du lemme 3.3 repose sur les arguments de ~3a] ; voir par 

exemple [10b] lemmes 2.4 et 2.8.) 

La m~thode que nous venons d'exposer a @t@ uti±is@e par D. BROWNAWELL [Ic] 

pour montrer l'ind@pendance alg@brique des nombres a , a ~ , 2 2 , quand B est 

irrationnel cubique, et que a est un nombre transcendant (de Liouville) qui 

s'approche tr&s bien par des hombres alggbriques (voir ~ ce sujet lib, Id]). 

v v 

§ 4. La de~xi~me m@thode de CUDNOVSKII. Ind@pendance alg@brique de n 

hombres 

~LSNOVSKI~ a g@n@ralis@ son th@or~me 3.1 de la manibre suivante [3b, 3c] : 

THEOREME 4.1.- Soient ~ , ~ deux nombres alg@briques , avec ~ ~ 0 , log ~ ~ 0 ; 

notons d le degr@ de ~ sur ~ ; soit n un entier, n ~ 2 . Si d ~ 2 n- I , 

alors le degr@ de transcendance sur Q du corps Q(~, jd-1 .... ) est sup@rieur 

ou @gal ~ n . 

Avee les notations pr@c6dentes, ce r@sultat s'@nonee : 

Log(d + 
q~ C L-oog~ I)] po~r ~2 . 

En particulier q tend vers l'infini quand d tend vers l'infini, r4sultat qui 

n'4tait m@me pas cormu avant ~UDNOVSKI~. 
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Le thSor~me 4.1 provient de la g@n@ralisation suivante des propositions 2.2 

et 3.2. 

PROPOSITION 4.2.-Soit (Xl, .... Xq) une base de transcsndance sur Q du corps 

K = Q(J,...,~ Bd-1) , et soit k un entier, 0 ~ k K q ; on suppose d ~ 2 k+1 -I , 

e_~t d a 2 . Pour tout rSel X suffisamment grand, il existe un polynSme non nul 

p(k) ~ ZEzl 
X '''''Zq-k] 

e_A 

, v@rifiant 

t (p~ ~)) ~ X 2k , 

d+__! 
2 

..... Xq_k) l ~ -c19X LoglP~k)(x (Log x) ~ 
On d@duit in~nSdiatement de c e t t e  p r o p o s i t i o n  4.2 l ' i n S g a l i t 6  

qui donne le thSor~me 4 .1 .  

kgq- I , ce 

La d@monstration de la proposition 4.2 se fait par rScurrence sur k ; nous 

l'avons dSmontrSe pour k = 0 (proposition 2.2) et pour k = I (proposition 3.2). 

Pour simplifier les notations, nous allons la dSmontrer pour k = 2 , mais les argu- 

ments que nous emploierons permettent de d4montrer le cas gSn@ral [3c]. Nous effec- 

tuons la dSmonstration par l'absurde : sup~osons que la proposition 4.2 soit fausse 

pour k = 2 : on choisit ¢ > 0 suffisamment petit ; il existe X (que l'on peut 

supposer entier et suffisamment grand) tel que, pour tout polynSme non nul 

P 6 Z[Zl,...,Zq_2] , de taille majorSe par 8qX 4 , on ait : 
d+1 

I 2 
(4 .3)  LogIP(x 1 . . . .  ,Xq_2) I > - ~  X (Log X) ~ . 

Cet entier X est dSsormais fix@. 

Lemme 4.4.- Ii existe deux nombres complexes {q-1 ' {q ' algTbriques sur 

Q(Xl,...,Xq_2) , et il existe deux entiers positifs Sq_ I , Sq : v@rifiant 

c20 X2 , s ~ c 2 X Sq-1 q I ' 

tels que d+1 

Logl~q_ I Xq_II g - c22 X 2 (Log X) @ -I - Sq_ I ' 

d+___! 

~ogl~q xql~ -o23x2 (Logx){ -I s~1 - Sq_1 

De plus la taille de ~q-1 p.ar rapport h [x I ..... Xq_2} est ma~or@e par c24X2 

et la taille de ~q Far rapport h [Xl,...,Xq_ 2 , ~q_1 } est ma~or@e par c25X • 
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D4monstration du lemme 4.4 (d'apr~s [3c] lemme 5.2). Utiliso~s le polyn6me p~1) 

coastruit ~ la proposition 5.2 ; grace ~ (4.3), les hypotheses du lemme 3.3 sont 

_ = X 2 satisfaites (avec q remplac4 par q I ), avec s , et 

d+1 

= % 7 x  2 - 4  (Lo~X)  ½ . 

Donc il existe un polyn6me irr4ductible R 6 Z[z1,...,Zq_1] et un entier Sq_ I ~ I 

tels que R sq-1 divise p(1) et que 
X 

d+1 

LoglR(x ~, . ,Xq_ l )  I ~ -"~"~'X ' ' / "  (Log X) ~ -~ • . Sq_ I • 

Com~e le polyn6me Rl(Z) ~ R(x I ..... Xq_ 2 , z) prend une valeur petite au point 

z = xq_ I , on en d@duit que Xq_ I est proche d~une racine de R I (grace ~ (4.3), 

R I n'est pas constant). Plus pr4cis$ment, on trouve une racine ~q-1 de R I 

telle que d+___[1 

(4.5) Logl~q_ 1 Xq_11 g c22 X 2 (Log X) f -1 
- - Sq_ I 

par 

Utilisons maintenant la proposition 2.2 ; on d@finit un r4el Y , 

le polyn6me 

e t  

y 2 (Log Y)½ Sq_~ = x 2 

p~o) 6 Z[Zl ..... Zq] v@rifie 

t(P~ °)) ~ x ,  

I 
(~og x) ~ 

Y~X , 

£q-2 = Z[Xl . . . .  'Xq-2] ' 
d-1 

= ~(e,  ~ . . . . .  ~ ) 

et £' = ~q] 
q £q-2[ ~q-1 , 

est une extension algQbrique finie de Le corps 

LogIP~°)(xl, ,xq)f ~ % x 2 (~o~ x) ~ -~ 
•.. - Sq_ I • 

Cr&ce ~ (4.5), on a aussi d+1 

Logl/°)(x , , , - Y I .... xq-2 ~q-1 xq)I ~ °26 x 2 (LogX) f -~ Sq_ I - 

Le cas "d@g4n4r4" oh P~°)(x I ..... Xq-2 ' ~q-1' Xq) est nul fait l'objet d'un trai- 

tement particulier. Sinon, l'argument pr4c4dent permet de construire un entier 

Sq ~ I et un hombre complexe ~q qui vgrifient les estimations du lemme 4.4. 

Nous poursuivons la d4mo~stration de la proposition 4.2. Notons 
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K ° = ~(x I ,...,Xq) ; dans le seul but de simplifier les notations, nous supposerons 

K = K , et ~ entier sur ~ . 
o 

L'idge consiste ~ remarquer que les 414ments de K peuvent @tre tr&s bien 

approch4s par des @14ments de ~(x I ..... Xq-2 ' ~q-1 ' ~q) ' et que d'autre part on 

salt minorer certains @l@ments non nuls de ce deuxi~me corps, grace ~ (4.3). 

Pour h E E d Z d =(~.8)(h.8)  , ~ 6 , on a E K ; notons S h et T h 

dsux polynSmes de Z[z 1,...,zq] dent les imagcs ~,h et %,h dans ~'q v@rifient 

d+1 

Z'ogl ~ ( ~ ' ~ ) ( ~ ' ~ )  - ~ '~ ' I  ~ - c2~ :~ ~ (~og X) i- s_~  s -~q 
T ,h 

Soit Y le nombre r4el positif d4fini par 
a~l a+.! 

y 2 (Log Y)~- c29 X 2 (Log X) f -1 sql = Sq_ I , 

oh C29 est convenablement choisi. On reprend le sch4ma traditionnel. 

Premier pas. On construit une fonction auxilaire 
L 

- z x ~(~.~)z f (z)  = f ~ cx,~, 

avec Ck, ~ E g' , non tous nuls, de telle mani&re que 
q 

d+1 

Loglf(h.~)i  ~ _c30 y-F-  (Log Y)½ pour 

Pour cela, on construit des polynSmes Ck, ~ 6 Z[zl,...,z q] , tels que les fonc- 

tions rationnelles S 

7" 7" cx,~(~.~) ~ ~'~" ~ Q(~)(~ 

soient nulles pour tout lhl ~ Hy . On choisit ensuite 

~x,~ = Ck,~(x1"'"xq-2' ~q-1 ' ~fl) " (Les d4tails sent en fair plus complexes : 
of. [3o]. ) 

Deuxi~me pas. La majoration (2.3) devient : 

LOg max ICk,t~ l ~ t~ Log Y + Log max If(h.[~)I 
(~,~) °31 I~ I~c32 

Troisi&me pas. On distingue maintenant deux cas : 
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4 8 8 - 1 4  

On consid~re alors les normes des ~k,~ sur £q-2 ; l'une de ces normes permet 

de contredire (4.3). (Voir [3c] lemmes 4.11 ~ 4.16, et [Ic] step 3.) 

b) : il existe h ( Z d , lhl ~ c32 ~ ~ tel Oa8 que 

~o~lf (~) l  > -(e~l + 1) ~ ~o~ ~ o 

Dans ce cas le nombre 

= ~ ~ ~x,~(~.~/x._~'h , 
k ~ T 

~h 

qui est tr&s proche de f(h.~) , n'est pas nul ; il est aussi tr~s peti% car on 

obtient, en utilisant une formuls d'interpolation, 

d Log Y L o g l f ( h . ~ )  I ~ - c 3 3  Hy 

Alors la norme de ~ sur £q-2 permet de contredire l~hypoth~se (4.3). 

Nous n'avons pr@sent@ qu'un cas particulier des @nonc@s de [3b , 3c]. Le r@sul- 

tat g@n@ral est le suivant : soient u I .... ,u~ (resp. Vl,...,v m) des hombres 

complexes Q-lin@airement ind@pendantS ; on suppose qu'il existe • > 0 tel que, 

pour tout h ( Z£ , h % O st tout k ( Z m , , k ~ O , on air 

lhlUl + . . .  + h£u£ l  ~ e x p [ - ~  max lhkl} , 

e t  1 ~ X ~ £  

l k l V  1 + . . .  + kmVmt ~ e x p [ - T  max l k  I ]  • 
l ~ m  

On c o n s i d & r e  l e s  t r o i s  ensemb les  

S 1 = ( e x p ( u x v )  ; 1 ~ X ~ ~ , 1 ~ ~ ~ m} , 

S 2 = [ u  k , e x p ( u k v  ) ; 1 % X ~  , l ~ m ~  , 

s 3 = { , ~ ,  v , sxp(uxv ~) ~ l ~ x ~ ,  l ~ m }  , 
e t  l e s  t r o i s  nombres 

"1 =~m/(~+m) ~ * 2 = ~ ( m + l ) / ( ~ + m )  ~ " 3 = ' t  +1  

A i n s i ,  dans l a  s i t u a t i o n  des th~or~mes  2 . 1 ,  3.1 e t  4 . 1 ,  on a £ = m = d , 

uk  = BX-1 , ( 1 ~ X ~ £ )  , v = ~#-1 Log ~ ,  ( l < # ~ m )  , e t  *2 = ( d + 1 ) / 2  . 

THEORY.ME 4.6 [3b , 30] *- ~Si ~.i ~ 2n (rest.. *3 > 2n ]~our i = 3 ) , alors dans 

l'ensemble S. , il y a n+ 1 nombres al~briquement ind@pendants. 
1 ......... " 

La m~thode est effective et permet de donner des mesures d 'ind@pendance alg@- 

brique [3b]. 
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§ 5. Suites color6es 

L'in@galit@ d ~ 2 n- I du th6or~me 4.1 semble constituer la limite naturelle 

de la m@thode pr@e@dente : le r6sultant de deux polynSmes a pour taille approxims- 

tivement le produit des tailles de ces polynSmes, ce qui explique l'exposant 2 k 

de la proposition 4.2. 

Le probl&me, nous l'avons vu, se r@duit ~ l'investigation d'un syst&me de 

polyn6mes PN ~ E[Zl ..... Zq] , oh t(PN) ~ N , st oh 

~oglP~(x I ..... h)l ~ -~ (Log N) ~ 

De plus la partie analytique de la d@monstration fournit des propri@t@s suppl@men- 

taires de ce syst~me. 

Jusqu'~ pr@sent, la seule technique utilis@e dans cette situation @tait eelle 

du r6sultant. R6eemment, CUDNOVSKI~ a ccmmenc@ ~ remplacer cette technique par la 

th6orie des id@aux d'un anneau de polynSmes, ou, de mani~re @quivalente, par la 

th@orie des courbes alg@briques. Les pr61iminaires pour appliquer les m6thodes de la 

g@om6trie alg@brique sont donn@s dans [3f]. Le r@sultat principal enest le suivant : 

THEOREME 5.1 [3f].- Soient ~I ~ e2 deux hombres complexes, et • un nombre r@el, 

~ 2 , tel que ~(@~) air un type de transcendance inf@rieur ou 6gal h • • On 

suppose qu'il exists une suite (PN)Nm I de polyn6mes non nuls de Z[z I,z2] tel s 

t(P N) ~ N 
st 

IP~(~,e2) I < exp(-~+2 ~(~)) , 

oh ~(N) tend vers l'infini avec N . 

Alors @I e_~t 02 sont alg6briquement d6~endgnts. 

Cet @nonc6 am@liore un r6sultat ant@rieur de D. BROWNAWELL ~la] theorem 4.3, 

o~ ~+2 @tait remplac@ par 2~ . 

v 
La fin de set expos@ est extraite d'une isttre de G. V. CUDNOVSKII (mat 1976). 

Les m@thodes actuelles permettent de donner des estimations du type de transeendance 

pour des corps de la forme 

a( h,vj, ~(ui~j)) , a(vj, ~O(uiv~)) .... 
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En combinant ces r@sultats avec des consid@rations de [3f], de telles estimations 

du type m peuvent @tre am@lior@es pour T > 2 . On peut donner de nombreux exem- 

ples ; ainsi : 

PROPOSITION 5.2.- Si ~ est une fonction elliptique d'invariants g2 ' g3 al~@bri- 

ques, si ~a la multiplication complexe par K , et si ~ est un hombre alg$brique de 

~ 4  avec [K(~):K] = 4, et si ~ est une p@riode non nulle de ~, alors deux des 

trois hombres ~(~) ~ ~(w~2) , ~(w~ 3) 

sont alg6briquement ind@~endants. 

Les 6nonc@s de [3f] ont un caract~re combinatoire et ne donnent pas directe- 

ment de r6sultats g6n6raux, mais en combinant de nouvelles suites de polynSmes 

avec le thEor~me de Bezout et une analyse simple de singularit@s utilisant des 

resultants, on obtient : 

PROPOSITION 5.3.- Sous les hypotheses du th6or~me 4.6, __si h i ~ 3,5 (resp. ~3 > 3,5 

dans le cas i : 3), a l ors le degrE de transcendanee du corps Q(Si) est supErieur 

ou Egal ~ 3 • 

Ce r@sultat peut @tre am@liorE ; ainsi : 

PROPOSITION 5.4.- S_~ ~ ~ 0 , I est un nombre algEbrique, et si B est alg@brique 

~4 
de degrE 5 , alors trois des 4 nombres ~,..o~ sont algEbriquemsnt indEpen- 

dants. 

Pour obtenir ce rEsultat, il @tait nEcessaire de donner une bonne estimation 

pour la distance entre le point (x,y) E C 2 tel que max[IP(x,y)I, Q(x,y) I} < E , 

et la variEt@ de dimension 0 : [P(x,y) = O, Q(x,y) = 0} , en fonction de t(P) , 

t(Q) et E . Le cas le plus compliquE est celui 0~ les points ont une multip!icitE 

ElevEe sur la variEtE (c'est-~-dire un ordre de multiplicit@ Elev6 pour les solutions 

du syst~me d'@quations P(x,y) = 0 , Q(x,y) = 0 ). En utilisant l'analogue jaco- 

bien, on obtient : 

PROPOSITION 5.5.- Sous les hypotheses du thEor~me 4.6, si ~ > 3 , alors le degr@ 
- -  i 

de transcendance de Q(Si) est supErieur ou Egal ~ 3 • 

En @tudiant la multiplicit@ de points singuliers sur des vari@tEs de dimension 

n , on g@n@ralise ce rEsultat au cas de degrE de transcendance supErieur ~ n • 
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Actuellement, pour n grand, on ale r4sultat int4ressant suivant : 

PROPOSITION 5.6.- ~Si ~,l > n + 2 , le degr4 de transcendance de ~(Si) 

r ieur_ou 4gal ~ n . 

II est encore difficile de r4duire cette estimation ~ ~. ~ n 
1 

488-~7 

est sup4- 

pour tout n 
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