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PROPRIETES ~ ARITHMETIQUES DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (II) 

par Michel WALDSCHMIDT 

Dans son ~tude sur les fonctions enti~res d'une variable dont les 

d~riv~es en certains points sont alg~briques, E.G.STRAUS d~montrait un 

r~sultat g~n~ral ( [8] , theorem 4) dont voici une consequence : si f 

est une fonction enti~re transcendante dans ¢, d'ordre ~e ' et si K es__t 

un corps de nombres~ l'ensemble des weK, tels que f(k)(w) e Z pour tout 

k ~, est fini~ et a au plus ~ [K : Q] ~Igments. II posait ~ la fin de 

son papier ([8], p. 198) le probl~me de la g~n~ralisation de ce r~sul- 

tat aux fonctions m~romorphes, ou aux fonctions de plusieurs variables 

complexes. 

La g~n~ralisation aux fonctions mgromorphes d'une variable (avec 

une borne moins precise pour le hombre de points) est une consgquence 

d'un r~sultat de Th. SCHNEIDER, obtenu ind~pendamment g la m~me gpoque 

et par une m~thode compl~tement diffgrente ( [6] , Satz III, et [7], 

Satz 12). On peut remarquer que la m~thode de Straus ne peut s'appliquer 

qu'~ des fonctions transcendantes en des points alg~briques, tandis que 

eelle de Schneider concerne plus ggn~ralement les valeurs de deux fonc- 

tions alg~briquement ind~pendantes. 

Un premier essai de g~n~ralisation des r~sultats de Straus aux 

fonctions de plusieurs variables fut entrepris par A.BAKER en 1966 [I] , 

par une troisi~me m~thode, reposant sur des formules d'interpolation (voir 

gee sujet [IO] § I) ; ainsi, quand f est une fonction enti~re transcen- 

dante dans Cn Cn , d'ordre $~, l'ensemble des w G o3 routes les d~riv~es 
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partielles de f prennent des valeurs dans ~ ne peut pas contenir tous les 

points ~ coordonn~es dans • d'un hypercube de cSt~ ~. Le r~sultat de 

BAKER est en fait un peu plus pr6cis, mais la mgthode ne para~t pas pou- 

voir s'adapter g des situations plus g~n~rales (fonctions m~romorphes, 

points ~ coordonn~es alg~briques). 

Dans l'introduction de l'expos~ pr6c6dent ~ , nous avions men- 

tionn~ une conjecture de NAGATA ~] , qui a ~t~ r~solue par BOMBIERI [3], 

et qui sugg~re que la g~n~ralisation naturelle de la finitude d'un 

sous-ensemble de ¢ est la proprigt~, pour un sous~ensemble de cn, d'etre 

contenu dans une hypersurface alg~brique; au lieu de majorer le cardinal 

de l'ensemble, on majore alors le degr~ de l'hypersurface. 

C'est dans ce contexte que nous allons g~n~raliser les r~sultats de 

Straus aux fonctions mgromorphes de n variables complexes. La difference 

avec la situation de BOMBIERI [~ provient du fair que nous ne suppose- 

rons pas que les fonctions consid~r~es satisfont des gquations diffgren- 

tielles. D'autre part nous essayerons d'obtenir des majorations pr~cises 

pour les degr~s des hypersurfaces ; en fait dans le casn = 1 nous ob~ 

tiendrons mieux que Straus, puisque notre majoration sera : 

( ~ - ;) [K : Q] + I . Malheureusement la presence de plusieurs variables 

introduit, g l'heure actuelle, des termes parasites, et g une borne C 

pour n = 1 correspond la borne nC + 2n pour n ~2 II semble raisonna~ 

ble d'esp~rer obtenir un jour la m~me borne C pour routes les valeurs 

de n . En attendant, il est commode de noter : 

I~ si n = 1 
= 

n si n ~ 2 

ainsi nC + 2n~ vaut C pour n = 1 , et nC + 2n pour n ~2. 

Nous considgrerons d'abord (§ I) [es points alggbriques de ~n o3 

une fonction transcendante d'ordre fini a toutes ses d~riv~es dans ~ ; 

nous g~ngraliserons ensuite (§ 2) g des fonctions m~romorphes alg~bri- 
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quement ind~pendantes ; le th~or~me 2.2. contient tous les autres ~non- 

c~s. Apr~s avoir ~tudi~ (§ 3) la croissance des coefficients de Taylor 

de fonctions enti~res ou m~romorphes dans Cn, nous d~montrerons le th~o- 

r~me 2.2. La partie arithm~tique (§ 4) de cette d~monstration sera sui- 

vie d'une discussion (§ 5) sur les z~ros de fonctions enti~res, avec la 

fin de la d~monstration du thgor~me 2.2., l'~nonc~ d'une conjecture, et 

quelques justifications de cette conjecture. Cette ~tude nous conduira 

un lien surprenant entre les z~ros d'une fonction enti~re et les degr~s 

de eertaines hypersurfaces alg~briques. 

§ ]. - Fonctions transcendantes en des points alg~briques. 

Nous dirons qu'une fonction f, enti~re dans ¢n, est d'ordre ~ si 

Log LogllfllR 

= Rlim---> +=osup Log R ' 

oO llflIR = sup If(z)I est le maximum de If(z) I sum la boule euclidienne 

z~B~(0) R} . Une d~finition ~quivalente de @est BR(O) = {z ~ n  IiZ[ I 

(cf. (3.3.) ci-dessous) : 

Ikl Log Ikl 
e = lim sup 

Log k! 

en fait nous n'utiliserons que l'in~galit~ : 

I ' t o u t  g > 0 ,  L o g  ID k f ( o )  ~(1 e +  ~ ) t k l L o g l k l  + O ( I k l )  , q u i  e s t  p o u r  

u n e  c o n s g q u e n c e  f a c i l e  d e s  i n f i g a t i t ~ s  d e  C a u e h y  ( e f .  l e m m e  3 . 1 .  e i -  

d e s s o u s ) .  C e t t e  i n ~ g a l i t f i  m o n t r e  q u e ,  s i  D k f ( O )  ~ g p o u r  t o u t  k & N n  e t  

s i  e < l ,  a l o r s  D k f (O)  = 0 p o u r  Ikl s u f f i s a m m e n t  g r a n d ,  a u t r e m e n t  d i t  

f e s t  un  p o l y n ~ m e .  P a r  t r a n s l a t i o n  on  o b t i e n t  l e  r g s u l t a t  s u i v a n t  

LEMME 1.1. - Si f est une fonction enti~re transcendante dans Cn 

et s'il existe w e cn tel que 

D k f(w) m Ff pour tout k ~q n, 

alors f est au moins d'ordre ] . 



111 

On pourrait aussi, quand f est d'ordre I, minorer son type [8], 

mais nous ne le ferons pas° 

Quand f est une fonction enti~re transcendante dans cn d'ordre 

fini, nous allons ~tudier l'ensemble des points w ~ cn, ~ coordonn~es 

alg6briques (autrement dit w e~n), o3 f a toutes ses d~riv~es dans 7. 

Par exemple soit a e ~n, a # O; la fonction enti~re transcendante 

z ~--~ exp(a.z) est d'ordre I , et, d'apr~s le th~orgme de Hermite- 

Lindemann sur la transcendance de e~ [4, 7, 10] , l'ensemble consid6r6 

= z ; est form~ des w ~ ~n qui annulent le polynome a.z alZl + "'" + an n 

autrement dit cet ensemble est l'intersection avec ~n d'un hyperplan 

• ^ de ~n Plus g6n6ralement, si P e~[z] est un polynome en n variables 

coefficients alggbriques, l'ensemble des w e~n correspondant ~ la fonc- 

tion z ~-~ exp(P(z)) est contenu dans l'hypersurface alg~brique P(w) = O. 

X 

TH~OREME 1.2. - Soit f une fonctioa enti~re transcendante dans cn, 

d'ordre fini ~. S oit ~ un entier positif. L'ensemble des w G~n, tels que 

D k f(w) ~ • pou r tout k m~ n 

est contenu dans une hypersurface alg~brique de degr~ inf~rieur ou ~gal 

n ~ (  @ -  1) + n + 2n  . 

I 1  e s t  p a r t i e u l i ~ r e m e n t  i n t 6 r e s s a n t  de  r e m a r q u e r  q u e  l a  m a j o r a t i o n  

du  d e g r ~  d e  l ' h y p e r s u r f a c e  n e  d 6 p e n d  p a s  d e  ~ q u a n d  ~ = 1 ,  G r ~ c e  a u  

l e m m e  5 . 2 .  c i - d e s s o u s ,  c e l a  p e r m e t  d e  d 6 d u i r e  du  t h ~ o r g m e  1 . 2 .  l e  c o -  

rollaire suivant 

n 
COROLLAIRE 1.3, - Soit f une fonction enti~re transcendante d~ns ¢ .~ 

d'ordre I. L'ensembl~ des w ~n tels que D k f(w) ~ Z pour tout k ~n est 

contenu dans une hypersurface alg6brique de degr~ au plus n + 2n . 

Dans le cas n = I, le corollaire 1.3. peut ~tre 6tendu aux fonc- 

tions m~romorphes dans ¢ ([2] , crit~re I ). Pour n quelconque, on 

peut g6n~raliser le th~or~me 1.2. aux fonctions mgromorphes dans cn, 
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mais on obtient une moins bonne majoration du degr~ de l'hypersurface. 

Nous dirons qu'une fonction f, m~romorphe dans cn d' , est ordre in- 

f~rieur ou ~gal g @ , si elle peut s'~crire comme quotient de deux fonc- 

tions entigres d'ordre infgrieur ou ggal ~ ~. On v~rifie (cf. lemme 

3.6. ci-dessous) que cette d~finition est coh~rente. 

THEOREME 1.4. Soit f une fonction m~romorphe transcendante dans 

cn, d'ordre inf~rieur ou ggal ~ ~ . Soit ~ un entier positif. L'ensemble 

des w ~n, o_~ f est analytique, pour lesquels [~(w) : ~]~ ~ e t 

D k f(w) ~ Z pour tout k ~n , 

est contenu dans une hypersurface alg~brique de degr~ inf~rieur ou ggal 

n fe + 2n, . 

On peut en fait d~duire les th~or~mes 1.2. et 1.4. d'un ~nonc~ tr~s 

g~n~ral darts lequel on suppose seulement que les hombres D k f(w) sont 

alg~briques ; pour des raisons techniques de d~monstration, on est con- 

traint d'imposer des conditions sur les d~nominateurs et les conjugu~s 

de ces hombres alg~briques (concernant le casn = I, voir [6] Satz III, 

[7] , Satz 12, [I] Theorem 4, et [2] crit~re I). Ces conditions sont 

automatiquement v~rifiges quand les fonctions consid~r~es satisfont des 

~quations diff~rentielles d'un certain type ( [7], Satz 13 ; ~] 

chap. IV ; ~] ) ; mais nganmoins ces restrictions sont tout-g-fait ind~- 

sirables. 

CONJECTURE 1.5. - Soit f une fonction m~romorphe transcendante dans 

~n, d'ordre inf~rieur ou ~gal a e" L'ensemble des w e~n, --°3 f est analy- 

tique, et pour lesquels 

D k f(w) e ~ pour tout k e~n 

est contenu dans une hypersurface alg~brique de degr~ inf~rieur ou ~gal 
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§ 2. - Fonctions alg~briquement ind~pendantes. 

Au lieu de considgrer une fonction transcendante f, c'est-~-dire 

une fonction f(z) = f(zl,...,Zn) telle que Zl ,... , Zn, f(zl ,... ,z n) 

soient alg~briquement ind~pendantes, on peut considgrer plus g~ngrale- 

ment n + l fonctions alg~briquement indgpendantes. 

THEOREME 2. I . - Soient fl '" " " 'fn+l des fonctions mgromorphes algg- 

briquement ind~pendantes, d'ordre infgrieur ou ggal a ~I '''" ' ~n+l 

n 
respectivement. L'ensemble des w ~ ¢ , __°~ fl '" " " 'fn+l sont toutes ana- 

lytiques, et oO 

D k f. (w) m Z pour tout k e[qn , j = I , . . . , n + I , 
J 

est contenu dans une hypersurface alg~brique de degrg au plus 

n( ~l + "" " + ~n+l) + 2n 

On peut amgliorer l~g~rement cette borne, en consid~rant d fonctions 

n + .. + + 2n (cf [9] exercice 3 3.g~ (d > n), sous la forme d---C~ ( ~I " ed ) " " 

Pour n'effectuer qu'une d~monstration, nous allons formuler un 

~nonc~ g~n~ral qui contiendra tous les gnonc~s precedents. 

THEOREME 2.2. - Soit ~ un entier, I~ ~n+l , et soient fl,...,f~ des 

fonctions m~romorphes dans cn, d'ordre inf~rieur ou ~gal a el ,''', ~ 

respectivement ; on suppose que fl ''''' f~ sont alggbriquement ind~pen- 

dantes sur le corps ~(zl,... , Zn_ ~ +i). Soit ~ un entier positif. L'en- 

semble des w = (Wl ,...,Wn ) ~ cn , tels que 

I. les nombres Wl,.., ,Wn~ ~+i sont alg~briques, et 

[Q(w z ..... w~_~+ I) : Q] ~ ~ ; 

2. pour I $ j ~ ~ , f. est analytique en w ; 
J 

3. pour ] ~ j $ ~ e__~t k ~n, D k f. (w) ~ ~ , 
J 

est contenu dans une hypersurface alg~brique de degr~ ~ inf~rieur ou 

~gal 

nf (el + ... +~) + 2n~ , 
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de plus, si fl,... ,f sont entigres, alors 

A ~n~'( ~I +'''+ ~ ) - n( f- l) + 2n 

Remarque 2.3. Nous verrons au § 4 que l'hypothgse D k f.(w) e ~ 
J 

peut ~tre remplac~e par D k f. (w) ~ ~[i] par exemple, sans que les 
J 

majorations de ~ soient modifi~es. 

Quand on remplace l'hypothgse D k f. (w) ~ ~ par D k f.(w) ~ (moyennant 
3 J 

des conditions techniques comme nous l'avons dit ~ la fin du § I), on 

retrouve les propri~t~s arithm~tiques de fonctions p~riodiques que nous 

avions indiquges dans [I0] § 3. 

Bien que les ~nonc~s que nous avons obtenus soient particuli~rement 

simples (du fait que l'on ne consid~re que des valeurs enti~res des d~- 

riv~es), ils contiennent n~anmoins certains r~sultats de transcendance. 

Par exemple la transcendance de nombres tels que I"[, Log 2, ou plus 

g~n~ralement log P pour P ~ P ~ 0 (avecTT= -i log (-I)) se d~duit q ' q 

z = O, w log P) tandis que l'irra- de 1.3. (n = I, f(z) = q e ' Wo 1 ~ ' 

tionnalit~ de e IT est une consequence du thgor~me 2.1., gr$ce ~ la remar- 

= _ iz que 2.3. (si e IT u , consid~rer les fonctions v e z et u e aux 
v 

points O, ~ et i~). 

D'autre part nous avons supposg que chaque fonction m~romorphe 

f.j s'~crivait sous la forme gj/hj, avec gj, h.3 enti~res d'ordre au plus 

~j ; nous n'avons pas suppos~ que, en chaque point consid~r~ w, il 

existait une telle ~criture avec h.(w) # 0 (cette condition peut toujours ~tre 
J 

r~alis~e; c'est banal dans le cas n=l, mais pas dans le cas n ~2) ; cette hypo- 

th~se intervenait explicitement chez LANG ( [4] Chapitre IV, dans la 

d~finition d'une fonction m~romorphe d'ordre infgrieur ou ~gal ~ 

d~finie en un point), et implicitement chez BOMBIERI ( [3] , p. 281, 

dans la d~monstration du lemme 4, o3 il est n~cessaire de supposer 

g(~') # O).L'astuce qui nous permet ici de nous d~barrasser simplement 

de cette hypoth~se superflue est due ~ David MASSER (M.P.C.P.S.,79 

(1976),p. 63). 
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§ 3. Quelques lemmes sur les fonctions enti~res dans cn 

Nous allons ~tudier la croissance des coefficients de Taylor d'une 

fonction enti~re d'ordre fini. Au § I, nous avons d~fini l'ordre (exact) 

d'une fonction entigre. II est commode d'introduire l'ordre strict : 

une fonction f, enti~re dans Cn, sera dite d'ordre strict inf~rieur ou 

~ga~ ~ ~ si 

Log ilf[] R ~ R e quand R > ~. 

II est bien normal que l'ordre d'une fonction enti~re soit li~ ~ la 

rapidit~ avec laquelle d~croissent ses coefficients de Taylor, disons 

l'origine. Nous n'utiliserons que le fait qu'une fonction d'ordre fini 

a de "petits" coefficients (lemme 3.1.), mais il para~t int~ressant 

d'en indiquer la r~ciproque (remarque 3.2.). 

LEMME 3.1. - Soit f une fonction analytique au voisinage d'un point 

w d__~e Cn. II existe un nombre c] > O tel que, poul tout k m~n, on ait 

I Dk f(w) I ( [k, + I) Log k! ~ Cl 

De plus, si f est enti~re d'ordre strict inf~rieur ou ~gal ~ ~ , il existe 

c 2 >0 tel que, pour tout k e~n, on ait 

Log " 1Dk f(w)[ + '~I Log( I k, + I)~c2( ]k]+ I). 
k! e 

On remarquera que la premiere in~galitg exprime simplement que la 

s~rie de Taylor de f en w converge dans un voisinage de w. 

D~monstration du lemme 3.]. 

b ll n'y a pas de restriction ~ supposer w = O. Notons 

l D k a k = ~ f(O) , (k e~ n) les coefficients de Taylor de f g l'origine. 

On consid~re un polydisque D(O,r) au voisinage duquel f est analytique, 

et on note If] r le maximum de f sur ce polydisque. Les in~galit~s de 

Cauchy : 

lakl ~ r ~ Ik] iflr pour tout k e~ n 

entra~nent la premiere in~galit~. Supposons maintenant que f est enti~re 
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d'ordre strict,4 ~ ; pour tout r ~ 1, on a 

r e Log [a k I g - Ikl Log r + c 2 , 

o~ c 2 ne d~pend que de f (on a supposg w = O) 

Choisissons r = [kl I/~ ; on obtient 

I ] k ]  Log Ikl + c 2 Ikl  la l - 
pour ~k~ suffisamment grand, ce qui permet de conclure 

Remarque 3.2. Inversement, s i (ak) k ~n est une suite (index~e 

par ~n) de nombres complexes, telle que 

~ Ikl 
pour Ikl suffisamment grand, avec ~ >0, alors lakl~ [kl 

la fonction 

k 
f(z) = ~ a k z 

k~[N n 

1 
est entigre dans £n, d'ordre strict ,4 ~ . 

~Pour le d~montrer on ~crit (formellement) 

K 
llf[[R4(~--~ [akl) R ° + ~K ~ (K + l) n RK 

Xlkl <Ko = o KXK 

et, pour K suffisamment grand, on majore 

(K + I) n --RK (e3 RI/X)XK ' 
K% K par d o~ 

(XK) ~K ' 

lJfllR ~ exp(c4 R I/N) pour tout R > ] 4 

Jointe au lemme 3.1., la remarque 3.2. montre que l'on a, pour 

I f enti~re dans cn et a k = ~ Dkf(o) : 

Log Log~fll R Ikl Log Ikl 
lim sup (3.3.) lim sup Log R hoglak] 

--~+~ Ikl - - + - ~  

Pour les applications que nous avons en rue, nous allons utiliser 

le lemme 3.1. pour ~tudier la croissance des coefficients de Taylor de 

41 
f~ L'in~galit~ que nous obtiendrons dans le fonctions du type fl . . . .  

cas de fonctions analytiques au voisinage d'un point est essentiellement 

celle de ~] prop. 1 bis, qui est un raffinement de [7] , chap. II, 

formule (21). Dans le cas de fonctions enti~res d'ordre fini, nous ob- 

tiendrons des estimations meilleures, et c'est cette amelioration qui 
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nous permet d'avoir des majorations plus pr~clses que celles de Straus 

(ce point est en particulier fondamental pour obtenir le corollaire 1.3.). 

Commengons par des fonctions du type f~ 

LEMME 3.4. - Soit f une fonction analytique au voisinage d'un point 

w ~¢ n II existe c I >0 tel que, pour tout A, K entiers positifs, et ~m;q, 

k e~q n, 0~<~, Ikl = K, on ait 

Logl~-- , D k f~(w) I .< el (K + A)+ n ALog(K + I) 

De plus, si f est entigre dans ¢n, d'ordre strict g~, il existe c 2 tel 

que 

maXo,<~ALog ! (w) ~ - --~ K Log(~ + 1) + c 2(K + A) + n ~ Log(K + I) 

Ikl = 

D~monstration. 

~On ~crit la formule de Leibnitz : 

x 

~! gl +. ..+){~=k j=1 Xj. f ' 

o~ la somme est ~tendue g l'ensemble des ()~l ,...,~%) ~ ~qn~ avee 

)~l+...+ ~X= k ; le nombre de termes de cette somme est major~ par 

nA 
(K + I) . D'apr~s le lemme 3. I . 

Log ]~ I I D}~j I j=l ]~j,. f(w) ~ c I = (IEOI +I> 4c](K +A), 

ce qui donne la premiere in~galit~. 

Supposons maintenant f enti~re d'ordre strict ~@; le lemme 3.1. 

donne alors 

)~ 1 [D ){j f(w) [ $ l~jl Log(IXjl +])+ c2(IMjI+ I) eogr7 77 
J=J j. 

4 -  ~ K L o g (  + 1) + c2(K +A ). 

L a  d e r n i ~ r e  i n f i g a i i t f i  p r o v i e n t  d e  l a  c o n v e x i t f i  d e  l a  c o u r b e  

y = x L o g ( x  + 1)  : s i  X l , . . .  , x}, ( a v e c ) ~ l )  s o n t  d e s  n o m b r e s  r f i e l s  } O ,  

= a v e c  x 1 + . . .  + x h X , o n  a 

X 
x 

X Log(-C + 1) 4 ~ x. Log(x, + I) 
A 3=I J J 
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LEMME 3.5. - Soient fl ''" " 'f~ des fonctions analytiques dans un 

voisinage d'un point we¢ n. II existe un nombre c5 > O ayant la propri~t~ 

suivante. Soient /~l ' " " " ,A~, K des entiers rationnels positifs ; pour 

~j ~j __ ~qn 
0 ~ ~< (I ~< j ~) et k~ ,Ikl = K , on a 

I k A1 ~ I + (~, /~j)(c 5 Log k]--! D (fl "''f )(w) $ c 5 K + n Log(K + l)) 
j=l 

De plus, si fl,... ,f~ sont routes des fonctions enti~res,d'ordre strict 

.< ~1 ,. • . , @~ respectivement, alors pour tout r~el ~ dans l'intervalle 

0 <% <I, on a 

Log]kl D k ~I .f )(w)I~_(l_.0K min ~I Log(TK + (fl "" +l + c 5 K + (~ Aj)(c 5 n Log(K+l)). 

D~monstration. 

,On ~crit encore une lois la formule de Leibnitz : 

~! Dk(f I ...f~ ) , j 
)~i+...+)~=k J=! ~--~ D 

Le hombre de termes de la somme est au plus (K + I) , que l'on majore 

par exp(c 6 K) . La premiere in~galit~ est alors immgdiate g partir du 

lemme 3.4. Pour obtenir la deuxi~me in~galit~, on minore 

j=l ej IXJl Log ( -- + I) 

1 1 Z____~K et en remarquant en ne consid~rant que les j pour lesquels ~j ~ ~ , 

que la somme de ces l)~j Iest sup~rieure ~ (l - T)K ~ 

Afin de pouvoir introduire la notion d'ordre pour une fonction 

m~romorphe, il faut d'abord dgmontrer le lemme suivant. 

LEMME 3.6. - Soient g et h deux fonctions enti~res non identique- 

ment nulles d'ordre strict ~e " On suppose que g/h est entigre. A lors 

g/h est d'ordre strict ~ @. 

Autrement dlt si f et h sont des fonetions enti~res non nulles, et 

si fh et h sont d'ordre strict~@, alors f est d'ordre strict~@, 

D~monstration (d'apr~s [5] , lemme 7.4.10 et propositions7.4.11 , 

7.4.12). 

Pour x ~, x ~O, on note Log+ x = max~og x, O} , et 
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Log_x = max{-Log x, O} . 

D~signons par ~(v, O, r) la moyenne d'une fonction v sur la sphere 

l]zll = r de centre 0 et de rayon r > O. 

Quitte ~ translater l'origine, on peut supposer h(O) # O. Comme 

Log÷ l 1 Log÷ Igb+ Log Lhl, 

et que, Log lhl ~tant sous~harmonique, 

Loglh(O)l~(Loglhl , O, r) = %(Log+ lhl , O, r) - ~(Log_ lhl , O,r), 

on a 

~Log+l~l , O, r)~ ~ (Log+ Igl, O, r) + ~(Log+lhl, O, r)- Loglh(O) I 

D'autre part on a ~videmment 

et ~(Log+ lhl O, r) ~Log lhl r ~(Log+ Igl , O,r) ~Loglglr , 

Enfin, en exprimant par la formule de Poisson la fonction harmonique H 

qui prend les valeurs Log~l~I sum la sphere llz'I = r , et en ~crivant 

Logl l   on  rouve 

Log l~Ir ~ 3"22n-2 %(Log+ I~], O, r). 

D'o~ finalement 

Logl~Ir ~ 22n(Loglglr + Loglhlr - Log lh(O)l). ~ 

Ce lemme 3.6. nous autorise ~ introduire la dfifinition suivante : 

D~FINITION. Une fonction f, m~romorphe dans cn, est dite d'ordre 

strict $@ s'il existe deux fonctions enti~res g, h , d'ordre strict~@ , 

telles que f = g/h. 

Contrairement au cas des fonctions enti~res, l'ordre d'une fonction 

m~romorphe dans cn , nest pas d~termin~ par la d~croissance des coeffi~ 

cients de Taylor en un point r~gulier (consid~rer par exemple I/(l-Zl)). 

Au § I, nous avons consid~r~ des fonctions transcendantes ; rap- 

pelons qu'une fonction f, analytique au voisinage d'un point w ~¢n, est 

dite alg~brique s'il existe P ~ ¢ [Xl ,...,Xn+l] , P ~ O, tel que 

P(z, f(z)) ~ 0 au voisinage de w . Une fonction qui n'est pas alg~brique 

est dire transcendante (En fait nous pourrions nous limiter g ne 
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consid~rer que des polynSmes ~ coefficients alg~briques). Bien que le 

lemme suivant soit probablement classique, il semble opportun d'en ~crire 

une dgmonstration. 

LEMME 3.7. - Les seules fonctions enti~res dans Cn et alggbriques, 

sont les polyn$mes. Les seules fonctions mgromorphes dans cn et alg~bri- 

ques sont les fractions rationnelles. 

D~monstration. 

~Soit f une fonction m~romorphe dans ~n, a!g~brique : 

Po f k  + . . .  + P k - 1  f + Pk = O, Po ~ O. 

Montrons d~jg que P 
o 

fonctions enti~res 

f est enti~re. Eerivons f = g/h, o~ g et h sont deux 

Montrons que, en tout point w e cn, on a (avec les notations de [I0]) 

~p g(W) ~ ~h(W) , 
o 

ce q u i  p e r m e t t r a  de  c o n c l u r e  g r a c e  au  t h f i o r ~ m e  de  C o u s i n  d a n s  c n  Comme 

~p g(W) = ~p (w) + ~g(W) , il suffit de consid~rer w ~ cn tel que 
o o 

@h(W)>~g(w) 

Comme 

PO gk = - pl h gk-l_. " " Pk hk 

on a 

o(W) + k %(w)~/ minl~<k].f4~.h(W) + (k-~)~g(W)} , 

donc 

~Po(W) + ~g(W) >/ minl~k (( "~- I) (~h(W) - ~Dg(W))} + ~(w) ~ ~h(W).. 

Donc la f o n c t i o n  F = P f e s t  e n t i ~ _ r e  , e t  v f i r i f i e  
o 

F k-I + P P2 Fk-2 . pk-I Pk O. Fk + PI o +'" + o = 

Pour r grand, soit w ~C n, ~lw ~ = r , tel que IF(w)l IFIr ; on constate 

alors que IFi crolt comme une puissance de r, donc F est un polynSme. r 

E n f i n  i l  e s t  c l a i r  q u ' u n e  f o n e t i o n  r a t i o n n e l l e  e n t i ~ r e  e s t  u n  p o l y n S m e . . ~  



121 

§ 4. D~monstration du th~or~me 2.2. (Partie arithm~tique). 

Nous allons effectuer la partie arithm~tique de la d~monstration 

du th~or~me 2.2., la fin de la d~monstration ~tant report~e au § 5. 

Pour cela, nous consid~rons un sous-ensemble fini S de cn, dont 

tous les ~l~ments w v~rifient les hypotheses i, 2 et 3 du th~or~me 2.2. 

Soit ~>0, et soit ~ = f( e! + "'" +~) + E dans le eas ggn~ral, et 

= ~( @l + "'" + ~) - ( ~- I) + ~ quand les fonctions f],..., f~ sont 

enti~res. Notre but est de d~montrer le r~sultat suivant.(Les notations 

sont celles de [I0] ). 

LEMME 4.1. - Ii existe une suite (~N) de fonctions enti~res non 

i d e n t i q u e s  ~ 0 d a n s  c n  e t  i l  e x i s t e  u n e  s u i t e  (M N) d ' e n t i e r s  p o s i t i f s  ) ) 

avec M N ~N, telles que 

1. P o u r  t o u t  k ~ n  I k ] < M  N , e t  w ~ S  
) _ _  ) 

D k ~N(W) = O . 

2. Pour tout r > O, on a 

~N(O, r) $ ( ~ + o(I)) M N quand N --~. 

Tout le reste de ce paragraphe est consacr~ ~ la d~monstration du 

lemme 4.1. 

Manifestement, il n'y a pas de restriction ~ supposer que les fonc- 

tions fl,... ,f~ sont d'ordre strict inf~rieur ou ~gal ~ ~1'''" 'e~ res- 

pectivement. Pour I g j ,< ~ , notons gj, hj deux fonctions entigres, 

d'ordre strict ~ ej, telles que fj = gj/hj, avee h.j = I si foj est entigre; 

de plus, pour w E S, soit k. ~qn tel que 
j,w k. 

Ikj ,w I = ~h (w) et D j ,w h o (w) # O 
• J 

3 

D~signons par d un entier rationnel positif tel que dw. soit entier al- 
l 

g~brique pour tout w = (Wl ,...,Wn) ~ S et I ~ i ~n -~ + I. 

Soit A un entier suffisamment grand ; on d~signera par $I ''''' El2 

des fonctions positives de ~ qui tendent vers 0 quand A tend vers 
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l'infini ; en particulier, ~ est choisi suffisamment grand pour que 

~8 < ~ / (  el + " ' "  + C ~  ) 

Apr~s avoir choisi ainsi ~ , pour d~montrer le lemme 4.1. , et en par- 

tieulier pour en v~rifier la propri~tg 2, on consid~re un nombre rgel 

r>O, puis on dgsigne par Nun entier suffisamment grand. 

On d~finit des entiers fil ,... ,A~, L, par 

= @i+...+~ • A , I ,<j .< x~ ; 

I ° ] L = N.A n-~ +2 

Par convention, on notera ( ~ , ~) au lieu de ( )k I ..... )~'~I ..... ~n- ~+I 

0 ~ Xj < /~j , (I gj~), 06~ i ,~e, (l ,~i ~<n - ~ + I). Ainsi on ficrira 

~ an lieu de 

4 
A -1 A~-I L - I  L-1 

, o ;  . - -  > - 2  
~'1 =O ~=0 ~n-~+ I =0 

) , 

Nous noterons ~X,~ les fonctions 

C~A,~(z) = fl (z) I. . . . . .  f (z) z 1 Zn_ i)+i 

Nous poserons p = 1 dans le cas gfin~ral (fl '''''fP mfiromorphes), 

1 
et ~ = l (=i+...+~ dans le cas o~ fl ,...,f~ sont enti~res. 

LEMME 4.2. - Soit w = (w I , . . . ,w n) m S. Pour tout k ~IN n, le nombre 

~= D k ~,~(w) appartient au corps de nombres @(Wl ,...,Wn_~+l). De plus 

d(n- ~+])L • =( est entier algfibrique, et le maximum des valeurs absolues 

des coniugu~s de,~ est major~ par 

I~ I~<exp {(p + ~I)K Log K} , 

o__~ K = max {N , Ikl}. 
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D@monstration du lemme 4.2. 

Ecrivons 

I h- ~I 2v n-~+l (~17 i ~ ~i-ki+hl Z / • = ... -- D [fl "" (w) . ~ [ w i , 

hi hn-~ +I i=l m l 

o~ on a not6 h: (h I .... ,hn_~+l, kn_9+ 2 ..... kn) , et o~, pour i~-i-~n-4+l , la 

somme sur h i est ~tendue ~ l'intervalle max( O, ki-~ i )~-hi~k i . On oonstate 

ainsi que ot~ @(w l,...,wn_ v+l ) ' st que d(n-9 +I)L est un d@nominateur de~. 

Majorons ~ : 

)(w l r7 (  m x{ql , ) 
h i=l 

On majore k! par Jkl ~k~ , puis on oonsid~re deux oas. 

Premier oas : ~k| -~ N/Lo~.Alors la premiere partie du lemme 3.5 donne facilement : 

Log~ £1NLogN . 

Deuxi~me cas : ~k ~> N/LogA, Comme 

lh~ ~ ~k| -(n-~+l)LF(l-Lo~)ikl , 

on a, pour "~ = I/Lo~A : 

Log ( ~hl~ +I) > ( fl+... +''] ~ - 62) Log~k~ , (l~-j ~9) ; 

grace au lemme 3.5 e% & la d~finition de ~ , on obtient : 

fl ~ ~v q Log(~.~ }Dh( l...f v )(w) I )~ (r-l+ %)IklLog~kI+Cs~+ (Z ~.)(c 5+nLog(~k~+l)) , 
j=l 

ce qui permet de conelure. 

Nous allons effectuer la d~monstration du lemme 4.1. en 3 pas. 

Premier pas. II existe des entiers rationnels p( ~, ~) non tous 

nuls, major,s par exp( g4 N Log N) en valeur absolue~ tels que la 

fonction 

v~rifie 

D k F(w) = 0 pour tout w ~ S e__~t k ~N n, Ik[ < N. 

~Pour construire ces entiers rationnels, on r~sout le syst~me 

• ~p()% ~ ) ~(n-~+l)L D k ~,~ (w) = O, 

ayant A1 " . . ~) L n- ~+I inconnues P( >k, ~) dans Z j, au plus N n Card S 

~quations, ~ coefficients entiers alg~briques dont les cofljugu~s sont 

major,s en valeur absolue par exp {(p + g5 ) N Log N} , grace au lemme 4.2. 

En utilisant le lemme de Siegel (voir par exemple [9], lemme 1.3.1. et 

exercice 1.3.b.), on obtient le r~sultat d~sir~.-4 
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Deuxigme pas. Soit M = min ~F(W) ~ autrement dit soit M l e 
wES 

ikol p l u s  p e t i t  e n t i e r  t e l  q u ' i l  e x i s t e  w ~ S e t  k ~ , = M,  a v e c  
0 - -  0 

k 
o 

D F(w ) # O. On a M ~N, et 
o k 

Log I D o V(Wo )I~_( ~-1)(~ + ~6 ) M Log M. 

k 
DbEn effet, D o F(w ) est un ~l~ment non nul d'un corps de hombres 

o 

de degr~ ~ ~ sur ~. Un d~nominateur de ce hombre est d (n-~+l)L , et le 

maximum des valeurs absolues des conjugu~s de ce hombre est major~ par 

exp ~(~ + 8 7 ) M Log M ~ , gr$ce an premier pas (M ~N) et an lemme 4.2. 

L'inggalitg de la taille [9] (].2.4.) : 

Log I~[~-(~-]) Log I~I - ~ Log den(~), 

valable pour tout hombre alggbrique ~ non nul de degrg K ~ , donne la 

minoration annonc~e 4 

^. 
Troisigme pas. Soit @ = F ~ h. j . La fonction @ est enti~re, 

j=] J 

non identiquement nulle, et v~rifie 

D k ~(w) = 0 pour tout w ~ S, k ~kN n Ikl ~ M 

et, pour N suffisamment grand (par rapport ~ A et N r), 

(~¢(O,r) ~ ( el+...+ff~)( g~ - p + ] + S 8) M . 

Comme (ffl+...+C~) ( ~ - ~ + 1) + ~ = ~ , le troisi~me pas termi- 

hera la dgmonstration du lemme 4.1. 

~C omme 

= y ~_p()~,~) gj hj ~ i=l z i 

la fonction ~ est enti~re. D'autre part les relations 

D k F(w) = O pour w ~ S, k e [qn, [k I <M, 

provenant de la d~finition de M (deuxi~me pas), impliquent 

D k ~(w) = 0 pour w m S, k ~  n , Ik~KM. 

De plus , si on note 

= k + ~ ' k. k' A. 
o o , .j=1 j ,w j ' 
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o n  a 

k e ~J 
D k'° ~(Wo) = D F(W). T~[Dkj'w h (w)] 

j=1 J ' 
pourvu q~e k .et k. aient gig choisis minimaux pour l'ordre lexicographique (cf.D.W. 

O - -  J,W ..... 

Masser, op.cit.). 

Les inggalit~s de Cauchy montrent alors que 

LogID k'° ~(Wo) I ~ Log l[~llr + (I+ ~9)M Log M ; 

k. 
donc, en tenant compte du deuxi~me pas et du fait que D j,w h. (w) est un 

J 

hombre non nul ne d~pendant pas de N, on obtient 

Log ~ [ ] r  ~ -  (gV ~ ~ + 1 + 810 ) M Log M 

Afin d'~tablir l'in~galit~ d~sir~e, on remarque que, la fonction ~(O,r) 

~tant u.ne fonction monotone non dgcroissante de r, il n'y a pas de res- 

cn 
triction ~ supposer r > max lwl. On utilise alors une variante dans de 

w~S 
la formule de Jensen-Schwarz (cf. lemme 5.4. ci~dessous) : 

~R 
Logll0Ur ~Log II~IIR ~ (I -~)~(O,r)Log ~ , 

avec %= -- ~ , et R = M - ffl+'''+@~ ; on majore I[~IIR en remarquant que, 

par hypoth~se , 

Log max gjl R , lhjlR 

ainsi 

Logll~[IR(lOg(A1...A@ n - ~ + l  

]J 

]+ ~4 N Log N + c ~ /~. R@~+n L Log R~EII M Log M, 
• ] 
]=I 

grace au choix de R. On minore enfin 

lRr i El2) Log M. (I -~) Log 6n par (el+...+e 9 

En composant les diff~rentes estimations , on trouve 

( el +" I..+@~ ~12 ) ®~(O,r) Log M ~ (~p - p + I + $I0 ~ 611)M Log M. 

ce qui termine le troisi~me pas de la d~monstration du lemme 4.1.~ 

Ii est bon de remarquer d~s malntenant que, d~ns le casn = I , le lemme 

4.1. est suffisant pour d~montrer le thgor~me 2.2. ; en effet, si un sous- 

ensemble fini S de ¢ v~rifie les conditions I et 2 du lemme 4.1., alors 

d'apr~s la condition ] on a 

@~N (°'r) ~N .Zard S 
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dgs que r ~max ]wl , donc la condition 2 donne 
waS 

Card S ~ ~. 

Enfin, pour d~montrer la remarque 2.3., il suffit d'utiliser une 

astuce de [9] p. 93 : si ~ alg~brique n'est pas r~el~ l'in~galit~ de 

la taille s'~crit : 

2 Log I~I~ ( ~ - 2) Log I~I- ~Log den( ~ ), 

pour tout ~ ~degr~ de ~, 

§ 5. %gros de fonclions enti~res et h~pe~surf~ces alggbriques. 

Pour terminer la d~monstration du th~orgme 2.2. , il reste ~ voir 

¢n 
que, si un sous-ensemble de est tel que chacune de ses parties finies 

v~rifie les conditions 1 et 2 du lemme 4.1., alors il est contenu dans 

une hypersurface alg~brique de degr~ au plus n~ + 2n . 

Notation. Soient Sun sous-ensemble fini de cn , et ~ un nombre r~el po- 

sitif. Nous dirons que S v~rifie la propri~tg ~ s'il existe une suite 

(~N) de fonctions enti~res non identiques ~ 0 dans cn, et une suite 

(M N) d'entiers positifs, avec M N ~ N, telles que 

1 Pour tout k ~n • , ]kl¢M N , et w ~S , 

D k ~N(W) = O. 

2. Pour tout r > O, on a 

(O,r) ~ (~+o(])) M N quand N ---~. CN 
LEMME 5.1.- Soient Sun sous-ensemble fini de cn ,~ un nombre r~el 

positif et K un entier positif. On suppose que S v~rifie la propri~t~ 

~D . Ii existe alors un polyn$me non nul P, de degr~ ini~rieur ou ~gal 

(n + K - l) ~+ 2n, tel que 

~p( ~ ) ~ K pour tout ~ ~ S 

(Nous dirons que P s'annule sur S avec un ordre sup~rieur ou ~gal g K). 

Pour d~montrer le th~orgme 2.2., on n'utilise ce lemme que dans le 
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cas K = I. Mais l'6nonc6 g6n6ral sera utile plus loin. 

D6monstration du lemme 5.1. 

On reprend la d6monstration de BOMBIERI [3] , p. 282-286. 

Le lemme 7 de [3] permet de construire , grace ~ l'hypothgse ~ , une 

fonction plurisousharmonique V v6rifiant 

V(z) ~ ( ~K + o(1)) eogllzll quand ~zn---~ ~ , 

et 

I 
V(z) $ - (K + o(])) Logliz _----_-~i quand z ---~ ~ S. 

Soit g> O. D'apr&s le th6or~me d'existence de [3] , il existe une fonction 

F enti~re dans ~n, non identique ~ O, telle que 

IFI2 cv -3n e (l + Izl2) ~n 
n 

n - 1 
avec c = 2 - -  + 2 + ~ . 

K 

2 
L'in~galit~ de la moyenne pour la fonction enti~re F 

I I n! I F(Zo) 24 ~n r2n IF(z)[2 ~n < + ~' 

(z r) 
o ~ 

Cn 
pour z e et r >0, entralne 

o 

+ 0o , 

n! 22n [ ]~ 
IF R2 < IT n R 2n z~BSUp{zo,2)R eCV(l + Izl 2)3n FIXe-CV(1+ Izl 2)-3n (On 

IZol =R ~n 
D'oN 

IFI2 $ R c ){K+4n+£ pour R suffisamment grand, ce qui montre que 

F est un polynome de degr~ au plus ~ ){ K+2n+ = (n+K-l)){+2n+ (){K+]). 

Comae ee degrg A est un nombre entier, si on choisit ~ suffisamment petit, 

on en d~duit A ~(n+K-1) ){ +2n . Un calcul analogue au voisinage de ~ m S 

montre que IF(z)l Iz -~i K-l tend vers 0 quand z tend vers ~, donc 

~F(~) >K- l 

Pour que la d~monst~ation du th6or~me 2.2. soit compl~te, il reste 

se d~barrasser de l'hypoth~se de finitude de S. 

LEMME 5.2. ~ Soit S ~n sous-ensemble de cn et ~ un entier positif 
o 

On suppose que toute partie finie de S est contenue dans une hypersur- 
o 
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face alg~brique de degr~. Alors S est contenu dans une hypersurface 
o 

alggbrique de degr~ inf~rieur ou ~gal g ~ . 

D~monstration. 

~Notons ~ l'ensemble des polynSmes de ¢ [z] de degr~@ ~ et de 

hauteur ] ; dans l'espace ¢ [z] des polynSmes, muni de la norme "hauteur", 

un compact. Pour toute partie finie S de S notons ~S ~-[es t l'ensemble 
o ' 

des ~l~ments de ~[qui s'annulent sur S ; d'aprgs l'hypoth~se, ~S est un 

ferm~ non vide de F~. Ecrivons S comme une r~union croissante de parties 
o 

finies S (~) ; comme S' c S" ===~ ~S" ~S''-- l'intersection de ces S (~) est 

non vide. Donc il existe Pi[[tel que P(w) = 0 pour tout w ~S 

La d~monstration du th~or~me 2.2. est ainsi termin~e. 

Nous allons maintenant poursuivre la discussion commenc~e dans [I0] 

sur les possibilit~s de g~n~ralisation g cn du r~sultat classique sui- 

vant (consid~rer par exemple le lemme 6.2.1. de [9] , oO l'infigalit~ 

J R2 - Rle I~1 = R Lzjl~ < e 
~2(z-z.) >/ R2(RI+ ~) ' l ' 

3 

peut ~tre raffin~e en : 

I I 2 z Zj R 2 + R l e  R.2 ' - 

R2(z.zj) >z ~ )  ). 

Si f est une fonction enti~re dans ¢, pour 0 <r <R , on a 

R 2 + r 2 
(5.3.) Log [flr ,¢L°glflR - ~f(O,r) Log 2rR 

Rappelons que ~)f(O,r) est alors le hombre de zgros de f dans le disque 

Nous avons utilis~ au § 4 l'analogue suivant de (5.3.) eu dimension 

sup~rieure. 

LEMME 5.4. - So__~it f une fonction analytique dans un voisinage d'une 

boule BR(O) dans an. Solent % __et r deux nomhres r~els, 0 ¢ ~ <I , r ~R. 

Alors on a 

Log ilfl]r ~Log llfll R - (I-I)~f(O,r)Log--~nR r 
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D~monstration: ~cf. [3] , proposition 4, p. 2734 

(On peut raffiner ce lemme 5.4., mais ce n'est pas utile ici). 

On peut envisager de g~n~raliser (5.3.) d'une autre manigre. 

D'apr~s (5.3.), si S est un sous-ensemble fini de ¢, pour toute fonction 

f, enti~re dans ~, et s'annulant sur S avee un ordre ~ K, et pour tout 

r, R r~els v~rifiant max lw[ 4 r 4 R, on a 
weS 

R2+r 2 
(5.5.) Log Ifir sLog IflR - K Card S Log 

2 r ~ 

Nous avons dit dans l'introduction que la g~n~ralisation naturelle 

de la notion de sous-ensemble fini de ¢ ~tait la notion de sous-ensemble 

de cn contenu dans une hypersurface alg~brique. Pour cette raison nous 

introduisons la notion suivante 

Notation. Soient Sun sous-ensemble fini de Cn, et K un entier po- 

sitif On pose 

~(S,K) = inf~eg P; Pe¢ [z], P ~ O, Dkp(w) = 0 pour tout weS et ke~n, lklcK}. 

Ainsi ¢~(S,K) est le plus petit degr~ des hypersurfaces alg~briques 

passant K fois par S. On notera ~(S) = ~(S,I). 

On a gvidemment ~(S)40~(S,K) ~ K~(S), et, pour n = J , ~(S,K) = K ~CS), 

De plus, comme un polynSme en n variables de degr~ ~ ~ a ( ~ + n) coeffi- 
n 

cients, siA~l est un entier tel que ( ~+ n)• (K + n - I) Card S, alors 
n n 

OO(S,K)~. Ainsi 

¢~.~(S,K) ~(K + n - J)(Card S) I/n - (n - I). 

II est naturel d'esp~rer g&n~raliser (5.5.) ~ ~n en rempla~ant 

K.Card S par ~(S,K). Pour cela, d'aprgs le lemme 5.4., il suffirait 

essentiellement de verifier ~(S,K) ~ ~f(O,r) pour r ~max ]w I et pour toute 
w~S 

cn 
fonction f entigre dans tulle sur S avec un ordre ~K. Une telle in~- 

galit~ n'est pas vraie en g~neral (par exemple pour S = ~(I ,0)} darts ¢2, 

K = I, et f(zl ,z 2) = z] - I , on a ~(S) = Card S = 1 et ~f(O,r) <I pour 

tout r >0. Mais lim ~f(0,r) = I). N~anmoins il semble raisonnable d'~non- 
r ~  

cer la conjecture suivante 
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CONJECTURE 5.6. - Soient Sun sous-ensemble fini de cn et E un nombre 

r~el positif. Ii existe une constante r = r (S, ~ ) telle que pour tout 
o o 

entier K ~ O et pour toute fonction enti~re f s'annulant sur S avec un or- 

dre ~K, on ait 

~f(O,r)~(S,K) - K& pour tout r ~ r ° 

Autrement dit cette conjecture stipule que parmi les fonctions qui s'an- 

nulent sur S, celles qui ont le plus petit ~sont des polynSmes. Comme 

beaucoup de r~sultats de ce paragraphe, cette conjecture est trivialequand 

n~] (avec ro=maxlw} )'Ellew6s serait aussi triviale si on autorisait ro ~ d~- 

pendre de K. 

Voici une premiere justification de la conjecture 5.6. D'abord, si P 

est un polynSme non nul, on dgduit facilement du lemme 5.4., en faisant 

tendre R vers + ~: 

(5.7.) ~p(O,r) ~ deg P pour tout r > O. 

Inversement,si f est une fonction enti~re dans cn vgrifiant 

@f(O,r) ~ C pour tout r > O, 

alors l'ensemble des z~ros de f est contenu dans une hypersurface alg~bri- 

que de degrg ~ C. Ce r~sultat, d~ ~ W.STOLL (cf. [3] , proposition 3 (iii)), 

serait une consequence de la conjecture 5.6. : pour toute partie finie S 

de ~w ~¢ n, f(w) = O} , on aurait ~(S) ~ C, et le lemme 5.2. permet de 

conclure. 

II y a un exemple en dimension n ~2 dans lequel on sait remplacer 

essentiellement K Card S par ~(S,K) dans (5.5.) ; il s'agit du cas 

d'un ensemble produit S = S! ~ ... ~ S d ans c n = ¢ X.o. ~¢ (cf. []O] 
n 

lemme 1.2.). Ii est facile dans ce cas de calculer ~(S,K). 

LEMME 5.8. Soient S 1 .. S des sous-ensembles finis de ¢, et soit 

S = S] x ... × S leur produit dans Cn. 
n 

On a ~(S,K) = K min Card S. 
l~i~n l 



131 

D~monstration. 

Remarquons d'abord que l'in~galitg 

~(S,K) ~ K min Card S i 

IAi4n 

est banale, puisque chaque polynSme 

Pi(z) II (z i _ ~ )K 

aS i 

s'annule sur S avec un ordre ~ K . 

Pour d~montrer l'inggalit~ dans l'autre sens, on procgde par r~cur- 

rence sur n (le eas n = l ~tant trivial) : soit P e ¢ [z] de degr~ stric- 

tement inf~rieur ~ K min Card S. tel que Dkp(w) = 0 pour tout Ikl<K et 
l ~ i ~ n  1 

w e S .  S o i t  w ~ S . L e  p o l y n S m e  
n n 

P<z I . . . .  ,Zn_] , Wn) e¢ [z] . . . . .  Zn_l] 

s'annule sur S l x ... x Sn_ l avec un ordre ~ K, et a un degr~ strictement 

inf~rieur ~ K min Card S. ; d'apr~s l'hypoth~se de r~currence, ce poly- 
l&i~n-l i 

, - .  c n - 1  
nSme est nul. Maintenant soit (z 1 .,Zn_ I) ~ ; le polyn$me 

P ( z ]  , . - .  , Z n _  1 , z n )  e ¢ [ Z n ]  

s ' a n n u l e  s u r  S a v e c  u n  o r d r e  ~ K  , e t  a u n  d e g r ~  s t r i c t e m e n t  i n f ~ r i e u r  
n 

K Card S . D'o~ P -= 0 
n 

Le lemme 5.8. donne des exemples d'ensembles S pour lesquels 

oo(S,K) = K ~o(S) Mais cette relation n'est pas vraie en ggn~ral : 

{c0 , } pour n = 2 et S = ,0) (0 I) • (I ,0) , on a ¢o(S) = 2 , et 

¢o(S,2) = 3 (eonsid~rer le polyn~me z I z2(z ] + z 2 - I)) . 

Nous allons d~montrer le r~sultat suivant : 

~(S,K) 
PROPOSITION 5.9. - Soit Sun sous-ensemble de cn. La suite 

K 

converge vers une limite ~ v~rifiant 
o 

~ ( s )  
n 2 ~ o ¢ ~ ( s ) .  

De plus on a ~(S,K) ~ ~o K pour tout entier K ~ O. 

~ ( s )  
I 1  s e r a i t  u t i l e  d ' a m g l i o r e r  l ' i n ~ g a l i t ~ J L o ~  2 , et de savoir 
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quelle est la meilleure in~galit~ possible. Ii serait ~galement int~- 

ressant de savoir pour quels ensembles finis S on a ~ = ~(S), c'est-~- 
o 

dire ~(S,K) = K. co(S) pour tout K ~ O. 

II est assez surprenant de remarquer que la dgmonstration de la pro- 

position 5.9. repose sur le lemme 5.1., que l'on ~nonce ainsi : 

(5.10.) Si S vgrifie ~ , alors ~(S,K) 6 (n+K-l) ~ +2n ; en partieulier 

~(s) _ 2 
n 

La proposition 5.9. va apparaTtre comme une cons6quence du th6or~me 

suivant , qui 6tablit un lien entre les diff6rents probl~mes que nous 

venons d'6voquer : g6n6raliser (5.5.) ~ cn, minorer ~f(O,r) pour une 

fonction f qui s'annnule sur S ~ l'ordre K, minorer ~(S,K) en fonction 

de K, n at ~(S) ; enfin minorer ~ quand S v6rifie ~ X . 

/ \ 
THEOREME 5.11 . - Soient S un sous-ensemble fini de cn , et ~ un hom- 

bre r6el positif. Les propri6t6s suivantes sont 6quivalentes. 

(i) Pour tout £ >0, il existe une constante rl = r] (S,~, 8 ) telle que 

pour tout entier K positif et pour toute fonction f enti6re darts ¢n, 

nulle sur S avec un ordre ~ K, on ait 

~f(O,r) ~ K(~ - E) pour tout r ~ r] 

(ii) Pour tout ~ avec O< 6< 1,ii existe une constante r2=r2(S,~,E) telle que 

pour tout entier K positif et pour toute fonction f enti~re dans ¢", nulle 

sur S avec un ordre ~ K, on ait 

~R 
Log Iflr ~Log Ifl R - (]-Z)K(~- ~) Log ~ pour tout R ~ r ~r 2. 

(iii) Pour tout entier K posi~if, on a 

~(S,K) ~K~ 

(iv) Pour tout r6el ~ tel que S v~rifie ~ , on a 

~ ~ .  

Remarque. 

Nous montrerons que les proprigt~s (i),...,(iv) prgc~dentes sont 

~quivalentes aux propri~tgs (ii)' et (iii)' suivantes qui sont des 
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consequences triviales des propri~t~s (ii) et (iii) respectivement : 

(ii)' La propri~t~ (ii) est vgrifi~e pour tous les polynSmes f ~ ¢ ~] . 

(iil)' La propri~t~ (iii) est v~rifi~e pour une infinit~ de K. 

Dgmonstration du th~or~me 5.11. 

~ (i) ===~(ii) est une consequence immediate du lemme 5.4. 

(ii)' ===~ (iii) Soit K un entier positif. Soit PK e ¢ [z] un polyn$- 

me non nul, de degrg ~(S,K), nul sur S g l'ordre au moins K. D'apr~s 

(ii)', on a 

~(S,K) ~ K(~ -g ) pour tout 6 > 0 

(comparer avec la d~monstration de (5.7.)). 

(ili)' ==~(iv). D'apr~s (5.10) , si S vgrifie ~ , on a 

¢o(S,K) g (n + K - I) ~+ 2n pour tout K ~I . 

On utilise (iii)', et on fait tendre K vers l'infini. 

(iv) • (i) L'id~e, due g P.LELONG consiste g nier (i) 

Ii existe alors E>O tel que, pour tout entier N > O, il existe une fonc- 

tion entigre ~N non nulle, et un entier K N > 0, avec 

(w) ~ K N pour tout w e S , 

et 

Soit 

@ 

% 
CN = ~N N 

(O,N) { KN(~- ~) . 

, et soit M N = N K N . Alors S v~rifie la propri6t6~_6, 

ce qui contredit (iv). ~ 

Remarque. D'apr~s (5.10.), les propri~t~s pr~c~dentes (i) ,... ,(iv) 

sont v~rifi~es quand on choisitfl- co(S) 2 . 
n 

On en dgduit la proposition 5.9. (soit 3"I ° = lim sup co(S,K)K ; de 
N ---~ oo 

(iii)' =>-(iii), on d~duit ~o(S,K)~fl ° K pour tout K >0), ainsi que le 

corollaire suivant, qui constitue une premiere approche de la conjec- 

ture 5.6. 
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PROPOSITION 5.12. - Sous les hypotheses de la conjecture 5.6., il 

existe r 3 = r3(S, ~ ) tel que 

~f(O,r) ~ K( ~(S)n 2 - E) pour tout r ~ r 3, 

Nous avons indiqn@ un exemple ci-dessus d~un ensemble S pour lequel 

la propri@t~ (iii) n'est pas v@rifi@e avec J$_ = co(S). Inversement, d'apr~s 

le lemme 5.8., quand S est un produit S I x . .. × Sn, la propri@t~ (iii) 

est v~rifi~e avec ~= ~(S) = min Card S. Pour un tel ensemble 
l~i~n i 

S 1 x ... X S , d'apr~s (i), la conjecture 5.6. est vraie. D'autre part on 
n 

sait d~montrer un peu mieux que (ii) dans ce cas : en utilisant des for- 

mules d'interpolation, on peut montrer que r 2 = max ~zll eonvient 
zmS 

(cf. [10] , lemme 1.2.). Un tel raffinement est utile dans certaines ap- 

plications ( [I0] , th6orgme 2.1.). Ici, il nous suffit d'utiliser la 

propri~tfi (ii) du th~or~me 5.11. (avec~= min Card S.) pour d~duire du 
i 

l~i~n 
lemme 4.1. l'finoncfi suivant qui gfinfiralise un rfisultat de [I] : 

/ x 

THEOREME 5.13. Supposons que l'ensemble des w ~ cn vfirifiant les 

conditions 1 , 2, 3 du th~or~me 2.2. contienne un produit S 1 x ... x S n 

Alors 

rain Card S. ~ ~ ( ~I + "'" + ~)" 
1 £ j  4n J 

De plus~ si fl ''''' f~ sont enti~res, alors 

min Card S. ~ f( el + . .. + £ ) - (g- I). 
I ~j ~n J 

Comme la seule proprifitg de ~ que nous ayons utilisfie au § 4 est le 

lemme 5.4., on peut fividemment dfimontrer le thfior~me 5.13. sans utiliser 

aucun des rfisultats de ce § 5, grace au lemme 1.2. de [101 (ou au lemme 2, 

chap. IV, § 2 de ~] ). 

Ce thfior~me 5.13. laisse espfirer une amfilioration future de la con- 

clusion du thfior~me 2.2., sous la forme 

A ~  g (  ~1 + "'" + ev)' 
et, quand f l ' ' ' ' '  f~ sont enti~res, 

~ 4 5  ( ~ + . . .  +~) - (~- ~). 
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