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PROPRIET~S ARITHM~TIqUES DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (III) 

p a r  M i c h e l  W A L D S C H M I D T 

Les deux premieres parties de cette Etude sur les propriEtEs arithm~- 

tiques de fonctions de plusieurs variables sont parues dans ce s~minaire 

d'Analyse (Lecture Notes in Math., vol. 524, p. |O6-129 et vol. 578, p. IO8- 

135). L'expos~ donne le 2l Novembre ]978 ~tait consacr~ ~ une d~monstration 

du th~or~me de Baker (dans le cas reel homog~ne) par la mEthode de Schneider 

en plusieurs variables, et aux r~sultats principaux des chapitres 7 et 8 de 

[ Wa 2] (voir aussi "Transcendence methods" , lecture 9, Queen's papers in 

pure and applied mathematics~Kingston (Ontario), 1979). 

Le texte qui suit est un d~veloppement de la mEthode de Schneider en 

plus|curs variables, consistant en une g~n~ralisation en dimension super|cure 

du th~or~me des six exponentielles. 

Le thEor~me des six exponentielles est l'~nonc~ de transcendance sui- 

vant : soient YI""' T% (resp. %1"''' %d ) des hombres complexes Q-linEaire- 

ment ind~pendants. On suppose ~d>~+ d (c'est-~-dire ~2 , d~3 o~ ~3 , 

d ~2). Alors l'un au moins des nombres exp(~.%.) est transcendant. On en dE- 
| I Jx 

duit que si un hombre complexe x est tel que p soit alg~brique pour une 

infinit~ de nombres premiers p (trois surf|sent), alors x est rationnel. 

Nous Etudions une g~nEralisation ~ plusieurs variables : 

TI' "''' Y~' %l' "'" ' %d sont dans ~n, et on veut montrer que l'un des hom- 

bres exp~@i,%j~ est transcendant, o~T,%> est le produit scala|re dans C n . 

Nous montrerons qu'un le~me de Schwarz conjectur~ dans [ Wa 2 ] permettrait 

d'~tablir ce r~sultat sous l'hypoth~se p(F) B(A)> ~(r) + ~(A),o~ 

F = ~ Y| + "'" + 2T~ , A = @ %| + ... + @~d ' et~est l'exposant de Dirich- 

let g~n~ralis~ d~finl dans [Wa 2] § 1.3. (voir § 3a ci-dessous ; pour n ffi l, 

p(F) = rang~ ~). Nous Etablirons quelques cas particuliers de eerie conjecture. 
x I x 2 

Ainsi nous montrons que si (Xl,X 2) ~2 est tel que Pl P2 solt alg~brique 

pour une infinit~ de couples de nombres premiers pl,P2, alors l'un au moins 

des trois nombres x|, x2, x I + x 2 est rationnel. 

Cette ~tude est motiv~e par un probl~me de WEIL [We] et SERRE [Se] 

sur certains types de caract~res du groupe des classes d'id~les d'un corps 

de nombres alg~briques (§ |). Dans cette direction, nous ~tablirons l'~nonc~ 

suivant. Solent k un corps de nombres, {o} les plongements de K dans ~ , 
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et (x~)~d, o~ d = [k : ~] . On suppose que le rang du groupe des unit~s de 
x d 

k est ~< 2 . Six~(~) ~6~ pour tout ~Ek*, alors (x)6Qu " Si de plus les 

hombres V(~e) ~ appartiennent tous ~ un m~me corps de nombres, alors 
d 

(xo)62 . Pour le probl~me de Well il serait utile de supprimer l'hypoth~se 

que les x a sont r~els (et aussi de supprimer l'hypoth~se sur le rang du grou- 

pe des unit~s de k). 

Nous ~nonqons d'abord quatre probl~mes (A), (Ao) , (B), (C), et nous 

montrons (§ |) les implications (C) =~(B) ==~(A) ==~(Ao). Nous montrons en- 

suite (§ 2) que (B) est un cas particulier de la conjecture de Schanuel, puis 

(§ 3) que (C) est une consequence du lemme de Schwarz conjectural de [Wa 2 ] , 

§ 7.1. Ensuite (§ 4) nous ~non~ons les r~sultats que l'6n peut obtenir sur 

la transcendance des nombres exp<7i, lj> et nous les appliquons aux probl~- 

mes (B) et (C) grace gun lermne de transfert (§ 5) . La d~monstration du 

th~or~me principal (th. 4.1.) est donn~e au § 6. 

§ |. Sur certains t~pes de caract~res du ~rou~e des classes d'id~les 

d'un c0r~s de nombres al~briques. 

a/ Enonc~s des ~robl~mes. 

Soient k un corps de nombres, k%, (| (~ ~r I + r 2) ses compl~t~s pour 

les valuations archim~diennes, hi= [k X : e] ¢~X = I pour ! K X ~<r I , 

~l = 2 pour r I < I ,<r I + r2), ~ des entiers rationnels, ~ des hombres 

r~els, (I~<~ ~ r I + r2), O un nombre r~el et~un ideal non nul de k. Pour 

eek , on note ~ l'image de a dans k X . D'autre part soit kX(~) le sous- 

groupe de k ~ form~ des a/~' o~ a et ~' sont des entiers de k tels que 

~' =- l rood S ~ . Pour ~e kR(4~ ) , on d~finit 

Si ~c_-~ et@x--O pour | <% ~(r I + r2, alors X(e)e~ pour tout 

e k±(~). 

Si, de plus, l'une des deux propri~t~s suivantes est v~rifi~e : 

a)o6~, etIl est pair pour rl(%.<r I + r 2 ; 

b) 2~ est un entier impair, r]=O, eta% est impair pour r]<% _~r I + r 2 ; 

alors il existe des entiers rl, s%~X tels que 

rx s , 

donc il existe un corps de nombres contenant tous les X((~) , ~kX(S) • 

Dans [ We ] , A.WEIL demande si la r~ciproque est vraie. Nous formulons 

cette question sous forme de deux probl~mes. Le premier permettrait de montrer 
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que sixest un caract~re du groupe des classes d'id~les de k pour lequel les coef- 

ficients de la s6rie L de Hecke associ~e g X sont alg6briques, alors X est de type 

(A) au sens de [ We]. 

Probl~me (A). - Si X(~)E~ pour tout ~Ek±(S) , montrer queoEQ et que ~X= 0 

pour I gX,<r I + r 2. 

Le second probl~me concerne le cas o~ les coefficients de la s~rie L de 

Hecke sont dans un corps de nombres fix6; il s'agit de montrer que X est de type 

(A o) au sens de [We] . Nous montrerons que c'est bien le cas si on suppose ~ priori 

que X est de type (A). 

Probl~me (Ao). - S'il existe un cor~s de nombres ' K tel que X(~) E K pour 

tout ~ E k~(~),__ alors 20 E ~, etlx ~ 2~ rood 2 pour r I + 16~r I + r 2. Si de plus 

r I~I, alors ~E~ . 

Nous introduisons deux autres probl~mes dont la solution impliquerait celle 

de (A) (et donc celle de (Ao)) et pour lesquels nous r~soudrons quelques cas parti- 

cullers. Pour les deux probl~mes qui suivent, nous consid6rons des nombres alg~bri- 

ques non nuls ~,x~ ~(I~ %~n, x~ = 1,2,...) et des determinations log~%, de leurs lo- 

garithmes . On consid~re des nombres complexes x l,...,xn, et on suppose que les 

nombres 

~ = 1  X~ ' " 

sont tOuS alg~briques. 

Probl~me (B). - Si les nombres logct%,v , (I 6 %6n , x~ = |,2,...) sont ~- 

l in~airement ind~pendants, alors x%~ pour I$%6n . 

Probl~me (C). Si les ~oints de cn 

(log ~l,v"'" , log ~n,~) , (v= 1,2 .... ) 

song ~-lin6airement ind~pendants ~ alors I, Xl, ... , x n song ~-lin6airement d6pen- 

dants. 

Nous allons ~tablir les liens suivants e~tre ces probl~mes : 

(C) --~(B) =-9-(A) --~(A o) . 

b/ Un ~enmm pr~liminaire. 

Pour ~tablir les liens entre (Ao) , (A) et (B), nous utiliserons le lemme 

suivant . 
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LEMME |.I. - Soient k un corps de hombres, k' une extension de k ga- 

loisiennesur~, e~t~ un ideal entier de k . II existe une suite ~ d'~16ments 

d_eek~( 5 ) , et une suite p~ de hombres premiers deux-~-deux distincts) tel s 

Rue 

a/ p~ se d~eompose totalement dams k' 

b/ il existe un ideal de k au-dessus de p~ , et un seul, ~ , qui divise 

c/~ ne divise pas (cx), e~t (~) est premier ~ ~I(~ ). 
~<~ 

D~monstration. 

a/ Dams chaque elasse d'id~aux de l'anneau des entiers~de k, on 

choisit un ideal entier premier ~. Soit~un ideal entier de k multiple 

de chaeun d'eux et premier ~. Grace au th~or~me de Tschebotareff il 

existe un hombre premier p totalement d~compos~ dams k', avec (p,~) = ]. 

Soit ~ un ideal de k au-dessus de p, soit~ l'id~al entier de k choisi au 

d~but repr6sentant l'inverse de ~ dams le groupe des classes d'id~aux . 

Donc~divise~et par consequent (p,~) = ! . Enfin soit ~ un entier de k 

g~n~rateur de l'id~al ~. Ainsi B est premier ~f, ~ est le semi id6al au- 

dessus de p qui divise B, et ~2 ne divise pas B. 

b/ Par r6eurrenee on va construire une suite Bo, BI, ... d'entiers 

de k premiers ~f, et une suite po,Pl,.., de hombres premiers, tels que 

les propri6t~s a/, b/, c/ soient satisfaites avec ~ remplac~s par B~. 

Pour construire B ° on utilise lea/, pr~c~dent.Une lois construits 

~o,...,~_| , on choisit pour~un multiple des id~aux premiers divisant 

les ~i ' (O ~i ~) ) ainsi que de leurs conjugu~s. 

c/ Comme~/~ est fini, en remplagant la suite (8o' BI"") par une 

suite extraite , on peut supposer 8 m 80 mod~ . Comme 8oeSt inversible dams 

~/f , ~ - 8 /8oEk'(~) . Le lemme I.I. s'en d~dmit facilement. 

c/ Le probl~me (Ao). 

Montrons que le probl~me (Ao) est une eonsfiquence du probl~me (A). On 

suppose done 

X(~)~K pour tout ~kt~) • 
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Soit ~2m une racine primitive 2m-i~me de l'unit~, o~ m est le d~nominateur 

de ~ . Soit k' la cl$ture galoisienne de k(~2m). On peut supposer k'c K 

On pose 

al = fl + 0 pour 1 &l 4r 1 
1 

ar 2 + I = al = ~ fl + (~ pour r l<l.~r! + r 2 

Ainsi en dfisignant par o I,..., o d (d = r I + 2r 2) les d plongements de k 

dans ¢, on a d a. 

V--[ ~) J EK 
j=l (oj 

pour tout~Ek~(~) , et nous allons en d~duire aj6~ pour 1 <.j ~d . On d~si- 

gne par TI,... , Td , les plongements de k' dans ~, avec d' = [k' : Q] , et 

disons Tjlk = ~j pour I; j &d. Notons bj = aj pour I .<j ~<d et bj = O pour 

d (j .~d'. Ainsi 
d' b. 

3=~i (Tj~) 3e K pour tout aek~(~). 
= 

On utilise maintenant la suite (~)) construite au lermne I.I. Soient ~ un 

entier, Fle sous-groupe multiplicatif de k '~ engendr~ par les £d' nombres 

Tj ~ , (I .< j .<d' , I ~ ~).< ~ ). Grace ~ la construction des ~ on v~rifie que le 

groupe de division de F dans k' est F lui-m~me. La th~orie de Kummer montre 

alors que si l'un des nombres rationnels b. n'est pas entier, le corps obte- 
3 

nu en adjoignant ~ k' les nombres 

d' b. 

j=1 

a un degr~ qui tend vers l'infini quand Ztend vers l'infini. Ceci termine la 

dfimonstration. 

d/ Le probl~me (A) co,me consfiquence du probl~me (B). 

On choisit dans k~(y)N ~ trois nombres multiplicativement ind~pen- 

dants. L'hypoth~se X(a)e~ jointe au th~or~me des six exponentielles implique 

(r I + 2r2)q + i 7. nl ~X~@ , 

donc a6Q et 7 nl ~l = O . 

On pose alors n = r| + r 2 - l (c'est le rang du groupe des unit~s de k) 

et on ~crit que pour~Ek:t(~) le nombre 

r]+r2 ~% )-f~ lC~x 
I i 

A= 1 ~ ~,= 1 an+ 1 
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est alg~brique. Utilisant le lemme I.I., on d~finit 

~%,~ = IO~/orl +r2~ [, (l~n, ~ ffi 1,2,...) 

xl= in~ l , (1~n) • 

Pour r~soudre le probl~me (A) il suffit donc de r~soudre le probl~me (B) dans 

dans le cas particulier o~ les x% sont imaginaires purset les e I 9sont r~els. 

Le nombre des variables qui interviendront sera le hombre de Dirichlet de k, 

n = r I + r 2 - I. 

e/ Le probl~me (B)est un cas particulier du probl~me (C). 

Nous allons ~tablir un r~sultat plus precis : pour r~soudre le probl~ 7 

me (B), il suffit que l'on montr% sous les hypotheses qui y figurent~ que 

les hombres I, Xl,... , x n son t ~-lin~airement d~pendants. 

D~monstration. 

On d~montre ceci par r~currence surn. Le casn = Iest banal. On sup- 

pose les hypotheses du th~or~me (B) v~rlfi~es. Om suppose done de plus que 

l'on a d~montr~ la d~pendance lin~aire sur ~ de I, Xl,..., x n • Soit 

I, ~l""' ~r (avec O~ r < n) une base sur ~ du ~ espace vectoriel engendr~ 

par l, xl,..., x n : r 

x% = a% + s~ I bl, s ~s " (l~ l ~ n) . 

Supposons r ~l. Posons 
n 

log 8s,~ = l~ I b%,s log~l,~ , (I ~s~r , ~ ~ I). 

En extrayant une sous-suite d'entiers v , et en rfiordonnant les indices 5, on 

peut supposer que pour tout~l, log ~ ,~,..., log ~,~ sont ~-linfiairement in- 

d~pendants, et que 
t 

ffi Z Cu, j, log ~u,v , (t<j ~r) , 
log ~j ,~ uffil 

avec Cu,j ~ ~ , et lSt~r . L'hypoth~se d'indfipendance linfiaire des 

log ~l~ permet de v~rifier 
t 

= ~ Cu,j, ! log ~u,v' (t<j~r , V~l). log ~j,~ u~l 

On v~rifie aussi que les hombres ~u,~' (I ~u ~t ,v~l) sont ~-lin~airement 

ind~pendants , et que si on pose 
r 

Yu = Xu + E C u , j ,  1 x j  , ( l ~ u ~ t )  , 
j = t + |  
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alors 

t Yu 
~T 8u, ~ 6 ~ pour tout ~ 91 . 
u=l 

Comme I, y], ..., Yt sont ~-lin~airement ind~pendants, l'hypoth~se de r~cur- 

rence donne une contradiction. Doncr = O, et Xl, ... , x n sont rationnels. 

f/ Deux m~thodes duales. 

Ii y a deux m~thodes de transcendance pour attaquer les probl~mes 

(B) et (C). La premiere utilise les fonctions 

z I z n XlZ I + ... + XnZ n 
e ~ o.. • e • e 

etles points de 

~ Y I  + "'" + Zy~+ , . ,  

a v e =  

y9 = (log ~l,~ ..... log ~n,~)ecn , (v~l). 

La deuxi~me utilise les fonctions 
n z 

fg(zl,' z n) = ~ el 9 • ., ~, (~I) , 

~=I 
avec les points de 2 n + ~ (Xl,...,Xn) - 

L'fitude qua nous ferons au § 3 montre qua si on disposait d'un bon 

ler~ne de Schwarz , on pourrait rfisoudre les probl~mes prficfidents par l'une 

ou l'autre des mfithodes. A l'heure actuelle les lemmes de Schwarz que l'on 

connait sont un peu plus prficis dans le cas de sous-groupes de ~n, etles 

conditions diophantiennes qu'ils n~cessitent sont plus faciles ~ v~rifier 

dans le cas de sous-groupes de rang n + I. C'est pourquoi nous dfiveloppe- 

rons surtout la deuxi~me mfithode (§ 4) en supposant (Xl, ..., Xn)ERn 

Avec cette hypoth~se , nous r~soudrons les probl~mes (B) et (C) dans les 

deux cas particuliers suivants : 

a/ n = 2 

b/ le degr~ de transcendance sur ~ de Q(xl,..., x n) est inf~rieur ou figal 

al. 
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§ 2. Lien avec la conjecture de Schanuel. 

Nous m~ntrons d'abord que le probl~me (B) est un cas particulier de 

la conjecture de Schanuel. Puis nous d~finissons un exposant de Dirichlet 

(r) pour les sous-groupes de rang quelcongue de ~n, g~n~ralisant le hombre 

(r , ~n) d~fini dans [Wa 2] , § 1.3. quandr est de type fini. Nous mon- 

trons enfin que la conjecture de Schanuel implique B(L(k~)) =~ quand 

L : k x -->~ rl+r2 est le plongement logarithmique d'un corps de nombres. 

Nous utiliserons uniquement la consequence suivante de la coujecture 

de Schanuel (cf. par exemple [Wa l! , § 7.5.) : si log ~l' ... , log a r sont 

des logarithmes ~-lin~airement ind~pendants de nombres alg~briques, alors 

log el' "''' log ~r sont alg~briquement ind~pendants. 

a/ Le problgme de WElL est un eas particulier de la conjecture de 

Schanuel. 

Nous ~tablissons pour commencer le lemme suivant : 

LE~E 2.1. - Soient log a%,udes logarithmes de hombres al$~briques~ 

1 <%~n+l, I <~ ~n+l. On suppose que les hombres log a%)~ , (I ~ %~n, l~<n+l) 

son ~ ~-lin~airement independents. Si le d~terminant (n+l)x(n+l) 

det(log u%,u) 

est nul, et si la conjecture de Schanue~ est vraie,~ alors les ~l~ments 

(log a%,l .... , log a%,n+l ) , (l~%~n+l) 

d~e C n+l sont ~-lin~airementd~pendants. 

D~monstration. 

Soit n 2 + n + r le rang sur ~ du ~-module engendr~ par les hombres 

log a%~ , (l~%~n+], l~n+|). 

a/ Montrons d'abord que r = O. Apr~s une ~ventuelle permutation, on ~crit pour 

I ~s ¢n+l-r 

n n+| r 
= l Z + log . log an+l,r+ s ~=] U~l as,~, vl°ga~N t~l bs't ~n+],~ 

On d~veloppe le d~terminant sur la derni~re colonne; on obtien~ ainsi un polyn~me 

en logan9 , (14 l¢n , 14v ( n+[ , et %ffi n+l, ]4v ~r) ; si r)l, le coeffi- 

cient de 

log an+l,! (log ~2, l "'" log a n+l,n ) 

est ~gal ~ l, ce qui contredit la conjecture de Schanuel. 
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Donc r = O, et n n+l 

= Z Z as,l, ~ loga~,~ , log C~n+l, s l=l ~=l ( l~  s4n+l). 

b/ On montre que as,l, V = 0 pour9 # s. Pour cela on d~veloppe le d~terminant 

comme un polynSme en log~,9 , (l<%<n , |<v<n+l), on consid~re des entiers 

~o" ~o" s o avec l< ~o< n, l<~ o4n+l, l ~s o~n+l , on choisit n-l entiers 

• " " Jn tels que ~So, ~o' J! . . . . . .  Jn }={l ..... n+l}) Jl .... ' 3~o-I' 3~o +I' " '' "''' J~o 

et on consid~re le coefficient de 

(loga%o,Vo)2 ... loge . log el,Jl ... log ~%o_l,j ~ -I l°galo+l'Jk +I n'3n 
0 0 

Ce coefficient est aso'%o'~o 

d~fini par 

Done as,l, 9 = 0 

log C~n+l, s 

~(~o ) off e est la signature et 0 oE Sn+ 1 est 

o (i) = Ji' I ~icn , i # %o 

~o(Io ) [= ~o" 

~o(n+l) s o. 

pour s # V, et on peut ~crire 
n 

= Z a%, s log o~, s , (l~s ~n+l). 

c/ On montre que a %)s ne d~pend pas de s. Pour simplifier les notations on 

le montre pour %= I. Soient So,S 1 deux entiers distincts entre Iet n+l ; 

on choisit j2,...,j n tels que {s o , s l, j2,...,jn} = {l, 2, ..., n+l} ;dans 

le d~veloppement du dfiterminant le coefficient de 

log ~l,So log al,Sl log ~2,J2 ... log ~ . 
n,J n 

est e(~ o) a l,so + e(~l)a l,sl o~ e(o o) = -e(~l). La conjecture de Schanuel 

implique al,so ffi al,sl . On obtient finalement des nombres rationnels 

a|,... , a n tels que 
n 

= l a% log ~% (l~:s~n+l), log ~n+l,s ~=1 ,s " 

ce qui dfimontre le lemme 2.1. 

L'application au probl~me (B) se fait de la mani~re suivante. Sous 

les hypotheses du probl~me (B), on d~finit 
n 

log ~n+l,~ = E x% log~A, ~ ~ (l~<v~<n+l). 

Le lemme 2.1. entralne alors (si la conjecture de Schanuel est vraie) 
n 

= log ~n+l,v l=Z l al logs~,~ , (l~v ~< n+l) 

et, en admettant la conjecture de Schanuel , le d~terminant de la matrice 

(log ~%,V), (I ~ l, V~n) est non nul. Doric x I = a% pour tout l = I,.., n. 



341 

b/ Exposant de Dirichlet g~n6ralis6 Pour les sous-groupes de rang 

infini. 

Soit Pun sous-groupe de cn . On d~finit 
rang~ SW(P ) 

~(F) = min 
codim W 

quand W parcourt les sous-espaces de cn distincts de cn, et s W est la sur- 

jection canonique cn--~¢n/w. Dire que ~(F) est fini est 4quivalent ~ dire 

qu'il existe un sous-espace W de cn, de codimension I, tel que Sw(F) soit de 

rang fini sur ~. Si F lui-m~me est de type fini, ce coefficient ~(F) coinci- 

de avec le nombre B(F, cn) d~fini dans [Wa~§ 1.3. Dans le cas g~n~ral, 

~(P) =~ si et seulement si pour tout r~el ~ >O, il existe un sous-groupe F' 

dePde type fini tel que ~(P')>~ (on utilise un argument de compacit~). 

c/ Consequence de la GonjectuFe d e Schanuel. 

Soit L : k ~ >~ rl+r2 le plongement logarithmique d'un corps de nom- 

bres k. Montrons que la conjecture de Sehanuel implique ~(L(kX)) = ~. 

D'apr~s le le~me I.I.~ il suffit d'6tablir le r~sultat suivant . 

LEMME 2.2. - Soient log~l,v , (I < %~n, I KVK~) des logarithmes 

~-lin~airement ind6pendantsude n0mbres ' al~6briques~ avec £~ n . On d6finit 

yv = (log al,~ .... , log an,~) , (l~v ~ £), 

et 

F = ~ YI + " ' "  + ~ Y~ C c n  

Si la conjecture de Schanuel est yraie~ alors ~(P) = ~ . 

D~monstration. 

a/ Soient 61, ..., 6 r des ~l~ments ~-lin6airement ind~pendants de F, 

O~r ~<£. II existe des ~16ments 6r+ I, ... ,~£ de F , tels que 6 I, ..., 6£ 

soient ~-lin~airement ind~pendanas, et tels que si on 6crit 

~'3 = (log 81 ,~, ... , log 8n,j) , (l ~j ~ ~), 

alors les n£ nombres log 8%,j sont @-lin~airement ind~pendants. 

On d~montre ce r~sultat par r~currence sur r) le cas r = 0 ~tant ba- 

nal . Grace ~ l'hypoth~se de r~currence on peut supposer 6j = yj pour 

l~<j <r. Notons 

= ~ hj yj . 

~r  j=l 

Corame 61,..., 6 r sont Q-lin6airement ind~pendants, il n'y a pas de restric- 

tion ~ supposer h r # O. On d~finit alors 6j = yj pour r + I~ j ,< £. On a 
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ainsi pour l~<k~n 

log~,j = log~j pour j # r, I (j 4 £ 

et 

log = E h. log~,j . 
8~'r j=1 J 

On en d~duit facilement le r~sultat annonc~. 

b/ Solent ~l' "'"' ~r des ~l~ments Q-lin~airement ind~pendants de F, 

avec r~<n . Si la conjecture de Schanuel est vraie, alors ~l' "''' ~r sont 

C-lln~airement ind~pendant s. 

En effet le rang de la matrice (log ~k,J~_ l~A(n, l (j (r est alors 

~gal ~ r. 

c/ Soit W un sous-espace de ~n de dimension r, avec O(r<n . Grace 

b/, la conjecture de Schanuel implique rang~ FNW<r , donc 

£-r 
]/(F) = min 

n - r n 
o(r<n 
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§ 3. Consequences d'un 19me de Schwarz conjectural. 

S o i e n t  r = ~ y l  + " ' "  + @ y £ e t A  ffi ~ i  + " ' "  + 2 ~d  d e u x  s o u s - g r o u p e s  

de  t y p e  f i n i  de  ~n de  r a n g  £ e t  d r e s p e c t i v e m e n t .  On c h e r c h e  a m o n t r e r  q u e ,  

s o u s  d e s  h y p o t h a s e s  c o n v e n a b l e s ,  l ' u n  d e s  n o m b r e s  

exp <~, y> , ( k E A,yEF) 

est transcendant. On ~tudie ici les consequences de la conjecture 7.1.IO de 

[Wa 2] (on montre en particulier qu'elle permettrait de r~soudre le probl~me 

( C ) ,  

La conjecture 7.1.lO de [Wa 2] stipule que F satisfait un lemme de 

Schwarz avec l'exposant B(F) - e pour tout e>O. Nous supposons cette con- 

jecture vraie ; nous supposons de plus que les hombres 

exp< ~, ~ > , ( ~eA • y e r ) 

sont alg~briques, et nous en tirons les consequences. 

Consequence 1. ~(r) ~ + I. 

Cette in~galit~ r~sulte du th~or~me 8.3.l. de [Wa 2]. 

Consequence 2. ~(F)~(A) ~ U(Y) + u(A) • 

Pour cela nous utiliserons le le~e suivant (mentionn~ dans [Wa 2] 

§ 2.5b et § 8.2c). 

LEMME 3.1. - Soit W un sous-espace de cn Les fonctions 

exp< y, z> , (y6 F) , restreintes ~ W, ensendrent un corps de desr~ de trans- 

cendance )~(F) dimcW . 

D~monstration du lenlne 3.1. 

cn  cr une base de W sur ~ ; soit p : --+ l'application Soit Wl,... , w r 

d~finie par 

p(x) = (<x,w]> , ..., <X,Wr>) - 

Le degr~ de transcendance sur¢ du corps engendr~ par les restrictions ~ W 

des fonctions exp<y, z> , ( yer ) est ~gal au rang de p(r) , et 
rang~ p(r) 

~(r)~ dime W 

D~monstration de la consequence 2. 

D'apr~s le lemme 1.3.1. de [Wa 2] , il existe un sous-groupe P' de r 

de rang ~'contenu dans un sous-espace W de ~n de dimension n' tel que 
£' £ 

~ ( r ' ,  W) ffi ~, ~E " 

D'apr~s le lemme 3.1., parmi les fonctions exp<~, z > , ~6 A, restreintes 
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W, il yen a au moins d' ~n' 

s~quence l on d~duit 

~ , ~ -  + 1  , 

done ~(A)~% - n " Comme ~(r) 4 K 

d 
Cons~Ruence 3. ~(r) gd - n et 

B(A) alg~briquement ind~pendantes. De la con- 

, on obtient l'in~galit~ annonc~e. 

£ 
~(A) < ~ • 

Nous avons d~j~ montr~ la deuxi~me in~galit~ ~ partir de la consequen- 

ce I (et la premiere in~galit~ s'en d~duit par sym~trie) mais il est facile 

de les d~duire toutes deux directement de la consequence 2 par r~currence 

surn en utilisant le lemme 1.3.1. de [Wa 2] . 

Consequence 4. Dans le probl~me (C) , il suffit de faire varier x) de 1 
2 

n +n+ I. 

En effet, choisissonsA= 2 n + ~(Xl,... , Xn) , d = n+l, 

Yx) = (log e I,~, ... , log en, X;) , I ~ x)~<i, Z = n 2 + n + 1 , 

F = ~ YI + "'" + ~ Y£ " Par hypoth~se les nombres e <Y'I> sont alg~briques, 

donc 

u(A)¢ < 1 +n" 

Donc I, x I ,..., x sont ~-lin~airement d~pendants. 
II 

Consequence 5. Sous les hypotheses du probl~m e (B), en notant 

y~) = (log el,x) .... , log Ctn,x) )ecn • (9 >i I) 

et 

y = ~71 + ... + ~y + ... , 

on a 

~ ( r )  = = .  

En particulier on en d~duirait ~(L(k~)) =~pour le plongement logarithmique L 

d'un corps de nombres k, r~sultat que l'on avait aussi dfiduit de la conjec- 

ture de Schanuel. II peut ~tre intfiressant d~ noter (pour une fiventuelle 

r~currence ult~rieure) que la d~monstration de la consequence 5 utilise un 

lenmae de Schwarz 7. I. IO. en n-I variables. (En particulier la consequence 5 

devient un thfior~me pour n = 2). 

Dfimonstration. Si West un sous-espace de ~n de codimension I tel que 

Sw(r) soit de rang fini sur ~, on construit une suite (61,... , 6 , .., ) 
x) 

d'fiifiments de Fr3W tels que 

= (log ~1 "" , ~u ,U' ., log 8 n U ) ' ( x)~] ) 
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o~ les nombres log BI, v (l~%~n ~ ~I) sont @-lin~airement independants. 

On Ecrit que les ~appartiennent g W, et on est ramene a rEsoudre le probl~- 

me (B) (avec n remplac~ par n-l), ce qui est possible grace ~ la consequen- 

ce 4 (avec n remplacE par n-I). 

§ 4. EnoncEs des rEsultats. 

ConsidErons de nouveau deux sous-groupes de type fini de C n de 

rang£ et d respectivement , 

P = ~Yl + " ' "  + 2Y~ 

A = Z t  1 + . . .  + 2 1 d .  

S i  on s a i t  ~ p r i o r i  que r s a t i s f a i t  un  lerame de Schwarz avec un e x p o s a n t  

~ > }  + l ,  a l o r s  l e  theor~me 8 . 3 .  I .  de [~a 2] donne l a  t r a n s c e n d a n c e  de 1 ' u n  

des nombres exp<l i , Yj> , (l ~i¢ d , I< j ~). SiZ = n+ l, il suffit de 

connaltre un lemme de Schwarz avec un exposant~>1 pour obtenir la conclu- 
, .  n + l .  

sion d~s que d est suffisamment grand ~d>~rg-~) • 

Dans [Wa 23 nous avons montrE comment verifier un lemme de Schwarz 

pour F connaissant un coefficient de densitE. La definition de ce coefficient 

(cf. [Wa ~, § 1.3.) requiert une propriEtE pour tousles FN, N ~lo Ici nous 

supposerons seulement que cette propriEtE est vraie pour une infinlt~ de N, 

et nous appellerons la condition suivante h[poth~se faible de densitY. Nous 

l'Enon~ons seulement dans le cas F c ~n mais une Etude similaire peut ~tre 

faite dans C n = ~2n . 

Hypoth~se. II existe deux nombres reels positifs cet ¢ tels que pour une in- 

finite d'entiers N ~I, on air la propriete suivante : pour tout ~6~ n avec 

I~] $ I, il existe y E F N tel que 

NI-< 

THEOR~ME 4. I. - Si K> d , alors l'un des nombres exp < li, yj > 

est transcendant. 

Nous allons donner plusieurs consequences de ce resultat, nous 

d~montrerons ensuite les corollaires en utilisant un lemme de transfert 

(§ 5), et nous demontrerons le theor~me 4.1. au § 6. 

Quand ~ = n+l, l'hypoth~se est equivalente g la suivante : 

YI' "''' Yn sont ~-lineairement indEpendants , et si on ecrit 

Yn+l = Xl YI + "'" + Xn Yn ' alors il existe une infinite d'entiers H tels 
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que 

+ . + H 1 / ( 1 - ~ )  
]h ° + hlX I .. hnX n] >c 2 

pour tout ho, ..., h entiers rationnels non tous nuls de valeurs absolues 
n d 

inf6rieures ~ H (cf. § 5 ci-dessous). La condition K >~-n revient alors 

dire que le nombre C = 1/(K-I) v~rifie C < ! - I. 
n 

COROLLAIRE 4.2. - Soient Xl, ..., x n des nombres r6els. 

Soient log ~j,~ (I ~ j ~ n , I ~d) des logarithmes de nombres a lg~briques. 

Q n suppose que dans C nles d vecteurs 

( l o g  ~ 1 , ~  . . . . .  l o g  ~ n , ~ )  , ( !  ~ d )  

son t ~-lin~airement ind~pendants. Si les d nombres 
n x, 

~--~ ~j3 (I~ ~ <d) 
j=! ,~ ' 

sont alg~briques, alors pour tout C>0 v~rifiant C<~ - I, il existe un 
....... n 

entier H ° tel que pour tout H~H ° l'in~galit~ 

]h o + h|x I + ... + hnXn]<H-C 

ait une solution (ho, ..., hn)E ~n+l avec 

0<max [Nil< H . 
0~i<n 

Le r~sultat est non trivial si on peut choisir C> n. D'autre part 

pour n = 1 et d = 3 on obtient le th~or~me des six exponentielles dans le 

cas x I ~ ~. 

Le casn = 2 est sp~c~alement int~ressant. 

COROLLAIRE 4.3. - Avec les hypotheses du corollaire 4.2., on suppo- 

se n = 2 e_~t d infini. Alors I, Xl, x 2 son___~t ~-lin~airement d~pendants. 

On en d~duit in=n~diatement une solution du probl~me (C) dans le cas 

R 2 . n = 2, (Xl,X2)E De plus le corollaire 4.3. montre que sous des hypothe- 

ses naturelles une matrice 3 ×~ dont les coefficients sont des logarithmes 

de hombres alg~briques r~els a un rang ~gal ~ 3. 

Nous d6duirons du corollaire 4.3. les deux r~sultats suivants an- 

nonces darts l'introductlon. 

COROLLAIRE 4.4. - Sixl,x 2 sont deux nombres r~els tels que 

x I x 2 
Pl P2 soit alg~brique pour une infinit~ de couples de nombres premiers 

pl,P2, alors l'un au moins des trois nombres Xl,X2,Xl+X 2 est rationnel. 

COROLLAIRE 4.5. - Soit k un .corps de nombres de degr~ d do nt le 

rang du groupe des unit~s est,2. Soit(o}l'ensemble des plongements de k 

dans ~ , et soit (x)E~ d. On suppose que pour tout ~Ek ~ il existe des 
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des dfiterminations log ~ des lo~arithmes des conjugu~s ~ d_ee~ telles que 

[~( ~a)x~. Alors 6~ d. ( x )  

Nous montrerons aussi que sous les hypotheses du probl~me (C) dans 

le cas (Xl, ..., Xn) 6~n, si on suppose que le corps ~(Xl, ..., x n) a un 

degrfi de transcendance sur ~ inffirieur ou figal ~ I, alors I, Xl,... , x n sont 

~-linfiairement dfipendants. De plus 

COROLLAIRE 4.6. - Sous les hypotheses du corollaire 4.2.~ on suppo- 

se x. = x 3", (I~< j ~n), et d >z3n 2 + n + 1 . Alors x est alg~brique de degr~ 
-- 3 

x< n. 

D~monstrations des eorollaires. 

I/ Pour d~duire le corollaire 4.2. du th~or~me 4.1., on pose 

r = 2 n + 2(x I .... , x n) , 

A = • t 1 + ... + I d 
o~ 

= . . .  log ( i  ~ ~ ~ d) ~ (log ~I,~' ' ~n,~ )' 

et on utilise le leam~e de transfert ci-dessous (corollalre 5.2.). 

2/ D~montrons le corollaire 4.3.. On suppose done n = 2, et 

I, x I, x 2 ~-lin~airement ind~pendants. On pose 

logS= Xl log eLI, 1 + x 2 log ~2,| ; 

ainsi 8 est alg~brique. D'apr~s le th~or~me de Baker et Feldman (cf. par 

exemple [Wa I] , th~or~me 8.4.1.) il existe un nombre CI> 0 effeetivement 

calculable ne d~pendant que de log ~I,I' log ~2,!' log 8, tel que si 

(bo, bl, b2)6!~ 3 v~rifient 
-C 1 

[bo logS+ b I log C~l, 1 + b 2 log e2,11<B 

avee B = max {[b ° ,Ibll , [b21 , 2} , alors 

b ° logS+ b I log c~l, 1 + b 2 log ~2,1 = O. 

Soit C >2 C 1 + |. D'apr~s le corollaire 2 avec d >2(C+I), pour tout H~H ° 

il existe trois entiers rationnels non tous nuls tels que 

lho + hlX l + h2x21<H-C , 

et 

O<max [~ , <H 
j=O,l j " 

On supposera, ee qui ne restreint pas la g~n~ralit~, que ho,hl,h 2 sont pre- 

miers entre eux dans leur ensemble. On ~crit %a relation pr~c~dente pour 

H'=H+I: 
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On pose 

et on remarque que 

et 

Ih~ * hlx ] + h~x21< (H + I) -C 

OKmax lh~I<H + I . 
j=O,l,2 3 

b ° = hlh ~ - hlh 2 

b I = hoh ~ - h~h 2 

b 2 = hlh ~ - h~h ° , 

max{Ibol, Ibll, Ib21}~2H 2 

IboX I + bll<BH-(C-l) 

IboX 2 + D21<BH--(C--I) , 

done 

Jb ° log B+ b I log ~I + b2 log ~21< 3(flog all + flog ~21) H -(C-I) 

D~s que H est suffisamment grand, disons H bHl, (avec H I ~H o) on en 

d~duit 

b ° log~+ b I log ~I,I + b2 log ~2,1 = O. 

Montrons que (bo,bl,b2) = (O,O,O). Sinon log B, log ~I,I' log ~2,1 sont 

~-lin~airement dSpendants, et on distingue deux cas 

a) log ~],| , log ~2,1 sont @-lin&airement ind&pendants ; il existe alors 

un couple unique (r,s)EQ×~ tel que bl b2 

log ~+ r log ~I,I + s log ~2,1 = O, done ~ - = r, ~-- = s, ce qui est ineompa- 
o o 

tible pour H suffisar~nent grand (H ~H 2) avec les inSgalit&s 

+ b j j < B H  - ( c - l )  , ( j  = 1 , 2)  

car (Xl, x2)~ ~_oXj!b 

b) log ~2,1 = r log ~I,I , avee rE~. Alors 

b ° log ~= - (b I + rb 2) log ~I,I 

= bo(X I + r x 2) log ~I,I " 

ce qui eontredit notre hypoth&se sur l'ind~pendance lin~aire I, Xl, x2. 

Ainsi, pour tout H ~H2, on a b ° = b I = b 2 = O, done 
I (ho, hl, h 2) = (h~, h I, h~).En &crivant cela pour H = H2, H 2 + I, ... , on 

en d~duit h ° + hlX I + h2x 2 = O, d'o~ la contradiction. 
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x I x 2 
3/ Supposons que (xl, x2)C~ 2 soit tel que Pl P2 E ~ pour une 

infinit~ de (Pl' P2 ) premiers. D'apr~s le corollaire 4.3. il existe 

(a, b, c)E ~3 avec (a, b) ~ (0, O) et ax I + bx 2 = c . Alors 
x 

(p~ p~a) l E ~ . 

Si a et b sont tous deux diff~rents de O, on d~duit alors du th6o- 

r~me des six exponentielles a = b, x I + x 2E~, et de plus Pl = P2 pour 

tousles couples (Pl' P2 )' sauf peut-~tre deux. 

Si par exemple b = 0, alors a # 0, et x!E ~ ; de plus les nombres 

P2 prennent au plus deux valeurs distinctes, d'apr~s le th~or~me des six 

exponentielles. 

On notera que, compte-tenu des r~sultats explicites actuels de 

la m6thode de BAKER, si l'une des relations du corollaire 4.4. est par exem- 
Xl 

pie 2 3 x2 = 5, alors le nombre de couples (pl,p2) que l'on doit utiliser 

pour obtenir la conclusion (c'est-~-dire le nombre d dans le corollaire 4.2.) 

est de l'ordre de 270 . 

4/ La d~monstration du corollaire 4.5. repose sur le len~ne I.I. et 

se fait de mani~re analogue ~ celle de l'implication (B) ~(A) au § l~. On 

remarquera que la d6monstration de l'implication (A) ==~(A o) montre que si 

tousles nombres 
x 

(~a) 

sont dans un m~me corps de nombres, alors (x)EZ d. 

5/ Supposons que le corps ~(xl,.°. ~x n) air un degr~ de transcendance 

sur ~ inf~rieur ou ~gal ~ 3, et que I, x l,... , x n soient ~-lin~airement ind,- 

pendants. Soit K = ~(~ une extension transcendante pure de ~ telle que 

~(Xl,... , Xn) soit une extension alg~brique de K. En prenant la norme sur K 

de h ° + hlx ! + ... + hnXn ' on construit pouz chaque H~H o un polynSme non 

nul PHE2[X] tel que log ~H(~)]~-c! H -C, deg PH~ c2, H(PH) ~ H c3 , o~ 

cl, c2, c 3 ne d~pendent pas de H. Si C> 3 c2c 3 , le crit~re de transcendance 

de Gel'fond (of. par exemple [Wa ~ , th. 5.1.I.) montre que PH(~ = 0 pour 

+ hlx I + ... + h x = 0, d'o~ la contradiction . tout H~Ho, donc h ° n n 

On notera que si Xl,... , x n sont tous alg6briques, il suffit, grace 

au th~or~me de Baker, de choisir d = ] . 

D'autre part si xj = x j, (I~ ~j n), on a c 2 = n, c 3 = ], et d~s que 

d>3n 2 + n on peut choisir C >3c2c 3 . 
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§ 5. Un lemme de transfert. 

Nous donnons ici le lemme de transfert qui a ~tfi utilis~ dans la 

d~monstration du corollaire 4.2. 

Notations. Soient~'i, j (l ( £ <m , ! ¢ j ~n) des nombres r~els . Soit 

£ = m + n. On consid~re une base YI' "''" Yn de Rn (resp. (~l""' 6m) de R m) 

et on d~finit 
n 

7n+ i = Z ~; . (l glum) 

et 
m 

%j = ~ ~ . 6. (16 j 6n) • 
i=l I'3 i ' 

Soient r= ~ YI + "'" + ~ YE CRn et A = • ~l + "'" + ~ ~ CRm 

Quand Het N sont des ent~ers positifs, on note 

et 

r R = {a I ~l + ... + a~y] 

A N ={bl ~I + "'" + b~, 

; (a! . . . . .  a~)~ ~ ; =~ I%] ~H) 

; (bl ..... bJ~)e ~'~' ;l~,[bkl g N }" 

Le r~sultat principal de cette section est une version quantitative du 

th~or~me de Kronecker, due ~ Khintchine. 

PROPOSITION 5.1. - II existe des constantes positives c I,c2,c3,c 4 

effectivement calculables en fonction de m, n __I ~i,j I (14 m, 4 et , ig ! j n) 

ayant la propri~tfi suivante. Soient H e._~t N des entiers positifs. 

a/ Si 
-- rain{161 ; ~ e ~ ,~ # o} >ic I H -l 

alors pour tout ~6~ n avec {~I~l, il existe yer H tel que 

I Y - ~ [  6 c 2 N -! 

b/  Inversement~ si pour fouriER n avec I~[~<l, il existe TE "r H avec 

[¥-~I -< % .-i , 

alors 

mln{[6[ ; ~EA N , ~ # O}~c 4 H -l 

Dfimonstration. 

On consid~re les formes linfialres 
m 

Lj(x l, -.. , x m) = Z= ~i,j x. , (l~< j~< n) 
i ! 
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et 
n 

Mi(u I .... , Un) = j=lE O:I,j uj, (l,<i,<m). 

a/ L'hypoth~se entralne que pour tout u = (ul,... , Un ) E~n avec 

max l u.I 4c 5 N on a 
l~j~<n J 

max llMi(u)l] ~ >i c 6 H-I 
l~<i~<m 

o~ la double barre est la distance ~ l'entier le plus proche . 

On en d~duit 

iI<u,~>l I (_~ ~<(~!)-2 2~-I max{ X max llMi(u) II ; C max lu.l} 
l~<i~<m l~<j.<n 3 

avec X = c 7 H, C = c 8 N -I . D'apr~s le th~or~me XVII B de [Ca] , p. 99, on 

en d~duit l'existence de aE~ m avec 

et 

max jIL.(a) - ~j}l ~" C 
l.<j~<m 3 

max fail .< X . 
l~<i~<m 

L'existence de y v~rifiant rY - ~I~< c 2 N-I s'en d~duit facilement. 

b/ Sup~osons qu'il existe ~AN, ~ # 0 tel quel61 <c 4 H -I . On note 

= E bk ~k ' u = (bin+l,... , bm+n) E~Rn , et on choisit ~EfR n tel que 
k= I 

I 
II I| = 

Le th~or~me XVII A de [Ca] , p. 99 montre que pour tout ?EF H ~ on a 

-I 
IY- ~I > c 3 N 

La proposition 5.1. est ainsi d~montr~e. 

Soit ~> |. Pour que F ait un coefficient de densit~ >i K dans ER n, 

il faut et il suffit que l'on ait 

min{l~I; ~6A N ; ~ # O} >~ c 9 N -I/(< - I) 

pour tout N >p|. Pour que F vfirifie l'hypoth~se faible de densitfi (cf. § 4), 

il faut et il suffit que cette in~galit~ soit satisfaite pour une infinitfi 

de N. 

On remarquera que quand ~= n + I etF= ~n + ~(Xl ..... Xn), alors A 

est le sous-groupe de ~ engendrfi par l, x l, ..., Xn, et les conditions pr~- 

c~dentes sur A N concernent les formes lin~aires en |, x|, ..., x n 
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COROLLAIRE 5.2. - Soient K, Xl, ..., x n des hombres r~els, 

K > O. On SUppose qu'il existe un nombre rfiel clO> 0 et une infini- 

t~ d'entiers H>O tels Rue pour tout (ho, hi, ..., h n) E~n v~rifiant 

O<max lh.[<H, on ait 
0~j<n J 

lh ° + h|Xl + ... + hnXn I > e;o HI/(I - K) 

Alors il existe un nombre r~el Cll >0 tel ~ue pour une infinit~ d'entiers 

N >0 on ait la p ropri~t~ suivante : pour tout (~l"''' ~n )E~Rn v~rifiant 

max l~jl~l, il existe un entier kE~, - N~k~ N, tel que 
l~j~n 

N l - ~  pour  l ~  j ~ n  l[~j - k xjl ] ~ell 
Le th~or~me 4.1. et la proposition 5.1. permettent de ramener la 

solution du probl~me C dans le eas o~ les nombres log ~,~ , (|~ %~ n, ~ 1) 

sont tous r~els (seul cas utile pour le probl~me (A)) ~ la condition d'ap- 

proximation diophantienne suivante. 

Avee les hypotheses du probl~me (C), on suppose (ee qui ne restreint 

pas la g~n~ralit~) que les n points de C n 

(log ~l,j .... , log ~n,j) , l~j< n 

sont C-lin~airement ind~pendants; on peut alors d~finir (~l,~ ' "''' ~n,v )' 

pour ~ ~ n+l , comme ~tant les coordonn~es de (log ~l,~ ' "''' log ~n,~ ) 

dans cette base : 
n 

= E ~ log ~ . (I ~ X ~ n, ~ ~ n+l). log ~%,~ j=l '~ X,3 ' 

Montrer qu'il existe N, 0 <B<! et % entier positif tels que pour une 
n' 

infinit~ de H l'in~galit~ 
£ n 

( 5 . 3 . )  E H E h. ~ ]}<H -N 
= n+l j = l  ~ '~  

n ' a i t  pas  de s o l u t i o n s  en e n t l e r s  ( h l , . . .  , h n ) ~  n avec  O<max I h . [ <  H. 
l~ j~n  3 

I c i ,  m~me l e  c a s n  = 1 n ' e s t  pas t r i v i a l ,  Pa r  exemple p e u t - o n  

montrer l'existence d'un nombre q < I tel que pour une infinit~ de H> 0 

on ait 
Io 5 -~ 

rain {I] h ~ ~ + [[h ~ >H 
h~ log 2 log 2 I[} ? 

O<lh[<H 
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§ 6. D~monstration du th~orgme 4. I. 

N 
Soit ~ un entier suffisamment grand pour lequel l'hypoth~se faible 

de densit~ est v~rifi~e : pour tout ~6~ n,I~Ix<], il existe YErN/2 v~rifiant 

I~ - YI-<e o N l-K • 

On suppose que les nombres exp <hi, "(j> , (I~ i.<d , l~< j ~<~) sont tous alg~- 

briques, et on en dfiduira une contradiction. 

Les nombres c I, c2, ..., c25 seront des constantes convenablement 

ehoisies indfipendantes de N. On dfifinit X = N l+(nK/d), L = [c I N nK/d] , et 

on remarque que l'hypoth~se I + (n~c/d)<K entralne que X et LN sont petits 

par rapports ~ N K . 

Premier pas. On constrult un sous-ensemble E N d_~e r N v~rifiant 

Card E N ~< c 2 N nK 

et tel que pour tout ~EERn, I~I.<N/2, il existe c~ E E N pÙur lequel 

I~-oI~c 3 N l-< • 

On d~compose le cube [-c 4 N, c 4 N] n de IR nen K n cubes, avec 

K = [ c 5 N <] et dans chacun des petits cubes on choisit un point de FN, 

ce qui est possible grace A l'hypothgse faible de densitY. Soit E N l'ensem- 

ble des points alnsi choisis. 

Deuxi~me pas. Ii existe des entiers rationnels. 

p(l]) = p( ~/I' "'''~d )' (O~<~j <L, Ix<j ~<d) v~rifiant 

0 <maxlp(~) I ~<exp(c 4 X) 

tels que la fonction 
d ~i<%i,z> 

F(Z) = F(Z I . . . . .  Z n) = Z P(V) ~ e 

satisfasse ~I i=l 

F(O) = 0 pour tout CY E E N • 

Grace au lezr~ne de Siegel (cf. par exemple [Wa l],lemme 1.3.1) on 

r~sout le syst~me de Card E N ~quations ~ L d inconnues 

Z p(~) ~ e ~i ~%i'O> = O , ((~EE N) 

i=l 
dont les coefficients sont des ~l~ments d'un corps de nombres, de taille 

logarithmique major~e par c 5 X. 
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Troisi~me pas. Pour toutyeF N on a F(y ) = O. 

La construction de E N au premier pas et le lenlne de Schwarz 7.3.4. 

de [Wa 2] montrent que pour R>r> c 6 N, on a 
R 

log IFlr <lOg IFIR - e 7 N K log c8r 

Pour R = c 9 N on a log IFIR~Clo L R<Cll X. Soit yEF N ; on en d~duit 

IF(y)]~exp(- el2 N ~). 

Comme la taille logarithmique de F(y) est major~e par Cl3 X, en prenant la 

norme on trouve F(?) = O. 

(I) M 

e__t 

(If) M 

Quatri~me pas. Pour tout entier M~N on a 

F(y) = 0 pour tout yEF M 

log IF I c|4 MS- c15 M N K-]. 

On d~montre ces r~sultats par r~currence sur M. Pour M = N , la 

propri~t~ (I) N a ~t~ d~montr~e au troisi~me pas. 

(1)M ...... 2 (II) M . Comme FM/2DFN/2 , pour tout ~E~ n, I~]~ M/2 

E FM verifiant 
M 

16 M N K-I 

(C'est ici la partie la plus importante de la d~monstration). Le lemme de 

Schwarz 7.3.4. de ~a ~ donne pour R >r> c17 M 

log]Fir4 logIFIR - c18 M N <-I log R 
c19 r 

On choisit r = c14 M (avec c14 ~ 1 + Z IYj I), R = M, et on majore 

log IFIR par c21L M ~ e22 X M/N. J=| c20 

, il existe 

(II)M==~(1)M+ 1 . Pour yEFM+I, on dfiduit de (II) Met du choix convenable 

de c14 

[F(y) l~ exp( - c23 M N <-I) . 

Co~e la taille logarithmique de F(y) est major~e par c24 L M ~c25 X M/N, on 

en dfiduit F~) = O. 

Conclusion. La propri~t~ (II) M pour tout M implique F = O, ce qui 

contredit l'ind~pendance lin~aire sur ~ de %1""' %d" 
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Remarques finales I. - La contradiction aurait pu ~tre obtenue sans 

faire tendre Mvers l'infini, en utilisant une g~n~ralisation (facile) ~ plu- 

sieurs variables du th~or~me de Tijdeman sur le nombre de z~ros de polyn~mes 

exponentiels (cf. [Wa I] , chap. VI). Nous avons pu l'~viter grace au fair que 

la fonction auxiliaire F est de type exponentiel ~c21 L, mais le recours ~ un 

tel len~ne serait inevitable (avec cette m~thode) dans la recherche d'un analogue 

elliptique de l'~tude que nous venons de faire. 

2. - On peut raffiner le th~or~me 4.1. des deux 

mani~re suivantes (simultan~ment ou ind~pendasment). 

a/ On suppose que dans une base de ~n, les h premieres composantes de 

yl,...,y~ sont alg~briques, avec 2 ~h~ n . Si la base en question est la 

base canonique de C n, on d~rive alors la fonction auxiliaire par rapport 

Zl, ..., z h ,et on utilise la m~thode expos~e par J.-C.Moreau dans ce S~mi- 

naire pour d~montrer le th~or~me de Baker dans le cas non-homog~ne. Par 

exemple pour h = 2,~= n + 2, on obtient ainsi des r~sultats de transcen- 

dance sur des nombres de la forme 

Yi ~ x. 
e ~.3 2~i~d • ) ) 

j=2 3,z 

avec Yi' ej,i alg~briques. Pour n = 2, il suffit de d = 5. 

b/ On suppose que dans une base de C n, les k premiers coordonn~es de 

~2' "''' %d sont alg~briques, avec l ~k4n . Si la base en question est la 

base canonique de cn, on fait alors intervenir Zl, ~.., z k dans la fonction 

auxiliaire. On peut alors remplacer l'hypoth~se K >~-X-~ du th~or~me 4.1. par 

d 
k+d-n 

Pour k = n on v~rifie l'hypothase faible de densit~ (et m~me en fair l'hypo- 

th~se forte) pour tout <>l grace au th~or~me de W.M. Schmidt, et on retrouve 

ainsi la d~monstration du cas r~el homogane du th~or~me de Baker (par la m~- 

rhode de Schneider en plusieurs variables) mentionn~e au d~but. 

3. - II est important de noter que, quand on ef- 

fectue simultan~ment les deux raffinements precedents, la premiere base de 

C n (dans laquelle les h premieres coordonn~es des ~. sont alg~briques) peut 
l 

~tre diff~rente de la seconde base (dans laquelle les k premieres coordonn~es 

des Y. sont alg~briques). Le cash = n, k = 1 (avec d = ~= n) correspond ~ la 
3 

nouvelle d~monstration du th~or~me de Baker par D.Bertrand et D.W.Masser . 

Le cash = 2, k = n (avec d = I, ~= n) correspond, apr~s un changement de 

variables, ~ la d~monstration de J.-C.Moreau. 
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