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Partant d’une conjecture de Mazur concernant la topologie

des points rationnels sur une variété algébrique, nous étudions

la densité des sous-groupes de type fini du groupe des points

rationnels d’un groupe algébrique commutatif sur un corps

de nombres. Dans le cas particulier des groupes linéaires, le

problème considéré se ramène à une conjecture bien connue

sur l’indépendance algébrique de logarithmes linéairement in-

dépendants de nombres algébriques.

Starting from a conjecture of Mazur concerning the topology of

rational points on an algebraic variety, we consider the density

properties of finitely generated subgroups of rational points on

a commutative algebraic group over a number field. In the

special case of linear algebraic groups, this problem reduces

to a well known conjecture on the algebraic independence of

linearly independent logarithms of algebraic numbers.

1. INTRODUCTIONDans son article [Mazur 1992] sur la topologiedes points rationnels, Mazur propose la conjecturesuivante :
Conjecture 1.1 (Mazur). Soit V une variété lisse dé-�nie sur Q ; on suppose que V (Q ) est dense dansV pour la topologie de Zariski ; alors l'adhérencede V (Q ) dans V (R ) pour la topologie réelle est ou-verte (donc est réunion de composantes connexesde V (R )).Nous discutons ici ce type de problème quand V estun groupe algébrique commutatif ; au lieu de consi-dérer tous les points rationnels, on en considèreseulement un sous-groupe de type �ni ; accessoire-
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ment, on remplace le corps Q des rationnels par uncorps de nombres K plongé dans R (ce sera su�-sant, comme nous le verrons au paragraphe 5, pourtraiter aussi le cas d'un corps de nombres plongédans C ).
Définition 1.2. SoientK un corps de nombres plongédans R et G un groupe algébrique commutatif dé-�ni sur K. On dira que G possède la propriété dedensité si pour tout sous-groupe de type �ni � deG(K), les assertions suivantes sont équivalentes :(i) � \G(R )0 est dense dans G(R )0 ;(ii) si f1; : : : ; lg sont des éléments de � qui en-gendrent un sous-groupe d'indice �ni de � et siH désigne l'adhérence de Zariski dans Gl du sous-groupe Z(1 ; : : : ; l), alors il existe un point (�1;: : : ; �l) dans H(R ) tel que Z�1 + � � � + Z�l soit unsous-groupe dense de G(R )0 .On a désigné par G(R )0 la composante connexe del'élément neutre de G(R ). L'implication (i) ) (ii)est banale : si �\G(R )0 est dense dansG(R )0 , il suf-�t de prendre pour (�1; : : : ; �l) un multiple conve-nable de (1; : : : ; l). D'autre part si l'assertion (ii)est vraie pour une famille f1; : : : ; lg d'élémentsde � qui engendrent un sous-groupe d'indice �ni,alors elle est vraie pour toute famille. En�n la pro-priété de densité est attachée au couple (G;K) plu-tôt qu'au groupe G tout seul, mais l'abus de nota-tion allège le langage.Les groupes unipotents G da possèdent triviale-ment la propriété de densité. Nous étudierons lesgroupes linéaires, les variétés abéliennes, certainsproduits, ainsi que les extensions d'une courbe el-liptique par un groupe multiplicatif. Il semble rai-sonnable d'espérer que chacun de ces groupes algé-briques possède la propriété de densité. Dans unepremière version de ce texte, la propriété de densitéétait présentée comme une conjecture pour tous lesgroupes algébriques commutatifs sur un corps denombres réel ; mais D. Bertrand [1995] a montréque certaines extensions non triviales de variétésabéliennes par un groupe multiplicatif ne possè-dent pas cette propriété.

Pour une variété abélienne simple A dé�nie surun corps de nombres réel K, dont le groupe deMordell�Weil A(K) est de rang � 1, la propriété dedensité, si elle est véri�ée, implique que tout pointde A(K) \ A(R )0 d'ordre in�ni engendre un sous-groupe dense de A(R )0 ; la conjecture de Mazurn'entraîne un tel résultat que quand K = Q etquand le rang de A(Q ) est égal à 1.Un autre exemple intéressant consiste à prendrecomme groupe algébrique G sur K = Q la restric-tion des scalaires, d'un corps de nombres k à Q , dugroupe multiplicatif G m (voir x 4). Pour ce groupeG, la conjecture de Mazur se déduit du théorèmed'approximation faible :quand k est un corps de nombres, l'image dek� dans (k 
Q R )� est dense,tandis que la propriété de densité permettrait depréciser l'énoncé suivant de D. Roy [1992b], quirépond à une question de Sansuc [1982] :si r1 est le nombre de plongements réels dek et 2r2 le nombre de plongements complexesnon réels, il existe un sous-groupe de type �nide k�, de rang r1 + r2 + 1, dont l'image dans(k 
Q R )� est dense.
Plan de l’articleNous ferons intervenir quatre types d'ingrédients :� des conjectures de transcendance sur la fonctionexponentielle usuelle équivalent à la propriété dedensité pour les groupes linéaires ;� des théorèmes de transcendance fournissent desréponses partielles ;� un théorème de Kronecker sert à relier un énoncéde densité avec un résultat de transcendance ;� en�n on utilise un lemme topologique de D. Roy.Ces quatre outils sont présentés dans le para-graphe 2, qui termine par un exemple illustrantla méthode. Le théorème principal fait l'objet duparagraphe 3, où il est énoncé et démontré ; desconséquences de ce théorème principal en liaisonavec la propriété de densité sont données aux pa-ragraphes 4 et 5.
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NotationsOn note 	Q la clôture algébrique de Q dans C .Quand G est un groupe algébrique commutatif dé-�ni sur un sous-corps K de 	Q , on désigne par TGl'espace tangent à l'origine de G, parexpG : TG(C ) ! G(C )l'exponentielle du groupe de Lie G(C ), par 
G =ker expG � TG(C ) son noyau et parLK(G) = exp�1G G(K) � TG(C )le Z-module des logarithmes de points de G(K).Pour alléger l'écriture, on désignera par L le Q -espace vectoriel L	Q (G m) :L = exp�1( 	Q �) = fz 2 C ; ez 2 	Q �g:Les éléments de L sont les logarithmes (usuels) denombres complexes algébriques non nuls. PourG =G d0a � G d1m , par exemple, on a L	Q (G) = 	Q d0 � Ld1 .Quand G est un groupe algébrique commutatifdé�ni sur 	Q de dimension d, on désigne par d0 etpar d1 les plus grands entiers � 0 tels que G pos-sède un facteur isomorphe sur 	Q à G d0a et à G d1m ,respectivement. On pose d2 = d � d0 � d1. Ainsion peut écrire G = G d0a � G d1m � G2, où le groupealgébrique G2 est dé�ni sur 	Q , est de dimension d2et n'a pas de facteur linéaire non trivial. On dé�nitalors, comme dans [Roy 1990b],�(G) = d1 + 2d2:Pour un groupe algébrique de dimension d, on a�(G) � 2d ; si G est linéaire, �(G) � d, avec égalitépour un tore.Nous utiliserons la notation suivante, inspiréepar [Roy 1992b] : si H est un groupe topologique,le nombre m(H) désignera le plus petit rang d'unsous-groupe de type �ni de H dense dans H ; ainsi,quand H est un groupe �ni, on a m(H) = 0, tandisque pour (d0; d1) 6= (0; 0), on am�R d0 � (R�)d1� = d0 + d1 + 1;m�C d0 � (C �)d1� = 2d0 + d1 + 1:

Quand G est un groupe algébrique commuta-tif dé�ni sur C , nous écrirons mC (G) au lieu dem�G(C )�. D'après un théorème de Barsotti [Serre1979], le groupe algébrique G a un plus grand sous-groupe linéaire L et le quotient G=L est une va-riété abélienne A ; à son tour L se décompose enproduit d'un facteur unipotent G ua par un facteurde type multiplicatif (tore) G tm ; alors mC (G) =2u+ t+ 1. Si on désigne par �C (G) le rang de 
G,on a �C (G) = t + 2g, où g est la dimension de A ;ces formules sont bien compatibles avec la relationmC (G) + �C (G) = 2d + 1, où d = u + t + g est ladimension de G.Soit maintenantG un groupe algébrique commu-tatif dé�ni sur R ; nous posonsmR(G) = m�G(R )�.L'application exponentielle du groupe de Lie con-nexe G(R )0 est la restriction à TG(R ) de expG ; sion désigne par �R(G) = rang�
G \ TG(R )� le rangde son noyau, on amR(G) + �R(G) = d+ 1;avec d = dim(G).Pour une variété abélienne A de dimension d,on a �R(A) = d et mR(A) = 1, tandis que pourun groupe linéaire déployé L = G d0a � G d1m on a�R(L) = 0 et mR(L) = d+ 1, avec d = d0 + d1.
2. TRANSCENDANCE ET APPROXIMATION

DIOPHANTIENNE

2a. Conjectures de transcendance sur la fonction

exponentielleVoici la principale conjecture concernant les lo-garithmes de nombres algébriques :
Conjecture 2.1 (d’indépendance algébrique). Si des élé-ments �1; : : : ; �n de L sont Q -linéairement indé-pendants, alors ces éléments sont algébriquementindépendants.On ne sait pas encore démontrer qu'il existe deuxéléments de L qui sont algébriquement indépen-dants ! Nous utiliserons plusieurs fois le cas parti-culier suivant de la conjecture d'indépendance al-gébrique :
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Conjecture 2.2 (d’indépendance algébrique homogène

réelle). Soient �1; : : : ; �n des nombres algébriquesréels positifs multiplicativement indépendants. SiP 2 Z[X1 ; : : : ;Xn] est un polynôme homogène nonnul , alors le nombre P (log�1; : : : ; log�n) n'est pasnul .Un autre cas particulier bien connu de la conjec-ture d'indépendance algébrique a été proposé no-tamment par Schneider, Lang et Ramachandra :
Conjecture 2.3 (des quatre exponentielles). SoitM unematrice 2�2 à coe�cients logarithmes de nombresalgébriques ; on suppose que les deux colonnes deM sont linéairement indépendantes sur Q et aussique les deux lignes de M sont linéairement indé-pendantes sur Q ; alors la matriceM est inversible.La conjecture d'indépendance algébrique équivaut,d'après [Roy 1989], à une description conjecturaledu rang des matrices à coe�cients dans le Q -espacevectoriel engendré par 1 et L. Le point essentiel estl'énoncé suivant ([Roy 1989, proposition 3] ; c'estle seul énoncé de cette sous-section qui ne soit pasconjectural !) :
Proposition 2.4 (critère d’indépendance algébrique).Soient t1; : : : ; tn des nombres complexes algébrique-ment indépendants, et x1; : : : ; xn des nombres com-plexes quelconques. Pour que x1; : : : ; xn soient al-gébriquement indépendants sur Q , il faut et il suf-�t que pour toute matrice M à coe�cients dansQ +Q t1+ � � �+Q tn , le rang de M soit égal au rangde la matrice M 0 à coe�cients dans le Q -espacevectoriel Q + Q x1 + � � �+ Q xn obtenue en spéciali-sant ti en xi pour 1 � i � n.Pour obtenir ce critère, D. Roy démontre quesi A est un anneau (commutatif unitaire) et R =A[T1; : : : ; Tn] est l'anneau des polynômes à coe�-cients dans A, tout élément de R est le détermi-nant d'une matrice à coe�cients dans le A-moduleA+AT1 + � � �+ATn (voir aussi [Roy 1995, propo-sition 3.3]).Ce critère d'indépendance algébrique nous per-mettra de voir au paragraphe 3 (lemmes 3.4 et 3.5)

que la conjecture d'indépendance algébrique homo-gène réelle est équivalente à la propriété de densitépour un groupe linéaire déployé G d0a �G d1m et qu'elleest aussi équivalente à la propriété de densité pourun tore déployé G dm.
2b. Théorèmes de transcendanceLes réponses partielles que nous obtiendrons dé-pendent du Théorème du sous-groupe algébrique([Waldschmidt 1988, théorème 1.1] ; il nous su�tici d'un cas particulier [Waldschmidt 1987, théo-rème 4.1 ; Roy 1990b, p. 270, remarque 1], que nousappelons quand même �Théorème du sous-groupealgébrique�).
Théorème 2.5 (du sous-groupe algébrique). Soient Gun groupe algébrique commutatif dé�ni sur un sous-corps K de 	Q et V un sous-espace vectoriel deTG(C ) ; on suppose que, si G0 est un sous-groupe al-gébrique de G dé�ni sur K de dimension > 0, V necontient pas TG0(C ). On dé�nit � = rangZ(V\
G).Alors le Z-module V \ LK(G) est de rang �ni ma-joré parrangZ�V \ LK(G)� � ��(G)� ��(d� 1):Pour un tore déployé G = G dm (voir aussi [Wald-schmidt 1981 ; Emsalem 1987, théorèmes 1 et 2 ;Waldschmidt 1987, théorème 1.1]), on en déduit :
Théorème 2.6 (du sous-groupe linéaire). Soient d unentier positif et V un sous-espace vectoriel de C dtel que V \ Q d = f0g. Alors le Q -espace vectorielV \ Ld est de dimension �nie � d(d� 1).L'exemple le plus simple a été démontré dans [Lang1966, chap. II, théorème 1] et [Ramachandra 1968,p. 67] :
Théorème 2.7 (des six exponentielles). SoitM une ma-trice d� l à coe�cients logarithmes de nombres al-gébriques ; on suppose que les d colonnes de M sontlinéairement indépendantes sur Q et aussi que lesl lignes de M sont linéairement indépendantes surQ ; si dl > d+ l, le rang de M est � 2.
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2c. Le théorème de KroneckerNous rappelons ici un résultat d'approximationdiophantienne bien connu qui joue un rôle centraldans la suite : il s'agit d'un théorème de Krone-cker sur la densité de sous-groupes de type �nid'un R -espace vectoriel de dimension �nie (voir parexemple [Cassels 1957]).
Théorème 2.8 (Kronecker). Soient E un R -espace vec-toriel de dimension �nie et Y un sous-groupe detype �ni de E. Les conditions suivantes sont équi-valentes :
(i) Y est dense dans E ;
(ii) pour tout sous-espace vectoriel V de E, V 6= E,on a rangZ�Y=Y \ V � > dimR�E=V � ;
(iii) pour toute forme linéaire non nulle ' : E ! R ,on a '(Y ) 6� Z.Choisissons une base (e1; : : : ; ed) de E sur R , desgénérateurs y1; : : : ; yl de Y (ou d'un sous-grouped'indice �ni de Y ) sur Z et écrivons les coordonnéesdes yj dans la base choisie :yj = y1je1 + � � �+ ydjed;où 1 � j � l. Alors la condition (iii) s'écrit
(iv) pour tout (s1; : : : ; sl) 6= (0; : : : ; 0) dans Zl , lamatrice 0BB@ y11 � � � y1l... . . . ...yd1 � � � ydls1 � � � sl

1CCA
est de rang d+ 1.

2d. Lemme topologique de D. Roy

Lemme 2.9 [Roy 1992b, lemme 3.3]. Soient E un R -espace vectoriel de dimension �nie d, Y0 un sous-groupe discret de E, Y un sous-groupe de type �nide E contenant Y0 ; on suppose que tout sous-groupede Y contenant Y0 et de rang � rang Y � d+1 estdense dans E ; alors il existe un sous-groupe de Y ,de rang d+ 1, dense dans E et qui contient Y0.

2e. Illustration de la méthode avec G 2mVoici, sur l'exemple du groupe algébrique G 2m ,comment interviennent les di�érents instrumentsque nous venons d'introduire.
1. Densité de sous-groupes de type fini de (R�+)2Considérons des éléments 1; : : : ; l 2 (R�+)2, mul-tiplicativement indépendants, et écrivonsj = (�j; �j)pour j = 1; : : : ; l. D'après le théorème de Kro-necker, le sous-groupe � engendré par 1; : : : ; lest dense dans (R�+)2 si et seulement si, pour touts 2 Zl n f0g, la matrice à trois lignes et l colonnes0@ log�1 � � � log�llog �1 � � � log �ls1 � � � sl

1A
est de rang 3. Une condition évidemment nécessaireest que pour tout (a; b) 2 Z2 n f0g, deux au moinsdes l nombresa log�1 + b log �1; : : : ; a log�l + b log �lsoient Q -linéairement indépendants. Cette condi-tion signi�e que pour tout sous-groupe algébriqueG0 de G = G 2m de dimension 1, la projection de �sur (G=G0)(R ) est dense (ce qui veut dire ici qu'ellea un rang > 1).On suppose maintenant que cette condition estvéri�ée, et aussi que les 2l nombres �j et �j sontalgébriques.
(a) Si on admet la conjecture des quatre exponen-tielles et si l � 3, alors � est dense dans (R�+)2.Ainsi les seules contraintes sont :rangZ��=� \G0(R )� > dim(G=G0)pour tout sous-groupe algébrique G0 de G distinctde G. Ces contraintes nous permettent de véri�erla condition (ii) du théorème de Kronecker pourles sous-espaces vectoriels de R 2 rationnels sur Q ,tandis que la conjecture des quatre exponentiellespermet de traiter les sous-espaces vectoriels de R 2qui ne sont pas rationnels sur Q .
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(b) D'après le théorème des six exponentielles, sil � 4, alors � est dense dans (R�+)2.Par exemple pour l = 4, si les huit nombres �j ,�j sont multiplicativement indépendants, le groupe� de rang 4 est dense dans (R�+)2.Pour l = 5, on voit en utilisant le lemme topo-logique 2.9 de D. Roy que si les dix nombres �j ,�j sont multiplicativement indépendants, le groupe� contient un sous-groupe de rang 3 dense dans(R�+)2.
Exemple 2.10. Prenons le corps quadratique Q (p2),et choisissons l éléments 1; : : : ; l dans ce corpstels que, si �j désigne le conjugué de j (avecp2�=�p2), les 2l nombres j et �j , où 1 � j � l, soientmultiplicativement indépendants. On prend aussi1 > 0, �1 < 0, 2 < 0 et �2 < 0 de telle sorteque les couples (; �), pour  2 f1; 2; 21 ; 12g,soient dans chacune des quatre composantes con-nexes de (R�)2. Par exemple on peut prendre

1 = 2p2� 1;3 = 4p2� 1;5 = 7p2� 1:
2 = �3p2� 1;4 = 6p2� 1;

Du théorème des six exponentielles, on déduit quele sous-groupe de (R�)2, de rang 4, engendré parles images des nombres 1; 2; 3; 4 via le plonge-ment canonique du corps quadratique réel Q (p2)est dense dans (R�)2. De plus le sous-groupe deQ (p2)� engendré par les 5 nombres 1; : : : ; 5 con-tient un sous-groupe de rang 3 dont l'image par leplongement canonique est dense dans (R�)2. Ce-pendant la démonstration de Roy ne permet pas depréciser ce sous-groupe de rang 3 ; si la conjecturedes quatre exponentielles est vraie, le sous-groupede rang 3 engendré par 1; 2; 3 a une image dense.
2. Densité de sous-groupes de type fini de C �Soient 1; : : : ; l des nombres complexes non nulsmultiplicativement indépendants ; le théorème deKronecker montre que le sous-groupe � de C � en-gendré par 1; : : : ; l est dense si et seulement si,

pour tout s 2 Zl+1 n f0g, la matrice à trois ligneset l + 1 colonnes0@ 0 log j1j � � � log jlj2i� log(1=	1) � � � log(l=	l)s0 s1 � � � sl
1A

est de rang 3 ; cette condition ne dépend évidem-ment pas du choix des logarithmes complexeslog(j=	j):Une première condition nécessaire pour que � soitdense dans C � est que deux au moins des l nombresréels j1j; : : : ; jlj soient multiplicativement indé-pendants : cela signi�e que l' image de � par la sur-jection z 7! jzj est dense dans R�+ . Une deuxièmecondition nécessaire est que l'un au moins des lnombres j=jjj, où 1 � j � l, ne soit pas racinede l'unité : cela revient à dire que � a une imagedense dans R=Z par la projection que l'on déduitde l'isomorphisme entre C � et R � (R=Z).Supposons maintenant que les l nombres com-plexes j sont algébriques.
(a) Si on admet la conjecture des quatre exponen-tielles, alors ces conditions sont aussi su�santespour que � soit dense dans C �.
(b) Supposons que trois au moins des nombres j1j;: : : ; jlj sont multiplicativement indépendants ; ondéduit alors du théorème des six exponentielles que� est dense dans C �. En�n, si quatre au moins desnombres j1j; : : : ; jlj sont multiplicativement indé-pendants, et si deux au moins des nombres j=jjj,où 1 � j � l, sont multiplicativement indépen-dants, alors tout sous-groupe de � de rang l � 1est dense dans C �, et par conséquent � contientun sous-groupe de rang 2 dense dans C �.
Exemple 2.11. Considérons le corps Q (i), et choisis-sons dans Q (i)� des éléments 1; : : : ; l tels que les2l nombres complexes j et 	j soient multiplicative-ment indépendants (pour simpli�er) ; par exemple1 = 2+i; 2 = 2+3i; 3 = 4+i; 4 = 5+2i:Le sous-groupe de C �, de rang 3, engendré par1; 2; 3 est dense dans C �, et le sous-groupe de
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Q (i)� , de rang 4, engendré par 1; 2; 3; 4 con-tient un sous-groupe de rang 2 dense dans C �. Sila conjecture des quatre exponentielles est vraie,alors le sous-groupe de rang 2 engendré par 1; 2est dense dans C � ; pour le démontrer incondi-tionnellement, il faudrait prouver que pour tout(�; �) 2 Q 2 , le déterminant
det� log j1j log j2jlog�1=	1�+ 2�i� log�2=	2�+ 2�i��n'est pas nul.

3. LE THÉORÈME PRINCIPAL

3a. Plongement réel d’un sous-groupe de type finiSoit K un corps de nombres plongé dans R , soitG un groupe algébrique commutatif dé�ni sur Ket soit � un sous-groupe de type �ni de G(K) ;on demande à quelle condition l'image de � dansG(R ) est dense (pour la topologie réelle) dans lacomposante neutre de l'origine. Il est évidemmentnécessaire (comme dans la conjecture de Mazur) desupposer que � est Zariski-dense dans G ; commel'adhérence de Zariski d'un sous-groupe de G(K)est un sous-groupe algébrique de G dé�ni sur K, lacondition de densité pour la topologie de Zariski setraduit ainsi : pour tout sous-groupe algébrique G0de G dé�ni sur K avec dimG0 < dimG, le sous-groupe �=� \G0(K) a un rang � 1.Cette condition n'est pas su�sante en général :si l'image de � dans G(R ) est dense, pour toutsous-groupe algébrique G0 de G dé�ni sur K, avecG0 6= G, l'image de � dans le quotient G(R )=G0(R )est encore dense ; cela impose une contrainte surle rang de �=� \G0(K) que nous allons expliciter.Nous verrons ensuite que cette contrainte n'est pasencore su�sante ; cela nous conduira à justi�er ladé�nition de la propriété de densité.Nous expliciterons en�n les liens entre la pro-priété de densité pour les groupes linéaires déployésd'une part et la conjecture d'indépendance algé-brique homogène de logarithmes de nombres algé-briques d'autre part.

Rappelons la notation mR(G) qui a été intro-duite dans le premier paragraphe. La contraintedont nous venons de parler s'écrit :
Lemme 3.1. Soient K un sous-corps de R , G ungroupe algébrique commutatif dé�ni sur K de di-mension � 1, � un sous-groupe de type �ni deG(K). Supposons que l'adhérence réelle de � dansG(R ) contienne la composante neutre G(R )0 . Ona alors, pour tout sous-groupe algébrique G0 de Gdé�ni sur K,rangZ��=� \G0(K)� � mR(G=G0):Dans le cas G = G da , le théorème de Kroneckermontre que la réciproque est vraie. Dans le cas gé-néral, en supposant queK est un corps de nombres,une réciproque partielle peut-être obtenue en rem-plaçantmR(G) par un nombrem0R(G) (qui, pour ungroupe di�érent de G da , est au moins égal àmR(G)),dé�ni par m0R(G) = �(G)(d� 1) + 2 si �R(G) = 0etm0R(G) = ��(G)� �R(G) + 1�(d� 1) + 2� �R(G)si �R(G) � 1. Ainsi on a toujoursm0R(G) � �(G)(d� 1) + 2 ;de plus, m0R(G) = d2 � d + 1 si G est une variétéabélienne.
3b. Le théorème principal : énoncé et démonstration

Théorème 3.2. Soit G un groupe algébrique commu-tatif de dimension d dé�ni sur un corps de nombresréel K. Soit � un sous-groupe de type �ni de G(K).
a) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G0de G dé�ni sur K avec dimG0 < dimG, qu'ona rangZ��=�\G0(K)� � m0R(G=G0). Alors l'ad-hérence de � dans le groupe topologique G(R )contient la composante neutre G(R )0 .
b) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G0de G dé�ni sur K avec dimG0 < dimG,rangZ��=� \G0(K)� � m0R(G=G0) + d� 1:Alors � contient un sous-groupe de rang mR(G)dense (pour la topologie réelle) dans G(R )0 .
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Démonstration. Soient G un groupe algébrique com-mutatif dé�ni sur un corps de nombres réels K et� un sous-groupe de type �ni de G(K) et de rangl ; on dé�nitY = �exp�1G (�)� \ TG(R ) ;c'est un sous-groupe de type �ni de TG(R ) de rangl + �R(G), dont l'image par expG est � \ G(R )0 .Dire que �\G(R )0 est dense dans G(R )0 équivautà dire que Y est dense dans TG(R ), donc que pourtout hyperplan réel V de TG(R ),rangZ�Y=Y \ V � � 2:Comme Y contient 
G \ TG(R ), cette inégalité estbanale si on a déjàrangZ�
G \ TG(R )=
G \ V � � 2 ;par conséquent il n'y a pas de restriction à supposerrangZ(
G \ V ) � max��R(G)� 1; 0	:On commence par établir le résultat suivant :
Lemme 3.3. Supposons l � m0R(G) ; supposons aussique V ne contient pas de sous-espace vectoriel deTG(R ) de la forme TG0(R ), avec G0 sous-groupe al-gébrique de G de dimension � 1 dé�ni sur K ; alorsl'inégalité désirée rangZ�Y=Y \V � � 2 est bien vé-ri�ée.
Démonstration. On utilise le théorème 2.5 du sous-groupe algébrique ; on écrit une équation de l'hy-perplan réel V dans TG(R ) et on considère l'hy-perplan complexe V de TG(C ) dé�ni par la mêmeéquation, de sorte que V = V \ TG(R ). Si G0 estun sous-groupe algébrique de G dé�ni sur K de di-mension� 1, TG0(C ) est un sous-espace vectoriel deTG(C ) qui s'écrit comme intersection d'hyperplansdé�nis sur K, donc sur R , etTG0(R ) = TG0(C ) \ TG(R ) ;l'hypothèse que V ne contient pas TG0(R ) impliqueque V ne contient pas non plus TG0(C ). CommeV \ 
G contient V \ 
G, on arangZ(V \ 
G) � maxf�R(G)� 1; 0g:

En�n, puisque Y \V est contenu dans LK(G)\V,on peut conclurerangZ(Y \V ) � ��(G)�maxf�R(G)�1; 0g�(d�1):Le lemme maintenant résulte de la dé�nition dem0R(G). �On ne fait plus d'hypothèse sur l'hyperplan réel V ,mais on supposerangZ��=� \G0(K)� � m0R(G=G0)pour tout sous-groupe algébrique G0 deG dé�ni surK avec dimG0 < dimG. On prend pour G0 le plusgrand sous-groupe algébrique connexe de G, dé�nisur K, tel que TG0(R ) soit contenu dans V et onapplique le lemme 3.3 au sous-groupe de TG=G0(R )donné par Y=Y \TG0(R ), dont l'image par expG=G0dans (G=G0)(R ) est �=� \G0(K) :Y � TG(R ) expG����! G(R ) � G(K) � �??y ??yTG=G0(R ) expG=G0����! (G=G0)(R ) � (G=G0)(K)[ [Y=Y \ TG0(R ) expG=G0�����������! �=� \G0(K):La deuxième partie du théorème principal ré-sulte maintenant de la première partie et du lemmetopologique 2.9 de D. Roy, avec E = TG(R ) etY0 = 
G \ TG(R ). �
3c. Motivations pour la propriété de densitéLe théorème principal pourrait laisser penser quela réciproque du lemme 3.1 est vraie ; en fait, celavoudrait dire qu'un sous-groupe de type �ni deG(K) (où G est un groupe algébrique commutatifsur un corps de nombres réelK), de rang � mR(G),dont la projection sur tout quotient (G=G0)(K)(avec G0 sous-groupe algébrique de G dé�ni surK, de dimension positive et < dimG) a une imagedense dans (G=G0)(R )0 , est alors dense dansG(R )0 .Nous allons donner un contre-exemple pour untore ; la construction est inspirée par une remarquede M. Langevin (voir [Waldschmidt 1987, p. 1014],
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ainsi que [Roy 1992a, théorème 6]), concernant lesmatrices antisymétriques0@ 0 � log�3 log�2log�3 0 � log�1� log�2 log�1 0
1A :

En supposant que les trois nombres log�1, log�2,log�3 sont linéairement indépendants sur Q , onvéri�e que si Y désigne le sous-Z-module engen-dré par les trois vecteurs colonnes de cette matricedans C 3, pour tout sous-espace V de C 3 rationnelsur Q et distinct de f0g et de C 3,rangZ�V \ Y � = dimC V� 1:Le fait que le rang de la matrice soit seulement 2est dû à des raisons �structurelles� indépendantesdu fait que les �j peuvent être algébriques ; il ne sevoit pas en regardant les sous-groupes algébriquesde G 3m et les images par l'exponentielle des vecteurscolonnes ; il se voit en regardant les sous-groupesalgébriques de G 9m et l'image par l'exponentielle dupoint correspondant aux 9 coe�cients de la ma-trice.Prenons 2d nombres réels positifs multiplicati-vement indépendants �1; : : : ; �d et �1; : : : ; �d, avecd � 3 ; par exemple, on peut les prendre algé-briques. Considérons le sous-groupe � de (R�+)d en-gendré par les 12d(d� 1) + 1 pointsij = ���hij ���hji �1�h�d= (1; : : : ; 1; �j; 1; : : : ; 1; ��1i ; 1; : : : ; 1);où 1 � i < j � d, et0 = (�1; : : : ; �d):On peut écrire � = exp(Y ), où exp(x1; : : : ; xd) =�ex1 ; : : : ; exd�, tandis queY = X1�i<j�dZyij + Zy0
est le sous-groupe de R d engendré paryij = ��hi log�j � �hj log�i�1�h�d;

où 1 � i < j � d, ety0 = (log �1; : : : ; log �d):Si H est l'hyperplan de R d de�ni par x1 log�1 +� � � + xd log�d = 0, une base de Ld \H sur Q estprécisément fyijg, où 1 � i < j � d. On arangZ� = rangZY = 12d(d� 1) + 1 � d+ 1 ;pourtant, comme la forme linéaire (x1; : : : ; xd) 7!x1 log�1 + � � � + xd log�d sur R d envoie Y sur unsous-groupe de rang � 1, Y n'est pas dense dansR d , d'où il résulte que l'adhérence réelle de � dansG(R ) = (R �)d ne contient pas G(R )0 = (R�+)d.Soit maintenantG0 un sous-groupe algébrique deG dm de codimension � > 0 ; on va montrerrangZ(�=� \G0) � mR(G=G0);c'est-à-direrangZ�Y=Y \ TG0(R )� � � + 1:Quitte à appliquer à G un automorphisme, ce quia pour e�et de remplacer �1; : : : ; �d par une autrebase du sous-groupe de R�+ qu'ils engendrent etde même pour �1; : : : ; �d, on peut supposer queTG0(R ) est dé�ni par x1 = � � � = x� = 0 (l'utili-sation des automorphismes de G, suggérée par D.Roy, simpli�e la démonstration).Quand sij, où 1 � i < j � d, sont des entiersrationnels, pour queP1�i<j�d sijyij appartienne àTG0(R ), il faut et il su�t que les d� � 12�(� + 1)conditions linéaires indépendantes sij = 0, pour1 � i < j � � et pour 1 � i � � < j � d, soientsatisfaites. On en déduitrangZ��=� \G0(R )� = �d+ 1� 12�(� + 1):Pour d � 3 et 1 � � � d, on a �d � � + 12�(� + 1),donc�d+ 1� 12�(� + 1) � � + 1 = mR(G=G0):Par conséquent la réciproque du lemme 3.1 n'estpas vraie. En prenant un sous-groupe algébriquede dimension maximale G0 de G, dimG0 < dimG,tel que ~� = �=� \ G0(R ) ne soit pas dense dans
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~G(R ), où ~G désigne le quotient G=G0, on obtient lecontre-exemple annoncé : rangZ(~�) � mR( ~G), et lesprojections de ~� sur les quotients de ~G (distinctsde f0g et de ~G) sont denses dans les points réels.Étant donné que, pour 1 � � � d, on a�d� 12�(� + 1) � 12�(� � 1);le groupe � que nous venons de construire satisfaitrangZ��=� \G0(R )� � 12�(� � 1) + 1 ;le théorème 2.6, du sous-groupe linéaire, montrequ'il n'y a pas d'exemple où le coe�cient 12 soitremplacé par 1 : si un sous-groupe � de �	Q \ R�+�dvéri�e rangZ��=� \G0(R )� � �(� � 1) + 1pour tout G0 sous-groupe algébrique de G dm de co-dimension � � 1, alors � est dense dans (R�+)d.D'après [Roy 1990a, p. 278, corollaire 2], la conjec-ture d'indépendance algébrique réelle entraîne lamême conclusion sous l'hypothèserangZ��=� \G0(R )� > 12��(� � 1) + 2):Quand elle est véri�ée pour un groupe algébriqueG commutatif dé�ni sur un corps de nombres réelK, la propriété de densité (dé�nition 1.2) donnedescription des sous-groupes de type �ni � deG(K)qui sont denses dans G(R ). Nous nous sommes ins-piré du point de vue de [Roy 1989] et de son cri-tère d'indépendance algébrique. Pour un tore G dm ,on choisit une base 1; : : : ; l sur Z de � \ (R�+)d(prendre un sous-groupe d'indice �ni ne changerien) ; on écrit les dl nombres algébriques ij surune base du Z-module (sous-groupe multiplicatifde R�+) qu'ils engendrent et on remplace les élé-ments de la base par des indéterminées, ce quidonne un sous-groupe �générique� de (R�+)d associéà � ; la condition cherchée est que ce sous-groupegénérique soit dense.Quand on veut adapter ce raisonnement à ungroupe algébrique commutatif non linéaire, on mo-di�e légèrement la présentation de cet argument :

considérer le sous-groupe multiplicatif de R�+ en-gendré par les dl nombres ij revient à prendre lesous-groupe de (R�+)dl engendré par le point (1;: : : ; l) [Waldschmidt 1983b, x 3e].Explicitons la situation dans le cas d'un groupelinéaire déployé G d0a � G d1m .Soient l, d0 et d1 des entiers � 0 avec l > 0et d = d0 + d1 > 0. Soient aussi �ij et �hj, où1 � h � d0, 1 � i � d1 et 1 � j � l, des nombresalgébriques réels avec �ij > 0 pour tout (i; j). Ondé�nit 1; : : : ; l dans (	Q \ R )d0 � ( 	Q � \ R�+)d parj = (�1j; : : : ; �d0j;�1j; : : : ; �d1j);où 1 � j � l, et on note � le sous-groupe de R d0 �(R�+)d1 qu'ils engendrent :� = �(s1�h1 + � � �+ sl�hl ; �s1i1 � � ��slil )1�h�d0;1�i�d1 ;s = (s1; : : : ; sl) 2 Zl	:On choisit une base (�1; : : : ; �r) dans 	Q � \ R�+du sous-groupe multiplicatif engendré par les d1lnombres �ij et on écrit�ij = rY�=1 �bij�� ;
où 1 � i � d1, 1 � j � l, et les bij� sont des entiers.Passons aux logarithmes : on dé�nit encore unsous-groupe Y = Zy1 + � � �+ Zyl de R d paryj = (�1j; : : : ; �d0j; log�1j ; : : : ; log�d1j);où 1 � j � l.
Lemme 3.4. Si la conjecture 2.2 sur l'indépendancealgébrique homogène réelle de logarithmes est vraie,les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) le sous-groupe � est dense dans R d0 � (R�+)d1 ;
(ii) le sous-groupe Y est dense dans R d ;
(iii) il existe (x1; : : : ; xr) dans (R�+)r tel que le sous-groupe de R d0 � (R�+)d1 engendré par �1; : : : ; �l,avec�j = ��1j; : : : ; �d0j; rY�=1xb1j�� ; : : : ; rY�=1xbd1j�� �

où 1 � j � l, soit dense dans R d0 � (R�+)d1 ;
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(iv) il existe (�1; : : : ; �r) dans R r tel que le sous-groupe de R d engendré par��1j; : : : ; �d0j; rX�=1 b1j���; : : : ; rX�=1 bd1j����où 1 � j � l, soit dense dans R d .
Démonstration. L'équivalence entre (i) et (ii) d'unepart, (iii) et (iv) d'autre part, provient du fait quel'application exponentielle attachée au groupe al-gébrique G d0a � G d1m sur R :(u1; : : : ; ud0 ; v1; : : : ; vd1) 7! (u1; : : : ; ud0 ; ev1 ; : : : ; evd1 )établit un isomorphisme de groupes topologiquesentre R d et R d0 � (R�+)d1 . Les implications (i) )(iii) et (ii) ) (iv) sont banales : la première seprouve en prenant x% = �% pour 1 � % � r, ladeuxième en prenant �% = log �%. C'est seulementpour établir l'implication (iv)) (ii) que la conjec-ture d'indépendance algébrique homogène réelle vaêtre utile.Supposons que le sous-groupe Y de R d n'est pasdense : il existe une forme linéaire non nulle ' :R d ! R telle que '(Y ) � Z. On choisit une basez1; : : : ; zs de Y \ ker' :

z� = (z�1; � � � ; z�d) = lXj=1 s(�)j yj
où 1 � � � s, avec des s(�)j dans Z. Comme'(z�) =0, la matrice (z�i)1���s;1�i�da un rang < d. On écrit les coe�cients de cettematrice : pour 1 � � � s et 1 � i � d,
z�i=8<:Plj=1 s(�)j �ij pour 1� i� d0,Plj=1 s(�)j Pr%=1 bi�d0;j;% log �% pour d0 < i� d.Etant donné que les nombres log �1; : : : ; log �r nevéri�ent pas de relation algébrique homogène non

triviale (grâce à la conjecture que l'on admet), si�1; : : : ; �r sont des nombres réels et si on pose
��i=(Plj=1 s(�)j �ij pour 1� i� d0,Plj=1 s(�)j Pr%=1 bi�d0;j;%�% pour d0<i� d,la matrice (��i)1���s;1�i�d a encore un rang < d.En renversant l'argument, on déduit que le sous-groupe de R d engendré par��1j; : : : ; �d0j; rX�=1 b1j���; � � � ; rX�=1 bd1j����;où 1 � j � l, n'est pas dense et l'assertion (iv)n'est pas satisfaite. �Le lemme 3.4 montre que la propriété de densitépour les groupes G d0a � G d1m résulte de la conjectured'indépendance algébrique homogène réelle : l'ad-hérence de Zariski H du sous-groupe de(G d0a � G d1m )lengendré par le point (1; : : : ; l) véri�eH(R ) � ��x0�hj; rY�=1xbij�� �1�h�d0;1�i�d1;1�j�l ;(x0;x1; : : : ; xr) 2 R � (R�)r�� R d0 l � (R�)d1l;et la composante connexe de l'origine de H(R ) estH(R )0 = ��x0�hj; rY�=1xbij�� �1�h�d0;1�i�d1;1�j�l ;(x0;x1; : : : ; xr) 2 R � (R�+)r�� R d0 l � (R�+)d1l:On peut aussi procéder dans l'autre sens et dé-duire la conjecture d'indépendance algébrique ho-mogène réelle du cas particulier de la propriété dedensité pour les groupes G dm.

Lemme 3.5. On suppose que les groupes algébriquesG dm , où d � 1, possèdent la propriété de densité.
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Alors la conjecture 2.2 d'indépendance algébriquehomogène réelle est vraie.
Démonstration. On suppose que la conjecture d'in-dépendance algébrique homogène réelle n'est pasvraie ; en utilisant le critère d'indépendance algé-brique de D. Roy (proposition 2.4), on voit qu'il ya des nombres algébriques réels positifs multiplica-tivement indépendants �1; : : : ; �r et des rationnelsbij% 2 Q , où 1 � i � d, 1 � j � l, 1 � % � r, telsque la matrice� rX%=1 bij% log �%�1�i�d;1�j�lsoit de rang < d et la matrice� rX%=1 bij%X%�1�i�d;1�j�lsoit de rang d. On choisit des nombres algébriquesréels positifs �1; : : : ; �d tels que les d+ r nombres�1; : : : ; �d, �1; : : : ; �r soient multiplicativement in-dépendants et on dé�nit des éléments de (	Q �\R�+)dpar 0 = (�1; : : : ; �d) etj = � rY%=1 �bij%% �1�i�dpour 1 � j � l. Le sous-groupe de (R�+)d engendrépar 0; : : : ; l n'est pas dense, mais si x1; : : : ; xr,�1; : : : ; �% sont des nombres réels positifs dont leslogarithmes sont algébriquement indépendants, lesous-groupe engendré par �0; �1; : : : ; �l, avec �0 =(�1; : : : ; �d) et �j = � rY%=1xbij%% �1�i�dpour 1 � j � l, est dense dans (R�+)d. �Noter qu'en combinant les lemmes 3.4 et 3.5, onconstate qu'il su�t de connaître la propriété dedensité pour les tores déployés G dm si on la veutpour les groupes linéaires G d0a � G d1m . Ainsi la si-tuation conjecturale contraste avec ce que l'on saitdémontrer : dans le théorème principal, les facteurs

unipotents recèlent des informations non redon-dantes (voir la section 4b).
4. CONSÉQUENCESNous donnons plusieurs conséquences d'une partdu théorème principal énoncé au paragraphe 3, etd'autre part de la propriété de densité du para-graphe 1. Nous étudions dans cette section le pro-blème de densité dans le cas réel pour des variétésabéliennes simples, puis pour des groupes linéaires ;nous considérons aussi les extensions d'une courbeelliptique par un groupe multiplicatif. Dans la sec-tion suivante nous considérerons le problème com-plexe.
4a. Variétés abéliennesLa propriété de densité est triviale non seule-ment pour une courbe elliptique E dé�nie sur lecorps 	Q \ R , mais aussi pour une puissance End'une telle courbe : un point(1; : : : ; n) 2 En(R )0engendre un sous-groupe dense de En(R )0 si etseulement si 1; : : : ; n sont linéairement indépen-dants sur Z dans E(R ).Prenons maintenant une variété abélienne simple.Étant donné que, pour une variété abélienne A dedimension d, on amR(A) = 1 etm0R(A) = d2�d+1,on déduit immédiatement du théorème principal :
Corollaire 4.1. Soient K un corps de nombres plongédans R , A une variété abélienne simple dé�nie surK de dimension d � 1 et � un sous-groupe deA(K).
a) Si le rang de � est � d2�d+1, alors �\A(R )0est dense dans A(R )0 pour la topologie réelle.
b) Si le rang de � est � d2, il existe un point de� dont les multiples engendrent un sous-groupedense de A(R )0 .
c) Si la variété abélienne A possède la propriétéde densité, le groupe � \ A(R )0 est dense dansA(R )0 si et seulement si rangZ� � 1.
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Pour une variété abélienne simple A sur un sous-corps K de 	Q \ R possédant la propriété de den-sité, tout point d'ordre in�ni  2 A(K) \ A(R )0engendre un sous-groupe dense de A(R )0 . On peutécrire cette a�rmation de la manière suivante :Si A est une variété abélienne simple, dé�niesur un corps de nombres plongé dans R , possé-dant la propriété de densité, et si !1; : : : ; !d�1 sontd�1 périodes réelles linéairement indépendantes deexpA, alors�R!1+ � � �+R!d�1�\LK(A) � Q !1+ � � �+Q !d�1 :
Quand on examine la situation conjecturale, iln'y a pas de raison, a priori, pour se limiter au casréel, ni même à des périodes : cet énoncé suggèreune extension aux variétés abéliennes de la conjec-ture des quatre exponentielles :

Conjecture 4.2 (pour une variété abélienne simple).Soient K un sous-corps de 	Q , A une variété abé-lienne simple sur K de dimension d � 1 et u1;: : : ; ud des éléments Q -linéairement indépendantsde LK(A). Alors u1; : : : ; ud sont linéairement in-dépendants sur C .Cet énoncé est banal pour d = 1 et facile pourd = 2. Pour d � 3, même le cas où tous les uisont des périodes est ouvert (et intéressant) ; d'unautre côté, d'après ce que nous venons de voir, a�nde résoudre la conjecture de Mazur pour les varié-tés abéliennes simples ([Mazur 1992, conjecture 5] ;voir [Waldschmidt 1993]), il su�t de considérer lecas où u1; : : : ; ud�1 sont d � 1 périodes de l'expo-nentielle de A, tandis que ud n'appartient pas auQ -espace vectoriel engendré par le réseau des pé-riodes (c'est-à-dire que ud est un logarithme abé-lien d'un point d'ordre in�ni de A(K)). En�n laconjecture pour une variété abélienne simple con-tient l'énoncé suivant :
? Si A est une variété abélienne simple sur uncorps de nombres K, de dimension d et si �est un sous-groupe de A(K) de rang l contenudans l'image d'un sous-groupe à n paramètresde A(C ), alors n � minfd; lg.

Ce dernier énoncé a déjà été conjecturé par S. Langdans le cas particulier l = 2 [Lang 1971, p. 648].A cette époque le seul résultat connu [Lang 1966,chap. II, x 4, th. 4] était :pour l � 7 et d � 2 on a n � 2.On sait maintenant que l'on a ld � n(l+2d) [Wald-schmidt 1983a, corollaire 1.2].
4b. Groupes linéaires déployésNous avons déjà dit que la propriété de densitéétait banale pour un groupe unipotent G da . Nousl'étudions ici pour un groupe linéaire déployé G d0a �G d1m .
Corollaire 4.3. Soient K le corps 	Q \ R , d0 � 0,d1 � 1 et l � 1 des entiers, �ij pour 1 � i � d1et 1 � j � l des nombres algébriques réels positifsmultiplicativement indépendants, et �hj pour 1 �h � d0 et 1 � j � l des nombres algébriques réels.On dé�nit 1; : : : ; l dans Kd0 � (K�)d1 parj = (�1j; : : : ; �d0j;�1j; : : : ; �d1j)pour 1 � j � l, et on désigne par � le sous-groupede Kd0 � (K�)d1 engendré par ces l éléments. Ondésigne aussi par �0 la projection de � sur Kd0 :c'est le sous-groupe additif de Kd0 engendré par�1; : : : ; �l, avec �j = (�1j; : : : ; �d0j)pour 1 � j � l. En�n on pose d = d0 + d1.
a) On suppose que �0 est dense dans R d0 . Si l �d1(d�1)+2, alors � est dense dans R d0�(R�+)d1 .
b) On suppose, pour tout sous-espace vectoriel Vde R d0 rationnel sur K avec V 6= R d0 ,rangZ��0=�0 \ V � � d+ 1:Si l � d1(d�1)+d+1, alors � contient un sous-groupe de rang d+ 1 dense dans R d0 � (R�+)d1 .
c) Si les groupes linéaires possèdent la propriété dedensité, pour que � soit dense dans R d0�(R�+)d1 ,il faut et il su�t que l'on ait l � d+1 et que �0soit dense dans R d0 .
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Avant de prouver ce corollaire, on remarque qu'onpeut en déduire le cas particulier suivant du théo-rème des six exponentielles :
Corollaire 4.4. Si �ij, pour i = 1; 2 et j = 1; 2; 3,sont des nombres algébriques réels positifs multi-plicativement indépendants, la matrice� log�11 log�12 log�13log�21 log�22 log�23�est de rang 2.
Démonstration.On choisit deux autres nombres algé-briques réels positifs �1 et �2 tels que �11; �12; �13;�21; �22; �23; �1; �2 soient multiplicativement indé-pendants, et on utilise le corollaire 4.3 avec d0 = 0,d = d1 = 2, l = 4 : le sous-groupe de (R�+)2 engen-dré par (�11; �21), (�12; �22), (�13; �23) et (�1; �2)est dense, donc la matrice 2 � 3 considérée est derang 2. �On déduit aussi du corollaire 4.3 le cas réel homo-gène du théorème de Baker sur l'indépendance li-néaire de logarithmes, c'est-à-dire l'énoncé suivant :
Corollaire 4.5. Si �1; : : : ; �n sont des nombres al-gébriques réels positifs multiplicativement indépen-dants, les n nombres log�1; : : : ; log�n sont linéai-rement indépendants sur 	Q .
Démonstration. On considère une éventuelle relationde dépendance linéaire de longueur minimale ; ils'agit donc de véri�er que, si �1; : : : ; �n+1 sont desnombres algébriques positifs et multiplicativementindépendants et si �1; : : : ; �n sont des nombres al-gébriques réels tels que les nombres 1; �1; : : : ; �nsoient linéairement indépendants sur Q , alors�1 log�1 + � � �+ �n log�n 6= log�n+1:On choisit alors un nombre algébrique positif �0tel que les n+ 2 nombres �0; : : : ; �n+1 soient mul-tiplicativement indépendants et on applique le co-rollaire 4.3 avec d0 = n, d1 = 1, l = n + 2 ausous-groupe de R n � R�+ engendré par les n + 2points (0; : : : ; 0; log�0), (�1; : : : ; �n; log�n+1), et(�1j; : : : ; �nj; log�j)

où 1 � j � n. �
Démonstration du corollaire 4.3. On dé�nit G0 = G d0aet G1 = G d1m ; on va appliquer le théorème princi-pal 3.2 au groupe G = G0 � G1, avec m0R(G) =d1(d� 1) + 2. L'hypothèse que les d1l nombres �ijsont multiplicativement indépendants assure queles sous-groupes algébriques G0 de G pour lesquels� \ G0(K) 6= f0g sont de la forme G0 = G00 � G1,avec G00 sous-groupe algébrique de G0 ; pour un telsous-groupe G0,rangZ��=� \G0(K)� = rangZ��0=�0 \G00(K)�:Pour démontrer la partie (a) de l'énoncé, on utilisel'hypothèse que �0 est dense dans R d0 : quand G00est un sous-groupe de G0 de dimension < d0 (cequi ne concerne que le cas d0 � 1), on arangZ��0=�0 \G00(K)� � mR(G0=G00) ;mais G0=G00 est un groupe unipotent de la formeG �a avec � � 1, doncmR(G0=G00) = �+1 � 2, tandisque m0R(G0=G00) = 2 ; l'inégalitérangZ��=� \G0(K)� � m0R(G=G0)est donc bien véri�ée pour tous les sous-groupes G0de G avec dimG0 < dimG pour lesquels� \G0(K) 6= f0g ;pour les autres, c'est-à-dire quand �\G0(K) = f0g,rangZ��=� \G0(K)� = rangZ(�) � m0R(G)� m0R(G=G0):Pour démontrer la partie (b), on utilise l'hypo-thèse rangZ��0=�0 \ V � � d+ 1pour tout sous-espace vectoriel V de R d0 rationnelsur K avec V 6= R d0 ; on en déduitrangZ��=� \G0(K)� � d+ 1 = m0R(G=G0) + d� 1pour tout sous-groupe G0 de G dé�ni sur K avecdimG0 < dimG et � \ G0(K) 6= f0g ; si G0 est un
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sous-groupe algébrique de G dé�ni sur K tel quedimG0 < dimG et � \G0(K) = f0g,rangZ��=�\G0(K)�= rangZ(�)�m0R(G) + d� 1�m0R(G=G0) + d� 1;donc on peut appliquer la partie (b) du théorèmeprincipal.Pour la partie (c), une implication est banale : si� est dense dans R d0 � (R�+)d1 , alors d'une part laprojection �0 de � sur le facteur R d0 est dense etd'autre part on a l = rangZ(�) � mR(G) = d + 1.Pour la réciproque, on utilise la propriété de den-sité : le fait que les d1l nombres �ij soient multi-plicativement indépendants assure que l'adhérencede Zariski H du sous-groupe de Gl = G d0 la � G d1 lmengendré par le point (�hj;�ij)1�h�d0;1�i�d1;1�j�lvéri�eH(R )0 = �(x0�hj;xij)1�h�d0;1�i�d1;1�j�l;(x0; xij) 2 R � (R�+)d1l	:Il reste à montrer qu'il existe (xij)1�i�d1;1�j�l 2(R�+)d1l tel que le sous-groupe Z�1 + � � � + Z�l deR d0 � (R�+)d1 engendré par�j = (�1j; : : : ; �d0j;x1j; : : : ; xd1j);où 1 � j � l, soit dense dans G(R )0 = R d0 �(R�+)d1 . On utilise pour cela les hypothèses : �0 estdense dans R d0 et l � d+1 ; on prend des nombresréels tij, où 1 � i � d1 et 1 � j � l, qui sontalgébriquement indépendants (sur Q , donc sur K)et on pose xij = etij , où 1 � i � d1 et 1 � j � l ;on véri�e que pour tout (s1; : : : ; sl) 2 Zl n f0g, lamatrice 0BBBBBBBBB@
�11 � � � �1j � � � �1l... . . . ... . . . ...�d01 � � � �d0j � � � �d0lt11 � � � t1j � � � t1l... . . . ... . . . ...td11 � � � td1j � � � td1ls1 � � � sj � � � sl

1CCCCCCCCCA

(qui, malgré les apparences, a plus de lignes quede colonnes) est de rang d + 1 et on applique lethéorème de Kronecker. �
4c. Les questions de Colliot-Thélène, Coray et SansucUne autre application concernant un groupe li-néaire (tore non déployé) provient d'une questionposée dans [Colliot-Thélène et al. 1980] et [Sansuc1982] et résolue dans [Roy 1992b].
Corollaire 4.6. Soient k un corps de nombres de de-gré d = r1+2r2 ; on note �1; : : : ; �d les plongementsde k dans C (avec �1; : : : ; �r1 réels et �r1+r2+i =	�r1+i pour 1 � i � r2). Soient 1; : : : ; l des élé-ments de k� ; on suppose que les nombres �ij ,pour 1 � i � d et 1 � j � l, sont multiplicati-vement indépendants. On désigne par � le sous-groupe multiplicatif de k� engendré par 1; : : : ; let par �(�) son image dans (R�)r1 � (C �)r2 .
a) On supposel � � d2 � d+ 2 si r2 = 0,d2 � dr2 + 1 si r2 � 1 ;alors l'adhérence de �(�) dans le groupe topolo-gique (R�)r1 � (C �)r2 contient (R�+)r1 � (C �)r2 .
b) On supposel � � d2 + 1 si r2 = 0,d2 � dr2 + d si r2 � 1 ;alors il existe un sous-groupe de �(�), de rangr1 + r2 + 1, dense dans (R�+)r1 � (C �)r2 .
c) Si les tores possèdent la propriété de densité,pour que l'adhérence de �(�) dans(R�)r1 � (C �)r2soit réunion de composantes connexes, il faut etil su�t que l'on ait l � r1 + r2 + 1.On retrouve les exemples 2.10 et 2.11 en prenantd = 2. Si le corps quadratique k est réel (r1 = 2,r2 = 0), alors� le théorème des six exponentielles montre quepour l � 4, l'adhérence de l'image de � dans(R�)2 contient (R�+)2 ; de plus, pour l � 5, le
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groupe � contient un sous-groupe de rang 3 dontl'image est dense dans (R�+)2 ;� la conjecture des quatre exponentielles impliqueque pour l � 3, l'adhérence de l'image de � dans(R�)2 est ouverte.Si k est imaginaire (r1 = 0, r2 = 1), alors� le théorème des six exponentielles montre quepour l � 3, �(�) est dense dans C � et pourl � 4, � contient un sous-groupe de rang 2 dontl'image est dense dans C � ;� la conjecture des quatre exponentielles entraîneque pour l � 2, le sous-groupe � de k� a uneimage dense dans C �.
Démonstration du corollaire 4.6. On applique le théo-rème principal au groupe algébriqueG = Resk=Q G m(restriction des scalaires de k à Q du groupe multi-plicatif G m ; voir [Weil 1982]). Ce groupe algébriqueG est dé�ni sur Q , de dimension d = r1 + 2r2 etG(Q ) ' k�, tandis que G(R ) ' (R�)r1 � (C �)r2 .Sur 	Q , on a G = G dm. Par conséquent on a �(G) =d, �R(G) = r2 etm0R(G) = �d�maxfr2 � 1; 0g�(d� 1) + 2� r2:En�n, si G0 est un sous-groupe algébrique de G dedimension < d, on a �\G0(R ) = f1g, grâce à l'hy-pothèse d'indépendance multiplicative des �i(j).�
Remarque. Dans le cas r2 � 2, on peut ra�ner lecorollaire 4.6 en remplaçant l'hypothèse de (a) parl � (r1 + r2)(r1 + r2 + 1) + 1et celle de (b) par l � (r1 + r2 + 1)2 + 1.
4d. Produit d’un groupe multiplicatif par une courbe

elliptiqueL'énoncé suivant est encore une variante ellip-tique de la conjecture des quatre exponentielles etaussi un cas particulier d'une conjecture de Rama-chandra [1968, p. 87] :

? Soit E une courbe elliptique dé�nie sur uncorps de nombres réels K. Soient ! une pé-riode réelle non nulle de expE, u 2 R un lo-garithme elliptique d'un point d'ordre in�nide E(K) et �1; �2 deux nombres algébriquesréels positifs multiplicativement indépendants.Alors les trois nombreslog�1log�2 ; u! ; 1sont linéairement indépendants sur Q .Cela signi�e en e�et que le sous-groupe de R�+ �E(R )0 engendré par les deux points (�1; expE u) et(�2; 0) est dense pour la topologie réelle et cettecondition s'écrit encore : pour tout (�; �) 2 Q 2 ,
det� log�1 log�2u+ �! �! � 6= 0:

Ce que l'on sait sur cette question se déduitd'un analogue elliptique du théorème des six expo-nentielles [Ramachandra 1968 ; Waldschmidt 1979,chap. 4] :
Corollaire 4.7. Soient �1; : : : ; �l des nombres algé-briques réels positifs qui engendrent un groupe mul-tiplicatif de rang l1. Soient E une courbe elliptiquesur le corps K = 	Q \R et soient 1; : : : ; l des élé-ments de E(K) \ E(R )0 qui engendrent un sous-groupe de rang l2. On désigne par � le sous-groupede R�+ �E(R )0 engendré par les points (�j; j), où1 � j � l, et on suppose que � est de rang l.
a) On suppose l � 4, l1 � 2 et l2 � 1. Alors � estdense dans R�+ � E(R )0 .
b) On suppose l � 5, l1 � 3 et l2 � 2. Alors �contient un sous-groupe de rang 2 dense dansR�+ �E(R )0 .
c) Si le groupe algébrique G m � E possède la pro-priété de densité, � est dense dans R�+ �E(R )0si et seulement si on a l1 � 2 et l2 � 1.
Remarque. Voici l'énoncé analogue pour le produitdu groupe additif et d'une courbe elliptique :
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Soient E une courbe elliptique sur le corpsK = 	Q \R , �1; �2 des éléments Q -linéairementindépendants de K, 1; 2 des points deE(K) \ E(R )0qui ne sont pas tous deux de torsion. Alorsle sous-groupe de K � E(K) engendré par lesdeux points (�1; 1) et (�2; 2) est dense dansR � E(R )0 .Cela résulte de la transcendance du nombre u=!quand ! est une période non nulle de expE et u estun logarithme elliptique d'un point rationnel sur	Q d'ordre in�ni (résultat dû à Th. Schneider ; voirpar exemple [Waldschmidt 1979, corollaire 3.2.3]).Le théorème principal ne contient donc pas tout ceque l'on peut dire sur ce type de question (voir laremarque �nale au paragraphe 6).
4e. Extension d’une courbe elliptique par un groupe

multiplicatifAprès avoir considéré un produit d'une courbeelliptique par un groupe multiplicatif, il est naturel,comme me l'a suggéré B. Mazur, d'étudier le casd'une extension non triviale.Prenons par exemple une courbe elliptique E dé-�nie sur Q avec E(Q ) de rang positif. Comme Eest sa propre duale, à chaque point  2 E(Q ) cor-respond une extension G de E par G m, dé�niesur Q , et G(Q ) se projette sur E(Q ). Supposons d'ordre in�ni dans G(Q ) ; alors l'extension G n'estpas isotriviale, et le groupe algébrique G, de di-mension 2, possède exactement trois sous-groupesalgébriques : les deux sous-groupes triviaux f1g etG lui-même, et un sous-groupe algébrique de di-mension 1 isomorphe à G m, que l'on notera simple-ment G m .Dans ce cas, l'adhérence réelle de G(Q ) dansG(R ) contient G(R )0 . En e�et, comme G(Q )contient G m(Q ) ' Q � , si � est un point de G(Q )dont la projection sur E(Q ) est , alors le sous-groupe de G(Q ) engendré par 2, 3 et � est densedans G(R )0 .

Nous allons voir qu'un sous-groupe de rang su�-samment élevé, dont la projection sur la courbe el-liptique est dense, est alors dense, et contient mêmeun sous-groupe de rang 2 qui est dense.
Corollaire 4.8. Soient K un corps de nombres réel ,E une courbe elliptique dé�nie sur K,  un pointd'ordre in�ni de E(K), et G l'extension de E parle groupe multiplicatif G m attachée à .
a) Tout sous-groupe de type �ni de G(K), de rang� 5, dont la projection sur E(K) est in�nie, estdense.
b) Tout sous-groupe de type �ni de G(K), de rang� 6, dense dans G(R )0 , contient un sous-groupede rang 2 qui est encore dense.
c) Si le groupe algébrique G possède la propriétéde densité, alors pour tout sous-groupe de type�ni � de G(K), les deux conditions suivantessont équivalentes :

(i) l'adhérence réelle de � dans G(R ) contientG(R )0 ;
(ii) on a rangZ� � 2 etrangZ��=� \ G m(K)� � 1:

Démonstration. Si � est un sous-groupe de type �nide G(K) véri�ant rangZ� � 5 etrangZ��=� \ G m(K)� � 1;alors les hypothèses de la partie (a) du théorèmeprincipal sont véri�ées, avec d = d2 = 2, d0 = d1 =0, �(G) = 4, �R(G) = 1 et m0R(G) = 5. Donc� \G(R )0 est dense dans G(R )0 .De même, si rangZ� � 6, les hypothèses de lapartie (b) du théorème principal sont véri�ées, et� \G(R )0 contient un sous-groupe de rang 2 quiest encore dense dans G(R )0 .Dans l'assertion (c), l'implication (i) ) (ii) ré-sulte des égalités mR(G) = 2 et mR(E) = 1. Dansl'autre sens, on désigne par (�; !) 2 R 2 un géné-rateur du noyau de expG : R 2 ! G(R ). Comme! 6= 0, il existe des triplets (x; y; z) 2 R 3 tels quele sous-groupe de R 2 engendré par les trois points(x; 0), (y; z) et (�; !) soit dense dans R 2 . Ainsi dans
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le sous-groupe (G m � G)(R ) de (G � G)(R ), ilexiste un point (u1; u2) tel que Zu1+Zu2 engendreun sous-groupe dense de G(R )0 . Or l'hypothèse(ii) signi�e qu'il existe 1 et 2 dans � tels quel'adhérence de Zariski dansG�G du sous-groupeZ(1 ; 2) contienne G m�G . On peut donc utiliserla propriété de densité. �
4f. Plusieurs plongementsUn autre exemple d'application du théorème 3.2(théorème principal) provient d'une question poséepar A. Ogg au MSRI de Berkeley en Mai 1992 :soit A une variété abélienne dé�nie sur un corpsde nombres K et soient �1; : : : ; �r des plongementsdistincts de K dans R ; pour 1 � i � r, on a unevariété abélienne Ai dé�nie sur R et un plongement'i de A(K) dans Ai(R ) associé à �i ; on dé�nitB = A1 � � � � � Ar. A quelle condition l'adhérencede l'image d'un sous-groupe � de A(K) dans B(R )par ' = ('1; : : : ; 'r) est-elle ouverte?Si la variété abélienne B possède la propriété dedensité, une condition nécessaire et su�sante estencore que '(�) soit Zariski-dense dans B. Pourle véri�er, on utilise la remarque suivante, dont ladémonstration repose sur le fait qu'une réunion �-nie de sous-groupes de Zl distincts de Zl est encoredistincte de Zl :si B est une variété abélienne sur un corps K,et si � est un sous-groupe de B(K) Zariskidense dans B, il existe  2 � qui engendre unsous-groupe Z Zariski dense dans B.Nous traitons maintenant un exemple qui pré�-gure ce qui va se passer avec un plongement com-plexe (où il faudra considérer au même temps leplongement complexe conjugué).
Corollaire 4.9. Soient K un sous-corps de R \ 	Q ,� un automorphisme du corps K et A une variétéabélienne simple sur K de dimension d. On désignepar A� la variété abélienne déduite de A en fai-sant agir �, par  7! � l'isomorphisme de groupesnaturel de A(K) sur A�(K), par B la variété abé-lienne A � A� dé�nie sur K, et par ' : A(K) !B(K) l'homomorphisme de groupes qui envoie 

sur (; �). Soit �nalement � un sous-groupe deA(K) de rang l.
a) On suppose l � 4d2 � 2d + 1. On suppose deplus, pour toute sous-variété abélienne B0 de B,dé�nie sur K, de dimension d,rangZ�'(�)='(�) \B0(K)� � d2 � d+ 1:Alors '(�) \B(R )0 est dense dans B(R )0 .
b) On suppose l � 4d2. On suppose de plus, pourtoute sous-variété abélienne B0 de B, dé�nie surK, de dimension d,rangZ�'(�)='(�) \B0(K)� � d2 + d:Alors il existe  2 � tel que Z'() soit un sous-groupe dense de B(R )0 .
c) Si les variétés abéliennes possèdent la propriétéde densité, une condition nécessaire et su�santepour que l'adhérence pour la topologie réelle de'(�) dans B(R ) soit ouverte est que l'on aitrangZ�'(�)='(�) \B0(K)� � 1pour toute sous-variété abélienne B0 de B, dé�-nie sur K, de dimension d.La condition faisant intervenir les sous-variétés abé-liennes B0 s'explique facilement : il faut éviter, parexemple, que A soit dé�nie sur le sous-corpsfx 2 K ; x� = xget que les éléments de � soient tous rationnels surce sous-corps.
5. PLONGEMENT COMPLEXE D’UN SOUS-GROUPE

DE TYPE FINI

5a. Retour sur KroneckerLe problème de la densité complexe se ramèneà une question diophantienne grâce au lemme sui-vant :
Théorème 5.1 (Kronecker, variante complexe). SoientV et 	V deux espaces vectoriels sur C et � : V ! 	Vun anti-isomorphisme :�(�z) = 	��(z) pour � 2 C et z 2 V ,
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où 	� est le complexe conjugué de �. On désignepar ' l'application R -linéaire de V dans V � 	V quienvoie z sur �z; �(z)�. Soit Y un sous-groupe detype �ni de V ; on dé�nit ~Y = '(Y ) :~Y = ��y; �(y)� ; y 2 Y 	 � V � 	V :Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Y est dense dans V ;
(ii) pour tout hyperplan complexe H de V � 	V ,rangZ�~Y =~Y \H� � 2 ;
(iii) ~Y est dense dans '(V ).Choisissons une base (e1; : : : ; ed) de V sur C , desgénérateurs y1; : : : ; yl (d'un sous-groupe d'indice�ni) de Y sur Z et écrivons les coordonnées desyj dans la base choisie :yj = y1je1 + � � �+ ydjed;pour 1 � j � l. Alors �(e1); : : : ; �(ed) est une basede 	V , les coordonnées de �(yj) dans cette base sontles 	yij, et la condition (iii) s'écrit
(iv) pour tout (s1; : : : ; sl) 6= (0; : : : ; 0) dans Zl , lamatrice 0BBBBBB@

y11 � � � y1l	y11 � � � 	y1l... . . . ...yd1 � � � ydl	yd1 � � � 	ydls1 � � � sl

1CCCCCCA
a pour rang 2d+ 1.

5b. Le problème de densité complexeSoient K un corps de nombres plongé dans C etG un groupe algébrique commutatif dé�ni sur K.On dé�nit un groupe algébrique ~G sur R par res-triction des scalaires de C à R [Weil 1982, chap. 1,x 3] : on a une application p : ~G! G dé�nie sur Cqui donne un isomorphisme (p; 	p) : ~G! G� 	G surC ; le groupe des points réels ~G(R ) est isomorpheau groupe G(C ).La conjugaison complexe permet de dé�nir unsous-corps 	K de C , conjugué complexe de K, puis

un groupe algébrique 	G dé�ni sur 	K, un isomor-phisme de groupes  7! 	 de G(C ) sur 	G(C ) puisun homomorphisme de groupes ' de G(C ) dansG(C ) � 	G(C ) qui envoie  sur (; 	), et en�n unC �isomorphisme � de ~G(C ) sur G(C ) � 	G(C ). Sis : 	G(C ) �G(C ) ! G(C ) � 	G(C ) envoie (z; w) sur(w; z), on a s � 	� = � :~G(C ) �- G(C ) � 	G(C )
s �

	G(C ) �G(C )?	�
de sorte que � identi�e ~G(R ) avec l'image de ' :��~G(R )� = �(; 	) ;  2 G(C )	= '�G(C )� � G(C ) � 	G(C ):Sur l'espace tangent du groupe de Lie ~G(C ), le R -espace vectorielT~G(R ) = �(z; 	z) ; z 2 TG(C )	� T~G(C ) = TG(C ) � T 	G(C )dé�nit une R -structure.Le groupe ~G est dé�ni sur le corps ~K, inter-section (dans C ) de R avec le compositum de Ket 	K ; quitte à remplacer K par son compositumavec 	K, on peut supposer K = 	K (la seule mo-di�cation qu'apporte une extension �nie, ou mêmealgébrique, concerne l'hypothèse de simplicité pourune variété abélienne). Quand K est stable sous laconjugaison complexe,� si K � R , on a ~K = K (et alors, si dimG > 0,G(R ) n'est pas dense dans G(C )) ;� sinon, ~K = K \ R avec [K : ~K] = 2 et alors~G = ResK= ~K G.Quand � est un sous-groupe de G(C ), ~� = '(�) estun sous-groupe de ~G(R ) ; si � � G(K), alors ~� �~G( ~K). En�n � est dense dans G(C ) si et seulement
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si ~� est dense dans ~G(R ) (la variante complexe ci-dessus du théorème de Kronecker correspond à lasituation où G est un groupe unipotent). Grâce àcela, on obtient l'énoncé suivant :
Corollaire 5.2. Si le groupe algébrique ~G possède lapropriété de densité (dé�nition 1.2), alors pour toutsous-groupe � de type �ni de G(K), les deux asser-tions suivantes sont équivalentes :
(i) � est dense dans G(C ) ;
(ii) si 1; : : : ; l engendrent un sous-groupe d'indice�ni de � et si H désigne l'adhérence de Zariskidans ~Gl du sous-groupe Z�'(1); : : : ; '(l)�, ilexiste un élément (�1; : : : ; �l) de H(R ) tel quele sous-groupe Z�1 + � � � + Z�l soit dense dans~G(R ).
5c. Application du théorème principalVoici un résultat de densité pour un plongementcomplexe, qui résulte immédiatement du théorèmeprincipal combiné avec la version complexe du théo-rème de Kronecker.
Corollaire 5.3. Soit G un groupe algébrique commu-tatif connexe de dimension d dé�ni sur un corps denombres K plongé dans C . Soit � un sous-groupede type �ni de G(K).
a) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G0de ~G dé�ni sur ~K avec dimG0 < dim ~G,rangZ�~�=~� \G0( ~K)� � m0R( ~G=G0):Alors � est dense dans le groupe topologiqueG(C ).
b) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G0de ~G dé�ni sur ~K avec dimG0 < dim ~G,rangZ�~�=~� \G0( ~K)� � m0R( ~G=G0) + 2d� 1:Alors il y a un sous-groupe de � de rang mC (G)qui est dense (pour la topologie complexe) dansG(C ).Ce corollaire permet de montrer que pour toutgroupe algébrique commutatif G dé�ni sur 	Q , il

existe un corps de nombres K tel que G(K) con-tienne un sous-groupe de rangmC (G) qui soit densedans G(C ).
Remarque. On a dim ~G = 2dimG, �( ~G) = 2�(G)et �R( ~G) � �C (G). La condition qui correspond ausous-groupe trivial G0 = f0g suggère d'introduirela notation suivante. Quand G est un groupe algé-brique commutatif dé�ni sur C , on posem0C (G) = 2si �C (G) = 0, etm0C (G) = �2�(G)��C (G)+1�(2d� 1)+2��C (G)si �C (G) � 1. La condition �C (G) = 0 signi�e queG est unipotent, ce qui s'écrit aussi �(G) = 0.De cette dé�nition on va déduire quem0C (G) � 2(d� 1)�(G) + 2d+ 1si G est un groupe linéaire,m0C (G) � 4d2 � 2d+ 1si G est une variété abélienne, etm0C (G) � (3d� 2)�(G) + 2d+ 1dans le cas général. Seule la dernière majorationmérite une explication : si G est extension d'unevariété abélienne A de dimension g par un groupelinéaire G ua�G tm et si G n'a pas de facteur G a , alorsu � g ; on en déduit �(G) � 2�C (G).Avec cette notation, on a m0R( ~G) � m0C (G), doncpour véri�er l'hypothèse (a) du corollaire 5.3 pourle sous-groupe trivial f0g, il su�t d'imposerrangZ� � m0C (G):Pour véri�er (b), il su�t d'imposerrangZ� � m0C (G) + 2d� 1:
5d. Variétés abéliennes simplesSoit A une variété abélienne simple sur C , de di-mension d, et soit  un point de A(C ) ; une condi-tion nécessaire et su�sante pour que le sous-groupeengendré par  ne soit pas dense dans A(C ) estqu'il existe 2d � 1 périodes !1; : : : ; !2d�1 de expA
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et un entier n � 1, tels que n appartienne ausous-groupe à 2d� 1 paramètresexpA(R!1 + � � �+ R!2d�1):Il s'agit de voir quand cela peut arriver avec unpoint  rationnel sur 	Q .Soit K un sous-corps de 	Q et soit A une variétéabélienne simple sur K de dimension d. On note	A la variété abélienne déduite de A par action dela conjugaison complexe et on pose ~A = ResC=R A.Pour appliquer le corollaire 5.3 on est amené à dé-crire les sous-variétés abéliennes de ~A dé�nies surR . Comme ~A(C ) est le produit des deux variétésabéliennes simples A(C ) et 	A(C ), les éventuellessous-variétés de ~A dé�nies sur R et distinctes def0g et de ~A ont pour dimension d. On choisit unebase de TA(C ) sur C de manière à identi�er TA(C )à C d, T ~A(C ) à C 2d, 
A à un réseau 
 de C d et 
 	Aau réseau conjugué 	
.On désigne par E(A) l'ensemble (éventuellementvide) des éléments � 2 GLd(C ) tels que �
 \ �
soit un sous-groupe d'indice �ni de �
.Pour chaque � 2 E(A),�(z1; z2) 2 T ~A(C ) ; �z1 = 	�z2	est l'espace tangent sur C d'une sous-variété abé-lienne A� de ~A dé�nie sur R de dimension d et onles obtient toutes ainsi.
Corollaire 5.4. Soient K un sous-corps de 	Q , A unevariété abélienne simple sur K de dimension d et� un sous-groupe de A(K) de rang l.
a) On suppose l � 4d2�2d+1. On suppose de plus,pour tout � 2 E(A),rangZ�~�=~� \A�(R )� � d2 � d+ 1:Alors � est dense dans A(C ).
b) On suppose l � 4d2. On suppose de plus, pourtout � 2 E(A),rangZ�~�=~� \ A�(R )� � d2 + d:Alors � contient un sous-groupe de rang 1 densedans A(C ).

c) Si les variétés abéliennes possèdent la propriétéde densité, une condition nécessaire et su�santepour que � soit dense dans A(C ) estrangZ�~�=~� \ A�(R )� � 1pour tout � 2 E(A).
Exemple 5.5. Soit E une courbe elliptique sur 	Q ;on choisit un modèle de WeierstrassE(C ) = �(x:y:t)2 P2(C ) ; y2t= 4x3� g2xt2� g3t3	:Soit } la fonction elliptique de Weierstrass d'inva-riants g2 et g3 :}02 = 4}3 � g2}� g3:On identi�e TE(C ) à C parexpE(z) = ��}(z):}0(z):1� si u 62 
,�0:1:0� si u 2 
,où 
 = Z!1 + Z!2 désigne le réseau des périodesde }. On désigne ensuite par 	
 = Z	!1 + Z	!2 leréseau conjugué complexe de 
, par 	} la fonctionelliptique de Weierstrass d'invariants g2, g3 et deréseau de périodes 	
, et par 	E la courbe elliptiquede Weierstrass associée.La courbe E admet un modèle dé�ni sur R siet seulement s'il existe � 2 C � tel que �
 = �
.On véri�e aussi facilement (comparer à [Huisman1992, lemme 5.2]) que les conditions suivantes sontéquivalentes :
(i) la variété abélienne ~E = ResC=R E n'est passimple sur R ;
(ii) l'ensembleE(E) = �� 2 C � ; rangZ��
 \ �
� = 2	n'est pas vide ;
(iii) il existe trois nombres entiers a, b, c dans Ztels que a2 + bc soit un carré non nul et que lenombre � = !2=!1 véri�ebj� j2 + a(� + 	�)� c = 0:Si ces conditions sont véri�ées, les deux courbes Eet 	E sont isogènes.
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Supposons dans un premier temps E(E) = ? ;alors� si � est un sous-groupe de E( 	Q ) de rang � 3,le corollaire 5.2 montre que � est dense dans legroupe topologique E(C ) ;� si � � E( 	Q ) a un rang � 4, il existe  2 � quiengendre un sous-groupe dense de E(C ) ;� si la propriété de densité vaut pour les surfacesabéliennes, tout point d'ordre in�ni de E( 	Q ) en-gendre un sous-groupe dense pour la topologiecomplexe de E(C ).Quand E(E) 6= ?, il faut travailler un peu plus.Soit � 2 E(E) ; le quotient E� du C -espace vectorielTE�(C ) = �(z1; z2) 2 C 2 ; �z1 = 	�z2	par le réseau
� = �(!; !0) ; �! = �!0	 � 
� 	
est une courbe elliptique, que l'on peut aussi écrirecomme le quotient de C par le réseau�! 2 
 ; �! 2 �
	 � 
:Le quotient E0� de la variété abélienne~E = ResC=R Epar E� s'écrit aussi C =
0� , avec
0� = ��! � �!0 ; (!; !0) 2 
� 
	 � C :Ainsi on déduit du corollaire 5.4 :
Corollaire 5.6. Soient u1; : : : ; ul des éléments de Ctels que les points j = expE(uj), pour 1 � j � l,engendrent un sous-groupe � de E( 	Q ) de rang l.On pose Y = Zu1 + � � � + Zul + 
. Pour � 2 C �,on dé�nit Y� = ��y � �y ; y 2 Y 	:
1. S'il existe � 2 E(E) tel que Y�\
0� soit un sous-groupe d'indice �ni de Y�, alors � n'est pas densedans E(C ).

2. Supposons que pour tout � 2 E(E), Y�\
0� n'estpas un sous-groupe d'indice �ni de Y�. Alors :
a) Si l � 3, le sous-groupe � est dense dansE(C ).
b) Si l � 4, et sirangZ�Y�=Y� \ 
0�� � 2pour tout � 2 E(E), alors il existe  2 � quiengendre un sous-groupe dense dans E(C ).
c) Si la propriété de densité est vraie pour unproduit de deux courbes elliptiques, alors �est dense dans E(C ).

5e. Groupes linéairesVoici une dernière conséquence du corollaire 5.3.
Corollaire 5.7. Soient d0 � 0, d1 � 1 et l � 1 desentiers. Soient �ij , pour 1 � i � d1 et 1 � j � l,des nombres algébriques non nuls, et �hj, pour 1 �h � d0 et 1 � j � l, des nombres algébriques. Onsuppose que les 2d1l nombres �ij et 	�ij sont mul-tiplicativement indépendants. On dé�nit 1; : : : ; ldans 	Q d0 � ( 	Q �)d1 parj = (�1j; : : : ; �d0j;�1j; : : : ; �d1j);où 1 � j � l, et on désigne par � le sous-groupe de	Q d0 � ( 	Q �)d1 engendré par ces l éléments. On dé-signe ensuite par �0 la projection de � sur 	Q d0 :c'est le sous-groupe additif de 	Q d0 engendré par�1; : : : ; �l, avec �j = (�1j; : : : ; �d0j)pour 1 � j � l. On désigne aussi par ~�0 le sous-groupe de 	Q 2d0 engendré par (�1; 	�1); : : : ; (�l; 	�l).En�n on pose d = d0 + d1.
a) On suppose que �0 est dense dans C d0 . Sil � 2d1(d� 1) + 2d+ 1;alors � est dense dans C d0 � (C �)d1 .
b) On suppose, pour tout sous-espace vectoriel Vde C 2d0 rationnel sur 	Q avec V 6= C 2d0 ,rangZ�~�0=~�0 \ V� � 2d+ 1:
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Si l � 2d1(d�1)+4d, alors � contient un sous-groupe de rang 2d0 + d1 + 1 dense dans C d0 �(C �)d1 .
c) Supposons que la propriété de densité soit vraiepour les groupes linéaires. Alors, pour que � soitdense dans C d0 � (C �)d1 , il faut et il su�t quel'on ait l � 2d0 + d1 + 1 et que �0 soit densedans C d0 .On pourra comparer le cas d0 = 0, d = d1 = 1 avecl'exemple 2.11.
6. LA SUITE DE L’HISTOIREPour terminer, mentionnons la possibilité de dé-velopper cette étude dans (au moins) deux direc-tions :� nous nous sommes limité dans cet travail à desconsidérations homogènes (d'indépendance liné-aire ou algébrique) ; on peut aussi faire interve-nir des formes linéaires non homogènes, ou en-core des polynômes non homogènes ;� on peut donner des énoncés quantitatifs (me-sures de densité).Ces thèmes seront développés ailleurs.
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