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Le théoréme des six exponentielles restreint a 1’irrationalité
par

Michel Waldschmidt

RESUME. Sip, q, r sont trois nombres rationnels positifs multiplicativement indépendants
et u un nombre réel positif tel que les trois nombres p*, q*, r* soient rationnels, alors u est
aussi rationnel. Pour démontrer ce résultat, on introduit un parameétre L et une matrice
carrée L x L dont les coefficients sont des fonctions (p*tq®2r3)o+1¥)® Lo déterminant
A(z) de cette matrice s’annule en un point réel x # 0 si et seulement si u est rationnel.
Les hypothéses impliquent que A(1) est un nombre rationnel, dont on majore facilement
un dénominateur. Pour magjorer |A(1)|, on montre que les L(L—1)/2 premiers coefficients
de Taylor de A(x) a Uorigine sont nuls.

ABSTRACT. Let p, q, v be three multiplicatively independent positive rational numbers
and u a positive real number such that the three numbers p*, q*, r* are rational; then u
is also rational. We prove this result by introducing a parameter L and a square L X L
matriz, the entries of which are functions (p>!¢®2r®3) 0TV The determinant A(z) of
this matriz vanishes at a real point x # 0 if and only if u is rational. From the hypotheses,
it follows that A(1) is a rational number; one easily estimates a denominator of it. An
upper bound for |A(1)| follows from the fact that the L(L — 1)/2 first Taylor coefficients
of A(x) at the origin vanish.

MOTS—CLES : nombres rationnels ; irrationalité ; théoréme des sixz exponentielles ; conjec-
ture des quatre exponentielles ; indépendance multiplicative de nombres réels ; déterminant ;
série de Taylor

2010 MATHEMATICS SUBJECT CLASSIFICATION : 11J86

Dans [S], Omar Sonebi fait appel au cas particulier suivant du théoréme
des six exponentielles :

(%) Siu est un nombre réel positif tel que =" soit rationnel pour
tout x rationnel positif, alors u est entier.

L’auteur ajoute ce commentaire : Ce probleme est en fait particuliérement
compliqué, il nécessite des résultats assez forts pour étre résolu.

C’est un fait que les démonstrations (voir notamment [Lan, Lau, R, W1,
W2]) du théoreme de transcendance des six exponentielles cité dans [S, p. 61]
nécessitent des outils de théorie algébrique des nombres (pour démontrer
une inégalité de Liouville permettant de minorer un nombre algébrique non
nul), d’analyse complexe (pour majorer la valeur d’une fonction analytique
ayant de nombreux zéros) et méme quelquefois d’algebre commutative (pour
démontrer un lemme de zéros). Nous allons montrer que ce commentaire est
moins justifié pour le cas particulier ().



Un autre cas particulier du théoréeme des 6 exponentielles, qui a fait
'objet de la compétition Putnam en 1971' (voir [H]), consiste & montrer
que si % est entier pour tout x entier positif, alors u est entier. On peut
démontrer assez facilement cet énoncé en utilisant le calcul des différences
finies (voir [H] et [W1, Chapitre I Exercice 6, p. I-12 — I-13]). Mais, comme
me D'a fait remarquer Alain Tissier, cela ne suffit pas pour démontrer ().
Disposer d’une démonstration du méme genre pour ’énoncé (x) pourrait
étre intéressant, mais ’auteur n’en connait pas. Nous allons nous contenter
de montrer comment simplifier la preuve du théoréeme des six exponentielles
quand on se restreint a l'irrationalité.

Voici la version du théoreme des six exponentielles restreinte a lirratio-
nalité (la version non restreinte [S, p. 61] concerne la transcendance). On
dit que trois nombres positifs p, g, r sont multiplicativement indépendants
si une relation p%¢’r¢ = 1 avec a, b, ¢ entiers implique a = b = ¢ = 0.

Théoreme. Soient p, q, v trois nombres rationnels positifs multiplicative-
ment indépendants et u un nombre réel positif tel que les trois nombres p*,
q" et " soient rationnels. Alors u est rationnel.

Il est facile de voir que si u est un nombre rationnel et p un nombre
premier tel que p“ est aussi rationnel, alors u est entier. Il est clair aussi
que trois nombres premiers distincts sont multiplicativement indépendants,
par le théoreme fondamental de I'arithmétique. Par conséquent on déduit
du théoreme le corollaire suivant [H, Theorem 2] :

Corollaire. Soient p, q, r trois nombres premiers distincts et u un nombre
réel positif tel que les trois nombres p*, ¢* et r* soient rationnels. Alors u
est un entier.

On peut choisir u irrationnel et p premier tel que p“ soit également
entier, par exemple u = (loggq)/(logp). On ne connait pas d’exemple de u
irrationnel et de nombres rationnels p et ¢ multiplicativement indépendants
avec p" et ¢" rationnels : montrer qu’il n’y en a pas est le probleme des
quatre exponentielles restreint a l'irrationalité, qui est toujours ouvert. En
notant p* = r et ¢* = s, on aurait

logr logs
u = = .
logp loggq
Le probleme est donc celui de montrer qu’une matrice 2 x 2

logp logg
logr logs

1. 32nd Putnam 1971 question A6 https://prase.cz/kalva/putnam/putn71.html



https://prase.cz/kalva/putnam/putn71.html

a un rang égal a 2 quand p, g, r, s sont des nombres rationnels positifs avec
p, ¢ multiplicativement indépendants et p,r également multiplicativement
indépendants.

L’idée de la démonstration du théoréme est la suivante : si les six nombres
p, q, r, p*, q* et r* sont rationnels, alors les trois fonctions de variable réelle
p*, ¢° et r* prennent des valeurs rationnelles en tous les points & = to+t1u
avec t = (tg,t1) € Z2. Pour s = (s1, 82,53) € Z3, il en est donc de méme
de la fonction fs(z) = (p®'¢**r®)*. On choisit un entier N suffisamment
grand (on précisera cette condition tout & la fin), on pose S = N2, T = N3,
L = NS, de sorte que L = S% = T2. Le déterminant 2

A = det (£2(60) oer s

0<t;<T

est un nombre rationnel. Soit D un dénominateur commun de p, g, r, p*, ¢*
et r. Pour s; > 0 et ¢; > 0 entiers, les nombres

D6STf§(§§) _ (Dp)slto (Dq)52t0 (DT‘)S3tO (Dpu)sltl (un)32t1 (Dru)syfl

sont entiers, donc DSUSTA est un entier rationnel. La démonstration va
consister a majorer |Al, en particulier pour N suffisamment grand on aura
|A| < D7SE5T donc A = 0; on montrera aussi que la condition A = 0
implique que u est rationnel.

Commencons par ce dernier point. Dire que le déterminant A est nul
signifie qu’il existe des nombres rationnels as, non tous nuls, tels que la

fonction
S S S
Fz)=> > Y asfi)
$1=0 s2=0s3=0
vérifie
(1) F(&) =0 pour 0<tot; <T.

Les trois nombres log p, log ¢, log 7 sont linéairement indépendants sur Q car
p, q, r sont multiplicativement indépendants. Le lemme suivant, appliqué a

{wi,...,wn} = {s1logp+ salogq+ szlogr | 0 < sy,s9,53 <S5}

avec n = L montre que les conditions (1) impliquent que les nombres & ne
sont pas deux a deux distincts, donc que u est rationnel.

2. Ce déterminant est bien défini au signe prés, dépendant de ’ordre que 'on choisit
pour ’ensemble des s et pour celui des ¢.



Lemme 1. Soient wq,...,w, des nombres réels deux a deux distincts et
ai,...,a, des nombres réels non tous nuls. Alors le nombre de zéros réels
de la fonction

F(x) =a1e™* + - + ape™®

est <n—1.

Démonstration. On va utiliser le théoreme de Rolle sous la forme suivante :
si une fonction réelle de variable réelle continiment dérivable a m zéros
réels, alors sa dérivée en a au moins m — 1.

La démonstration du lemme 1 se fait par récurrence sur n. L’énoncé est
vrai pour n = 1 : la fonction a1e"'* n’a pas de zéro. Supposons 1’énoncé
vrai pour n — 1 avec n > 2. On suppose aussi a1, ...,a,_1 non tous nuls —
ce n’est pas restrictif. La dérivée G(x) de la fonction e™"»* F'(z) s’écrit

G(z) = ar(wy —wn)e™ ™ + -+ an_1(wp-1 — wp )1

avec des coefficients a1 (w1 — wy), . . ., ap—1(wp—1 — wy,) qui ne sont pas tous
nuls. L’hypotheése de récurrence montre que G(z) a au plus n — 2 zéros.
Le théoréeme de Rolle implique que la fonction e”*»* F'(x), donc la fonction
F(z) aussi, a au plus n — 1 zéros. O

I ne reste plus qu’a majorer |A|. Cette majoration n’utilise pas les hy-
potheses arithmétiques : elle est valable pour sans supposer p, g, r, p*, ¢*
et r* rationnels.

On introduit la fonction

(o) = det (£o(62)) e, <o

0<t;<T

de sorte que A = ¥(1), et on développe le déterminant pour écrire

U(z) = Z €(o)ev?;

ceS],

on a noté &y, 'ensemble des L! bijections o : s — (tg y(s)st1,0(s)) de I'en-
semble des s = (s1,52,53) (0 < 55 < S, j = 1,2,3) sur 'ensemble des
t = (to,t1), (0<t; <T,i=1,2), (o) est la signature de o (dépendant de
I'ordre choisi pour les s et pour les t) et, pour 0 € Sy,

5-1 5-1 5-1
Wy = Z Z Z (s11logp + salogq + s3log7)(to o (s) + t1,0(s))-

$1=0s2=0s3=0



On utilisera la majoration
(2) |we| < LST(1 4 u)log(pgr)-

On considere le développement de Taylor de ¢ a lorigine :

U(z) = Z amz™.

m2>0
Le lemme suivant montre que 'on a
Odozal:'-':aM_l:O

avec M = L(L —1)/2.

Rappelons qu'une fonction analytique en 0 est une fonction qui est la
somme au voisinage de 0 d’une série entiere convergente; cette série est
alors sa série de Taylor.

Lemme 2. Soient f1,..., fr des fonctions analytiques en 0 et &1,...,& des
nombres complexes. Le développement de Taylor de la fonction

F(z) = det ( f,\(gux)>

1< u<L’
s’écrit
F(x) = Z ama™
m>0
avec
aozalz---:aM_lz().

Démonstration. Grace ala multilinéarité du déterminant, il suffit de montrer
ce résultat quand chaque fy(z) est un monoéme z"*. Si le déterminant

det ( (€)™ )

_ ptnatetnn ot <§m

1<Au<L K )19,;»@

n’est pas nul, alors nq,...,ny sont deux a deux distincts, donc
ni+nyg+---+n, >0+14---+(L—-1)=M.
O

Pour obtenir la majoration attendue de |A|, on introduit un nombre
R > 1 — on choisira R = e, la base des logarithmes népériens, mais on
pourrait prendre n’importe quelle constante absolue > 1 pour conclure.



Lemme 3. Soientwq,...,wy, ai,...,a; des nombres réels. Si le développement
de Taylor a lorigine de la fonction

J
F(x) = Zajewj’”
j=1

s’écrit
F(x) = Z ama™
m>0
avec
aqp=a1=---=ay_1 =0,
alors
J
IF(1)] < BT " ayleli!®
j=1
Démonstration. On a
J w™ J W™
_ J _ J
SEED 9T i LB 3) i )
j=1 m20 m20 j=1
donc
J W
J
am =D @
="
et
Ll
S
j=1
Alors

[F(1)] = Z Qm | < Z |t | SR_M Z o | R™

m>M m>M m>M
J ™ J
<R M laj| ———R™ < R™M'N " |a;|elvilf,
J m) J
m>M j=1 ’ j=1



Le lemme 2 nous autorise a utiliser la majoration fournie par le lemme
3 pour la fonction ¥ avec J = L! et a; = £1; comme ¥(1) = A, on obtient,
grace a (2) :
’A| < R—ML!(qu)LST(l—l-u)R'

Pour conclure la démonstration du théoreme, il reste a vérifier que 'on a
(3) L!(pqr)LST(l—HL)RDGLST < RM

pour N suffisamment grand. Rappelons les valeurs des parametres
1
L=N% S=N2 T=N?3 M:§L(L—1).
On vérifie que la condition (3) est vérifiée avec R = e dés que

N > 12log D + 2e(1 + u) log(pgr) + 1.

Quelques commentaires. On peut se demander d’ou vient 'introduc-
tion de ce déterminant A. La réponse est qu’il vient de loin. Les méthodes
de transcendance ont leur origine dans la démonstration par Hermite de la
transcendance du nombre e ; elles ont été élaborées par de nombreuses contri-
butions depuis 1873, notamment par Siegel, Lang et Ramachandra, qui sont
a lorigine du théoreme des six exponentielles. La premiere apparition de ce
théoreme est dans un article d’Alaoglu et Erdés [AE] concernant les travaux
de Ramanujan sur les nombres hautement composés et les nombres colossa-
lement abondants; ils ont demandé a Siegel s’il était vrai que les conditions
p" et ¢" entiers avec p et g premiers impliquaient u entier, Siegel leur a dit
qu’il ne savait pas le démontrer mais qu’il savait le faire en ajoutant r",
comme dans le théoreme .

[AE, p. 449] This question leads to the following problem in Dio-
phantine analysis. If p and q are different primes, is it true that
p* and g* are both rational only if x is an integer ?

[AE, p. 455] It is very likely that ¢* and p® can not be rational at
the same time except if x is an integer...At present we cannot
show this. Professor Siegel has communicated to us the result
that ¢, * and s cannot be simultaneously rational except if x
1S an integer

On trouvera les démonstrations de Lang et Ramachandra dans les références

[Lan] et [R] respectivement. Ces démonstrations font intervenir des fonctions



auxiliaires. Les remplacer par le déterminant A est une idée de M. Laurent
[Lau, § 6.1]. L’introduction d’un déterminant dans une question de nature
semblable se trouve déja dans larticle [CS] de Cantor et Straus sur un
théoreme de Dobrowolski concernant un probleme de Lehmer. On trouvera
d’autres références dans [W1, W2].
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