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The problem we shall now solve is the eighth of Schneider’s problems: 
“Show that at least one of the two numbers es, eae, must be transcendental.” 
We shall deduce this result from a theorem of algebraic independence. 

Nous designerons par N l’ensemble des entiers rationnels positifs, 
Z l’anneau des entiers rationnels, Q le corps des nombres rationnels, 
R le corps des nombres reels et C le corps des nombres complexes. Le 
logarithme neperien sera note: log. D’autre part, e sera le nombre reel 
tel que loge = 1. 

I. INTRODUCTION: I?NON& DES R&XJLTATS 

Dans son livre “Introduction aux nombres transcendants” [7], 
Th. Schneider Cnoncait une liste de huit questions ouvertes dont la derniere 
Ctait: 

“Montrer que I’un au mains des dew nombres ee, eeB doit &re trans- 
cendant.” 

Le seul resultat connu Ctait alors que l’un au moins des trois nombres 
ecv, ee=r, eear (r rationnel non nul) est transcendant, et mCme algebriquement 
independant de e. Ceci resulte d’un thtortme de Gel’fond [4], dont un 
autre corollaire important est le suivant: 

Si 01 E C est algebrique, 01 # 0, 01 # 1 et si r est un nombre rationnel 
non nul, l’un au moins des trois nombres &o@)‘, CY(~O~~)~‘, &w)3’ est 
transcendant, et m&me algebriquement independant de log 01. 

Le resultat present6 ici permet de rtpondre, de facon affirmative, au 
probltme de Schneider. 
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192 WALDSCHMIDT 

T&OR&ME. Soient x1, xz (resp. yl, yz) dew nombres complexes 
lineairement inde’pendants SW Q. Si les deux nombres e’=Yz et ezer2 sont 
algebriques, alors deux au moins des nombres 

xi , Yi , e 
ZiYj (i= 1,2;j= 1,2) 

sont algebriquement independants. 

Les principaux corollaires de ce theorbme sont les suivants: 

COROLLAIRE 1. Si 01 est un nombre algebrique, LY # 0 et 01 # 1, et si 
cPga) est algebrique, alors log 01 et e sont algebriquement independants. 

En particulier, si eRB est algebrique, alors e et 7~ sont algebriquement 
independants. 

On deduit du Corollaire 1 la 
Solution duprobleme de Schneider: Soit r E Q. Alors l’un au moins des deux 
nombres ee’, ee” est transcendant. 

COROLLAIRE 2. Soient r E Q, r # 0 et CY algebrique, 01 # 0 et 01 # 1. 
Alors l’un au moins des deux nombres ol(loga)r, Go@)” est transcendant. 

On deduit que, si 01 est un nombre algebrique, l’un des trois nombres eea, 
eey eeae est transcendant. 

COROLLAIRE 3. Soient a, , a,, b des nombres algebriques, tels que 
log a, , log a, soient lineairement independants sur Q, et b #Q. Alors deux 
au moins des quatre nombres 

log al , log a2 , al*, a2* 

sont algebriquement inde’pendants. 

COROLLAIRE 4. Soient a, & y des nombres algebriques tels que log 01, 
log y (resp. log /3, logy) soient Q-lineairement independants. Alors deux 
des quatre nombres 

log % log A 1% Yv 

sont algebriquement independants. 

expOog a: loi3 B/log Y) 

Si r est un nombre rationnel, r # 0 et r # 1, l’un des deux nombres en’, 
e”‘-’ (resp. e”n*, ei”=-r ) est transcendant. On le deduit du corollaire avec 
01 = en', /3 = emamr et y = & (resp. a = &", p = ein'-'et y = ein). 
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Dt!mons:ration des corolhires. 

1. Pour le premier corollaire, on pose: 

x1 = ys = log ol; x2 = y, = 1. 

2. Pour le second, on pose: 

x1 = (log a)‘; x2= 1; y, = log a; y, = (log 0L)r+1. 

3. Enfin, pour le troisieme: 

x1 = log al ; x2 = log a, ; y1= 1; y.2 = b. 

Terminons ce chapitre par une conjecture qui generaliserait le theoreme 
prec&dent : 

Soient x, , xz (resp. y1 , yz) deux nombres complexes linkairement ind& 
pendants sur Q. Si e W= est algkbrique, montrer que deux au moins des 
nombres 

Xi , Yj , WJj e (i= 1,2;y= 1,2) 

sont algkbriquement indkpendants. 

On en deduirait en particulier que si a est algebrique, a # 0, 1 et b 
quadratique, les deux nombres log a et ub sont algebriquement inde- 
pendants. Par exemple, 72 et en seraient alors algebriquement independants. 

Notations. Soit L un corps de nombres, (c’est-a-dire une extension 
finie de Q) ai (1 < i ,( n) n elements de L. On notera Il(ui)ll le maximum des 
valeurs absolues (ordinaires) des conjugues des ai sur Q; un dkrzominateur 
de (ai) sera un Clement A de I’anneau l, des entiers de L, tel que 

Aai E IL pour i = l,..., n. 

La hauteur d’un polynome P E C[X] sera le maximum des valeurs absolues 
des coefficients de ce polynome. 

II. LEMMES AUXLIAIRES 

Nous rappelons, dans ce chapitre, trois lemmes qui seront utilises dans 
la demonstration du theoreme. 

Le premier de ces lemmes est du a Siegel et donne des conditions 
sufkantes pour resoudre un systeme d’equations lineaires homogtnes a 
coefficients algebriques. 

64dsl3-2 
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LEMME 1 [5]. Soit L un corps de nombres. Soit 

un systbme de r equations h n inconnues d coeficients dans L. Soit A = (101~. i 11 
et di (1 < i < r) un denominateur de (ql ,..., q,,), soit d = maxd, . 
Alors il existe une solution non triviale X = (x, ,..., x,,) duns IL telle que 

II XII < C,(C,n dA)‘f”-’ + C, (I) 

oit C, et C, sont des constantes ne dependant que de L. 

Demonstration. Voir Lang [5, ch. I, $21. 
Le second lemme a ktd pour la premiere fois formulk par Gel’fond [3] 

puis gWralis6 par Mahler [6]. Voici 1’6nond de Gel’fond. 

LEMME 2 (Gel’fond [3], [4]). Soit N une variable entiere positive, P, 
Q, R des fonctions entieres positives de N telles que PQ = M tende vers 
$00 avec N. A chaque valeur de N on associe deux ensembles de nombres 
complexes, cil ,..., cue et fll ,..., IgR , distincts deux a deux. On suppose qu’il 
existe des constantes positives E, y,, , y1 , yZ et une constante y telles que 
P<Q~,y~ty~<Let 

(0 I Pk I -=c My0 I<k<R 

(ii) I CL, I < My’ l<e<Q 

(iii) PI ( CQ - oik I > e-vaologM 1 <i<Q 

kfi 

Alors il existe un entier N,, fel que, pour tout N > N,, , si 

P-l v 

f(z) = c c Ak,szKeza’ 
k=O .9==1 

ou A,., sont des nombres complexes non tous nuls, et si R, est un entier tel que 

RR, > WI, x = (1 + Yo + 2Y?. + Ml - 3% - Yoh 

alors pun au moins des nombres 

f '"'@kh O<s<R,--1, I<k<R 

est d@rent de zero. 
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On peut ameliorer Ie Lemme 2 en supprimant Ies hypotheses (iii) et (iv) 
t101. 

Le troisieme Iemme est une generalisation d’un Iemme de Gel’fond 
([3], Lemme VII ou [4] ch. III, Lemme VII). II donne une condition 
suffisante (et trivialement necessaire) pour qu’un nombre soit algebrique. 

LEMME 3 [IO]. Soient 01 E C, E > 0, o1 et cr2 deux fonctions reelles de 
variable reelle x, strictement croissantes, qui tendent vers + co avec x; 
soient al(x) et a,(x) deux fonctions reelles de x, superieures d 1. On suppose 
que, pour tout x > 0, on a: 

u2w G 44 ui(x + 1) < ai aa i = 1, 2. (2) 

On suppose qu’il existe un entier N,, positif et, pour tout entier N > N, , 
un polynBme PN E Z[X], non nul, de hauteur HN et de degre’ dN tel que 

I PdOoI < expi--c(N) 4Q 02@% 

log HN < 4’Q; dnr G 4’0 
(3) 

oit c(N) = max[lO + E, (4 + E) sup N _ lGz<N al(x) a,(x)]. Alors 01 est aige- 
brique, et il existe un entier NI tel que, pour N > NI , on ait: P&oI) = 0. 

III. DI~MONSTRATION DU THI?OR&ME 

La demonstration utilise la methode de Gel’fond-Baker [l, 3,4] et se 
decompose en plusieurs &apes: 

Soit t, un nombre entier assez grand et supposons Ie theoreme faux. 

(1) Le Lemme 1 permet de construire une fonction F entiere telle que 

F(m)(ay, + by,) = 0 pour 0 ,< a < [tJIog to)-l12] - 1, 

0 < b < [t,,(Iog to)1/2] - I, 

0 < m < [to2(log to)-1/2] - 1. 

(2) G&e au principe du maximum, on peut majorer les d&i&es de F 
sur Ie disque I t I < to Iog t, . On a alors 

( F@)(t)] Q exp -)to4(Iog to)1/2 , 0 < s < &“(log tp2] - 1. 

(3) Le Lemme 2 montre que Ies nombres 

@Yalyl + by21 tels we I I wl + by2 I d to log toy 
0 < s < &)2(log t&1/2] - l} 

ne sont pas tous nuls. 
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(4) La condition 3 entraine l’existence d’une suite de polynames PN 
verifiant les relations (3) du Lemme 3 pour un nombre cy transcendant, 
ce qui donne la contradiction cherchee. 

Soient x1 et x2 EC lintairement indtpendants sur Q, yr et yz E C 
lintairement independants sur Q tels que e W* et ez**a soient algebriques, 
et que le corps obtenu en adjoignant a Q les six nombres 

x1 , x2 , y1 , y2 , exlyl, ezayl, 

soit de degrt de transcendance sur Q < 1. Nous voulons aboutir a une 
contradiction qui demontrera le theoreme. On pose: 

L = Q(e”‘““, eray2) et K = L(x, , x2 , y1 , y, , ezlrl, e’*“l). 

On sait que, si (y. # 0 est algebrique, ea est transcendant ([4], [5], ou [7]). 
Done K est une extension de Q de degre de transcendance 1, et il existe 
o, w1 E K tels que 

K = Qh 4; done K = L&J, q) 

oit w  est transcendant sur Q et o1 est entier sur Z[w]. On pose 

d = [K : L(w)]. 

Un element de Z[w, wI] se decompose de facon unique sous la forme: 

d-l N 

x = C 1 ah.kWlhmk, ah.k E z; 
h-0 k-0 

on dit alors que x est de degre’ < N. 
Tout element de K est alors quotient de deux elements de Z[w, w,]. On a 

Nl N2 N3 N N5 N x1 _ , x2 = _ , yl = _ , y, = -5 , eslyl = __ , exsyl = -E 

NO No No No No NO 

oh Ni (0 < i < 6) sont des elements de Z[w, wr]. 
Soit r le maximum des degrts des Ni , A un denominateur de (e*lYa, ezava). 
Soit to E N arbitrairement grand. (to sera minor6 par un nombre fini 

d’inCgalit.&). On pose 

so = [t,“(log tcp2], f, = Po(log toy’% 
p = 12rs,, 

t1 = [t,(log to)-‘/2] 
(4) 

ki , i E N seront des constantes independantes de to . 
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LEMME 4. II existe une famille d’entiers de L non tous nuls, 

d&l 7 4 , A2 f A3 3 h4> O<A,<s,-1 O<h,,<p--I 

0 < A, < 2t, - 1 O,<A,<d-1 

0 < A, d 2t, - 1 

major& par: 

II 4O)ll < exp ~oto2(log toF2 

et tels que la fonction F desnie par 

Q-1 Z&j-l w-1 d-l 

F(2) = C C C C C q(AO , A, , A, , A, , A,) zAaeQ1X1+~~~a’2~1\30:4 (5) 
A,-0 A1.A*“O +o A4=0 

F(“)(ay, + by,) = 0 pour a = 0, l,..., tl - 1 

b = 0,l ,..., 1, - 1 

m = 0, l,..., so - 1. 

Dkmonstration. On notera de faGon abrCgCe C q(h) .a. pour 
(4 

so-1 243-l P-1 d-l 

c cc c c 4@0,~1,~2~h,u~** 
A,=0 hl.AI'O A,-0 A,=0 

(6) 

Pour z = ay, + by, , on a 

done N~d4to~F(m)(ay1 + by,), pour 0 < a < tl - 1, 0 < b < t, - 1, 
est un Cltment de IJo, q]. Ainsi il s’tcrit: 

Oh 
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D’autre part, d’apres (4) et (7), on a 

oti k est une constante independante de to . 
Considerons le systeme lineaire homogene en q(X): 

Soit 24dr toSo equations a 48dr to2s02 inconnues; a coefficients dans IL . 
D’aprts le Lemme 1, il existe une solution dans IL non triviale telle que 

II d~)ll < exp UYlog 6P2, (8) 

oh k, est une constante independante de to . 

LEMME 5. La fonction F dt$nie au Lemme 4par (5) po.&de la proprie’tt!: 
quel que soit t E C tel que I t I 9 to log to, et quel que soit s tel que 
O<s<[s0/2]-1,ona 

1 F@)(t)1 < exp -&t,4(log to)l12. (9) 

Dt!monstration. Pour 0 f s < [s,/2] - 1, la fonction F(“)(z) admet les 
zeros 

z = ay, + by, O<a<t,--1 O<b<t,-1 

d’ordre au moins [s,/2] d’apres le Lemme 4. Done la fonction 

G(z) = F($)(z) n n (z - ay, - by,)-‘Jo’21 
a=0 b==O 

est entiere. On lui applique le principe du maximum sur le disque 
I z I < toso 

sup 1 G(z)1 < (toso - kIt2)-t0*“‘2 * sup I F(“(z)l. 
Izleoso bI=f&l 

(11) 

D’aprbs (4), (7) et (8), on voit qu’il existe une constante k, , indepen- 
dante de to , telle que 

sup I F’“‘(z)l < kt”‘“? 
bl=f& 

(12) 
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Pour I t I ,< t,, log to , on a, d’aprb (4), 

Done 

0 < a < t1 - 1 < t,(log t&1/2 

0 < b < t, - 1 < t,,(log t,)‘/2. 

1 t - ay, - by, I < 2t,, log t,, . (13) 

En utilisant (lo), (1 I), (12), et (13), on obtient 

I F’%)l < (‘Co ,,“;$ 
-t&,12 

. I$*30 -=c exp -i to4(log to)1’2. 

LEMME 6. Soit F la fonction entihe dejkie au Lemme 4 par (5). I1 existe 
trois entiers a, , bI , s, tels que 

et 

0 < a, d 141, - 1 
0 < Sl < b&l - 1 

0 < b, ,< 142, - 1 

F%w, + a2y2) i 0. 

(14) 

Dkmonstration. Soient a1 ,..., a4t,x (resp. PI ,..., ~~14t,$ les nombres 
{&x1 + h,x, I 0 < hi < 2t, - l> (resp. les nombres (ayI + by2 ) 0 d a ,( 
14t, - I,0 < b < 14t, - 1)) qui sont deux a deux distincts puisque X, 
et x2 (resp. y1 et y2) sont lineairement independants sur Q. 

Utilisons le Lemme 2 avec 

P = s, ; Q = 4t02; R = 14Q; RI = h/21; 
E = yo = y1 = y2 = ); h = 7; y = 1. 

Comme xz/xI est le quotient de deux logarithmes de nombres algebriques 
d’apres un thtoreme de Gel’fond [4] (que Baker a genCralisC [I]), il existe 
un entier N,, tel que, pour tout N, n, , n2 entiers rationnels avec N > No, 
) ni ) < N, on ait 

I 
n, + n2 2 1 > e-(l”gNJS. (0) 

La condition (iv) du Lemme 2 est une consequence de (0). Montrons 
que la condition (iii) est verifiee. Soit x,, = x,/x, . 
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Soient a un nombre complexe, N et p deux nombres entiers, N > 0. 
11 existe un entier s tel que 0 d s < N et 

> z--yN - I) ! o<pj$+D I a - k I- 

D’oti, pour tout A, et A, avec 

0 <A, <2t,- 1; 0gX,<2t,-1, 
2t,--A,-1 2to-A*-l 

,rI, 
1 

,rI, *Ik1x1+k2%4I 

k&k&O 
a 

21,~A,-1 

> x4t,z-l 
1 . 2-2t”(2t0-‘) . (2t, - l)!(2to-1) * k n, ,k ~\n-, 1 k, + k,xo 1, 

I-- * 
k,fOS 

Pour k, et kz entiers vkrifiant 

-A, < k, < 2t, - A, - I, k, # 0, I k, I d 2to - 1, 

on a, d’aprts (0), 

) k, + k2xo 1 > e-(10@tcJ3. 
Done 

2to-Q-1 

l-I 
min 

k =--I lk~/G&,---I 
j kl + k,x, ) 3 e-2to(10get0)3. 

2 
k&O8 

D’oa 

1$$ I fi ’ Oli - a* ’ = oG@Yto-l 

2to-AI--l 2to-L-1 

0 
k 5, 

k#i 
OG3,<2Q-l 1 

,,II, I k,x, + kzx, I 

k,&k,%O 

LEMME I. Le nombre w  vtfrijie les hypoth&es du Lemme 3. 

Comme on sait que w  est transcendant, le Lemme 7 terminera la dkmon- 
stration. 

D.&monstrcztion du Lemme 7. Les formules (4) et (7) montrent que 

q(q) = d56totsN~~F(s1)(q yl + b,y,) (15) 

est un ClCment de I&, w,]. 
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On pose 

p&d = ~KIQLdW1) (16) 

oti NK/Q(& est la norme de K sur Q(w). Alors P,,(w) est un element de 
Q(w) entier sur Z[w]; comme Z[w] est integralement clos, 

La cl&we integrale de Z[w] dans L(w) &ant IJw], on a 

De plus 

Oh 

r(0) = fi q(wJ et &,k’d = ~&)/Qdr(w))~ 
i=l 

wr ,..., wI sont les conjugues de o1 sur L(w). 

Done le degre de r(o) verifie 

deg(r(w)) < exp k,t,,2(log t0)-1/2. 

Done PtO est un polynbme de degre dt, et de hauteur Ht, avec 

dtO < k,t,,2(log tO)+, H,, < exp k,to2(log f0)li2. 

De plus, pour 2 < i < d, d’apres (7) et (8), il existe une constante k, 
independante de to telle que 

I qh)l < exp k8h2(log Wz. (17) 

Or, d’apres (4), (9) et (15) 

I q(q)1 d exp -tto4(log W2. W9 

Done, en utilisant (16), (17), et (18), on a: 

I Pt,(w)l d exp -&Ylog toY2. 

On pose: 

to = N, ul(t,,) = k,t,2(log t,)l12, a, = a2 = d/2, 

u2(to) = k,t,,2(log t,,)-lj2, 
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et les conditions prCcCdentes s’krivent: 

I PN(QJ)I < exp --12MJ) 4% 

log f fN < u,(N), & d ‘-‘s(N), 
(3) 

ce qui termine la dkmonstration. 

Added in proof. D. Brownawell a aussi trouve ces resultats; sa solution, obtenue 
independement de la mienne, doit paraltre Cgalement au “Journal of Number Theory.” 

RECONNAISSANCE 

Je voudrais, en terminant, temoigner ma gratitude a Jean Fresnel qui a dirige mes 
travaux de recherche pour l’elaboration de cette publication. 
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