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The problem we shall now solve is the eighth of Schneider’s problems:
“Show that at least one of the two numbers e*, e®, must be transcendental.”
We shall deduce this result from a theorem of algebraic independence.

Nous désignerons par N l'ensemble des entiers rationnels positifs,
Z T'anneau des entiers rationnels, Q le corps des nombres rationnels,
R le corps des nombres réels et C le corps des nombres complexes. Le
logarithme népérien sera noté: log. D’autre part, e sera le nombre réel
tel que loge = 1.

I. INTRODUCTION: ENONCES DES RESULTATS

Dans son livre “Introduction aux nombres transcendants” [7],
Th. Schneider énongait une liste de huit questions ouvertes dont la derniére
était:

“Montrer que l'un au moins des deux nombres e, e doit étre trans-
cendant.”

Le seul résultat connu était alors que 'un au moins des trois nombres

r 2r 3r . A .
e®,e* , e¢ (rrationnel non nul) est transcendant, et méme algébriquement
indépendant de e. Ceci résulte d’un théoréme de Gel’fond [4], dont un
autre corollaire important est le suivant:

Si o € C est algébrique, « 52 0, « = 1 et si r est un nombre rationnel
non nul, 'un au moins des trois nombres «l0g0)’, (logn)™  (loga)™ gt
transcendant, et méme algébriquement indépendant de log «.

Le résultat présenté ici permet de répondre, de fagon affirmative, au
probléme de Schneider.
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192 WALDSCHMIDT

THEOREME. Soient x,, X, (resp. y,, y,) deux nombres complexes
linéairement indépendants sur Q. Si les deux nombres e™1*: et e*¥» sont
algébriques, alors deux au moins des nombres

Xi ¥, (i=1,2;j=1,2)

sont algébriquement indépendants.

Les principaux corollaires de ce théoréme sont les suivants:

COROLLAIRE 1. Si o est un nombre algébrigque, o # 0 et o = 1, et si
atlog) est glgébrique, alors log o et e sont algébriquement indépendants.

En particulier, si e est algébrique, alors e et = sont algébriquement
indépendants. ,

On déduit du Corollaire 1 la
Solution du probléme de Schneider: Soit r € Q. Alors I'un au moins des deux
nombres e*', e*™" est transcendant.

COROLLAIRE 2. Soient reQ, r 5= 0 et « algébrique, « #* 0 et o +# 1.
georiqu
Alors Pun au moins des deux nombres 198", 1089 o5t transcendant.

On déduit que, si « est un nombre algébrique, I'un des trois nombres e*”,

o 3
e, e est transcendant.

COROLLAIRE 3. Soient a,, a,, b des nombres algébriques, tels que
log a, , log a, soient linéairement indépendants sur Q, et b ¢ Q. Alors deux
au moins des quatre nombres

loga, , loga,, a’, a’
sont algébriquement indépendants.
COROLLAIRE 4. Soient o, B, y des nombres algébriques tels que log «,

logy (resp. log B, logy) soient Q-linéairement indépendants. Alors deux
des quatre nombres

loga, logB, logy, exp(logalogpflogy)

sont algébriquement indépendants.

Si r est un nombre rationnel, r = 0 et r % 1, I'un des deux nombres e,
e (resp. ei", e"" ") est transcendant. On le déduit du corollaire avec
— N . P .
a=e",B=e" ety = e (resp. « = e, B = " ety = ei").
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Démonstration des corollaires.

1. Pour le premier corollaire, on pose:
X, = y, = log o Xy =y = L.
2. Pour le second, on pose:
x; = (log o)7; xo=1; y=loga; y,= (loga)
3. Enfin, pour le troisiéme:
x =loga;; xy=1logay; =1, p,=0.

Terminons ce chapitre par une conjecture qui généraliserait le théoréme
précédent:

Soient x, , x, (resp. y,, y,) deux nombres complexes linéairement indé-
pendants sur Q. Si e™V: est algébrique, montrer que deux au moins des
nombres

X9, (i=1,2y=12)
sont algébriquement indépendants.

On en déduirait en particulier que si a est algébrique, a £ 0, 1 et b
quadratique, les deux nombres loga et q® sont algébriquement indé-
pendants. Par exemple, = et e” seraient alors algébriquement indépendants.

Notations. Soit L un corps de nombres, (c’est-3-dire une extension
finiede Q) a; (1 < i < n) néléments de L. On notera ||(a,)|| le maximum des
valeurs absolues (ordinaires) des conjugués des a; sur Q; un dénominateur
de (a;) sera un élément 4 de I'anneau I; des entiers de L, tel que

da;el; pour i==1,.,n.

La hauteur d’un polyndme P & C[X] sera le maximum des valeurs absolues
des coefficients de ce polyndme.

II. LEMMES AUXILIAIRES

Nous rappelons, dans ce chapitre, trois lemmes qui seront utilisés dans
Ia démonstration du théoréme.

Le premier de ces lemmes est dii & Siegel et donne des conditions
suffisantes pour résoudre un systéme d’équations linéaires homogénes a
coefficients algébriques.

641/5/3-2
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LeMME 1 [S]. Soit L un corps de nombres. Soit

OB

az,,x,zo 1<i<r, r<n’

j=1

i

un systéme de r équations a n inconnues d coefficients dans L. Soit A = || o ; ||
et d; (1 <i<r) un dénominateur de (o; 1 ,..., %), S0it d = maxd;.
Alors il existe une solution non triviale X = (xy ,..., X,,) dans I telle que

X1 < C(CndAy™T 4 G o
oit Cy et C, sont des constantes ne dépendant que de L.

Démonstration. Voir Lang [5, ch. 1, §2].
Le second lemme a été pour la premiére fois formulé par Gel’fond [3]
puis généralisé par Mahler [6]. Voici ’énoncé de Gel'fond.

LemMmE 2 (Gel'fond [3], [4]). Soit N une variable entiére positive, P,
0, R des fonctions entiéres positives de N telles que PQ = M tende vers
o0 avec N. A chaque valeur de N on associe deux ensembles de nombres
complexes, oy ..., &g et By ,..., Br , distincts deux @ deux. On suppose qu'il
existe des constantes positives €, vy, vy, ys €t une constante vy telles que
P<QOyo,+y<let

@ Bl <M™ 1<k<R
(i) o] <M 1<e<Q
Q
i) JTlow— ol > 1 <igQ
b
@iv) oy — oy | > e 1 <k<<Q, 1<i<Q.

Alors il existe un entier N, tel que, pour tout N > N, , si
Pl @ k
f@) =) ¥ Azt
k=0 s=1
ot A, sont des nombres complexes non tous nuls, et si R, est un entier tel que
RR, > M), A= +y,+2y:+ I/l —y1— o)
alors I'un au moins des nombres

fOPB), O0<s<R—-1, 1<k<R

est différent de zéro.
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On peut améliorer le Lemme 2 en supprimant les hypothéses (iii) et (iv)
[10].

Le troisiéme lemme est une généralisation d’un lemme de Gel’fond
([3], Lemme VII ou [4] ch. III, Lemme VII). Il donne une condition
suffisante (et trivialement nécessaire) pour qu’un nombre soit algébrique.

LeMME 3 [10]. Soient a € C, € > 0, o, et o, deux fonctions réelles de
variable réelle x, strictement croissantes, qui tendent vers -+« avec X;
soient a;(x) et ax(x) deux fonctions réelles de x, supérieures a 1. On suppose
que, pour tout x > 0, on a:

oy(x) < oy(x); ox+ D) <ax)ox) i=1,2 2

On suppose qu’il existe un entier N, positif et, pour tout entier N > N, ,
un polynéme Py € Z[X], non nul, de hauteur Hy et de degré dy tel que

| Pr(e)] < exp{—e(N) o1(N) o3(N)}

3
log Hy < oy(N); dy < 0y(N) ©

ott ¢(N) = max[10 + ¢, (4 + €) SUPn_;<o<n @(X) ax(x)). Alors « est algé-
brique, et il existe un entier N, tel que, pour N > Ny, on ait: Py(a) = 0.

III. DEMONSTRATION DU THEOREME
La démonstration utilise la méthode de Gel’fond-Baker [1, 3, 4] et se
décompose en plusieurs étapes:
Soit ¢, un nombre entier assez grand ef supposons le théoréme faux.
(1) Le Lemme 1 permet de construire une fonction F entiére telle que
FmYay, + by,) =0 pour 0 < a < [t(logt)172] — 1,

0 < b < [r(log 1)'%] — 1,
0 <m < [t,2(log tp)~1/21 — 1.

(2) Grice au principe du maximum, on peut majorer les dérivées de F
sur le disque | 7| < t,log ¢,. On a alors

FFO)] < exp —Hflog 1)1/3, 0 < s < 1 (log )1/ — 1.
(3) Le Lemme 2 montre que les nombres

{Fayy, + byyy) tels que | [ ayyy + byyp | < tylog 1y,
0 <5 < $t(log 1)71/% — 1}
ne sont pas tous nuls.
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(4) La condition 3 entraine P’existence d’une suite de polyndmes Py
vérifiant les relations (3) du Lemme 3 pour un nombre « transcendant,
ce qui donne la contradiction cherchée.

Soient x; et x, e C linéairement indépendants sur Q, y, et y,eC
linéairement indépendants sur Q tels que e*1¥: et e®¥: soient algébriques,
et que le corps obtenu en adjoignant 4 Q les six nombres

Ty, 2y
X1, Xg, V1,V € e,

soit de degré de transcendance sur Q <C 1. Nous voulons aboutir 4 une
contradiction qui démontrera le théoréme. On pose:

L= Q(exm’ ewﬂz) et K= L(xl » X2 s V15 Ve exlvl, e"’s"x)_

On sait que, si a 5 0 est algébrique, e* est transcendant ([4], [5], ou [7]).
Donc K est une extension de Q de degré de transcendance 1, et il existe
w, w, € K tels que

K = Qw, w,); donc K = L(w, w)
ol w est transcendant sur Q et w, est entier sur Zfw]. On pose
d = [K: L(w)]
Un élément de Z[w, w,] se décompose de fagon unique sous la forme:
d-1 N
x=3 Y @, an€Z;

h=0 k=0

on dit alors que x est de degré << N.
Tout élément de K est alors quotient de deux éléments de Z{w, w,]. Ona

o Nl _ N2 . N3 . NA 1% Nﬁ LoVt __ Ns
XI—TV_I;,X2— o’yl_——No’yz—No’e —No,e —_No

ot N; (0 << i < 6) sont des éléments de Z[w, w,].
Soit r le maximum des degrés des N, , 4 un dénominateur de (e®1¥3, e%s¥2),
Soit #, & N arbitrairement grand. (¢, sera minoré par un nombre fini
d’inégalités). On pose

5o = [to*(log tp)' 72, t, = [t(log 2,)/2], t, = [to(log £)172]

p = 12rsy,

@

k;, i € N seront des constantes indépendantes de ¢, .
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LeMME 4. 1 existe une famille d’entiers de L non tous nuls,

g, M, 2,25, ) 0<A <s—1 0<H<p—1
0 <A <2t — 1 0 <d—1
0 <A <21
majorés par:
| gV < exp koto*(log 1)/
et tels que la fonction F définie par

sg~1 26p—1 »p-1 d-1

FR)=3 TY T ¥ aQ,d, X, X, A Zoehmthamdighgle (5)

Ag=0 Ap.dg=0 A3=0 3,=0
vérifie
F™ gy, +by) =0 powr a=01,.,1 —1
b=0,1,..1—1
m=0,1,.,s5 — 1. (6)
Démonstration. On notera de fagon abrégée 3 g(A) --- pour
5]
89—1 2l~1 -1 d-1

YOXY Y N g, A, A, AL Ay

2g=0 Ay Ag=0 Ag=D A=0

F"z) =Yy ¥ 4@ )U ,U ,U i ()‘o— 0), Ay (7)

(A) ogto,+og=m

. gh—o0 . e("ﬁ”l“‘zma)z . w)l;,w;,,
Pour z = ay, -+ by, ,ona
Aoy
70— e(ala:1+/\,x,>z — (Ao — op)! ipro—oo—i

im0 (Ao — Op — i)! it

X e(/\lac1+z\,ac,) (ay;+byy) /\o—oo—-»z

V'V

donc NgledttFm) gy, + by,), pour 0 <a<t,— 1, 0<b <ty —1,
est un élément de I [w, w,]. Ainsi il s’écrit:

-1 d-1
T Y (z ) Aa:’,:"h,)w o,
2=0 k=0 \(A)

ol
A‘(‘if,';ﬂnl ely et T < 24rs,.
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D’autre part, d’aprés (4) et (7), on a
l A‘(lx\,)b.';?hl | < exp kt’(log o)/,

ou k est une constante indépendante de ¢, .
Considérons le systéme linéaire homogéne en g(A):

S aN) AR =0 0<a<h—1
n o<b<t,—1
0<h<r—1
o<h<d-1
0<m<s—1

Soit 24dr t,%s,2 équations a 48dr £,s,% inconnues; & coefficients dans I .
D’aprés le Lemme 1, il existe une solution dans I; non triviale telle que

| gl < exp kot*(log 2,)*72, ®)

ol k, est une constante indépendante de ¢, .

LeMME 5. La fonction F définie au Lemme 4 par (5) posséde la propriété:
quel que soit teC tel que |t| < tylogt,, et quel que soit s tel que
0<s<[s/2) —1,0na

| FOMt)] < exp —i*(log 1o)'/2. ®
Démonstration. Pour 0 < 5 < [5,/2] — 1, la fonction Ft¥)(z) admet les

z€ros
z = ay, + by, 0<agy—1 0<b<t—1

d’ordre au moins [s,/2] d’aprés le Lemme 4. Donc la fonction

=1 1
G(z) = FY(z) 1Tl @—ay— By,) Lo/ (10

a=0 b=0

est entiére. On Iui applique le principe du maximum sur le disque
Lz ] < 148,
sup | G(2)| < (%o — kat) ™™ 2+ sup | FU(z)!. (11)
2| <1959 zl=ty5q
D’aprés (4), (7) et (8), on voit qu’il existe une cbnstante k; , indépen-
dante de ¢, , telle que
sup | FO2)| < kW', (12)

|zi=tgsq
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Pour | ¢ | < ¢ty log ¢, , on a, d’aprés (4),

0<a<t—1<tlogt) 2
0<b<t,— 1< 1ty(log 1)
Donc
[t —ay — by, | <2t logt,. (13)

En utilisant (10), (11), (12), et (13), on obtient

—to2sg/2

() foSo — Kals L pteds 1, 1/2
[ FE )] < (m) kg™ < exp 5 o (log 2o)™™.

LeMME 6. Soit F la fonction entiére définie au Lemme 4 par (5). Il existe
trois entiers a, , b, , s, tels que

0 <5 < [50/2] — 1 (14)

et
Fa,p, + ayy,) # 0.

Démonstration. Soient « ..., a2 (resp. By ,..., Buarys) les nombres
{Ax; 4+ Aoxs | 0 < Ay < 21y — 1} (resp. les nombres {ay, + by, 1 0 < a <
14, — 1,0 < b < 14t, — 1}) qui sont deux a deux distincts puisque x;
et x, (Tesp. y; et y,) sont linéairement indépendants sur Q.

Utilisons le Lemme 2 avec

P=sy; Q = 4% R = 141% R, = [s0/2];
e=yy=yp=yp=% AIA=T7 y=1
Comme x,/x; est le quotient de deux logarithmes de nombres algébriques
d’aprés un théoréme de Gel’fond [4] (que Baker a généralisé [1]), il existe

un entier N, tel que, pour tout N, n, , n, entiers rationnels avec N > N,
|n;] < N, on ait

X,
I ny + my ;j— ‘ > g~(logN)?, (0)

La condition (iv) du Lemme 2 est une conséquence de (O). Montrons
que la condition (iii) est vérifiée. Soit x, = x,/x; .
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Soient ¢ un nombre complexe, N et p deux nombres entiers, N > 0.
1l existe un entier stel que 0 < s < Net

N+p
a—k|=!(N—1-—5) min —
Epl > sl ) p<k<N+pla ki

227V N—1)! min |(a—k|.

p<k<N+p

D’ou, pour tout A, et A, avec

0<A1<2t0—1; 0<A2<2t0_‘1,

25—~ 2t5~ry—1

H H “ | kyxy + ko, |

By==dy  Ry=dy

Ky 24y 20
2t5—A—1
2 . _ —
> x:t" “1.9 atg(2tg—1) | (2t0 = 1)!(2t0 1) H lkl + kzxo]
ity lk1|<2t,,-—l
ky20

Pour k, et k, entiers vérifiant
A K hy <2ty — A — 1,  ky #0, [y | <2t — 1,

on a, d’aprés (O),
L ky + kypxy | > e—tlos2to)’,

Donc
2t5—Ay—1
—~2t(logat )"
[T min | [k kx| > e7odom
ky=—2ay 1 o
kg %0
D’on
q 2t5—2—1 2t5—2y~1
min Hlaz‘kal o<,\ o, H H | kyxy + ko, |
1<i<aty? o1 o<,\1§2'tr B N W "
0
ki k2 4k 240
~ e—nOlOgM.

LeMME 7. Le nombre w vérifie les hypothéses du Lemme 3.

Comme on sait que w est transcendant, le Lemme 7 terminera la démon-
stration.

Démonstration du Lemme 7. Les formules (4) et (7) montrent que
glw,) = 4N RFS (G 3 1 b p) (1%

est un élément de [ [w, w,].



HUITIEME PROBLEME DE SCHNEIDER 201
On pose
P t.,(w) = Nxiowg(wr) (16)

olt Ng/q €st la norme de K sur Q(w). Alors P, (w) est un élément de
Q(w) entier sur Z[w]; comme Z[w] est intégralement clos,

P, (w) € Zw].
La cloture intégrale de Z]w] dans L{w) étant I;[w], on a

r(w) = Ng/pwq(w) € [[w].
De plus

r(w) = I_Ilq(wi) et Plw) = Niwowr()),

ol

wy ,..., wg Sont les conjugués de w; sur L(w).
Donc le degré de r(w) vérifie
deg(r(w)) < exp kgt,’(log z,)~1/2.
Donc P; est un polynéme de degré alto et de hauteur H, avec

dy, < kityi(log t5)71/2, H, < exp kgty’(log )12

De plus, pour 2 < i < d, d’aprés (7) et (8), il existe une constante kg
indépendante de ¢, telle que

| g(wy)] < exp kgto*(log £o)'/2. a7
Or, d’aprés (4), (9) et (15)
[ q(wy)| < exp —3z*(log £,)'/2. (18)
Donc, en utilisant (16), (17), et (18), on a:
[ Pe(w) < exp —4ty'(log 1),
On pose:

fp =N, o1(to) = kgto*(log 1o)'12, a=a="V2,
oy(te) = kato’(log 10)71/3,
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et

ce

les conditions précédentes s’écrivent:

| Pn(w)l < exp —120y(N) a5(WV),

(3)
log Hy < oy(N), dy < a(N),

qui termine la démonstration.

Added in proof. D. Brownawell a aussi trouvé ces résultats; sa solution, obtenue
indépendement de la mienne, doit paraitre également au “Journal of Number Theory.”

RECONNAISSANCE

Je voudrais, en terminant, témoigner ma gratitude 3 Jean Fresnel qui a dirigé mes
travaux de recherche pour 1’élaboration de cette publication.
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