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R�esum�e. Dans cet article, nous montrons que l’indice cohomologique (construit
dans [11]) d’un symbole transversalement elliptique satisfait certaines propri�et�es
fonctorielles. Nous calculons d’autre part l’indice cohomologique pour certains
symboles transversalement elliptiques particuliers. En reprenant les arguments
donn�es par Atiyah dans [1], on en d�eduit que l’indice cohomologique du sym-
bole d’un op�erateur transversalement elliptique P est �egal �a l’indice analytique
de P.

1 Introduction

Soit G un groupe de Lie compact op�erant sur une vari�et�e di��erentiable com-
pacte M . Soient E± des �br�es G-�equivariants sur M et soient �(M;E±) les
espaces de sections C∞ de E±. Soit

P : �(M;E+)→ �(M;E−)

un op�erateur pseudo-di��erentiel commutant �a l’action de G. Supposons M et
E± munis de m�etriques G-invariantes et soit P∗ l’adjoint de P. Si P est un
op�erateur elliptique, le noyau Ker(P) de P et le noyau Ker(P∗) de P∗ sont des
espaces de dimension �nie stables sous l’action de G. L’indice �equivariant de
P est la repr�esentation virtuelle Ker(P) –Ker(P∗) de G. On note index (P)(s)
la valeur de son caract�ere au point s ∈ G, c’est-�a-dire

index(P)(s) = TrKer P(s)− TrKer P∗(s) :
La fonction analytique sur G ainsi d�e�nie s’exprime en fonction du symbole
principal � de l’op�erateur P. Soit M (s) la vari�et�e des point �xes de s sur M .
La valeur de la fonction index(P) au point s ∈ G est obtenue en int�egrant
une classe de cohomologie �s �a support compact (d�ependant de �) sur la
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vari�et�e T ∗M (s). C’est la formule des points �xes d’Atiyah–Segal–Singer [2].
Rappelons la bri�evement. Le symbole �, �etant inversible en dehors de la section
nulle de T ∗M , d�etermine par recollement un �br�e virtuel F(�) trivial �a l’in�ni
sur une compacti�cation de T ∗M . Le caract�ere de Chern ch(F(�)) est une
forme �a support compact sur T ∗M . Soit e l’�el�ement neutre de G. On a

index(P)(e) = dim(Ker (P))− dim(Ker (P∗)) = ∫
T∗M

ch(F(�)) Â (T ∗M) ;

et d’autres formules analogues donnant la valeur de index(P)(s) en s ∈ G par
une int�egrale sur T ∗M (s). Ici Â(T ∗M) est le Â-genre de la vari�et�e T ∗M et
provient d’une forme sur M .
Consid�erons le cas d’un op�erateur G-transversalement elliptique. Son

symbole principal est inversible sur l’espace T ∗GM des vecteurs cotangents
transverses aux orbites de G. Alors chaque repr�esentation irr�eductible � de
G intervient avec multiplicit�e �nie dans Ker P et la repr�esentation de G dans
Ker P est une repr�esentation tra�cable de G. Dans ce cas, l’indice de P est la
fonction g�en�eralis�ee sur G d�e�nie par

index(P) = TrKer P − TrKer P∗ :

D’apr�es les r�esultats d’Atiyah [1], l’indice de P ne d�epend que de la classe
du symbole � de P dans KG(T ∗GM). Remarquons que T

∗
GM est un ferm�e de

T ∗M , mais n’est pas en g�en�eral une sous-vari�et�e si les orbites de G dans M
n’ont pas toutes la même dimension.
L’indice de P �etant une fonction g�en�eralis�ee, sa valeur en un point par-

ticulier s de G n’a pas de sens en g�en�eral. On peut construire facilement
des exemples d’op�erateurs transversalement elliptiques d’indices non nuls sur
une G-vari�et�e M telle que G agisse librement sur M . En e�et, on en obtient
en remontant horizontalement un op�erateur elliptique sur la vari�et�e quotient
G\M . Dans ce cas l’indice de P est une fonction g�en�eralis�ee sur G de support
l’identit�e e du groupe G. C’est une d�eriv�ee (dont l’ordre peut être arbitrairement
grand) de la masse de Dirac en e.
Nous montrons dans cet article qu’ on peut calculer l’indice de P en fonc-

tion du symbole � de P en int�egrant au sens g�en�eralis�e une classe de co-
homologie �equivariante (d�ependant de �) de la vari�et�e T ∗M . Rappelons le
type de formule propos�ee dans [15]. Soit g l’alg�ebre de Lie de G. Une forme
�equivariante sur T ∗M est une application �(X ) (X ∈ g) de g dans l’espace
des formes di��erentielles sur T ∗M . Dans [11], nous avons associ�e �a � une
forme �equivariante �(X ) (ferm�ee pour la di��erentielle �equivariante dg) d�e�nie
si X ∈ g est assez petit et rapidement d�ecroissante en g-moyenne: si � est une
fonction test sur g de support assez voisin de 0, alors la forme di��erentielle∫

g
�(X )�(X )dX sur T ∗M est �a d�ecroissance rapide. On montre ici l’�egalit�e

∫
g

index(P)(expX )�(X )dX =
∫

T∗M

(∫
g

�(X )�(X )dX

)
:
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Nous �ecrirons cette �egalit�e comme une �egalit�e de fonctions g�en�eralis�ees sur un
voisinage de 0 dans g:

index(P)(expX ) =
∫

T∗M
�(X ) :

De même, si s est un �el�ement quelconque de G, on note G(s) le centralisa-
teur de s dans G et on associe �a � une forme G(s)-�equivariante ferm�ee �s(Y )
sur T ∗M (s) telle que l’on ait l’�egalit�e suivante de fonctions g�en�eralis�ees. Pour
Y variant au voisinage de 0 dans g(s), on a

index(P)(s expY ) =
∫

T∗M (s)
�s(Y ) :

Nos deux sources d’inspiration pour la construction de la forme �s sont
d’une part bien �evidemment le th�eor�eme d’Atiyah–Segal–Singer pour les
op�erateurs elliptiques et d’autre part le paradigme pour la th�eorie de la quan-
ti�cation g�eom�etrique: il est convenu d’associer �a la vari�et�e symplectique T ∗M
l’espace de Hilbert L2(M). Soit !M la 1-forme canonique de T ∗M et soit
f : T ∗M → g∗ l’application moment. Pour X ∈ g, on a f(X )(x; �) = (�; (XM )x)
o�u XM est le champ de vecteurs sur M associ�e �a l’action de G. Soit 
 = −d!M
la forme symplectique de T ∗M et soit 
(X ) = f(X )+
 la forme symplectique
�equivariante de T ∗M . Dans ce cas, il est naturel d’essayer la formule suivante
pour le caract�ere de la repr�esentation de G dans L2(M),

TrL2(M)(expX ) = (2i�)
− dimM ∫

T∗M
ei
(X )(J (M)(X ))−1 : (1)

Ici J (M)(X ) est une forme �equivariante ferm�ee sur M , inversible lorsque X ∈ g

est su�samment petit. La valeur (J (M)(0))−1 est �egale �a Â(T ∗M) �a des fac-
teurs de normalisation par (2i�) pr�es.
Lorsque M est homog�ene sous l’action de G, la repr�esentation r�eguli�ere de

G dans L2(M) est tra�cable et sa trace satisfait �a l’�egalit�e (1), qui a un sens
comme une �egalit�e de fonctions g�en�eralis�ees sur un voisinage de 0 dans g. Ce
cas tr�es simple est explicit�e dans [9]. Consid�erons le cas o�u M = G, muni de
l’action de G par translations �a gauche. Dans ce cas J (M) = 1. Au premier
membre de la formule (1), on a la masse de Dirac en 0 ∈ g. Le deuxi�eme
membre de la formule s’�ecrit comme une int�egrale sur G × g∗:

(2i�)− dim G
∫
T∗G

ei
(X ) = (2�)− dim G
∫
G

( ∫
f∈g∗

ei(f; X )df

)
dg

et cette int�egrale est bien la masse de Dirac au point 0 de g.
Pour cette raison et sans doute d’autres, il est important dans les formules

d’indice d’op�erateurs transversalement elliptiques de tenir compte de la forme
ei
(X ) = e−i(dg!M )(X ) sur T ∗M . L’exemple pr�ec�edent montre que, même si
la classe de cette forme est �egale �a 1 dans le complexe de cohomologie
�equivariante sans conditions de croissance, son int�egrale au sens g�en�eralis�e
n’est pas nulle.
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Ces consid�erations simples dictent le choix suivant de �. Pour simpli�er
l’exposition, supposons que P soit un op�erateur di��erentiel de sorte que son
symbole principal �(x; �) : E+x → E−x est homog�ene d’ordre m = 1 sur T ∗x M .
Notons p : T ∗M → M la projection. Soient 3E± des connexions G-invariantes
sur les �br�es E±. Consid�erons le super�br�e p∗E = p∗E+ ⊕ p∗E− sur T ∗M .
On associe �a � la superconnexion

A(�) =
(
p∗3E+ i�∗

i� p∗3E−
)

sur p∗E.
Le th�eor�eme principal de cet article est le th�eor�eme 20 qui donne une

formule int�egrale pour l’indice �equivariant de P en fonction du caract�ere de
Chern de la superconnexion A(�). En particulier, le th�eor�eme 20 montre que,
au voisinage de 0 ∈ g, on a l’�egalit�e de fonctions g�en�eralis�ees:

index(P)(expX ) = (2i�)− dimM
∫

T∗M
ei
(X )ch(A(�))(X )(J (M)(X ))−1 : (2)

Comme nous venons de le montrer, cette formule est v�eri��ee dans deux
cas extrêmes:

(1) Le groupe G est r�eduit �a l’identit�e et l’op�erateur P est elliptique.
En e�et (�a part des normalisations di��erentes pour les facteurs 2i�), le car-
act�ere de Chern ch(A(�)) coincide avec ch(F(�)) (voir par exemple [10]).
De plus, pour tout X ∈ g, la forme di��erentielle ch(A(�))(X ) est rapidement
d�ecroissante sur T ∗M et on peut remplacer la forme ei
(X ) par 1.
(2) La vari�et�e M est homog�ene et l’op�erateur P est nul.

Notons que, s’il est rassurant de montrer que la formule (2) est v�eri��ee
pour ces deux cas extrêmes, il n’est pas n�ecessaire de d�emontrer ces cas
particuliers pr�ealablement �a l’�etude g�en�erale. D’ailleurs (comme il est montr�e
dans [1]) même dans l’�etude d’op�erateurs elliptiques, les op�erateurs transver-
salement elliptiques obtenus par rel�evement horizontal d’op�erateurs elliptiques
s’introduisent naturellement. Ainsi l’axiome de produit �br�e (B3) de [3] est une
cons�equence naturelle des axiomes de produit externe et d’action libre �enonc�es
dans la section 2.
Indiquons pourquoi la formule (2) a un sens. Soit F(X ) la courbure

�equivariante de A(�). Alors F(X ) est une forme sur T ∗M �a valeurs endo-
morphismes de E+ ⊕ E−. Le terme de degr�e ext�erieur 0 de F(X ) au point
(x; �) ∈ T ∗M est l’endomorphisme

−
(
�(x; �)∗�(x; �) + �+(X )(x) 0

0 �(x; �)�(x; �)∗ + �−(X )(x)

)
;

o�u �±(X ) sont les moments �equivariant des connexions 3± sur les �br�es
E± → M . On voit donc que la forme

ch(A(�))(X )(x; �) = Str(eF(X ))
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est rapidement d�ecroissante sur l’espace (T ∗GM)x = {�; (�; XM ) = 0 pour tout
X ∈ g}. En e�et, dans ces directions, �(x; �)∗�(x; �), �etant un op�erateur stricte-
ment positif et homog�ene en �, devient tr�es grand lorsque � tend vers l’in�ni.
Dans le deuxi�eme membre de la formule (2), le facteur ei
(X ) = ei(�; XM )ei
;
int�egr�e contre une fonction test �(X ), permet d’obtenir une d�ecroissance rapide
dans les autres directions. Le deuxi�eme membre de la formule (2) d�etermine
ainsi un germe de fonction g�en�eralis�ee sur G pr�es de g = 1. De même, on
construit par une int�egrale sur T ∗M (s) un germe de fonction g�en�eralis�ee sur G
en s. On d�emontre dans [11] qu’e�ectivement ces germes, donn�es en di��erents
points s ∈ G par des formules sur les di��erentes vari�et�es T ∗M (s), s’unissent
pour d�e�nir une fonction g�en�eralis�ee indexG; Mc (�) sur G, qu’on appelle in-
dice cohomologique de �. Dans le pr�esent article, nous montrons l’�egalit�e
index(P) = index G; Mc (�). Pour cela, nous suivons Atiyah [1] pas �a pas. En
e�et, Atiyah donne dans [1] un algorithme pour calculer index(P), analogue
�a celui (consid�er�e par Grothendieck pour le th�eor�eme de Riemann–Roch et
par Atiyah–Singer pour les op�erateurs elliptiques) qui consiste �a plonger M
dans un espace vectoriel V . Le cas transversalement elliptique est plus com-
pliqu�e que le cas elliptique du fait que, si G est un groupe de Lie compact
agissant lin�eairement sur V , il ne semble pas facile de donner un syst�eme de
g�en�erateurs pour KG(T ∗GV ). Par contre, grâce �a une m�ethode de rel�evement hor-
izontal d’op�erateurs elliptiques sur divers �br�es principaux, on peut se ramener
�a l’action de S1 = {ei�} sur C = R2. Il existe alors un op�erateur A sur la
sph�ere S2 dont l’indice analytique est la s�erie −

∑∞
k=1 e

ik� (nous en donnons
une construction explicite dans l’appendice 2). Il y a donc deux points �a prou-
ver pour l’indice cohomologique: la r�eciprocit�e de Frobenius pour le rel�evement
horizontal d’op�erateurs (c’est ce que nous v�eri�ons dans le paragraphe 3.4
consacr�e aux actions libres) et l’�egalit�e avec l’indice analytique pour
l’op�erateur A.
Les r�esultats de cet article ont �et�e annonc�es dans [15] et [10].

2 Rappel des propri�et�es fonctorielles de l’indice analytique

Dans cette section, nous rappelons la d�e�nition et quelques propri�et�es de
l’indice analytique des op�erateurs transversalement elliptiques d�emontr�ees par
Atiyah dans [1].

2.1 K-th�eorie et symboles

Soit V un espace topologique localement compact muni d’une action d’un
groupe de Lie compact G. Soient E± deux �br�es vectoriels complexes G-
�equivariants sur V. Soit E+ �−→E− un morphisme de �br�es G-�equivariants.
Par d�e�nition, l’ensemble caract�eristique Car(�) de E+ �−→E− est l’ensemble
des points y ∈V pour lesquels �y : E+y → E−y n’est pas inversible. Si Car(�)
est compact, on dira que � est un morphisme elliptique. Si � est un morphisme
de �br�es G-�equivariants et si � est elliptique, alors � d�e�nit un �el�ement [�]
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de KG(V). Plus g�en�eralement soit � un morphisme d�e�ni seulement en dehors
d’un compact K de V. On suppose qu’il est inversible sur son ensemble de
d�e�nition V−K . Alors � d�e�nit une classe [�] dans KG(V). Par d�e�nition, si
� est une fonction G-invariante sur V �a valeurs r�eelles identiquement �egale �a
0 sur un voisinage de K et �egale �a 1 en dehors d’un compact K ′ de V, alors
�� est un morphisme d�e�ni sur V et [�] = [��].
Choisissons une structure hermitienne G-invariante sur E±. Il sera utile

d’associer �a � : E+ → E− l’endomorphisme impair du super �br�e E = E+ ⊕ E−
d�e�ni, pour y ∈V, par

v(�)(y) =
(
0 �∗y
�y 0

)
: (3)

Alors

v(�)(y)2 =
(
�∗y�y 0

0 �y�∗y

)
est un op�erateur hermitien positif sur la �bre Ey et l’ensemble Car(�) est
le compl�ementaire de l’ensemble des points y ∈ V tels que v(�)(y)2 soit
strictement positif.
Soit L un �br�e �equivariant hermitien sur V. Soit E− = E+ = L. Soit

� : E+ → E− un morphisme elliptique de �br�es �equivariants tel que � = �∗.
Alors la classe d�e�nie par � dans KG(V) est nulle.
Si V est un point, alors KG(point) est l’anneau R(G) des repr�esentations

virtuelles de G.
Rappelons la d�e�nition du produit externe (voir [1], page 21): soient Vi,

i = 1; 2, deux espaces localement compacts munis d’une action de G. Soient E±i
des �br�es G-�equivariants sur Vi munis de structures hermitiennes G-invariantes
et soient E+i

�i−→ E−i des morphismes G-�equivariants.
On consid�ere le morphisme G-�equivariant

�1 � �2 : E+1 ⊗ E+2 ⊕ E−1 ⊗ E−2 → E−1 ⊗ E+2 ⊕ E+1 ⊗ E−2
d�e�ni par

�1 � �2 =
(
�1 ⊗ I −I ⊗ �∗2
I ⊗ �2 �∗1 ⊗ I

)
: (4)

Soient Ei = E+i ⊕ E−i . Le super-�br�e sur lequel v(�1 � �2) agit est le produit
tensoriel de super�br�es E1 ⊗ E2:
(E1 ⊗ E2)+ = E+1 ⊗ E+2 ⊕ E−1 ⊗ E−2 ; (E1 ⊗ E2)− = E−1 ⊗ E+2 ⊕ E+1 ⊗ E−2 :
De plus

v(�1 � �2)2 = v(�1)2 ⊗ I + I ⊗ v(�2)2 : (5)

On voit que l’ensemble Car(�1��2) ⊂V1×V2 est �egal �a Car(�1)×Car(�2).
On obtient ainsi une application

KG(V1)⊗ KG(V2)→ KG(V1 ×V2) :



L’indice �equivariant des op�erateurs transversalement elliptiques 57

En particulier, lorsque V1 est un point et V2 = V, on obtient une structure
de R(G)-module sur KG(V).
Soit M une vari�et�e di��erentiable munie d’une action de G. On note T ∗M

le �br�e cotangent �a M . Un point de T ∗M sera not�e (x; �), avec x ∈ M et
� ∈ T ∗x M . On note p la projection T ∗M → M .

Soit g l’alg�ebre de Lie de G. Pour X dans g, on note XM le champ de
vecteurs sur M d�e�ni par

XM (x) =
d
dt
exp(−tX ) · x|t=0 (6)

pour x ∈ M .
On note fM;G : T ∗M → g∗ l’application moment:

〈fM; G(x; �); X 〉 = 〈�; XM (x)〉 : (7)

Si G et M sont �x�es, on notera fM; G simplement parfois par f. On pose

T ∗GM = (fM; G)−1(0) :

Le sous-ensemble (T ∗GM)x de T
∗
x M est donc l’orthogonal �a l’espace tangent

en x �a l’orbite G · x. La dimension de (T ∗GM)x est �egale �a la codimension de
G · x et d�epend de x.

Soient E± deux �br�es sur M . Pour abr�eger, on appellera un morphisme de
�br�es � : p∗E+ → p∗E− un symbole. Si (x; �) ∈ T ∗M , alors �(x; �) est une
application lin�eaire de E+x dans E

−
x .

D�e�nition 1 Soit M une G-vari�et�e. Un symbole � : p∗E+ → p∗E− est dit
G-transversalement elliptique si
(1) E+ et E− sont des �br�es vectoriels G-�equivariants et � un morphisme de

�br�es G-�equivariants.
(2) La restriction de � �a T ∗GM est inversible en dehors d’un compact.

La restriction de � �a T ∗GM d�e�nit donc un �el�ement [�] de KG(T ∗GM). Re-
marquons que nous n’imposons aucune condition d’homog�en�eit�e sur le symbole
�. Nous supposons par contre que � est d�e�ni sur tout T ∗M et est C∞. Une
des raisons de prendre une classe aussi large de repr�esentants des �el�ements de
KG(T ∗GM) est qu’elle est �evidemment stable par produit externe. Il est cepen-
dant utile de faire la remarque suivante.

Remarque 2 Supposons M compacte. Munissons M d’une m�etrique
G-invariante. Soit m un nombre r�eel. On dira qu’un symbole � est presque
homog�ene d’ordre m si �(x; t�) = tm�(x; �) pour tout x ∈ M; t = 1 et � ∈ T ∗x M
de norme ‖�‖= 1. Soit S(M) = {(x; �); ‖�‖ = 1} le sous-�br�e en sph�eres de
T ∗M . Consid�erons alors le sous-ensemble compact S(T ∗GM) = T ∗GM ∩ S(M)
de T ∗GM . On peut repr�esenter tout �el�ement de KG(T

∗
GM) de la mani�ere suiv-

ante. On consid�ere deux �br�es vectoriels G-�equivariants E+ et E− sur M .
Soit a : p∗E+|S(M) → p∗E−|S(M) un morphisme de �br�es G-�equivariants d�e�ni
seulement au-dessus de S(M) et tel que sa restriction �a S(T ∗GM) soit inversible.
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Soit # : R → R une fonction C∞ telle que #(t) = 0 pour t 5 1
2 et #(t) = 1

pour t = 1. Soit m un nombre r�eel. Posons �m(x; �) = #(‖�‖)‖�‖ma(x; �=‖�‖).
Alors �m est un symbole G-transversalement elliptique presque homog�ene
d’ordre m. La classe de �m est ind�ependante de l’ordre m choisi. Elle ne
d�epend que de la restriction de a �a S(T ∗GM) et plus pr�ecis�ement que de la
classe d’homotopie stable de a|S(T∗GM) parmi les morphismes G-�equivariants
inversibles.

D�e�nition 3 Soit U une G-vari�et�e localement compacte. Un symbole � :
p∗E+ → p∗E− est dit trivial �a l’in�ni s’il existe un espace vectoriel com-
plexe V muni d’une repr�esentation de G tel que, en dehors d’un sous-ensemble
compact G-invariant K de U , les �br�es E± soient tous deux �egaux au �br�e
G-�equivariant (U − K) × V muni de l’action diagonale de G et �(x; �)
= IdV pour x ∈ U − K et � ∈ T ∗x U .
Lemme 4 (Lemma 3.6 [1]). Soit U une G-vari�et�e localement compacte. Tout
�el�ement de KG(T ∗GU ) peut être repr�esent�e par un symbole G-transversalement
elliptique qui est trivial �a l’in�ni.

Soit jM : U → M un G-di��eomorphisme de U sur un ouvert d’une G-
vari�et�e compacte M . D’apr�es le lemme 4 ci-dessus, on peut construire une
application jM∗ : KG(T

∗
GU )→ KG(T ∗GM).

Nous aurons besoin de quelques symboles particuliers.

2.1.1 Le symbole de Bott

Soit V = R. On note (x; �) (x ∈ R; � ∈ R) un point de T ∗V . On consid�ere
E± = V×C. Un morphisme elliptique � : p∗E+ → p∗E− est donc simplement
une application � : T ∗R→ C inversible en dehors d’un compact de T ∗R. Soit

b : p∗E+ → p∗E−

le morphisme d�e�ni par l’application

b(x; �) = x + i� :

Comme x et � sont r�eels, b(x; �) est inversible sauf si (x; �) = (0; 0). L’�el�ement
b d�e�nit donc un �el�ement de K(T ∗V ). On explicitera dans la section 4.1
l’�el�ement j∗[b] de K(T ∗S1) obtenu par le plongement j de R dans S1 = R ∪
{point}. Ici le groupe G = {e} est trivial.

2.1.2 Le symbole d’Atiyah

Soit V = C muni de l’action de G = {ei�; � ∈ R} d�e�nie par ei� · z = ei�z.
On identi�e V �a V ∗ en d�e�nissant 〈�; v〉 = Re(�v). On identi�e donc T ∗V �a
V ⊕ V . L’espace T ∗GV est alors d�e�ni par

T ∗GV = {(z; �); z ∈ C; � ∈ C; Im(z�) = 0} :
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On a donc
(T ∗GV )0 = V ;

tandis que si z-0, on a
(T ∗GV )z = Rz :

Soient E± = V × C les �br�es G-�equivariants sur V munis des actions de
G d�e�nies par

ei� · (z; v+) = (ei�z; v+) pour (z; v+) ∈ E+ ;
ei� · (z; v−) = (ei�z; ei�v−) pour (z; v−) ∈ E− :

Un morphisme G-�equivariant � : p∗E+ → p∗E− est une application � :
T ∗V → C telle que �(ei�z; ei��) = ei��(z; �).
Consid�erons le morphisme G-�equivariant m : p∗E+ → p∗E− d�e�ni par

l’application
m(z; �) = z − i� :

Le symbole m(z; �) est inversible, sauf si z = i�. D’apr�es la description de
T ∗GV , la restriction de m �a T ∗GV est inversible sauf au point (0, 0). L’�el�ement
m repr�esente donc un �el�ement de KG(T ∗GV ) que nous appellerons le symbole
d’Atiyah. Nous expliciterons dans la section 6 un �el�ement de KG(T ∗G(P1(C)))
repr�esentant j∗[m] pour l’application naturelle G-�equivariante j : C→ P1(C).

2.2 D�e�nition de l’indice analytique

Si E est un �br�e (di��erentiable) sur M , on note �(M;E) l’espace des sections
C∞ du �br�e E.
Soit M une G-vari�et�e compacte. Soient E± deux �br�es G-�equivariants sur

M . Soit P : �(M;E+) → �(M;E−) un op�erateur pseudodi��erentiel d’ordre m.
Le symbole principal �(P) de P est un morphisme p∗E+ → p∗E− d�e�ni sur
T ∗M\0 et homog�ene de degr�e m. L’op�erateur P est dit G-transversalement
elliptique si P commute �a l’action de G et si �(P)(x; �) est inversible pour
tout (x; �) ∈ T ∗GM tel que �-0.
Le symbole principal �(P) d’un op�erateur G-transversalement elliptique

d�e�nit un �el�ement [�(P)] de KG(T ∗GM). L’�el�ement [�(P)] ne d�epend que de
la restriction de �(P) �a S(T ∗GM). Par le proc�ed�e d�ecrit dans la remarque 2, on
peut repr�esenter [�(P)] par un symbole G-transversalement elliptique presque
homog�ene d’ordre arbitraire. (Ceci correspond �a multiplier P par une puissance
arbitraire du Laplacien, op�eration que ne change pas l’indice de P.)
Rappelons la d�e�nition de l’indice analytique de P. Notons C−∞(G)

l’espace des fonctions g�en�eralis�ees sur G et C−∞(G)G l’espace des fonc-
tions g�en�eralis�ees G-invariantes. L’espace C∞(G) s’injecte naturellement dans
C−∞(G). On utilisera souvent la notation �(g) pour d�esigner une fonction
g�en�eralis�ee � sur G, bien que la valeur de la fonction � en un point �x�e g
de G n’ait pas (en g�en�eral) de sens. Par d�e�nition un �el�ement � de C−∞(G)
d�e�nit une forme lin�eaire sur l’espace des densit�es C∞ sur G. Si dg est une
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mesure de Haar sur G et � ∈ C∞(G), on note ∫G �(g)�(g)dg la valeur de �
sur la densit�e �(g)dg. On voit que, si �(g) est une fonction g�en�eralis�ee sur G,
alors �(g)dg est une distribution. Nous pr�ef�erons utiliser ici la notion de fonc-
tion g�en�eralis�ee car de même que la trace d’une repr�esentation de dimension
�nie de G est une fonction G-invariante sur G, la trace d’une repr�esentation
tra�cable de G est une fonction g�en�eralis�ee G-invariante.
Notons KerP le noyau de P. Pour � ∈ R, soit (KerP)� le sous-espace de

KerP sur lequel le Casimir de G op�ere scalairement par multiplication par �.
Ce sous-espace est de dimension �nie et est nul sauf si � appartient �a un sous
ensemble discret I de R. La s�erie g 7→ ∑

�∈I Tr(Ker P)�g d�e�nit une fonction
g�en�eralis�ee G-invariante sur G (Theorem 2.6 [1]). Nous la notons Tr(g; Ker P).
Munissons M d’une m�etrique G-invariante et munissons les �br�es E±

de structure hermitiennes G-invariantes. L’adjoint P∗ de P est un op�erateur
pseudo-di��erentiel G-transversalement elliptique.

D�e�nition 5 L’indice G-�equivariant de P est la fonction g�en�eralis�ee sur G
d�e�nie par

indexG(P)(g) := Tr(g;Ker P)− Tr(g;Ker P∗) :

Proposition 6 (Theorem 2:6 [1]). L’indice G-�equivariant de P ne d�epend que
de [�(P)] ∈ KG(T ∗GM).

Comme tout �el�ement de KG(T ∗GM) peut être repr�esent�e comme le sym-
bole principal d’un op�erateur pseudo-di��erentiel P d’ordre m; on peut d�e�nir
l’application

indexG;Ma : KG(T ∗GM)→ C−∞(G)G

en posant indexG;Ma ([�(P)]) = indexG(P). On dit que indexG;Ma ([�]) est l’indice
analytique de [�] ∈ KG(T ∗GM):
L’application indexG;Ma : KG(T ∗GM) → C−∞(G)G est un homomorphisme

de R(G)-modules.
Soit H un groupe op�erant sur M et commutant �a l’action de G, alors

l’espace T ∗GM est un G × H -espace topologique. Si [�] ∈ KG×H (T ∗GM)
on peut associer �a [�] une repr�esentation virtuelle �a trace de G × H . En
e�et on peut choisir comme repr�esentant de [�] le symbole d’un op�erateur
P qui est G-transversalement elliptique et qui commute �a l’action de H . Alors
Ker(P) − Ker (P∗) est une repr�esentation virtuelle �a trace de G × H . On
note indexG×H (P) ∈ C−∞(G × H)G×H la trace de cette repr�esentation. On
d�e�nit indexG;H;Ma ([�]) = indexG×H (P). On d�e�nit ainsi un homomorphisme
de R(G × H)-module

indexG;H;Ma : KG×H (T ∗GM)→ C−∞(G × H)G×H :
Il est facile de voir ([1], remarque p. 17) qu’en fait indexG;H;Ma ∈

C∞(H;C−∞(G)). Donc le front d’onde de la fonction g�en�eralis�ee
indexG;H;Ma ([�]) sur G×H est contenu dans T ∗H (G×H) = (G×H)×(g∗×{0}).
Ainsi, elle se restreint �a G et

indexG;H;Ma ([�])|G = indexG;Ma ([�]) : (8)
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D’autre part, consid�erons l’injection r : T ∗G×HM → T ∗GM . Par restriction
�a T ∗G×HM d’un symbole G-transversalement elliptique et H -�equivariant, on
obtient un symbole G × H -transversalement elliptique.
Pour [�] ∈ KG×H (T ∗GM), on a donc

indexG;H;Ma ([�]) = indexG×H;Ma (r∗[�]) : (9)

2.3 Axiomes de l’indice

Nous suivrons dans notre d�emonstration un plan analogue �a celui d’Atiyah–
Singer I [3]. Nous introduisons donc un syst�eme d’axiomes pour les fonctions
indices.
Nous supposons donn�e pour tous groupes de Lie compacts G et H et toute

G × H -vari�et�e compacte M un R(G × H)-homomorphisme
iG;H;M : KG×H (T ∗GM)→ C−∞(G × H)G×H :

On suppose que, pour tout [�] ∈ KG×H (T ∗GM), le front d’onde de la fonction
g�en�eralis�ee iG;H;M ([�]) est contenu dans T ∗H (G × H).

On suppose d’autre part que l’application iG;H;M est invariante par
di��eomorphisme: Si f : M1 → M2 est un G×H -di��eomorphisme, alors l’appli-
cation compos�ee

KG×H (T ∗GM2)
f∗−→KG×H (T ∗GM1)

iG; H;M1−→ C−∞(G × H)G×H

est �egale �a iG;H;M2 .
On suppose en�n que la famille d’homomorphismes iG;H;M est fonctorielle

par rapport aux homomorphismes de groupes H ′ → H au sens suivant: d’apr�es
la condition de front d’onde, si [�] ∈ KG×H (T ∗GM), la fonction g�en�eralis�ee
iG;H;M ([�]) se restreint �a G × H ′ et

iG;H;M ([�])|G×H ′ = iG;H
′ ;M ([�]) : (10)

Il est clair que l’indice analytique est invariant par di��eomorphismes et
fonctoriel par rapport aux homomorphismes de groupe.
Pour H = {e}, on note iG;M au lieu de iG;H;M . Consid�erons l’injection

r : T ∗G×HM → T ∗GM . Par restriction, on obtient une application

r∗ : KG×H (T ∗GM)→ KG×H (T ∗G×HM) :

On suppose que
iG;H;M = iG×H;M r∗ : (11)

Autrement dit, l’application iG;H;M est enti�erement d�etermin�ee par iG×H;M .
Cependant, pour formuler certains des axiomes qui suivent, on a besoin
de savoir que, pour des symboles [�] ayant des propri�et�es d’ellipticit�e plus
fortes, la fonction g�en�eralis�ee iG;H;M ([�]) est C∞ dans certaines directions. Par
exemple, si G = {e}, les symboles � ∈ KG×H (T ∗GM) = KH (T ∗M) sont des
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symboles elliptiques et H -�equivariants et on impose que i{e}; H;M ([�]) est C∞.
On dira d’une telle famille de donn�ees i = (iG;H;M ), invariante par di��eomor-
phismes, fonctorielle en H et v�eri�ant (11), que i est une fonction indice.
Enon�cons quelques propri�et�es fonctorielles souhait�ees pour une telle donn�ee.

2.3.1 Excision

Soit U une vari�et�e localement compacte sur laquelle le groupe de Lie compact
G op�ere. Soit jM : U → M un G-hom�eomorphisme de U sur un ouvert d’une
G-vari�et�e compacte M . D’apr�es le lemme 4, on peut construire une application
jM∗ : KG(T

∗
GU )→ KG(T ∗GM) et une application compos�ee:

KG(T ∗GU )
j M∗−→KG(T ∗GM)

iG;M−→C−∞(G)G :

D�e�nition 7 On dit que la fonction indice i = (iG;M ) satisfait l’axiome
d’excision si la condition suivante est satisfaite. Soit U une G-vari�et�e lo-
calement compacte. Soit jMi (pour i = 1; 2) un G-hom�eomorphisme de U sur
un ouvert d’une G-vari�et�e compacte Mi. Soit j

Mi∗ : KG(T ∗GU ) → KG(T ∗GMi)
l’application d�eduite de jMi en K-th�eorie. Alors on a l’�egalit�e

iG;M1jM1∗ = iG;M2jM2∗ :

D�e�nition 8 Si U est une G-vari�et�e localement compacte qui admet un plonge-
ment G-�equivariant jM comme ouvert d’une G-vari�et�e compacte M et si
i = (iG;M ) est une fonction indice v�eri�ant l’axiome d’excision, on d�e�nit
pour [�] ∈ KG(T ∗GU )

iG;U ([�]) = iG;M (jM∗ [�]) :
Remarque 9 L’axiome d’excision permet en particulier de d�e�nir iG;V :
KG(T ∗GV )→ C−∞(G)G lorsque V est un espace vectoriel muni d’une repr�esen-
tation lin�eaire de G.

2.3.2 Produit externe

Soient G1; G2 deux groupes de Lie compacts. Soit M1 une vari�et�e compacte
munie d’une action de G1 × G2. L’espace T ∗G1M1 est alors muni d’une action
de G1 × G2. Soit M2 une vari�et�e compacte munie d’une action de G2.

On note fGi;M1 : T ∗M1 → g∗i l’application moment relative �a l’action de
Gi dans T ∗M1 et fG2 ;M2 : T ∗M2 → g∗2 l’application moment relative �a l’action
de G2 dans T ∗M2. L’application moment totale ftot : T ∗M1×T ∗M2 → g∗1 ⊕ g∗2
pour l’action de G1 × G2 sur M1 ×M2 est donn�ee pour (xi; �i) ∈ T ∗Mi par
ftot((x1; �1); (x2; �2)) = fG1 ;M1(x1; �1)⊕ (fG2 ;M1(x1; �1) + fG2 ;M2(x2; �2)) :
Remarquons que, pour tout (x1; x2) ∈ M1 × M2, la suite d’applications

lin�eaires

0→ (T ∗G2M2)x2 → (T ∗G1×G2(M1 ×M2))(x1 ; x2) → (T ∗G1M1)x1 (12)
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(o�u la premi�ere application est induite par l’injection (x2; �2) 7→ ((0; 0); (x2; �2))
et la deuxi�eme application est l’application ((x1; �1); (x2; �2)) 7→ (x1; �1)) est une
suite exacte.
Soient E±1 deux �br�es G1×G2-�equivariants sur M1 et soient E±2 deux �br�es

G2-�equivariants sur M2. Soit �1 : p∗1E
+
1 → p∗1E

−
1 un morphisme de �br�es

G1 × G2-�equivariants sur T ∗M1. On suppose que �1 est G1-transversalement
elliptique. Soit �2 : p∗2E

+
2 → p∗2E

−
2 un morphisme de �br�es G2-�equivariants

sur T ∗M2. On voit alors grâce �a (12) que le produit externe de symboles �1��2
est un symbole G1 × G2-transversalement elliptique pour l’action de G1 × G2
sur M1 ×M2. Ceci d�e�nit une application

KG1×G2(T
∗
G1
M1)⊗ KG2(T ∗G2M2)→ KG1×G2(T

∗
G1×G2(M1 ×M2)) :

Comme le front d’onde de iG1×G2 ;M1([�1]) est contenu dans T ∗G2(G1 × G2), le
produit iG1×G2 ;M1([�1])(g1; g2)iG2 ;M2([�2])(g2) est bien d�e�ni comme fonction
g�en�eralis�ee.

D�e�nition 10 On dira que la fonction indice i = (iG;H;M ) v�eri�e l’axiome de
produit externe si; pour toute G1 × G2-vari�et�e M1; toute G2-vari�et�e M2; tout
[�1] ∈ KG1×G2(T ∗G1M1) et tout [�2] ∈ KG2(T ∗G2M2);

iG1×G2 ;M1×M2([�1]� [�2])(g1; g2) = iG1×G2 ;M1([�1])(g1; g2)iG2 ;M2([�2])(g2) :

2.3.3 Action libre

Soient H et G deux groupes de Lie compacts. Soit P une vari�et�e compacte
munie d’une action de G×H . On �ecrira l’action de G �a gauche et l’action de
H �a droite. On suppose que H agit librement sur P. L’espace M = P=H des
H -orbites est donc muni d’une action de G. On note q : P → M l’application
quotient. Remarquons que T ∗HP s’identi�e naturellement �a q

∗T ∗M . On a donc

(T ∗HP)=H ∼ T ∗M :

Plus g�en�eralement
(T ∗G×HP)=H ∼ T ∗GM :

Cet isomorphisme induit un isomorphisme

q∗ : KG(T ∗GM)→ KG×H (T ∗G×HP) :

Soit [�] ∈ KG(T ∗GM). Soit � : p∗E+ → p∗E− un symbole G-trans-
versalement elliptique repr�esentant [�]. Soit � ∈ R(H) une repr�esentation de H
dans un espace vectoriel complexe de dimension �nie V�. Soit V� = P ×H V�
le �br�e G-�equivariant sur M correspondant. On pose

�� = � ⊗ IV� : p∗(E+ ⊗V�)→ p∗(E− ⊗V�) :
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C’est encore un symbole G-transversalement elliptique relativement �a l’action
de G sur M . L’indice iG;M ([��]) est une fonction g�en�eralis�ee sur G. L’indice
iG×H;P(q∗([�]) est une fonction g�en�eralis�ee sur G × H .
Soit Ĥ l’ensemble des classes d’isomorphismes des repr�esentations

irr�eductibles de dimension �nie de H . Si � ∈ Ĥ , on note �∗ la repr�esentation
duale.

D�e�nition 11 On dira que la fonction indice i = iG;M v�eri�e l’axiome d’action
libre si; pour toute vari�et�e compacte P munie d’une action de G �a gauche
et d’une action libre de H �a droite commutant �a G et pour tout �el�ement
[�] ∈ KG(T ∗G(P=H)); on a l’�egalit�e de fonctions g�en�eralis�ees: pour g ∈ G et
h ∈ H

iG×H;P(q∗[�])(g; h) =
∑
�∈Ĥ
Tr �(h)(iG;M ([��∗ ])(g)) :

La s�erie dans le membre de droite est convergente dans l’espace des fonc-
tions g�en�eralis�ees sur G × H , car le terme iG;M ([��∗ ])(g) est le coe�cient de
Fourier du caract�ere de la repr�esentation � de H dans la fonction g�en�eralis�ee
iG×H;P(q∗[�])(g; h):

2.4 Un th�eor�eme d’unicit�e

Rappelons quelques propri�et�es fonctorielles de l’indice analytique d�emontr�ees
par Atiyah [1].

Th�eor�eme 12 [1] La famille indexG;H;Ma d’indices analytiques est une fonction
indice v�eri�ant les axiomes d’excision, de produit externe et d’action libre.

Plus pr�ecis�ement la propri�et�e d’excision est le th�eor�eme 3.7 de [1]. La
propri�et�e de produit externe est le th�eor�eme 3.5 de [1]. La propri�et�e de l’indice
analytique vis-�a-vis des actions libres est le th�eor�eme 3.1 de [1].
Rappelons l’indice analytique de quelques symboles particuliers.
Soit V un espace vectoriel muni d’une repr�esentation lin�eaire de G. Comme

la famille d’indices analytiques indexG;Ma v�eri�e l’axiome d’excision, on peut
d�e�nir indexG;Va ([�]) pour [�] ∈ KG(T ∗G(V )) d’apr�es la remarque 9.

Consid�erons V = R et le symbole de Bott [b] (d�e�ni en 2.1.1). Ici le
groupe G = {e} est trivial. L’indice analytique de b est donc un entier relatif.
Proposition 13 (page 525; [3]) index{e};Ra ([b]) = 1

Soit V = C. Soit G = S1. L’indice analytique du symbole d’Atiyah [m] d�e�ni
en 2.1.2 est calcul�e par la Proposition 6.2 de [1].

Th�eor�eme 14 On a

indexS
1 ;C
a ([m])(ei�) = −

∞∑
k=1
eik� :

Ce th�eor�eme d�ecoule de la description de KG(T ∗GC) donn�ee dans le chapitre
5 de [1]. Nous en donnerons une d�emonstration directe dans l’appendice 2.
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Dans [1], Atiyah donne un algorithme pour calculer l’indice analytique d’un
�el�ement de KG(T ∗GM): Il r�esulte de l’algorithme donn�e par Atiyah que l’on a
le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 15 [1] Soit i = (iG;H;M ) une fonction indice qui v�eri�e les axiomes
d’excision, de produit externe et d’action libre. Supposons de plus que; si b
est le symbole de Bott d�e�ni en 2:1:1;

i{e};R([b]) = 1

et que; si m est le symbole d’Atiyah d�e�ni dans 2:1:2;

iS
1 ;C([m])(ei�) = −

∞∑
k=1
eik�:

Alors la fonction indice iG;H;M coincide avec l’indice analytique indexG;H;Ma .

Dans ce th�eor�eme, les �el�ements i{e};R([b]) et iS
1 ;C([m]) sont d�e�nis par la

d�e�nition 8.

3 Propri�et�es fonctorielles de l’indice cohomologique

Nous d�emontrons maintenant des propri�et�es fonctorielles de l’indice coho-
mologique indexG;H;Mc d�e�ni dans [11].

3.1 Enonc�e de la formule de l’indice �equivariant des op�erateurs
transversalement elliptiques

Rappelons tout d’abord bri�evement la d�e�nition de indexG;Mc ([�]) pour
[�] ∈ KG(T ∗GM) lorsque M est une vari�et�e compacte munie d’une action d’un
groupe de Lie compact G. L’indice cohomologique est d�e�ni �a l’aide de la
cohomologie �equivariante de la vari�et�e T ∗M .

Soit V une vari�et�e di��erentiable. Une forme di��erentielle G-�equivariante
sur V est une application G-�equivariante � : g →A(V) d�e�nie sur l’alg�ebre
de Lie g, �a valeurs dans l’espace A(V) des formes di��erentielles sur V.
On note A∞

G (g;V) = C∞(g;A(V))G l’espace des formes di��erentielles
G-�equivariantes. Ici X d�esigne soit un point de g, soit la fonction X 7→ X .
On notera donc parfois une application � : g →F de g dans un espace F par
la notation �(X ). On consid�erera aussi des formes di��erentielles �(X ) qui sont
d�e�nies seulement pour X appartenant �a un ouvert G-invariant W ⊂ g. On note
A∞
G (W;V) = C

∞(W;A(V))G l’ensemble de ces formes. La di��erentielle G-
�equivariante dg : A∞

G (W;V) → A∞G (W;V) est d�e�nie, pour � ∈ A∞
G (W;V)

et X ∈ W , par
(dg�)(X ) = d(�(X ))− –(XV)(�(X )) ;

o�u –(XV) est la contraction par le champ de vecteurs XV. On note aussi dX
l’op�erateur d − –(XV) agissant sur les formes di��erentielles. Une forme G-
�equivariante ferm�ee est une forme G-�equivariante � telle que dg� = 0.
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Si V est une vari�et�e compacte orient�ee, l’int�egrale
∫
V
�(X ) d�e�nit une

fonction C∞ et G-invariante sur g (par d�e�nition, l’int�egrale d’une forme
di��erentielle inhomog�ene sur une vari�et�e de dimension k est l’int�egrale de son
terme ext�erieur de degr�e k). Si V est non compacte, on peut parfois d�e�nir∫
V
�(X ) comme une fonction g�en�eralis�ee sur g: si � est une fonction test

sur g, on consid�ere la forme di��erentielle
∫

g
�(X )�(X )dX sur V. Si elle est

int�egrable sur V, on posera

∫
g

( ∫
V

�
)
(X )�(X )dX =

∫
V

(∫
g

�(X )�(X )dX

)
:

On dira que
∫
V
�(X ) est l’int�egrale de � au sens g�en�eralis�e.

Si s ∈ G, on note G(s) le centralisateur de s ∈ G et V(s) la sous-vari�et�e
de V �x�ee par s. On note g(s) l’alg�ebre de Lie de G(s).
Un bouquet de formes di��erentielles �equivariantes sur V est une famille

(�s)s∈G index�ee par les �el�ements s de G telle que, pour s ∈ G, la forme
�s est une forme di��erentielle G(s)-�equivariante ferm�ee sur V(s) satisfaisant
des conditions d’invariance et de compatibilit�e d�e�nies dans [13], [12] (voir
aussi [16]). Rappelons la d�e�nition du bouquet bch(E;A) de caract�eres de
Chern d’un super�br�e G-�equivariant E = E+ ⊕ E− → V muni d’une su-
perconnexion G-invariante A. Soit s ∈ G. On note sE l’action de s sur E.
Si x ∈ V(s), l’action de sE pr�eserve la �bre Ex de E. Soit FA(X ) la cour-
bure �equivariante de la superconnexion A (voir chapitre 7, [6]). Par d�e�nition,
bch(E;A) = (chs(E;A))s∈G, o�u chs(E;A) est la forme G(s)-�equivariante sur
V(s) d�e�nie, pour X ∈ g(s), par

chs(E;A)(X ) = Str(sEeF
A(X )|V(s) ) : (13)

Soit M une G-vari�et�e compacte. Soit � : p∗E+ → p∗E− un symbole G-
transversalement elliptique sur M . On introduit une m�etrique G-invariante gM

sur T ∗M . On note (x; �) un point de T ∗M . On note ‖�‖x ou seulement ‖�‖ la
norme de l’�el�ement (x; �) pour la m�etrique gM . On introduit des structures her-
mitiennes G-invariantes hE

±
sur E±. On associe �a � l’endomorphisme impair

du super�br�e p∗E = p∗E+ ⊕ p∗E−

v(�)(x; �) =
(

0 �(x; �)∗

�(x; �) 0

)
: (14)

L’op�erateur

v(�)(x; �)2 =
(
�(x; �)∗�(x; �) 0

0 �(x; �)�(x; �)∗

)
est un op�erateur hermitien semi-d�e�ni positif et est strictement positif si (x; �)
∈ T ∗GM et ‖�‖ assez grand. Le ferm�e T ∗GM de la vari�et�e T ∗M est d�e�ni par
l’�equation f = 0, o�u f : T ∗M → g∗ est l’application moment. La restriction
de f �a chaque �bre est lin�eaire en �.
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On introduit la notion de symbole G-transversalement bon sur la
vari�et�e T ∗M .

D�e�nition 16 Soit M une G-vari�et�e compacte. On dit qu’un symbole G-
transversalement elliptique � : p∗E+ → p∗E− est G-transversalement bon
si
(1) Le symbole �(x; �) ainsi que toutes ses d�eriv�ees @kx@

l
� sont �a croissance

au plus polynomiales en �.
(2) Il existe r ¿ 0; c ¿ 0 et a ¿ 0 tels que

v(�)2(x; �)= c‖�‖2IEx
pour tout (x; �) ∈ T ∗M tels que ‖f(x; �)‖5 a‖�‖ et ‖�‖= r.

L’in�egalit�e v(�)2(x; �)= c‖�‖2IEx est une in�egalit�e d’op�erateurs hermitiens.
La d�e�nition de symbole G-transversalement bon est ind�ependante du choix

de la m�etrique gM sur T ∗M .

Remarque 17 Il est clair que, si �(x; �) est un symbole G-transversalement
elliptique et presque homog�ene d’ordre 1 en �; alors � est G-transversalement
bon. Comme nous l’avons signal�e dans la remarque 2; tout �el�ement de
KG(T ∗GM) peut être repr�esent�e par un symbole presque homog�ene d’ordre
1. Toutefois la classe des symboles presque homog�enes d’ordre 1 n’est pas
stable par produit externe. Nous demandons aux symboles transversalement
bons de satisfaire �a une condition de croissance moins forte que la condition
d’homog�en�eit�e d’ordre 1; mais su�sante pour d�e�nir l’indice cohomologique.
Nous montrerons �a la proposition 23 que le produit externe � de symboles
G-transversalement bons est encore G-transversalement bon.

D�e�nition 18 Si v(�)2(x; �) v�eri�e l’in�egalit�e (2) de la d�e�nition 16 ci-dessus
pour tout (x; �) ∈ T ∗M tel que ‖�‖ = r; on dira que � est un bon symbole
elliptique G-�equivariant.

Soit !M la l-forme canonique de T ∗M . Alors, si V est un vecteur tangent
au point (x; �) de T ∗M ,

(!M(x; �); V ) = (�; p∗V ) :

Par d�e�nition, la forme symplectique de T ∗M est la 2-forme ferm�ee

M = −d!M . L’orientation de T ∗M est l’orientation d�etermin�ee par cette
structure symplectique.
Choisissons des connexions G-invariantes 3E± sur les �br�es E±. On asso-

cie �a un symbole � la superconnexion sur le super�br�e p∗E = p∗E+⊕p∗E−:
A(�) = iv(�) + p∗3 ;

c’est-�a-dire,

A(�) =

(
p∗3E+ i�∗

i� p∗3E−

)
(15)
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et la superconnexion

A!
M
(�) = iv(�) + p∗3 − i!M Ip∗E (16)

qui s’�ecrit aussi

A!
M
(�) =

(
p∗3E+ − i!M i�∗

i� p∗3E− − i!M
)
: (17)

On construit alors les bouquets de caract�eres de Chern du super�br�e p∗E
muni des superconnexions A(�) et A!

M
(�). Dans la suite on notera simplement

bch(p∗E;A(�)) = bch(A(�)) et bch(p∗E;A!
M
)(�) = bch(A!

M
(�)). On a la

relation

chs(A!
M
(�))(Y ) = e−idY !

M |T∗M (s)chs(A(�))(Y )

pour Y ∈ g(s).
On note N(M;M (s)) le �br�e normal �a M (s) dans M . Soit 3M une

connexion G-invariante sur TM . Alors 3M d�etermine des connexions G(s)-
invariantes 30 sur TM (s) et 31 sur N(M;M (s)). Soit R0(X ); R1(X ) les
courbures �equivariantes de 30 et 31. On d�e�nit la forme G(s)-�equivariante
J (M (s);3M ) sur M (s) par

J (M (s);3M )(X ) = det
(
eR0(X )=2 − e−R0(X )=2

R0(X )

)
(18)

pour X ∈ g(s). Pour X dans un petit voisinage de 0 dans g(s); J (M (s);3M )(X )
est inversible. Si 3M est �x�ee, on �ecrira J (M (s);3M ) simplement J (M (s)).
Notons encore s la transformation de N(M;M (s)) d�etermin�ee par s.

Alors, en tout point x ∈ M (s), la transformation s est une transformation de
(N(M;M (s)))x qui n’a pas de vecteurs �xes autres que 0. On d�e�nit, pour
X ∈ g(s):

Ds(N(M;M (s));3M )(X ) = det(1− seR1(X )) : (19)

Lorsque 3M est �x�ee, on �ecrit la forme �equivariante Ds(N(M;M (s));3M )
simplement Ds(N(M;M (s))).
La forme di��erentielle chs(A(�))(Y )Ds(N(M;M (s))(Y ))−1 J (M (s))(Y )−1

est une forme G(s)-�equivariante ferm�ee sur T ∗M (s):

Th�eor�eme 19 (Section 5:2 [11]) Soit � un symbole G-transversalement bon.
Il existe une fonction g�en�eralis�ee G-invariante sur G et une seule; not�ee
indexG;Mc (�); v�eri�ant la formule int�egrale (au sens g�en�eralis�e) suivante. Soit
s ∈ G. Pour tout Y ∈ g(s) su�sament petit;

indexG;Mc (�)(seY ) =
∫

T∗M (s)
(2i�)− dimM (s)

e−idY !
M
chs(A(�))(Y )

Ds(N(M; M (s)))(Y )J (M (s))(Y )
:

(20)

La fonction indexG;Mc (�) ne d�epend que de la classe de � dans KG(T ∗GM).
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Explicitons le sens de ce th�eor�eme. Si Us(0) est un voisinage su�samment
petit de 0 dans g(s), la sous-vari�et�e s expUs(0) est transverse aux G-orbites
et la fonction g�en�eralis�ee G-invariante indexG;Mc (�) se restreint �a s expUs(0).
Ceci donne un sens au membre de gauche de la formule. D’autre part, il est
prouv�e dans [11] que le membre de droite peut s’int�egrer au sens g�en�eralis�e
contre une fonction test �(Y ) sur Us(0).
Comme tout �el�ement [�] ∈ KG(T ∗GM) admet un repr�esentant par un symbole

G-transversalement bon �, on peut ainsi d�e�nir l’application

indexG;Mc : KG(T ∗GM)→ C−∞(G)G

en posant indexG;Mc ([�]) = indexG;Mc (�1), pour un symbole G-transversalement
bon �1 repr�esentant [�]. On dit que la fonction g�en�eralis�ee index

G;M
c ([�]) est

l’indice cohomologique de [�].
Soit V un espace vectoriel complexe muni d’une repr�esentation � de G.

On note encore � l’�el�ement correspondant de R(G). Notons [V ] le �br�e trivial
M × V muni de l’action diagonale de G. Si � : p∗E+ → p∗E− est un
morphisme G-transversalement bon, alors � ⊗ IV : p∗(E+ ⊗ [V ]) → p∗(E− ⊗
[V ]) est un morphisme G-transversalement bon repr�esentant �� [�]. On le note
��. On voit imm�ediatement que chs(A(��))(Y ) = Tr �(s expY ) chs(A(�))(Y ).
Donc on a, pour tout s ∈ G et tout Y ∈ g(s) su�samment petit,

indexG;Mc (�� [�])(s expY ) = Tr �(s expY ) indexG;Mc ([�])(s expY ) :

On a donc l’�egalit�e de fonctions g�en�eralis�ees sur G:

indexG;Mc (�� [�])(g) = Tr �(g)(indexG;Mc ([�])(g)) :

Autrement dit indexG;Mc est un R(G)-homomorphisme.
Reprenons les notations de la section 2.3. Soit H un groupe de Lie compact

commutant �a l’action de G. Soit [�] ∈ KG×H (T ∗GM). On peut choisir des
�br�es G × H -�equivariants sur M et un repr�esentant � : p∗E+ → p∗E− de
[�] qui soit un morphisme de �br�es G × H -�equivariants sur T ∗M et qui soit
G-transversalement bon. Comme � est G-transversalement bon, il est a fortiori
G × H -transversalement bon. On pose

indexG;H;Mc ([�]) = indexG×H;Mc (r∗[�]) :

Il est facile de voir (remarque 39, section 5.3 de [11]) que le front d’onde de
indexG;H;Mc ([�]) est contenu dans T ∗H (G × H).
L’invariance par G-di��eomorphismes de la fonction indexG;H;Mc est �evidente.

Par cons�equent la famille de R(G×H)-homomorphismes i = (indexG;H;Mc ) est
une fonction indice au sens de la section 2.3.
Le but de cet article est de d�emontrer l’�egalit�e de l’indice cohomologique

et de l’indice analytique.

Th�eor�eme 20 Pour toute G-vari�et�e compacte M; on a l’�egalit�e:

indexG;Ma = indexG;Mc :
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Soit P un op�erateur pseudo-di��erentiel G-transversalement elliptique. Soit
� un symbole G-transversalement bon repr�esentant [�(P)]. Soit s ∈ G. Le
th�eor�eme 20 signi�e que l’indice de P est donn�e au voisinage de s ∈ G par
la formule suivante (�egalit�e de fonctions g�en�eralis�ees): si Y varie dans un
voisinage su�samment petit de 0 dans g(s), alors:

indexG(P)(s expY ) =
∫

T∗M (s)
(2i�)− dimM (s)

e−idY !
M
chs(A(�))(Y )

Ds(N(M;M (s)))(Y )J (M (s))(Y )
:

(21)

Concr�etement, il faut trouver un repr�esentant � de la classe de K-th�eorie
[�(P)] qui soit un symbole G-transversalement bon. Si P est un op�erateur
di��erentiel (d’ordre au moins 1), alors �(P)(x; �) est une fonction C∞ sur T ∗M
et, �(P)(x; �) �etant homog�ene d’ordre m= 1; il su�t de choisir � = �(P). Si
P est un op�erateur pseudo-di��erentiel d’ordre m, le symbole �(P) de P est
d�e�ni en dehors de la section nulle. Il est d�e�ni en particulier pour ‖�‖ =
1. On choisit une fonction # : R → R qui soit C∞, telle que #(t) = 0
pour t 5 1

2 et #(t) = 1 pour t = 1. On d�e�nit (par exemple) �(x; �) =
#(‖�‖)‖�‖�(P)(x; �=‖�‖).
Si � est un bon symbole elliptique, pour tout Y ∈ g(s), la forme di��erentielle

chs(A(�))(Y ) est rapidement d�ecroissante sur T ∗M (s) (ceci est d�emontr�e dans
[10], [11]) et l’int�egrale (20) est convergente en chaque point Y (et non pas
seulement en moyenne). De plus comme e−idY !

M
est congru �a 1 en cohomolo-

gie, on peut supprimer ce terme dans la formule (20). On a donc, pour � un
bon symbole elliptique G-�equivariant:

indexG;Mc ([�])(seY ) =
∫

T∗M (s)
(2i�)− dimM (s)

chs(A(�))(Y )
Ds(N(M;M (s)))(Y )J (M (s))(Y )

:

(22)

Si � est le symbole de l’op�erateur de Dirac, cette �egalit�e est la formule de
l’indice �equivariant de l’op�erateur de Dirac donn�ee dans [8].
Si P est un op�erateur elliptique, on peut choisir un repr�esentant de [�(P)]

qui soit un bon symbole elliptique. L’�egalit�e ci-dessus pour indexG(P)(s expY )
se d�eduit facilement de la formule d’Atiyah–Segal–Singer, modulo la formule
de localisation [7].
Introduisons quelques notations suppl�ementaires. On note hE = hE

+ ⊕ hE−
et 3E = 3E+ ⊕3E− . On note I(s; �;3E; hE;3M ) la forme G(s)-�equivariante
ferm�ee sur T ∗M (s) d�e�nie, pour Y dans un voisinage Us(0) de 0 dans g(s), par

I(s; �;3E; hE;3M )(Y ) =
chs(A(�))(Y )

Ds(N(M;M (s)))(Y )J (M (s))(Y )
:

Si 3E; hE;3M sont �x�ees, on note I(s; �;3E; hE;3M )(Y ) simplement par
I(s; �)(Y ). On notera aussi

I!
M
(s; �)(Y ) = e−idY !

M |T∗M (s) I(s; �)(Y )
pour Y ∈ Us(0).
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On a donc la formule, pour Y variant dans un voisinage Us(0) de 0 dans
g(s),

indexG;Mc ([�])(seY ) =
∫

T∗M (s)
(2i�)− dimM (s)e−idY !

M
I(s; �)(Y ) (23)

ou, en explicitant e−idY !
M
en fonction de l’application moment f : T ∗M → g∗

et de la 2-forme symplectique 
M = −d!M de M ,

indexG;Mc ([�])(seY ) =
∫

T∗M (s)
(2i�)− dimM (s)ei〈Y;f(x; �)〉ei


M
I(s; �)(Y )

pour Y ∈ Us(0).
Faisons une remarque �evidente sur la fonction indexG;Mc (�). Soit L un �br�e

hermitien G-�equivariant sur M . Soit E− = E+ = L. Soit � : p∗E+ → p∗E−

un morphisme G-transversalement bon de �br�es �equivariants et tel que � = �∗.
On sait que la classe d�e�nie par � dans KG(V) est nulle. On voit facile-
ment que l’int�egrand dans la formule de l’indice cohomologique de � est nul.
En e�et choisissons une connexion G-�equivariante 3L sur L et choisissons
3+ = 3− = 3L. On consid�ere la superconnexion A!M (�) associ�ee �a �. Elle
est de la forme suivante:

A!
M
(�) =

(
p∗3L − i!M i�

i� p∗3L − i!M
)
:

Dans ce cas la courbure �equivariante FA
!M (�)(X ) appartient �a la sous alg�ebre

de End(L⊕L) (�a coe�cients formes sur T ∗M) constitu�ees d’�el�ements(
� �
� �

)
: (24)

Sur cette sous-alg�ebre, la supertrace s’annule. Par cons�equent, pour tout X ∈ g,
la forme di��erentielle ch(A!

M
(�))(X ) est identiquement nullle. Pour la même

raison, les formes di��erentielles chs(A!
M
(�))(Y ) sont identiquement nulles sur

T ∗M (s).

3.2 Excision

Montrons que l’indice cohomologique satisfait �a l’axiome d’excision.

Proposition 21 Soit U une G-vari�et�e localement compacte. Soit jMi (pour
i = 1; 2) un G-hom�eomorphisme de U sur un ouvert d’une G-vari�et�e compacte
Mi. Soit j

Mi∗ : KG(T ∗GU ) → KG(T ∗GMi) l’application d�eduite de j
Mi en K-

th�eorie. Alors on a l’�egalit�e

indexG;M1c jM1∗ = indexG;M2c jM2∗ :

D�emonstration. Rappelons que l’on peut tout d’abord choisir un repr�esentant �0
de [�] v�eri�ant les conditions suivantes: il existe un sous-ensemble K compact
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et G-invariant de U , un espace vectoriel hermitien V muni d’une repr�esentation
unitaire de G, deux �br�es E+ et E− sur U tels que E±|U−K = (U − K)× V
et tels que �0 : p∗E+ → p∗E− soit un symbole G-transversalement elliptique
v�eri�ant �0(x; �) = IV pour x en dehors de K . Soit �0 un tel repr�esentant de
[�]. On choisit un voisinage ouvert W1 de K dans U qui soit relativement
compact et G-invariant. Choisissons des m�etriques hermitiennes G-invariantes
hU;E

±
sur E± telles que hU;E

±
(x; v) = ‖v‖V pour x dans U −W1. Choisissons

des connexions 3U;E± sur E± telles que 3U;E± soient triviales (i.e. �egales �a
d ⊗ IV ) en dehors de W1. Choissons d’autre part une connexion G-invariante
3U sur le �br�e TU . En�n choisissons une m�etrique G-invariante gU sur T ∗U .

Soit jM : U → M un plongement G-�equivariant de U dans une vari�et�e
compacte M . Les �br�es E± s’�etendent naturellement en des �br�es sur M ,
encore not�es E±, triviaux �a l’in�ni et G-�equivariants. Le morphisme �0 s’�etend
naturellement �a l’in�ni par le morphisme identique. On note jM∗ �0 ce prolonge-
ment. L’�el�ement jM∗ ([�]) est alors repr�esent�e par l’�el�ement j

M
∗ �0.

Montrons que la fonction g�en�eralis�ee indexG;Mc (jM∗ ([�])) ne d�epend pas de
M . Pour la calculer, il faut construire un repr�esentant G-transversalement bon
de jM∗ ([�]). Choisissons une m�etrique G-invariante g

M (�) = ‖�‖ sur T ∗M . Par
partition de l’unit�e, on peut la choisir de telle sorte que cette m�etrique coincide
avec gU sur W1. On remplace alors le morphisme jM∗ �0 par le morphisme G-
transversalement bon �M1 (x; �) = #(‖�‖)‖�‖(jM∗ �0)(x; ‖�‖−1�) o�u #(t); t ∈ R,
est une fonction nulle au voisinage de 0 et �egale �a 1 pour t = 1. Le morphisme
�M1 d�epend du choix de gM . La connexion 3U;E, �etant triviale �a l’in�ni, se
prolonge naturellement en une connexion not�ee 3M;E sur E→ M . De même, la
structure hermitienne G-invariante hU;E, �etant constante �a l’in�ni, se prolonge
en une structure hermitienne hM;E.
Notons AM = v(�M1 ) + p

∗3M;E la superconnexion associ�ee �a ces donn�ees
sur le super�br�e p∗E sur T ∗M . En dehors de W1, les �br�es hermitiens
E± sont identiques, le morphisme �M1 (x; �) est donn�e par le morphisme
#(‖�‖)‖�‖ et les connexions sur E± sont �egales. On voit (formule (24))
que la forme ch(AM ) est nulle en dehors de p−1(W1). D’autre part sur
p−1(W1), cette forme di��erentielle ne d�epend que de gU |W1 . On peut choisir
une connexion G-invariante 3M sur TM qui coincide avec 3U sur W1. Soit
s ∈ G. Les choix de gM ;3M;E; hM;E et 3M d�eterminent la forme di��erentielle
�equivariante I(s; �M1 ;3M;E; hM;E;3M ) sur T ∗M (s). Comme chs(A)(X ) est nulle
en dehors de p−1(W1(s)), on voit que cette forme di��erentielle ne d�epend
que des restrictions de gM ;3M;E; hM;E;3M �a W1 qui, par construction, co-
incident avec les restrictions de gU ;3U;E; hU;E;3U . La fonction g�en�eralis�ee
indexc(jM∗ ([�])) = indexc(�M1 )) est donc ind�ependante du choix du plonge-
ment U → M .

On peut pr�esenter cette d�emonstration de mani�ere l�eg�erement di��erente.
Soient E± deux �br�es G-�equivariants sur U et supposons que E− soit trivial
�a l’in�ni. Soit � : p∗E+ → p∗E− un morphisme G-transversalement bon au-
dessus de K tel que �(x; �) = L(x)#(‖�‖)‖�‖ pour x en dehors de K , o�u
L(x) est un morphisme inversible de E+x dans E−x . Nous identi�ons E

+ et



L’indice �equivariant des op�erateurs transversalement elliptiques 73

E− �a l’in�ni grâce �a L(x). Soit 3E− une connexion G-invariante sur E− et
choisissons 3E+ telle que 3E+ = L(x)−1 ◦3E− ◦ L(x) �a l’in�ni. Choisissons
hE

−
une structure hermitienne G-invariante sur E−. Choisissons une m�etrique

hermitienne G-invariante hE
+
sur le �br�e E+ telle que, pour v; w ∈ E+x et pour x

grand, (v; w)x = (L(x)v; L(x)w)x. Alors, pour ces choix compatibles �a l’in�ni de
3E; hE, la forme di��erentielle chs(A(�))(Y )(x; �) sur T ∗U (s) est nulle lorsque
x ∈ U (s) est grand. Soit 3U une connexion G-invariante sur TU . On consid�ere
la forme di��erentielle G(s)-�equivariante ferm�ee I(s; �) = I(s; �;3E; hE;3U ) sur
T ∗U (s) d�e�nie pour Y dans un voisinage Us(0) de 0 dans g(s). On a donc la
formule, pour Y variant dans un voisinage Us(0) de 0 dans g(s),

indexG;Uc ([�])(seY ) =
∫

T∗U (s)
(2i�)− dim U (s)e−idY !

U
I(s; �)(Y ) : (25)

On voit clairement sur cette formule que l’indice cohomologique de � ne
d�epend que de U .

Autrement dit, la famille d’indices indexG;Mc v�eri�e l’axiome d’excision.
On voit ici qu’on peut d�e�nir par la formule pr�ec�edente la fonction

indexG;Uc : KG(T ∗GU ) → C−∞(G)G pour toute G-vari�et�e localement compacte
U . En particulier, si V est un espace vectoriel muni d’une repr�esentation
lin�eaire de G, la proposition pr�ec�edente permet d’associer �a tout �el�ement
[�] ∈ KG(T ∗GV ) une fonction g�en�eralis�ee indexG;Vc ([�]) ∈ C−∞(G)G.

3.3 Produit externe

Soient G1; G2 deux groupes de Lie compacts. Soit M1 une vari�et�e com-
pacte munie d’une action de G1 × G2. Soit M2 une vari�et�e compacte munie
d’une action de G2. On reprend les notations du paragraphe 2.3.2. Soit
[�1] ∈ KG1×G2(T ∗G1M1) et [�2] ∈ KG2(T ∗G2M2). Soient E±1 des �br�es hermitiens
G1×G2-�equivariants sur M1 et soient E±2 des �br�es hermitiens G2-�equivariants
sur M2. On peut choisir un repr�esentant �1 : p∗1E

+
1 → p∗1E

−
1 de [�1] qui soit

un morphisme de �br�es G1 × G2-�equivariants et qui soit G1-transversalement
bon. De même, on peut choisir un repr�esentant �2 : p∗2E

+
2 → p∗2E

−
2 de [�2]

qui soit un morphisme de �br�es G2-�equivariants sur T ∗M2 et qui soit G2-
transversalement bon. Le produit externe de symboles �1 � �2 est alors un
symbole sur M1 ×M2. Nous allons montrer (proposition 23) que �1 � �2 est
G1 × G2-transversalement bon sur M1 × M2. Le th�eor�eme suivant est alors
presque imm�ediat.

Th�eor�eme 22 Soit [�1] ∈ KG1×G2(T ∗G1M1) et [�2] ∈ KG2(T ∗G2M2). Alors le pro-
duit des fonctions g�en�eralis�ees indexG1×G2 ;M1c ([�1])(g1; g2) index

G2 ;M2
c ([�2])(g2)

est d�e�ni comme fonction g�en�eralis�ee sur G1 × G2 et; de plus;
indexG1×G2 ;M1×M2c ([�1]� [�2])(g1; g2) = indexG1×G2 ;M1c ([�1])(g1; g2)

× indexG2 ;M2c ([�2])(g2) :
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D�emonstration. Soient 3Ei des connexions sur Ei ; i = 1; 2. Consid�erons la
connexion produit tensoriel 3E sur E = E1 ⊗ E2

3E(� ∧ �) = 3E1� ∧ � + (−1)|�|� ∧3E2� :

On consid�ere donc sur p∗(E1 ⊗E2) la superconnexion A!M associ�ee �a p∗3E
et �1 � �2 par la formule (16).

Soit (s1; s2) ∈ G1 × G2. Alors la vari�et�e M (s1; s2) est le produit direct
des vari�et�es M1(s1; s2) et M2(s2). Le caract�ere de Chern �equivariant �etant
multiplicatif par rapport aux produits tensoriels, on voit facilement que la forme
di��erentielle I!

M
((s1; s2); �1 � �2)(X1; X2) sur T ∗M (s1; s2) = T ∗M1(s1; s2) ×

T ∗M2(s2), d�e�nie si Xi ∈ gi(si) (pour i = 1; 2) sont assez voisins de 0,
est le produit ext�erieur des formes di��erentielles I!

M1 ((s1; s2); �1)(X1; X2) sur
T ∗M1(s1; s2) et I!

M2 (s2; �2)(X2) sur T ∗M2(s2):

I!
M
((s1; s2); �1 � �2)(X1; X2)((x1; �1); (x2; �2))
= I!

M1 ((s1; s2); �1)(X1; X2)(x1; �1) ∧ I!M2 (s2; �2)(X2)(x2; �2) :

En int�egrant sur la vari�et�e produit T ∗M (s1; s2) = T ∗M1(s1; s2)× T ∗M2(s2), on
en d�eduit que, pour X1 et X2 sont su�samment petits,

indexG1×G2 ;M1×M2c (�1 � �2)(s1 expX1; s2 expX2)
= indexG1×G2 ;M1c (s1 expX1; s2 expX2) index

G2 ;M2
c (�2)(s2 expX2) :

Cette �egalit�e �etant vraie pour tout (s1; s2), on obtient le th�eor�eme.

Il reste �a montrer la proposition suivante.

Proposition 23 Si �1 est G1-transversalement bon et �2 est G2-transversale-
ment bon; le morphisme �1 � �2 est G1 × G2-transversalement bon sur
M1 × M2.
D�emonstration. Consid�erons les endomorphismes impairs v(�i) : p∗i E

+
i →

p∗i E
−
i pour i = 1; 2 associ�es �a �i et notons

W = v(�1 � �2) :
On a

W 2 = (v(�1))2 ⊗ I + I ⊗ (v(�2))2 :
En particulier

W 2 = (v(�1))2 ⊗ I
et

W 2 = I ⊗ (v(�2))2 :
Comme �1 est G1-transversalement bon, il existe des nombres r�eels positifs

k1; r1; a1 tels que
(v(�1))2(x1; �1)= k1‖�1‖2 (26)
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pour tout (x1; �1) ∈ T ∗M1 tel que ‖fG1 ;M1(x1; �1)‖ 5 a1‖�1‖; ‖�1‖ = r1. De
même pour �2, on choisit des nombres r�eels positifs k2; a2; r2 tels que

(v(�2))2(x2; �2)= k2‖�2‖2 (27)

pour tout (x2; �2) ∈ T ∗M2 tel que ‖fG2 ;M2(x2; �2)‖5 a2‖�2‖; ‖�2‖= r2.
On note M = M1 × M2 et on note (x; �) = ((x1; �1); (x2; �2)) un point de

T ∗M .

Lemme 24 Pour tout couple (a1; a2) de nombres r�eels positifs; il existe des
nombres r�eels positifs �; v tels que

1) Les in�egalit�es ‖ftot(x; �)‖5 �‖�‖ et ‖�1‖= v‖�2‖ entra�̂nent
‖fG1 ;M1(x1; �1)‖5 a1‖�1‖ :

2) Les in�egalit�es ‖ftot(x; �)‖5 �‖�‖ et ‖�1‖5 v‖�2‖ entra�̂nent
‖fG2 ;M2(x2; �2)‖5 a2‖�2‖ :

D�emonstration. Il existe une constante C ¿ 0 telle que ‖fG2 ;M1(x1; �1)‖ 5
C‖�1‖ pour tout x1 appartenant �a la vari�et�e compacte M1. Pour tous A; B ∈ g∗2 ,
on a ‖B‖2 5 2‖A+ B‖2 + 2‖A‖2. On obtient

‖fG2 ;M2(x2; �2)‖2 5 2‖fG2 ;M1(x1; �1) + fG2 ;M2(x2; �2)‖2

+ 2‖fG2 ;M1(x1; �1)‖2 :
D’apr�es la forme de l’application ftot, on a donc les in�egalit�es

‖fG1 ;M1(x1; �1)‖2 5 ‖ftot(x; �)‖2 ;
‖fG2 ;M2(x2; �2)‖2 5 2‖ftot(x; �)‖2 + 2‖fG2 ;M1(x1; �1)‖2

5 2‖ftot(x; �)‖2 + 2C2‖�1‖2 :
Les in�egalit�es ‖ftot(x; �)‖5 �‖�‖ et ‖�1‖= v‖�2‖ entra�̂nent

‖fG1 ;M1(x1; �1)‖2 5 �2(1 + v−2)‖�1‖2 :
Les in�egalit�es ‖ftot(x; �)‖5 �‖�‖ et ‖�1‖5 v‖�2‖ entra�̂nent

‖fG2 ;M2(x2; �2)‖2 5 2�2(1 + v2)‖�2‖2 + 2C2v2‖�2‖2 :
Il su�t alors de choisir (v; �) tels que l’on ait simultan�ement

�2(1 + v−2)5 (a1)2 ;

2�2(1 + v2) + 2C2v2 5 (a2)2;

ce qui est possible.

Soient alors �; v d�etermin�es en fonction de a1; a2 par le lemme 24. Choisis-
sons R tel que

R2 = (1 + v−2)(r1)2; R2 = (1 + v2)(r2)2
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et k tel que
(1 + v−2)k 5 k1; (1 + v2)k 5 k2 :

Montrons qu’alors on a l’in�egalit�e d’op�erateurs hermitiens

W 2 = k‖�‖2I
pour tout (x; �) ∈ T ∗M tel que ‖ftot(x; �)‖5 �‖�‖; ‖�‖= R.

En e�et, si ‖�1‖ = v‖�2‖, on emploie l’in�egalit�e (1) du lemme 24. On a
donc

‖fG1 ;M1(x1; �1)‖5 a1‖�1‖ :
D’autre part, l’in�egalit�e ‖�‖ = R entraine ‖�1‖ = r1. On emploie l’in�egalit�e
W 2 = (v(�1))2 ⊗ I et l’in�egalit�e (26), on obtient W 2 = k1‖�1‖2I = k‖�‖2I .

Si ‖�1‖5 v‖�2‖, on emploie l’in�egalit�e (2) du lemme 24. On a donc
‖fG2 ;M2(x2; �2)‖5 a2‖�2‖ :

D’autre part, l’in�egalit�e ‖�‖ = R entra�̂ne ‖�2‖ = r2. On utilise l’in�egalit�e
W 2 = I ⊗ (v(�2))2 et l’in�egalit�e (27), on obtient W 2 = k2‖�2‖2 = k‖�‖2.

On a donc montr�e que �1 � �2 est G1 × G2-transversalement bon.

3.4 Action libre

On reprend les notations du paragraphe 2.3.3. On choisit une connexion G-
invariante pour la �bration principale q : P → M de groupe H . Le �br�e des
vecteurs tangents horizontaux s’identi�e �a q∗TM . On a donc une d�ecomposition
en somme directe du �br�e cotangent �a P

T ∗P = q∗T ∗M ⊕ P × h∗ :

Dans cette identi�cation, T ∗G×HP s’identi�e �a q
∗T ∗GM . Soit p ∈ P et � ∈ T ∗pP.

Soit x = q(p). On note Q(p; �) ∈ T ∗x M l’�el�ement tel que (Q(p; �); v)
= (�; (vhor)p) o�u vhor est le relev�e horizontal du vecteur v. On obtient ainsi
une application

Q : T ∗P → T ∗M :

Cette application a pour �bre H × h∗.
Soient E± des �br�es G-�equivariants sur M . Soit � : p∗E+ → p∗E− un

morphisme des �br�es G-�equivariants p∗E± au-dessus de T ∗M . Consid�erons
les �br�es (G×H)-�equivariants q∗E± sur P. Grâce �a l’application Q, on obtient
un morphisme hor(�) : p∗q∗E+ → p∗q∗E− de �br�es (G×H)-�equivariants sur
T ∗P en posant

hor(�)(p; �) = �(Q(p; �)) :

On dira que hor(�) est le relev�e horizontal de �. Soit � un symbole G-
transversalement elliptique, alors hor(�) est un symbole (G ×H)-transversale-
ment elliptique. De plus l’�el�ement de KG×H (T ∗G×HP) d�etermin�e par hor(�) est
�egal �a q∗[�].
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Th�eor�eme 25 Soit P → M un �br�e principal de groupe H muni d’une action
�a gauche de G. Soit [�] ∈ KG(T ∗GM). On a l’�egalit�e de fonctions g�en�eralis�ees:
pour g ∈ G et h ∈ H

indexG×H;Pc (q∗[�])(g; h) =
∑
�∈Ĥ

Tr �(h)(indexG;Mc ([��∗ ])(g)) :

D�emonstration. Soit [�] ∈ KG(T ∗GM). On note � : p∗E+ → p∗E− un mor-
phisme G-transversalement bon repr�esentant �. Alors le morphisme hor(�)(p; �)
= �(Q(p; �)) est un morphisme (G × H)-transversalement bon.

Commen�cons par d�emontrer l’�egalit�e de fonctions g�en�eralis�ees ci-dessus au
voisinage de l’identit�e de G×H . Si X ∈ g et Y ∈ h sont assez petits, il s’agit
de montrer l’�egalit�e

indexG×H;Pc (hor(�))(expX; expY ) =
∑
r∈Ĥ
Tr �(expY )indexG;Mc (��∗)(expX ) :

(28)

Explicitons tout d’abord le deuxi�eme membre de l’�egalit�e ci-dessus. Soit � ∈
A1(P) ⊗ h la 1-forme de connexion du �br�e principal P → M et soit � ∈
A2(P) ⊗ h la courbure de �. Pour X ∈ g, soit �(X ) = −�(XP) le moment
de la connexion �. Consid�erons la courbure �equivariante X 7→ �(X ) de �. Par
d�e�nition, on a �(X ) = �(X ) + �. C’est un �el�ement horizontal de A(P) ⊗
h. Si � ∈ C∞(h)H est une fonction H -invariante sur h, alors �(�(X )) se
calcule par s�erie de Taylor par rapport �a l’�el�ement nilpotent � et 1’application
X 7→ �(�(X )) est une forme G-�equivariante ferm�ee sur M . En particulier, le
caract�ere de Chern �equivariant du �br�e V� muni de la connexion �(�) d�eduite
de � est la forme di��erentielle �equivariante ch(V�)(X ) = Tr �(exp�(X )).
Soient 3E± des connexions G-�equivariantes sur les �br�es E± → M . Soit

E = E+ ⊕ E− et 3E = 3E+ ⊕3E− . On associe �a la superconnexion A(�) =
v(�)+p∗3E la forme �equivariante ch(A(�)) sur T ∗M . On la note simplement
ch(�).
Si � ∈ Ĥ , on choisit sur le �br�e E ⊗V� la connexion produit tensoriel

3� = 3E ⊗ I + I ⊗ �(�). On associe alors �a �� le caract�ere de Chern
ch(A�(��)) de la superconnexion A�(��) = v(��) + p∗3�. On le note sim-
plement ch(��). On a:

ch(��)(X ) = Tr �(exp�(X ))ch(�)(X ) :

Choisissons une connexion G-invariante 3M sur le �br�e tangent TM . Ceci
d�etermine la forme G-�equivariante ferm�ee X 7→ J (M)(X ) sur M . Par d�e�nition,
on a alors (pour X dans un voisinage de 0)

indexG;Mc (��∗)(expX )

= (2i�)− dimM
∫

T∗M
ch(��∗)(X )e−idX !

M
(J (M)(X ))−1

= (2i�)− dimM
∫

T∗M
Tr �∗(exp(�(X )))ch(�)(X )e−idX !

M
(J (M)(X ))−1 :
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Posons

B(X ) = e−idX !
M
ch(�)(X )(J (M)(X ))−1: (29)

Avec cette notation, la somme∑
�∈Ĥ
Tr �(expY ) indexG;Mc (��∗)(expX )

est �egale �a

(2i�)− dimM
∑
�∈Ĥ
Tr �(expY )

∫
T∗M

Tr(exp �∗(�(X )))B(X ) :

Soit dh une mesure de Haar sur H . On note vol(H) le volume de H
par rapport �a dh. Soit dY la mesure euclidienne sur h tangente �a dh. On a
d(expY ) = Jh(Y )dY avec

Jh(Y ) = deth
ead Y=2 − e−ad Y=2

adY
:

Soit � une fonction test sur h. Notons mH (�) la fonction H -invariante
obtenue en moyennant �:

mH (�)(Y ) = (volH)−1
∫
H
�(h · Y )dh (30)

de sorte que, si � est H -invariante, mH (�) = �.

Lemme 26 Soit � une fonction test sur h de support dans un voisinage de
0 su�samment petit. On a l’�egalit�e de formes di��erentielles G-�equivariantes
sur M :∑
�∈Ĥ

(∫
h

Tr �(expY )�(Y )Jh (Y )dY

)
Tr �∗(exp�(X )) = vol(H)mH (�)(�(X )) :

D�emonstration. Si s ∈ H et si � est une fonction C∞ sur H , les relations
d’orthogonalit�e de Schur entra�̂nent la formule:∫

H
�(hsh−1)dh =

∑
r∈Ĥ

(
∫
H
Tr �(h)�(h)dh)Tr �∗(s) : (31)

Soit S ∈ h et s = exp S. Posons �(Y ) = �(expY ). La relation pr�ec�eden-
te entra�̂ne que, si � est �a petit support,

vol(H)mH (�)(S) =
∑
�∈Ĥ

(∫
h

Tr �(expY )�(Y ) Jh(Y )dY

)
Tr �∗(exp S) :

En remplacant S par �(X ), on obtient le r�esultat.

Si � est une fonction test de support contenu dans un voisinage assez petit
de 0, on obtient donc∑

�∈Ĥ

(∫
h

Tr �(expY )�(Y ) Jh(Y )dY

)
indexG;Mc (��∗)(expX )

= vol(H)
∫

T∗M
(2i�)− dimMmH (�)(�(X ))B(X ) :



L’indice �equivariant des op�erateurs transversalement elliptiques 79

Posons

v1(X; �) =
∫
h

indexG×H;Pc (hor(�))(expX; expY ) Jh(Y )�(Y )dY (32)

et
v2(X; �) = vol(H)

∫
T∗M

(2i�)− dimMmH (�)(�(X ))B(X ) : (33)

Pour montrer l’�egalit�e (28), il faut montrer l’�egalit�e de fonctions g�en�eralis�ees
v1(X; �) = v2(X; �).
Explicitons v1(X; �). On choisit la connexion q∗3E sur le super�br�e q∗E

sur P. On associe �a hor(�) la superconnexion B(hor(�)) = v(hor(�)) +
p∗q∗3E. On note ch(B(hor(�)) par ch(hor(�)). On a alors pour X ∈ g et
Y ∈ h:

ch(hor(�))(X; Y ) = Q∗ch(�)(X ) : (34)

Comme TP = q∗TM ⊕P× h, on a, pour des choix naturels de connexions,

J (P)(X; Y ) = q∗J (M)(X ) Jh(Y ) (35)

pour X ∈ g et Y ∈ h.
Notons f : P × h∗ → h∗ la deuxi�eme projection. Consid�erons la 1-forme �

sur P × h∗ telle que
� = (�; f) :

Pr�ecisons cette 1-forme en coordonn�ees. Soit Ei une base de h et soit Ei
la base duale de h∗. On �ecrit la 1-forme de connexion � =

∑
i �iE

i. On
�ecrit un �el�ement f ∈ h∗ sous la forme f =

∑
i f

iEi. On a alors � =∑
i �if

i.
Consid�erons 1’application m : T ∗P → P × h∗ de restriction aux vecteurs

verticaux. Soit !P la 1-forme du �br�e cotangent T ∗P. On a

!P = Q∗!M + m∗� : (36)

Par d�e�nition, on a

indexG×H;Pc (hor(�))(expX; expY ) =
∫
T∗P
(2i�)− dim Pe−idX; Y !

P
I(hor(�))(X; Y )

o�u I(hor(�))(X; Y ) est la forme di��erentielle sur T ∗P d�e�nie par:

I(hor(�))(X; Y ) = ch(hor(�))(X; Y )(J (P)(X; Y ))−1 :

Consid�erons la �bration Q : T ∗P → T ∗M . D’apr�es les formules (34), (35),
(36):

e−idX; Y !
P
I(hor(�))(X; Y ) Jh(Y ) = e−idX; Y m

∗�Q∗(B(X )) :

Notons Q∗ l’int�egration sur la �bre de Q. On choisit sur la �bre de Q qui est
isomorphe �a H×h∗ l’orientation symplectique. On a donc l’�egalit�e de fonctions
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g�en�eralis�ees:
indexG×H;Pc ((hor(�))(expX; expY ) Jh(Y )

= (2i�)− dim P
∫
T∗P

e−idX; Y m
∗�Q∗(B(X ))

= (2i�)− dim P
∫

T∗M
Q∗(e−idX; Y m

∗�)B(X ) :

Si � est une fonction test sur h, notons k(X; �) =
∫

h
e−idX; Y m

∗��(Y )dY .
Nous verrons que c’est une forme �a d�ecroissance rapide sur la �bre de Q.
Notons Q∗(k(X; �)) son int�egrale sur la �bre. C’est une forme di��erentielle
sur T ∗M . On obtient donc

v1(X; �) = (2i�)− dim P
∫

T∗M
Q∗(k(X; �))B(X ) :

En comparant avec la formule (33) pour v2(X; �), on voit que l’�egalit�e
v1(X; �) = v2(X; �) r�esultera de l’�egalit�e suivante:

(2i�)− dim HQ∗(k(X; �)) = vol(H)mH (�)(�(X )) :

Consid�erons la projection w : P × h∗ → P=H = M . Cette �bration est de �bre
H × h∗ = T ∗H . Soit � = (�; f) la 1-forme sur P × h∗. Notons

r(X; �) =
∫
h

e−idX; Y ��(Y )dY :

C’est une forme di��erentielle sur P × h∗. On a k(X; �) = m∗r(X; �). Les
applications w et Q ayant même �bre, il su�t de d�emontrer la proposition
suivante:

Proposition 27 Soit P un �br�e principal de groupe H et muni d’une action
de G �a gauche. Soit f : P × h∗ → h∗ la deuxi�eme projection. Soit � une
1-forme de connexion G-invariante. Soit � = (�; f) la 1-forme sur P × h∗.
Soit w : P × h∗ → P=H la �bration de �bre H × h∗. Si � est une fonction
test sur h; on a

(2i�)− dim Hw∗

(∫
h

e−idX; Y ��(Y )dY

)
= vol(H)mH (�)(�(X )) ; (37)

o�u mH (�) est la moyenne H-invariante de � donn�ee par (30).

D�emonstration. L’application w est compos�ee des applications t : P × h∗ → P
de �bre h∗ et q : P → P=H de �bre H . Comme �(YP) = Y , on a

�(XP; YP)(p;f) = (Y − �(X ); f):

De plus, d� = (d�; f) − (�; df). Si � est une fonction test sur h, la forme
di��erentielle r(X; �) =

∫
h
e−idX; Y ��(Y )dY est �a d�ecroissance rapide sur la �bre.
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En e�et on a

r(X; �) =

(∫
h

ei(Y;f)�(Y )dY

)
e−i(�(X )+d�;f)+i(�;df)

et, puisque � est C∞ et �a support compact, la fonction f 7→ (
∫

h
ei(Y;f)�(Y )dY )

est rapidement d�ecroissante en f.
Soit k = dimH . Notons � = �1∧�2∧· · ·∧�k et df = df1∧df2∧· · ·∧dfk .

Alors le terme de degr�e maximum de exp(�; df) se restreint sur la �bre de
w en une forme di��erentielle de degr�e maximum partout non nulle �egale �a
(−1)k(k+1)=2df ∧ �. L’orientation symplectique de la �bre est donn�ee par cette
forme di��erentielle. Elle d�e�nit donc une densit�e positive sur chaque �bre.
Pour int�egrer sur la �bre de t la forme r(X; �) il faut calculer son terme de
degr�e maximum par rapport �a df. Le terme de degr�e maximum de r(X; �) par
rapport aux variables de la �bre est donc

ik
(∫

h

ei(Y;f)�(Y )dY

)
e−i(�(X )+d�;f)(−1)k(k+1)=2df ∧ � :

On a �i ∧ � = 0 pour tout i. Comme � = d�+ 1
2 [�; �],

e−i(�(X )+d�;f) ∧ � = e−i(�(X )+�;f) ∧ � = e−i(�(X ); f) ∧ � :

Le terme de degr�e maximum de r(X; �) par rapport aux variables df de la
�bre est donc aussi �egal �a

ik(−1)k(k+1)=2
(∫

h

ei(Y;f)�(Y )dY

)
e−i(�(X ); f)df ∧ � :

L’int�egrale sur la �bre de la �bration t : P × h∗ → P de r(X; �) (pour
l’orientation donn�ee par df) est la forme di��erentielle sur P

t∗(r(X; �)) = ik(−1)k(k+1)=2
( ∫

h∗

(∫
h

ei(Y;f)�(Y )dY

)
e−i(�(X ); f)df

)
∧ �:

La formule d’inversion de Fourier montre que

t∗(r(X; �)) = (−1)k(k+1)=2(2i�)k�(�(X )) ∧ � :

Il nous reste �a calculer l’int�egrale sur la �bre de l’application q : P → P=H
de �(�(X )) ∧ �. Choisissons un point p ∈ P au dessus de x. Ceci nous
donne une identi�cation ip : H → q−1(x) par ip(h) = ph. Comme �(�(X ))
(ph) = h−1 · �(X )(p) et que i∗p� = dh, on obtient (pour l’orientation donn�ee
par � sur chaque �bre)

q∗(�(�(X )) ∧ �) =
∫
H
�(h · �(X ))dh = vol (H)mH (�)(�p(X )) :
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C’est bien la formule �a d�emontrer puisque les orientations choisies pour q∗t∗
donn�ees par df∧� et l’orientation symplectique de la �bre de w∗ di��erent par
le facteur (−1)k(k+1)=2.
Consid�erons maintenant un point quelconque (s; u) ∈ G × H . Soit G(s)

le centralisateur de s dans G et H (u) le centralisateur de u dans H . Soit
g(s) = {X ∈ g; s · X = X } et h(u) = {Y ∈ h; u · Y = Y} les alg�ebres de Lie
de G(s) et de H (u).
Si X ∈ g(s) et Y ∈ h(u) sont assez petits, il faut montrer que

indexG×H;Pc (hor(�))(s expX; u expY )

=
∑
�∈Ĥ

Tr �(u expY )indexG;Mc (��∗)(s expX ) : (38)

Explicitons indexG;Mc (��∗)(s expX ). Soit M (s) la vari�et�e des points �xes
pour l’action de s sur M . On note N(M;M (s)) le �br�e normal �a M (s) dans
M . Nous avons par d�e�nition

indexG;Mc (��∗)(s expX )

=
∫

T∗M (s)
(2i�)− dimM (s)

e−idX !
M
chs(��∗)(X )

J (M (s))(X )Ds(N(M;M (s)))(X )
:

On a chs(��∗) = chs(V�∗)chs(�). Notons Bs(X ) la forme di��erentielle sur
T ∗M (s) d�e�nie par

Bs(X ) =
chs(�)(X )e

−idX !M |T∗M (s)

J (M (s))(X )Ds(N(M;M (s)))(X )
: (39)

On a

indexG;Mc (��∗)(s expX ) =
∫

T∗M (s)
(2i�)− dimM (s)chs(V�∗)(X )Bs(X ) :

Explicitons chs(V�∗)(X ). Si p ∈ P est un point au dessus de x ∈ Ms, il
existe un �el�ement (p) ∈ H tel sp = p(p). On a (ph) = h−1(p)h. La
classe de conjugaison de (p) ne d�epend donc que de x ∈ M (s). On la note
[(x)]. Si  ∈ H , on note P(s; ) = {p ∈ P; sp = p}.
Lemme 28 1. La classe de conjugaison [(x)] est constante sur chaque com-
posante connexe M (s)k de M (s). On la note [(M (s)k)].
2. Si k ∈ [(M (s)k)]; l’application P(s; k) → M (s)k est une �bration

principale de groupe H (k).

D�emonstration. Si v(t) est une courbe horizontale dans P telle que v(0) = p
et relevant une courbe x(t) dans Ms, les courbes sv(t) et v(t)(p) sont des
courbes horizontales au dessus de la courbe x(t) et ayant le même point de
d�epart sp = p(p). On en d�eduit donc sv(t) = v(t)(p), ce qui prouve 1. Le
point 2 est �evident.
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Si X ∈ g(s) et  ∈ H , on note �s; (X ) = �(X )|P(s; ): On a
�s; (X ) ∈A(P(s; ))⊗ h() :

Si k appartient �a [(M (s)k)] et si � est une fonction H (k)-invariante
sur h(k), la forme di��erentielle �(�s;k (X )) d�e�nit une forme di��erentielle
sur M (s)k . De plus 1’application X 7→ �(�s; k (X )) est une forme G(s)-
�equivariante ferm�ee sur M (s)k . Si � ∈ Ĥ , l’automorphisme produit par s sur le
�br�e V�|M (s)k est donn�e en un point [p; v]; p ∈ P(s; k); v ∈ V�, au dessus d’un
point de M (s)k par �(k), car sp = pk . On a donc, pour X ∈ g(s),

chs(V�)|M (s)k (X ) = Tr(k exp�s; k (X )) :
Le membre de droite de (38) est donc �egal �a

S(X; Y ) =
∑
�∈Ĥ

Tr �(u expY )
∑
k

∫
T∗M (s)k

(2i�)− dimM (s)k

× Tr �∗(k exp�s;k (X ))Bs(X ) : (40)

Posons

Sk(X; Y ) =
∑
�∈Ĥ

Tr �(u expY )
∫

T∗M (s)k
(2i�)− dimM (s)kTr �∗(k exp�s;k (X ))Bs(X ) :

Soit � une fonction test sur h(u) de support assez voisin de 0. Posons pour
X ∈ g(s)

v1(X; �) =
∫

h(u)
indexG×H;Pc (hor(�))(s expX; u expY )

× deth=h(u)(1− u expY ) Jh(u)(Y )�(Y )dY (41)

et
v2(X; �) =

∫
h(u)
S(X; Y )deth=h(u)(1− u expY )Jh(u)(Y )�(Y )dY : (42)

On a donc v2(X; �) =
∑

k v2;k(X; �), avec

v2;k(X; �) =
∫

h(u)
Sk(X; Y ) deth=h(u)(1− u expY )Jh(u)(Y )�(Y )dY: (43)

Il s’agit de montrer que v1(X; �) = v2(X; �):
Explicitons tout d’abord Sk(X; Y ).

Lemme 29 Soit  ∈ H et C ∈ h(): Soit � une fonction test sur h(u) de
support assez voisin de 0. On note mH (u)(�) sa moyenne par rapport �a H (u).
Soit

E(C; ; �) =
∑
�∈Ĥ

( ∫
h(u)

Tr �(u exp Y ) deth=h(u)(1− u expY )Jh(u)(Y )�(Y )dY
)

× Tr �∗( expC) :
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Alors

1. Si  n’appartient pas �a la classe de conjugaison de u et si C est assez
petit, E(C; ; �) = 0:

2. Si C ∈ h(u) est assez petit, E(C; u; �) = vol(H (u))mH (u)(�)(C):

D�emonstration. Soit c = expC. Notons E(c; ) la fonction g�en�eralis�ee sur H (u)
d�e�nie par

E(c; )(y) = deth=h(u)(1− uy)
∑
�∈Ĥ

Tr �(uy) Tr �∗(c) :

Soit W0 un voisinage H (u)-invariant de e dans H (u). Choisissons W0 assez
petit pour que l’application [h; y]→ h(uy)h−1 soit un isomorphime de H×H (u)
W0 sur un voisinage tubulaire U0 de la classe de conjugaison de u dans H . Si
� est une fonction C∞ �a support compact contenu dans U0, on a la formule
d’int�egration

∫
H
�(h)dh =

∫
H=H (u)

( ∫
W0

deth=h(u)(1− uy)�(h(uy)h−1)dy
)
(dh=dy)

o�u (dh=dy) d�esigne la mesure H -invariante sur H=H (u) d�eduite de dh et dy.
Consid�erons l’�egalit�e (31)

∫
H
�(hch−1)dh =

∑
�∈Ĥ

(∫
H
Tr �(h)�(h)dh

)
Tr �∗(c) :

En passant en coordonn�ees h(uy)h−1 dans le deuxi�eme membre, on obtient∫
H
�(hch−1)dh

=
∑
�∈Ĥ

( ∫
H=H (u)

( ∫
W0

Tr�(uy)�(h(uy)h−1)deth=h(u)(1− uy)dy
)
dh=dy

)

× Tr �∗(c) :
Si � est une fonction C∞ �a support compact contenu dans U0 et

H -invariante, la fonction y 7→ �(uy); y ∈ W0, est une fonction C∞ �a sup-
port compact contenu dans le voisinage W0 et H (u)-invariante. On obtient
ainsi toutes les fonctions H (u)-invariantes �a support dans W0. Pour une telle
function �, on obtient

vol(H)�(c)

= vol(H=H (u))
∑
�∈Ĥ

(∫
W0

Tr �(uy)�(uy)deth=h(u)(1− uy)dy
)
Tr �∗(c)

= vol(H=H (u))
∫
H (u)

E(c; )(y)�(uy)dy :
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En particulier, si  n’est pas conjugu�e �a u, on peut choisir un voisinage W0

de 0 ∈ h() et un voisinage W0 de e dans H (u) tels que U0 = {h(uy)h−1};
h ∈ H; y ∈ W0, ne rencontre pas l’orbite de  expC; C ∈W0. La fonction �
est donc nulle en  expC pour toute fonction � �a support dans U0. On obtient
donc la premi�ere partie du lemme.
Soit  = u. Soit W0 un voisinage H (u)-invariant assez petit de 0 dans

h(u) et soit W0 = expW0. Soit � une fonction H -invariante �a support contenu
dans U0 et soit �(Y ) = �(u expY ). On obtient ainsi toutes les fonctions H (u)-
invariantes �a support dans W0. On obtient

vol(H (u))�(C) =
∑
�∈Ĥ

( ∫
h(u)
Tr �(uexpY )deth=h(u)(1− uexpY )�(Y )Jh(u)(Y )dY

)
× Tr �∗(u expC) :

On obtient donc le lemme.

Soit � une fonction test sur h(u) de petit support et soit X ∈ g(s) assez
petit. Grâce au lemme 29, si k et u ne sont pas dans la même classe de
conjugaison,

∑
�∈Ĥ

( ∫
h(u)
Tr �(u expY )�(Y )deth=h(u)(1− u expY )Jh(u)(Y )dY

)
× Tr �∗(kexp�s; k (X )) = 0 (44)

et, de plus,

∑
�∈Ĥ

( ∫
h(u)
Tr �(u expY )�(Y )deth=h(u)(1− u expY )Jh(u)(Y )dY

)
× Tr �∗(u exp�s;u(X )) = vol(H (u))mH (u)(�)(�s;u(X )) : (45)

Notons M (s)u l’ensemble des composantes connexes de M (s)k de M (s)
telles que u ∈ [k ]. On voit que seules ces composantes contribuent �a la somme
(43) d�e�nissant v2(X; �) =

∑
k v2; k(X; �). On obtient donc

v2(X; �) =
∫

T∗M (s)u
(2i�)−dim M (s)

u
vol(H (u))mH (u)(�)(�s;u(X ))Bs(X ) : (46)

Explicitons v1(X; �). Soit P(s; u) la vari�et�e des points �xes pour l’action de
(s; u) sur P:

P(s; u) = {p ∈ P; sp = pu} :
La vari�et�e P(s; u) est un �br�e principal sur M (s)u de groupe H (u).
On a

indexG×Hc (hor(�))(s expX; u expY )

=
∫

T∗P(s; u)
(2i�)−dim P(s; u)e−idX; Y !

P
I(s; u; hor(�))(X; Y )
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o�u I(s; u; hor(�))(X; Y ) est la forme di��erentielle sur T ∗P(s; u) d�e�nie par

I(s; u; hor(�))(X; Y ) =
chs(hor(�))(X )

J (P(s; u))(X; Y )Ds;u(N(P; P(s; u)))(X; Y )
:

Etudions le �br�e tangent et le �br�e normal �a P(s; u). On note q0 : P(s; u) →
M (s)u la �bration d�eduite de q. On a

TP(s; u) = q∗0TM (s)
u ⊕ P(s; u)× h(u) ;

N(P; P(s; u)) = q∗0 (N(M;M (s)
u))⊕ Ps; u × h=h(u) :

Ces �br�es sont Z × H (u)-�equivariants. On en d�eduit que, si X ∈ g(s) et
Y ∈ h(u), alors

J (P(s; u))(X; Y ) = q∗0J (M (s)
u)(X )Jh(u)(Y ) ; (47)

Ds;u(N(P; P(s; u)))(X; Y ) = q∗0Ds(N(M;M (s)
u))(X ) deth=h(u)(1− u expY ) :

(48)

La connexion � restreinte �a P(s; u) est �a valeurs dans h(u). On note f0 la
projection de P × h(u)∗ sur h(u)∗. On note �0 la 1-forme sur P(s; u) × h(u)∗

d�e�nie par (�; f0). On note m0 : T ∗P(s; u) → P(s; u) × h(u)∗ l’application
de restriction aux vecteurs tangents verticaux. Consid�erons la �bration Q0:
T ∗P(s; u)→ T ∗M (s)u. Elle est de �bre H (u)× h(u)∗.
Comme pr�ec�edemment, on voit que

I(s; u; hor(�))(X; Y ) deth=h(u)(1− u expY )Jh(u)(Y ) = e−idX; Y m
∗
0 �0Q∗0 (Bs(X )) :

Si � est une fonction test sur h(u) de petit support, posons k(X; �) =∫
h(u) e

−idX; Y m∗0 �0�(Y )dY .
On a

v1(X; �) =
∫

T∗M (s)u
(2i�)−dim P(s; u)(Q0)∗(k(X; �))Bs(X ) :

La proposition 27 appliqu�ee �a la �bration Q0 montre que

(2i�)−dim H (u)(Q0)∗k(X; �) = vol(H (u))mH (u)(�)(�s;u(X )) :

En comparant avec l’expression (46) donn�ee pour v2(X; �), on voit que v1(X; �)
= v2(X; �).
Ceci termine la d�emonstration du th�eor�eme 25.

4 Calcul d’indices

Dans cette section, nous calculons certains indices cohomologiques.

4.1 L’indice cohomologique du symbole de Bott

On reprend les notations du paragraphe 2.1.1.
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Soit V = R. Nous calculons l’indice cohomologique du symbole de Bott:

b(x; �) = x + i� :

Proposition 30 On a
index{e};Rc ([b]) = 1 :

D�emonstration. Soit i : R→ S1 la compacti�cation de R obtenue en rajoutant
un point �a l’in�ni. Par d�e�nition, on a

index{e};Rc ([b]) = index{e}; S
1

c (i∗[b]) :

Pour calculer l’indice cohomologique de [b]; il faut donc calculer un repr�esentant
de i∗[b] surT ∗S1. On �ecrit

T ∗S1 = {(ei�; �d�); �; � ∈ R} :
Il est montr�e (pages 525–526, [3]) qu’un repr�esentant �0 de − i∗[b] est donn�e
par le symbole

�0(ei�; �d�) = ei� si � ¿ 0;

= 1 si � ¡ 0 :

Soit t 7→ �(t) une fonction C∞ sur R �a valeurs r�eelles, nulle sur un voisinage
de 0 et �egale �a 1 si t ¿ 1. Soit � d�e�ni par la formule

�(ei�; �d�) = �(|�|)ei�� si � ¿ 0;

= �(|�|)|�| si � ¡ 0 :

Alors � est un bon symbole dans la même classe que �0.
On doit montrer que l’indice cohomologique de � est �egal �a −1. Nous

appliquons la d�e�nition de l’indice cohomologique. Comme b est elliptique, il
n’est pas n�ecessaire d’introduire la 1-forme de l’espace T ∗S1. Consid�erons la
superconnexion

A(�) = d+ i
(
0 �∗

� 0

)
sur T ∗S1. On calcule alors ais�ement que, si f(�) = �(�)�, on a

ch(A(�)) = e−f
2
2ifdf ∧ d� si � ¿ 0 ;

ch(A(�)) = 0 si � ¡ 0 :

Le �br�e tangent �a S1 est trivial et on a donc J (S1) = 1. Donc, d’apr�es la
formule (22),

index{e}; S
1

c (�) = (2i�)−1
∫

S1×R+
e−f

2
(id(f2)) ∧ d� :
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L’orientation symplectique de T ∗S1 est donn�ee par d� ∧ d�. On obtient donc

index{e}; S
1

c (�) = −1 :

Ceci termine la d�emonstration de notre proposition.

4.2 Le symbole d’Atiyah

Nous reprenons les notations de 2.1.2. Nous calculons maintenant l’indice co-
homologique du symbole d’Atiyah m(z; �) = z − i�
Th�eor�eme 31 On a indexS

1 ;C
c ([m])(ei�) = −∑∞

k=1 e
ik�

D�emonstration. Nous donnons ici une d�emonstration de ce r�esultat qui utilise
les r�esultats de [11] sur le front d’onde. Nous donnerons dans l’appendice une
d�emonstration directe. Quoique plus longue, elle aura le m�erite de montrer au
lecteur comment on peut parfois calculer l’indice cohomologique.
Soit g l’alg�ebre de Lie de G. On a g = RE, o�u exp(�E) = ei�. L’application

moment f : T ∗V → g∗ est donn�ee par f(z; �) = Re(i�z)E∗.
Soit �(t) une fonction C∞ sur R identiquement �egale �a 0 pr�es de 0 et

�egale �a 1 pour t plus grand que 1. On d�eforme d’abord m en

m1(z; �) = z�(|�|)|�| − i�((1 + |z|2)−1=2)�

de sorte que, si z est grand, m1(z; �) = z�(|�|)|�|. Consid�erons la formule pour
l’indice cohomologique de m1 donn�ee par la formule (25). Si s ∈ G n’est pas
l’identit�e, la vari�et�e V (s) des points �xes de s est r�eduite au point 0 ∈ V . On
obtient pour s = ei�, s-1,

I(s; m1) =
1− ei�

(1− ei�)(1− e−i�) :

On a donc

indexG;Vc (m1)(ei�) =
1

(1− e−i�) = − ei�

(1− ei�) :

D’autre part consid�erons l’ensemble conique C = {(z;−iR+z); z ∈ C}
dans T ∗V . L’ensemble des (z; �) ∈ T ∗V o�u m1(z; �) n’est pas inversible est
contenu dans C. Il r�esulte de (Proposition 43 [11]) que le front d’onde en 1
de indexG;Vc (m1)(ei�) est contenu dans f(C) = R+E∗. On conclut donc que

indexG;Vc (m1)(ei�) = −
∞∑
k=1
eik� ;

car c’est la seule fonction g�en�eralis�ee F sur S1 telle que F(ei�) = − ei�

(1−ei�) si

ei�-1 et de front d’onde en 1 contenu dans R+.
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Grâce au th�eor�eme d’unicit�e cit�e au paragraphe 2.3, on a d�emontr�e l’�egalit�e

indexG;Ma = indexG;Mc

5 Appendice 1: Quelques calculs d’indices cohomologiques

5.1 L’indice cohomologique d’un symbole transversalement elliptique
sur un espace vectoriel

Soit V un espace vectoriel r�eel. On note (x; �) un �el�ement de V ⊕ V ∗ avec
x ∈ V et � ∈ V ∗. Soit G un groupe compact agissant lin�eairement sur V . Soient
E± deux espaces vectoriels hermitiens munis d’actions unitaires �± de G. On
note encore X 7→ �±(X ) les repr�esentations associ�ees de l’alg�ebre de Lie de G:
Soient E± = V × E± les �br�es �equivariants hermitiens correspondants sur V .
Un morphisme G-�equivariant � : p∗E+ → p∗E− est donc une application de
V ⊕ V ∗ dans l’espace vectoriel �xe Hom(E+; E−) telle que, pour tout g ∈ G,
�−(g)�(x; �) = �(gx; g�)�+(g).
Nous commen�cons par �etudier l’indice cohomologique de morphismes el-

liptiques, qui sont donc inversibles en dehors d’un compact. Il est clair que
tout �el�ement de KG(T ∗V ) est repr�esent�e par un morphisme elliptique. Mais
ces repr�esentants ne sont en g�en�eral pas donn�es sous la forme de “symboles”
triviaux �a l’in�ni au sens du lemme 4. On cherchera donc une formule directe
en fonction du symbole initial � lorsque ce symbole est “totalement” bon, par
exemple s’il est homog�ene par rapport �a l’ensemble des variables (x; �).
Soit

v(�) =
(
0 i�∗

i� 0

)
l’endomorphisme impair associ�e �a �.
On introduit une norme euclidienne G-invariante sur V . Il est naturel

d’imposer que � soit bon par rapport aux deux variables (x; �).

D�e�nition 32 On dit qu’un symbole � : V⊕V ∗ → Hom(E+; E−) est totalement
bon si
(1) Le symbole �(x; �) ainsi que toutes ses d�eriv�ees @kx@

l
� sont �a croissance

au plus polynomiales sur V ⊕ V ∗.
(2) Il existe r ¿ 0 et c ¿ 0 tels que

v(�)2(x; �)= c(‖x‖2 + ‖�‖2)I

pour tout (x; �) tel que (‖x‖2 + ‖�‖2)1=2 = r.

On montre facilement que tout �el�ement de KG(T ∗V ) est repr�esentable par un
morphisme totalement bon. Soit

A(�) =
(
d i�∗

i� d

)
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la superconnexion associ�ee �a �. Il est facile de voir ([10]) que, pour tout X ∈ g,
la forme di��erentielle ch(A(�))(X ) est rapidement d�ecroissante sur V ⊕ V ∗.
Pour X ∈ g, soit

JV (X ) = detV

(
eX=2 − e−X=2

X

)
:

Pour s ∈ G, soit
V (s) = {v ∈ V ; sv = v} ; V 1(s) = (1− s)V :

Soit
Ds(X ) = detV 1(s)(1− seX ) :

Th�eor�eme 33 Soit � un morphisme elliptique G-�equivariant totalement bon.
Soit

A(�) =
(
d i�∗

i� d

)
:

Alors; pour X ∈ g(s) su�samment petit,

indexG;Vc (�)(s expX ) = (2i�)−dim V (s)
∫

T∗V (s)
chs(A(�))(X )J−1V (s)(X )D

−1
s (X ) :

D�emonstration. Soit r tel que �(x; �) soit inversible pour (‖x‖2+‖�‖2)1=2 = r.
Soit # une fonction �a support compact sur R telle que #(t) = 1 si t 5 r et
#(t) = 0 si t = 2r. Posons vt(x; �) = (x; (t#(‖x‖) + (1 − t))�). Si ‖x‖ 5 r,
vt(x; �) = (x; �). D’autre part, si (‖x‖2+‖�‖2)1=2= r, on voit que ‖vt(x; �)‖= r.
En e�et, si ‖x‖= r, alors ‖vt(x; �)‖= ‖x‖= r. Si ‖x‖5 r, vt(x; �) = (x; �).
Posons

�′t(x; �) = �(x; vt(x; �)) ;

�t(x; �) = �(x; vt(x; �))(1 + t‖�‖2)1=2 : (49)

Il est clair que �′t(x; �) est inversible pour (‖x‖2 + ‖�‖2) = r. On a �′0(x; �)
= �(x; �) et �′1(x; �) = �(x; 0) pour ‖x‖= 2r. La classe de �′1 dans KG(T

∗V )
est �egale �a la classe de �. On pose L(x) = �(x; 0). Comme � est totalement
bon, si ‖x‖= r, on a L(x)∗L(x)= c‖x‖2IE+ et L(x)L(x)∗ = c‖x‖2IE− o�u c est
une constante positive. L’application L(x) d�e�nit un morphisme G-�equivariant
de E+ dans E−. Identi�ons E+ avec E− �a l’in�ni grâce �a l’application L(x).
Alors les �br�es E+ et E− sont trivialis�es �a l’in�ni de telle sorte que �′1 soit
l’identit�e �a l’in�ni. Le symbole �′1 est donc trivial �a l’in�ni et on appliquera �a
�′1 la construction d’excision.
Tout d’abord, il est facile de v�eri�er que le chemin (49) de morphismes �t

est un chemin de morphismes totalement bons. On a �0 = �. En reprenant les
arguments de [10], la formule de transgression des caract�eres de Chern montre
que, pour tout X ∈ g(s), on a∫

T∗V (s)
chs(A(�))(X ) =

∫
T∗V (s)

chs(A(�1))(X ) :
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Calculons maintenant l’indice cohomologique de �′1. Nous trivialisons toutes
les donn�ees �a l’in�ni (connexion, forme hermitienne) grâce �a L(x). On choisit
R = 2r. Nous choissons une partition de l’unit�e �0(x) +�1(x) = 1 sur V telle
que �0(x) = 1 pour ‖x‖ 5 R. De plus les fonctions �0 et �1 sont choisies
G-invariantes. Sur le support de �1, on a donc �1(x; �) = L(x)(1 + ‖�‖2)1=2.

Consid�erons la connexion 3+ sur E+ = V × E+ d�e�nie par
3+ = �0(x)d+ �1(x)L(x)−1 ◦ d ◦ L(x)

ainsi que la m�etrique hermitienne sur le �br�e E+ d�e�nie, pour v; w ∈ E+, par:
(v; w)x = �0(x)(v; w)E+ + �1(x)(L(x)v; L(x)w)E− :

On conserve la connexion 3− = d surE− = V × E−. On conserve aussi le
produit hermitien (v; w) surE−. Notons �−1 (x; �) l’adjoint de �1(x; �) par rapport
�a la m�etrique (v; w)x surE+. On a, lorsque x est grand,

�−1 (x; �) = L(x)
−1(1 + ‖�‖2)1=2: (50)

Soit

A2 =
(3+ i�−1
i�1 d

)
:

On pose A1 = A(�1).
Notons BR = {x ∈ V ; ‖x‖¡ R}. Sur l’ouvert BR × V ∗, la superconnexion

A2 coincide avec A1.
Consid�erons la superconnexion �equivariante D sur le �br�e E−⊕E− donn�ee

par

D =
(

d i(1 + ‖�‖2)1=2
i(1 + ‖�‖2)1=2 d

)
:

Grace �a (24), on a ch(D)(X ) = 0.
Lorsque x est grand, la superconnexion A2 coincide par construction avec(

L−1 0
0 I

)
D
(
L 0
0 I

)
:

On a donc ch(A2)(X ) = 0, pour x grand. D’autre part, comme �1(x; �) est
un bon morphisme (par rapport �a �), la classe ch(A2)(X ) est �a d�ecroissance
rapide sur les �bres de la projection (x; �) → x. L’int�egrale

∫
T∗V ch(A2)(X )

est bien d�e�nie. Soit i : V → M un plongement G-�equivariant de V dans
une vari�et�e compacte M . D’apr�es la formule (25), nous avons, pour X ∈ g(s)
su�samment petit,

indexG;Mc (i∗[�′1])(s expX ) = (2i�)
−dimV (s) ∫

T∗V (s)
chs(A2)(X )J−1V (s)(X )D

−1
s (X ) :

Il su�t donc de montrer qu’ on a l’�egalit�e, pour X ∈ g(s),∫
T∗V (s)

chs(A1)(X ) =
∫

T∗V (s)
chs(A2)(X ) :
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Nous le montrons pour s = 1, le cas g�en�eral �etant d�emontrable de la même
mani�ere.
Par construction A2 = A1 surBR × V ∗. Nous �etablirons une formule pour∫

T∗V ch(Ai)(X ) comme une somme d’une int�egrale sur BR × V ∗ et d’une
int�egrale sur le bord de BR × V ∗. Cette formule �etablira l’�egalit�e∫

T∗V
ch(A1)(X ) =

∫
T∗V

ch(A2)(X ):

Cette �egalit�e ne r�esulte pas directement des calculs de [10]. (Si F2(X ) est la
courbure �equivariante de A2, le caract�ere de Chern Str eF2(X ) est nul pour x
grand grâce �a la supertrace, mais chaque bloc individuel de la matrice eF2(X )

n’est pas d�ecroissant �a l’in�ni).
Consid�erons le chemin de superconnexions

A1(t) =
(
d it�∗1
it�1 d

)
:

Soit X 7→ F1(t)(X ) la courbure �equivariante de A1(t). Soit

v(�1) =
(
0 �∗1
�1 0

)
:

On a

F1(t)(X ) = −t2v(�1)2 +
(
�+(X ) 0

0 �−(X )

)
+
(

0 itd�∗1
itd�1 0

)
:

Sur l’ouvert (B− BR)× V ∗, on a

v(�1)2(x; �) = (1 + ‖�‖2)
(
L∗(x)L(x) 0

0 L(x)L(x)∗

)
:

Rappelons que L(x)∗L(x)= c‖x‖2IE+ et L(x)L(x)∗ = c‖x‖2IE− , o�u c est une
constante positive. Soit

ch(A1(t))(X ) = Str(eF1(t)(X )) :

On a
d
dt
ch(A1(t)) = dg�1(t)

o�u �1(t) est la forme de transgression:

�1(t)(X ) = i Str(v(�1)eF1(t)(X )) :

On voit comme dans [10] que lorsque X varie dans un compact de g et
pour t = 1:
1. limt→∞ch(A1(t))(X ) = 0 uniform�ement sur (B− BR)× V ∗.
2. La forme �1(t)(X ) est rapidement d�ecroissante en t; x; � sur [1;∞[×
(B− BR)× V ∗.
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3. La forme �1(X ) =
∫∞
1 �1(t)(X )dt est rapidement d�ecroissante (en (x; �)) sur

(B− BR)× V ∗.
De la formule de transgression

ch(A1(T ))− ch(A1) = dg

T∫
1
�1(t)dt ;

on d�eduit, en faisant tendre T vers l’in�ni, que, sur l’ouvert (B−BR)×V ∗, on a
ch(A1) = −dg�1. Appliquons le th�eor�eme de Stokes. Soit SR = {x; ‖x‖ = R}.
Le bord �R de (B − BR) × V ∗ est la vari�et�e SR × V ∗. Comme �1 est rapide-
ment d�ecroissante �a l’in�ni sur (B− BR)× V ∗, on a

∫
(B−BR)×V∗ch(A1)(X ) =∫

�R
�1(X ) et ∫

V×V∗
ch(A1)(X ) =

∫
BR×V∗

ch(A1)(X ) +
∫

SR×V∗
�1(X ) : (51)

Consid�erons maintenant le chemin de superconnexions

A2(t) =
(3+ it�−1
it�1 d

)
:

Soit X 7→ F2(t)(X ) la courbure �equivariante de A2(t). Soit

U2(�1) =
(
0 �−1
�1 0

)
:

Soit Dt la superconnexion:

Dt =
(

d it(1 + ‖�‖2)1=2
it(1 + ‖�‖2)1=2 d

)
:

Grace �a (24), on a ch(Dt)(X ) = 0.
Lorsque x est grand, la superconnexion A2(t) coincide avec(

L−1 0
0 I

)
Dt

(
L 0
0 I

)
:

En particulier ch(A2(t)) est une forme nulle pour x grand. Consid�erons la
forme de transgression:

�2(t)(X ) = i Str(U2(�1)eF2(t)(X )) :

On voit alors que �2(t) est nulle pour x grand.
Ainsi, lorsque X varie dans un compact de g,

1. limt→∞ch(A2(t))(X ) = 0 uniform�ement sur (B− BR)× V ∗.
2. Pour t = 1, la forme �2(t)(X ) est �a support compact en x et est rapidement
d�ecroissante en t; �.

3. La forme �2(X ) =
∫∞
1 �2(t)(X )dt est �a support compact en x et rapidement

d�ecroissante en � sur (B− BR)× V ∗.
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De la formule de transgression

ch(A2(T ))− ch(A2) = dg

T∫
1
�2(t)dt;

on d�eduit, en faisant tendre T vers l’in�ni, que, sur l’ouvert (B−BR)×V ∗; on
a ch(A2) = −dg�2. En appliquant le th�eor�eme de Stokes, on obtient∫

V×V∗
ch(A2)(X ) =

∫
BR×V∗

ch(A2)(X ) +
∫

SR×V∗
�2(X ) : (52)

Mais, sur BR × V ∗, on a A1 = A2 et �1 = �2. On a donc ch (A2)(X ) =
ch(A1)(X ) sur BR × V ∗ et �1 = �2 sur SR × V ∗. En comparant (51) et (52)
on d�eduit notre proposition.

On peut �etablir de même une formule directe pour un symbole G-
transversalement elliptique totalement bon sur V sans utiliser un plongement
de V dans une vari�et�e compacte.
L’application moment sur T ∗V est d�e�nie par (f(x; �); X ) = (X · x; �). Elle

est homog�ene de degr�e 2 par rapport �a l’ensemble des variables (x; �) de T ∗V .
Soient E± des espaces vectoriels hermitiens munis de repr�esentations unitaires
de G. Soit � une application G-�equivariante de V ⊕V ∗ dans l’espace vectoriel
�xe Hom(E+; E−) telle que �(x; �) soit inversible en dehors d’un compact de
T ∗GV . Soit

v(�) =
(
0 i�∗

i� 0

)
l’endomorphisme impair associ�e �a �.
Il est naturel d’imposer que � soit G-transversalement bon par rapport aux

deux variables (x; �).

D�e�nition 34 On dit qu’un symbole G-�equivariant � : V⊕V ∗ → Hom(E+; E−)
est G-transversalement totalement bon si

(1) Le symbole �(x; �) ainsi que toutes ses d�eriv�ees @kx@
l
� sont �a croissance

au plus polynomiales sur V ⊕ V ∗.
(2) Il existe r ¿ 0; a ¿ 0 et c ¿ 0 tels que

v(�)2(x; �)= c(‖x‖2 + ‖�‖2)I
pour tout (x; �); tels que ‖f(x; �)‖ 5 a(‖x‖2 + ‖�‖2) et (‖x‖2+
‖�‖2)1=2 = r:

Tout �el�ement de KG(T ∗GV ) est repr�esentable par un morphisme G-trans-
versalement totalement bon. Soit ! = (dx; �) la l-forme canonique de T ∗V .
Soit

A!(�) =
(
d− i! i�∗

i� d− i!
)

la superconnexion associ�ee �a � et �a la l-forme de T ∗V . Il est facile de voir
comme dans [11] que, si � est une fonction test sur g, la forme di��erentielle∫

g
ch(A!(�))(X )�(X )dX est rapidement d�ecroissante sur V ⊕ V ∗.
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Th�eor�eme 35 Soit � un morphisme G-tranversalement totalement bon sur
V ⊕ V ∗. Soit

A!(�) =
(
d− i! i�∗

i� d− i!
)
:

Alors, pour X ∈g(s) su�samment petit, on a l’�egalit�e de fonctions g�en�eralis�ees:

indexG;Vc (�)(s expX ) = (2i�)−dim V (s)
∫

T∗V (s)
chs(A!(�))(X )J−1V (s)(X )D

−1
s (X ) :

La d�emonstration de cette proposition est identique �a la d�emonstration
pr�ec�edente, lorsque l’on remplace les int�egrales de formes �equivariantes en
X par leur moyenne sur une fonction test �.

5.2 L’indice cohomologique du symbole d’Atiyah

Donnons une deuxi�eme d�emonstration de la formule de l’indice cohomologique
du symbole d’Atiyah (th�eor�eme 31) bas�ee sur la formule du th�eor�eme 35.
Le symbole m(z; �) = z − i� est G-transversalement totalement bon sur V .

On peut donc calculer indexG;Vc (m) grâce �a la formule du th�eor�eme 35. Posons

A = A(m) =
(
d im
im d

)
:

On a donc, pour X ∈ g su�samment petit,

indexG;Vc (m)(expX ) = (2i�)−2
∫
T∗V

e−idX ! ch(A)(X )J−1V (X ) :

On doit donc d�emontrer la formule suivante:

Proposition 36 Si X = �E, avec � petit,

(2i�)−2
∫
T∗V

e−idX ! ch(A)(X )J−1V (X ) = −
∞∑
k=1
eik� :

D�emonstration. La courbure F de A est donn�ee par

F =
(−|m|2 idm
idm −|a|2

)
:

Le moment �equivariant de la connexion triviale d sur le �br�e �equivariant E+⊕
E− est la matrice donn�ee par l’action in�nit�esimale verticale de �E dans E+⊕
E−, c’est-�a-dire

�(�E) =
(
0 0
0 i�

)
:

La courbure �equivariante F(�E) de A est donc

F(�E) =
(−|m|2 idm
idm −|m|2 + i�

)
:
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Grâce �a la formule de Volterra, on a,

ch(A)(�E) =
ei� − 1
i�

(−i�+ dm ∧ dm)e−|m|2 :

Soit ! = Re(�dz) la l-forme canonique de T ∗V . L’orientation symplectique
de T ∗V est l’oppos�ee de l’orientation de V ⊕ V = C2 donn�ee par la structure
complexe de C2. Choisissons les nouvelles coordonn�ees u = z− i� et v = z+ i�
sur T ∗V . Dans ces nouvelles coordonn�ees, on a −idX! = i�(|v|2 − |u|2)=4 −
dv ∧ dv=4 + du ∧ du=4. Donc e−idX ! ch(A)(�E) est �egal �a(

ei� − 1
i�

)
(ei|v|

2�=4(1− dv ∧ dv=4))(e−i|u|2�=4(1 + du ∧ du=4))

× (−i�+ du ∧ du)e−|u|2 :
Montrons que, pour X = �E,

∫
T∗V

e−idX ! ch(A)(X ) = −(2i�)2JV (X )
∞∑
k=1
eik� :

On a

JV (�E) =
(
ei� − 1
i�

) (
e−i� − 1
−i�

)
:

L’int�egrale sur T ∗V se d�ecompose en produit d’int�egrales en u; v. On a∫
C
(e−i|u|

2�=4(1 + du ∧ du=4))(−i�+ du ∧ du)e−|u|2

=
∫
C
e−|u|

2(1+i�=4)(1 + i�=4)du ∧ du = 2i� :

En tenant compte des orientations, il reste �a v�eri�er que

∫
C
ei|v|

2�=4dv ∧ dv = (2i�)
(
ei� − 1
i�

) ∞∑
k=1
eik� :

En passant en coordonn�ees polaires, on obtient

∫
C
ei|v|

2�dv ∧ dv = (2i�)
∞∫
0
ei�� d�:

Comme ei�−1
i� =

∫ 1
0 e

i�� d�, on obtient(
ei� − 1
i�

) ∞∑
k=1
eik� =

∞∫
0
ei�� d� :

C’est l’�egalit�e cherch�ee.
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6 Appendice 2: Le calcul de l’indice analytique du symbole d’Atiyah

Soit M = P1(C) l’espace projectif et i : V → M l’injection de V = C dans
P1(C). Dans cette section, nous donnons une d�emonstration directe du calcul
de l’indice analytique de m en construisant un op�erateur A sur l’espace projectif
dont le symbole fournit un repr�esentant de i∗[m]. Nous donnerons explicitement
l’action de A dans une base orthonormale de �(M;E±), ce qui permettra de
calculer facilement l’indice analytique de A.
Pour obtenir une base orthonormale de L2(M); il sera utile de d�ecrire M

comme espace homog�ene du groupe compact U (2) ⊂ GL(2;C). Le groupe
GL(2;C) agit sur C2 = Ce1 ⊕ Ce2 et donc sur l’ensemble P1(C) des
lignes de C2. La vari�et�e P1(C) = U0 ∪ U1 est recouverte par les deux ou-
verts:

U0 = {C(ze1 + e2); z ∈ C};
U1 = {C(e1 + ze2); z ∈ C} :

On note p∞ = Ce1. On a P1(C) − {p∞} = U0 = C. On voit donc que
M = P1(C) est la compacti�cation de R2 avec un point �a l’in�ni.

Soit

G = S1 =
{(

ei� 0
0 1

)
; � ∈ R

}
:

L’action de G ⊂ GL(2;C) sur P1(C) prolonge naturellement l’action z 7→ ei�z
de S1 sur C. On notera p0 = Ce2.
Consid�erons le sous-groupe compact K = U (2) ⊂ SL(2;C). On a

U (2) =
{(

a b
c d

)
; |a|2 + |c|2 = 1; |b|2 + |d|2 = 1 ;

ab+ cd = 0; a; b; c; d ∈ C
}
:

On consid�erera aussi a; b comme des fonctions sur K �a valeurs complexes.
Soit T le sous-groupe de K form�e des matrices diagonales:

T =
{(

ei�1 0
0 ei�2

)
; �i ∈ R

}
:

L’application k 7→ k · p0 fournit un isomorphisme:

M = P1(C) = U (2)=T :

Consid�erons le sous-groupe SU (2) de U (2). L’alg�ebre de Lie de SU (2) a
pour base J1; J2; J3 avec

J1 =
(
i 0
0 −i

)
; J2 =

(
0 1
−1 0

)
; J3 =

(
0 i
i 0

)
:
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Soit

Y =
(
0 0
1 0

)
:

On a
Y = 1

2(−J2 − iJ3) :
Pour � = (m1; m2); on note �� le caract�ere de T d�e�ni par

��

((
ei�1 0
0 ei�2

))
= eim1�1 eim2�2 :

On note C� l’espace C muni de la repr�esentation �� de T . On note
L� = K ×T C� le �br�e en lignes associ�e. L’espace des sections C∞ de L�

s’identi�e �a l’espace

�� = {� ∈ C∞(K); �(kt) = ��(t)−1�(k); pour k ∈ K; t ∈ T} :
L’espace �� est un sous-espace de C∞(K) stable pour la repr�esentation �a gauche
L du groupe K .
Remarquons que la fonction k 7→ a(k) est une fonction dans �(−1;0) tandis

que la fonction k 7→ b(k) est dans �(0;−1). On notera encore

a : �� → ��+(−1;0)

l’op�erateur de multiplication par la fonction a(k) et

b : �� → ��+(0;−1)

l’op�erateur de multiplication par la fonction b(k). La section a est inversible
sur l’ouvert U0. Elle s’annule au point p∞. La section b est inversible sur
l’ouvert U1. Elle s’annule au point p0.
Soit V ∈ k un �el�ement de l’alg�ebre de Lie de K . On note R(V ) le champ de

vecteurs sur K tel que (R(V ) · �)(k) = d
dt �(k exp tV )|t=0: L’op�erateur R(V )

commute avec la repr�esentation �a gauche de K . On note R(Y ) = 1
2 (−R(J2)−

iR(J3)). Remarquons que

R(Y ) : �� → ��+(1;−1) :

Soit � = −(J 21 +J 22 +J 23 ) l’�el�ement de Casimir de SU (2). On note encore �
l’op�erateur −(R(J1)2+R(J2)2+R(J3)2). L’op�erateur

√
1 + � est un op�erateur

pseudo-di��erentiel sur C∞(K). Il laisse stable chacun des espaces ��. On note

 : C∞(M) → C∞(M) l’op�erateur 1

2 +
1
2

√
1 + �: C’est un op�erateur pseudo-

di��erentiel. Consid�erons l’op�erateur pseudo-di��erentiel A : C∞(M) → �(0;−1)
d�e�ni par

A = −aR(Y )− b
 :
Consid�erons l’action naturelle L(g) de G ⊂ K sur �� par translation �a

gauche. On voit que
AL(g) = ei�L(g)A
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pour g =
(
ei� 0
0 1

)
: On peut donc consid�erer A comme un op�erateur pseudo-

di��erentiel G-�equivariant si on munit �(0;−1) de la repr�esentation ei�L.

Proposition 37 L’op�erateur A est un op�erateur pseudo-di��erentiel G-trans-
versalement elliptique. Le symbole principal �(A) est un repr�esentant de
l’�el�ement i∗[m]:

D�emonstration. Il est clair que le symbole principal de A au dessus du point
�a l’in�ni a = 0; b = 1 est �egal �a −|�| et est trivial.
On param�etrise l’ouvert U0 par z ∈ C en faisant correspondre �a z la ligne

C(ze1 + e2). Si

k0(z) = (1 + |z|2)−1=2
(
1 z
−z 1

)
;

alors k0(z) · p0 est dans l’ouvert U0 et de coordonn�ee z. On identi�e l’espace
des sections C∞ de L� d�e�nies au-dessus de U0 �a C∞(U0) par C0�(z) =
�(k0(z)): L’op�erateur R(Y ) : C∞(M) → �(1;−1) devient sur la carte U0
l’op�erateur

R(Y ) = −(1 + |z|2)@z :
Sur l’ouvert U0 param�etris�e par z; le symbole �(A) est donn�e par

�(A) =
1
2
(1 + |z|2)1=2(i�− z|�|) :

En particulier, l’op�erateur A est G-transversalement elliptique. Il est clair que
�(A) est homotope �a m.

Proposition 38 L’indice �equivariant de l’op�erateur A est

indexG(A) = −
∞∑
k=1
eik� :

D�emonstration. Soit V = Ce1 ⊕ Ce2. On note Vn = SnV . L’espace Vn est de
dimension (n+1). Il a pour base en1; e

n−1
1 e2; : : : ; en2. L’espace Vn est un espace de

repr�esentation de U (2). L’espace Vn est muni d’un produit scalaire hermitien
〈 · ; · 〉 invariant par G = U (2). On normalise ce produit de telle sorte que
‖ep1 eq2‖2 = p!q!:

Pour P ∈ V2j et k ∈ U (2), on note u(P) la fonction sur K d�e�nie, pour
k ∈ K , par

u(P)(k) = (det k) j〈k−1P; e j1e j2〉 :
On voit que u(P)(kt) = u(P)(k) pour tout k ∈ K et t ∈ T . Donc la fonction
u(P) est une fonction sur M = K=T . On obtient la d�ecomposition orthonormale

L2(M) =
⊕
j=0

u(V2j) :

Si Q ∈ V2j+1, on note v(Q) la fonction sur K d�e�nie par

v(Q)(k) = (det k) j+1〈k−1Q; e j+11 e j2〉 :
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On obtient la d�ecomposition orthonormale

�(0;−1) =
⊕
j=0

v(V2j+1) :

Si P ∈ V2j, alors Pe2 ∈ V2j−1.
Lemme 39 On a:

A · u(P) = v(Pe2) (53)

pour tout P ∈ V2j.
Remarque 40 En r�ealit�e, nous avons construit l’op�erateur A �a partir de cette
formule simple sur les coe�cients de repr�esentations de U (2).

D�emonstration. Soit P ∈ V2j et k =
(
a b
c d

)
∈ K:

On a k−1P ∈ V2j. Ecrivons

k−1P = c0(k)e
j
1e
j
2 + c1(k)e

j+1
1 e j−12 + c−1(k)e

j−1
1 e j+12 + · · · :

On a u(P)(k) = (j!)2(det k) jc0(k). On v�eri�e que −R(Y )c0 = (j + 1)c1:
D’autre part, le Casimir � op�ere dans Vn par le scalaire (n+ 1)2 − 1. On voit
donc que 
 · u(P) = (j + 1)u(P) et on obtient

A · u(P) = (j!)2(det k) j(a(j + 1)c1 − b(j + 1)c0) :
Calculons v(Pe2)(k) = (det k)( j+1)〈(k−1 · P)(k−1e2); e j+11 e j2〉: Comme k−1e2

= (det k)−1(−be1 + ae2), on obtient
v(Pe2)(k) = (det k) j(−bc0(k) + ac1(k))(j + 1)!j! :

Consid�erons l’expression (53) de A sur la base de L2(M) donn�ee par les
�el�ements u(P) avec P ∈ V2j. On voit que cet op�erateur est injectif. Son conoyau
est

Coker(A) =
∑
j=0

Cv(e2j+11 ) :

Soit g =
(
ei� 0
0 1

)
. On a L(g)v(e2j+11 ) = eij�v(e2j+11 ). La trace de la repr�esen-

tation de ei�L(g) dans Coker(D) est donn�ee par
∑∞

j=1 e
j�. On obtient donc la

proposition.
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