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LA STRUCTURE DE POISSON SUR L'ALGÈBRE SYMÉTRIQUE
DÎNE ALGÈBRE DE LIE NILPOTENTE

PAR

MICHÈLE VERGNE

RÉSUMÉ. — Cet article traite du problème suivant : Soient 9 une algèbre de Lie
niipotente, et G le groupe de Lie simplement connexe d'algèbre de Lie 9; les orbites
de G dans 9* sont munies canoniquement d'une structure de variété symplectique.
Il existe donc sur chaque orbite o des coordonnées locales pÇ, pÇ, ..., p^, gÇ, gÇ, ..., q^
telles que la 2-forme symplectique canonique sur ô soit égale à S, dp0 A dq°, 1 ̂  i ̂  m.
L'algèbre des fonctions différentiables sur l'orbite (9 est munie d'une structure de Lie
par le crochet de Poisson, et on a les relations [p0, q°\ = Sf. Peut-on recoller les
fonctions pf, q° en des fonctions définies sur un ouvert de 9 ? Ceci est possible dans
le cas d'une algèbre de Lie niipotente, et on peut démontrer qu'il existe 2 m fonc-
tions pi, pz, . . . » pmf '7l» îa» • • • » 9m, rationnelles qui engendrent le corps des fractions
rationnelles (^ (9) sur le corps des fractions rationnelles G-invariantes et dont les restric-
tions pf, q° à chaque orbite ô vérifient les relations de commutation [pf, ç0] = H.
On déduit de ces considérations géométriques la structure de corps <©„ ^ du corps des
fractions (Q (9) de l'algèbre enveloppante de 9 qui avait été étudiée par GEL'FAND
et KIBILLOV.
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Index des notations

9 désignera une algèbre de Lie de dimension finie
sur un corps commutatif;

11 (g) son algèbre enveloppante;
(^ (g) le corps des fractions de *U(g);
Z(g) le centre de 1i(g);
C(g) le centre de <^(g);
'S (9) l'algèbre symétrique de 9 ;
2^ (g) le sous-espace des éléments de degré n de ^(g);
^(g) le corps des quotients de ^(g);
1 (9) l'anneau des invariants de 'S (9), i. e. l'ensemble

des éléments annulés par toutes les dérivations
de ^ (9) prolongeant les dérivations ad X de 9 ;

J (g) l'anneau des invariants de ^ (g), i. e. l'ensemble des
éléments annulés par toutes les dérivations de ôi (g)
prolongeant les dérivations ad X de g;

f un élément de g*;
Bf la forme bilinéaire alternée sur g, définie par

B^(X, Y)=/-([X, Y]);
g (f) le noyau de la forme Bf, i. e. l'ensemble des X tels

que f([X, Y]) = 0 pour tout ?/eg;
5 === (g,), O^i^n une suite croissante d'idéaux de g avec dim g^ = f

pour tout i avec n == dimension de g;
p ( f ; S ) la sous-algèbre S^i g,(f,) de g;
^° (9; 'S') ^a sous-algèbre associative de ^(g) engendrée par la

réunion des I (Qi) pour 0 ̂  i ̂  n;
•U0 (g; 5) la sous-algèbre associative de 'U (g) engendrée par la

réunion des Z (g,) pour O^ i^n ;
À l'épimorphisme canonique de l'espace vectoriel 'S (g)

sur 11 (g) appelé symétrisation ([6]);
^1 (g ; 5) désignera le sous-espace vectoriel de ^ (g) formé

des polynômes P de la forme ̂  ̂  P, Xz, où les Pi
appartiennent à 'ê° (g ; S) et les Xi appartiennent
à g.

aLl (ô; 5) désigne le sous-espace vectoriel de 11 (g) formé
des éléments Q de la forme Q = Bo + 2?=i B^ Xf,
où les éléments Bo et Bi appartiennent à W (g; S) et
les Xï appartiennent à g;
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désigne l'application [pour son existence, voir (3.11)]
de 'S1 (9; S) dans 01 (g) qui à un élément

P -Ao+SLA.X,

fait correspondre l'élément

p (?) = À (Ao) + îL. ̂  (AQ x.

Introduction

Soit g une algèbre de Lie sur un corps k de caractéristique zéro. Si g
est une algèbre de Lie algébrique de dimension n sur k, une conjecture
de I. M. GELFAND et A. A. KIRILLOV dans [9] est que le corps des fractions
^(g) de l'algèbre enveloppante 'U(g) de g est un corps CQm.r c'est-à-dire un
corps non commutatif, tel que son centre soit de degré de transcendance r
sur k et engendré sur son centre par 2m éléments pi, pa, ..., pm, qi, q^,..., Qm,
vérifiant les relations [pi, qj} = c^f. Cette conjecture est démontrée, dans [9],
si g est une algèbre de Lie niipotente, ou si g est l'algèbre s £ (n, k) ou
g ^ (n, k). D'autre part, un article des mêmes auteurs [10] étudie la struc-
ture de d) (g) si g est une algèbre de Lie semi-simple quelconque, et
aboutit à une conclusion très proche de cette conjecture.

La philosophie d'une telle structure du corps (^ (g) dans le cas niipo-
tent s'explique en grande partie par la théorie des représentations.
Supposons k == R, alors on sait que les représentations génériques du
groupe G s'effectuent dans un espace L2 (R"1), où m == (1/2) ( n — r )
et les opérateurs infinitésimaux de l'algèbre de Lie fournissent l'algèbre
de tous les opérateurs différentiels à coefficients polynômiaux sur R"1,
algèbre engendrée par les opérateurs Pi == Xi et Qj = à\àxj.

L'analogue algébrique de ce résultat dit que si J est un idéal primitif
« générique » de 11 (g), alors l'algèbre quotient ^ (ô)/^ est une algèbre
de Weyl An [7].

Donc pour tout idéal primitif « générique » J de "U (g), il existera des
éléments pf et q^ dans 'U (g)/2 vérifiant les relations [pf, q^] == ô,7.

GEL'FAND et KIRILLOV ([9], lemme 9) démontrent qu'on peut remonter
globalement ces éléments dans (Q (g) ; plus précisément, qu'il existe
un élément non nul c de Z(g), centre de "U (g), et 2 m éléments pi, q/
de 1̂1 (g) vérifiant les relations [pi, q/] == ôf c.

On sait, d'autre part, que la théorie des représentations d'un groupe
de Lie G est fortement liée à l'étude des orbites de G dans l'espace
vectoriel dual g* de son algèbre de Lie g (voir [11], [2] et [13]).

On peut formuler un analogue géométrique de la conjecture de Gel'fand-
Kirillov : soient g une algèbre algébrique réelle, et G le groupe simple-
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ment connexe d'algèbre de Lie 9, les orbites de G dans g* sont munies
canoniquement d'une structure de variété symplectique ([11], ou [4],
chap. II).

La dimension maximale d'une orbite 0 est 2 m. Soit (x^ la 2-forme
canonique sur (9, alors, d'après la théorie générale des variétés symplec-
tiques, il existe des coordonnées locales pf, ..., p^, qf, ..., ̂ , de telle
sorte que w^ soit localement égale à 2£i dpf A dqf. Ceci revient à dire
que le crochet de Poisson des fonctions pf et q0 vérifient les relations
[Pf» îf] = '̂.

Peut-on trouver un ouvert de Zariski V de g*, et 2 m fonction ration-
nelles pi, ?2, ..., pm, qi, Ç2, . . . » qm, définies sur V, telles que si 0 est
une orbite rencontrant V, la forme c^ sur 0 n V soit égale à la restric-
tion à (9n V de SSi dPi A dQi.

Ce problème est aussi en étroit rapport avec la détermination de la
mesure de Plancherel du groupe G (voir en particulier [12], si G est nil-
potent).

Nous montrerons dans cet article que si g est une algèbre de Lie nil-
potente, on peut en effet « recoller » les coordonnées locales pf. Préci-
sément, il existe 2 m fonctions polynômiales (pi, pa, ..., pm, Ci, ^2, ..., q?n),
un polynôme c G-invariant non nul, un ouvert de Zariski U non vide,
G-invariant, sur lequel c ne s'annule pas, tels que si 0 est une orbite
contenue dans [7, les restrictions pf et q° de pi et qj à ô réalisent
un isomorphisme algébrique de ô sur R27" et telles que co^ soit égale
à 1/c (0) Sg, dpf A dqf.

Formulons de manière légèrement différente ce résultat :
L'algèbre Cft des fonctions difîérentiables sur 0 est munie (grâce à

la forme GO^) d'un crochet de Poisson. Ceci permet de définir un crochet
de Poisson sur '§ (9), algèbre des polynômes sur g*.

Si a et b appartiennent à ^ (g), la fonction [a, b] est la fonction sur g*
telle que

[a, b}^ = [a^, b<^], pour toute 0

(On démontrera que [a, b] est encore un polynôme.)
Alors la structure de l'algèbre 'S (9), ou plutôt de son corps des fractions

ô^ (9), muni de ce crochet de Poisson, est tout à fait analogue à la structure
du corps des fractions (^ (9) de l'algèbre enveloppante •U (g) [1].

L'algèbre de Poisson ôi (9) est engendrée sur son centre J (g), corps
des fonctions rationnelles G-invariantes sur g*, par les 2m éléments
pi, pz, ..., pm, qi, q^ ..., qm, et ils vérifient les relations [pz, q / ] == ô{ c.

La démonstration de ce fait est calquée sur la démonstration de
GEL'FAND et KIRILLOV pour le corps enveloppant.
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Cependant, il n'est pas clair a priori que notre « conjecture géométrique »
sur la structure de l'algèbre de Poisson -S (9) est entraînée, ou entraîne,
la structure du corps enveloppant CD (g).

Il est clair que ces conjectures sont reliées l'une à l'autre : en effet
soit (Un (9)) la filtration canonique de U (9). Alors si a e Un (ô) et
b € Um (9), on a [a, b] = ab — ba e Un+m-i (ô). Ceci permet de munir

^-^MÔ)/^-!^)

d'une structure d'algèbre de Lie qui n'est autre que la structure du crochet
de Poisson [en fait, dans cet article, on définira le crochet sur ^ (g) de
cette façon, puis on prouvera l'identité [a0, b^] = [a, b]^].

On peut ainsi dire que la structure de crochet de Poisson sur ^ (g)
est « la première approximation » du crochet sur U (g).

Mais les structures de corps C^rn,r de ^(9) n'étant en aucune façon
compatible avec la filtration, on ne peut déduire de la structure de ̂  (g)
la structure de l'algèbre de Poisson ^ (g).

— Nous montrerons dans cet article, et ceci en sera l'un des points
essentiels, que, dans le cas niipotent, la conjecture géométrique entraîne
la conjecture algébrique.

Ceci nécessite la construction d'un isomorphisme (3 d'algèbres de Lie
entre une sous-algèbre ^1 (g) de Poisson de ^(9), engendrant ^(g) en
tant qu'algèbre associative, et une sous-algèbre de Lie IL1 (g) de U (9)
engendrant U (g) en tant qu'algèbre associative. [On sait bien qu'un
isomorphisme d'algèbre de Lie entre tout ^ (g) et U (9) n'existe pas en
général.] On s'inspirera de la théorie des représentations du groupe G :

Rappelons la méthode de KIRILLOV permettant d'associer à toute
orbite 0 de G dans g* une représentation unitaire irréductible du
groupe G [11] :

Soient 0 une orbite de G dans 9*, et f un point de 0. Soit G (f) le
stabilisateur de f dans G, d'algèbre de Lie :

9 (f) == j XÇQ; f([x, y]) == 0 pour tout î /eg }.

On a dim 9 — dim g (f) =2k == dim <9. Il existe une sous-algèbre î)
de 9 telle que

f([^ t)D =0 et dim t) - dim 9 (f) = 1/2 dim 0.

Alors la représentation unitaire p (f, t)) du groupe G, induite par le
caractère %y du groupe analytique H = exp î) de différentielle if sur î),
est irréductible, et définit une classe de représentations unitaires irréduc-
tibles p (0) de G.

On désire construire î), variant rationnellement en fonction de /, sur
un ouvert de g*.

BULL. SOC. MATH. —— T. 100. —— FASC. 3 20
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Soit S = (Qi)o^i^n une suite de Jordan-Hôlder du g-module 9. Soient
feg*, et fi la restriction de f à g^. Alors on peut choisir, comme sous-
algèbre I) vérifiant les propriétés voulues,

P (f; s) = 2^ g, (/l.) ([17], ou [4] chap. 4).

Soit J(g) l'anneau des polynômes G-invariants sur 9*, et soit z un
élément de J(g); alors la différentielle d/z, de la fonction z au point f,
définit un élément de g qui appartient à g (/), et il existe un ouvert de
Zariski Ui de g* tel que si fe Ui, g(f) soit égale au sous-espace vectoriel
constitué des éléments df a pour a e 1 (g) [8].

Donc, si on introduit la sous-algèbre S° (g, s) de ^ (g) engendrée par
la réunion des 1 (g;) pour i ̂  i ̂  n, il est clair que sur un ouvert de
Zariski de g*, p (f; s) est égale au sous-espace vectoriel de g formé des
éléments df a pour a e 'S° (g, s).

On étudiera cette algèbre ^° (g, s); on montrera que les m éléments
(pi, p.2, ..., pm) peuvent être choisis dans ^° (g, s), et que le corps des
fractions ôi° (g, s) de ^° (g, s) est engendré sur <7(g) par (pi, pa, . . . , pm).

Étant donnés un point f et la sous-algèbre p (/'; s) subordonnée à /,
on peut définir la notion de fonction quantifiable sur l'orbite 0f de f
par rapport à p (/"; s), et à toute fonction quantifiable, on sait faire corres-
pondre un opérateur non borné dans l'espace de la représentation p (<9y).

Si (pi, pa, ..., pm, qi, . . . » qm) est un système de coordonnées sym-
plectique sur l'orbite Of l'algèbre de Poisson des fonctions quantifiables
est formée de l'algèbre des fonctions linéaires en qi (voir [14]).

On introduit alors la sous-algèbre de Poisson ^1 (g ; S) de ^ (g) formée
des polynômes de la forme A o + S ^ i A ^ X ; , où les éléments Ao, A,
appartiennent à 'S° (g; s), et où les éléments Xi appartiennent à g. Alors
toute fonction de ^1 (g ; s) donne, par restriction à toute orbite Of, une
fonction quantifiable sur Of par rapport à p (f; s), et l'opérateur non
borné correspondant provient d'un élément de ^U (g).

Nous n'utiliserons pas, dans cet article, les notions relatives aux
fonctions quantifiables, mais il est clair que ce sont ces notions qui
conduisent à la définition de l'homomorphisme (3 de ^l (g; s) dans 'U (g)
défini en (3.11).

On montrera que les m éléments ^i, q^ ..., q^n peuvent être choisis
dans ^1 (g; s); alors les éléments ((3 (pi), .... (3 (p^\ (3 (^i), ..., (3 (^))
sont des éléments de 11 (g) qui vérifieront les relations

[P (PO, P te/)] = n P (c),
où (3 (c) sera un élément non nul du centre Z (g) de 11 (g), et on pourra
montrer que le corps <P (g) est engendré sur son centre C (g) par les 2 m
éléments (,3 (p,), (3 (^)).

Je remercie Nicole CONZE, Mustapha RAÏS et Pierre RENOUARD
pour l'aide qu'ils m'ont apporté dans ce travail.
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1. Rappels sur la représentation coadjointe
d'un groupe de Lie et sur le crochet de Poisson

(1.1) Soient G un groupe de Lie réel connexe, et 9 son algèbre de Lie.
Si a est un idéal de 9, G opère dans a au moyen de la représentation
adjointe et dans le dual a* de l'espace vectoriel a au moyen de la repré-
sentation contragrédiente de la représentation précédente: si /'ea*et
gç G, g . f est la forme linéaire sur a définie par

<g.f,Yy=^f,g-^.Y^ pour tou tYea .

Il en résulte une représentation linéaire de 9 dans a*. Si /*ea* et
X e 9, X. f est l'élément de a* tel que

<X.f, ¥ > = < / ; [X, Y]> pourtoutY<=9.

Dans le cas particulier où a = 9, la représentation linéaire de G
(resp. 9) dans 9* ainsi définie est appelée représentation coadjointe de G
(resp. de 9).

(1.2) Comme tout espace vectoriel réel de dimension finie, 9* est une
variété C30 (dans la suite, une fonction sera dite difîérentiable si elle
est indéfiniment difîérentiable). L'espace tangent en chaque point de 9*
s'identifie canoniquement à 9*, et l'espace cotangent à 9. Si donc cp
est une fonction difîérentiable définie au voisinage de f, la différentielle
df a? au point f de la fonction 9 est un élément de 9. On notera indiffé-
remment < cp, f>, < /, îp >, ou çp (f) la valeur de cp au point /;

On a, par définition,

< Z, dr cp > = - cp (f + il) pour tout Ze 9*.
Cil t=o

(1.3) A la représentation coadjointe de G dans 9* correspond
une représentation de 9 dans l'algèbre opposée à l'algèbre de Lie des
champs de vecteurs sur 9 :

Si Xe9, on désignera par o-(X) le champ de vecteurs sur 9* définie
de la manière suivante :

Si /'€9* et si cp est une fonction difîérentiable définie au voisinage
de/;

^Wf^=^(exptX.f) .
ul t=0

Comme exp tX.f== f+ tX.f modulo t\

Œ(X)y.Cp=<X./;dy.(p>
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Ou encore le champ de vecteurs o- (X) s'identifie au champ de vecteurs
f^X.f.

(1.4) Soit Y un élément de g, et soit ^Y la fonction sur g* définie par
<^, Z > = < / , Y>. Alors on a

^(X).^ == -^'V

(1.5) Soit /' un point de g*. On notera Bf la forme bilinéaire sur g
définie par By (X, Y) = f([X, Y]).

Si W est un sous-espace de g, on notera W^ l'orthogonal de W par rapport
à la forme bilinéaire Bf.

Soit G (f) le stabilisateur de f dans G, il a comme algèbre de Lie g (f), où

g ( f )= {Xeg ;X . f=0 }
= { X e g ; /-([X, Y]) == 0 pour tout Ye g }.

(1.6) LEMME. — Soient /'0g*, Xeg (f), et cp une fonction différentiable
définie au voisinage de f; alors

d^(X).cp)=-[X,dycp].

Démonstration. — Soit /eg*, alors

<Z, ^(<7(X).cp)> = ^(^(X) €?)(/•+ il)

=ït(^+tl+ux'f+utx^ u==0 / \t=0

Intervertissons l'ordre des dérivations, et remarquons que X./'==0,
car Xeg (/'). Il vient

=^(^?(/ l+ f (^+"x•z)) ) 1au ^ai t=o/ \u=o

= d «^+uX. / , ^Y»au u=o
=-<UX,^cp]>.

(1.7) LEMME. — Soient feg*, et cp une fonction différentiable définie au
voisinage de fet localement invariante par G, c'est-à-dire telle que o- (X)/ cp = 0
quel que soit Xeg. Alors d/cp appartient au centre de g (/).

Démonstration. — On a ^X.f, df cp > == o-(X)y.9 =0 pour tout Xeg
ce qui prouve que df cp appartient à g (f).

D'autre part, (1.6) montre que d/cp appartient au centre de g(/).
(1.8) Soit U l'ensemble des feg* tels que g (f) soit de dimension
minimale égale à r.
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Cet ensemble est un ouvert de Zariski. Si f e U, il existe un voisinage
ouvert V de fdans [7, et des fonctions diïîérentiables localement invariantes
par G, (cpi, ..., cp^) définies sur V telles que les différentielles au point/"
des fonctions c^ soient linéairement indépendantes. Il en résulte donc
le lemme suivant :
(1.9) LEMME [8]. — Si fe U, l'algèbre 9 (f) est égale à l'espace vectoriel
formé des df cp, où 9 parcourt l'espace des fonctions localement invariantes
par G définies au voisinage de /. En particulier, si f e î / , g (f) est com-
mutative.

Remarque. — Une démonstration simple de CARMONA ([4], chap. II)
prouve que quelle que soit l'algèbre de Lie g sur un corps de base infini,
alors si feg* est tel que g (f) soit de dimension minimale, l'algèbre
9 (f) est commutative.
(1.10) Soit f eg*; alors l'orbite 0 de f est isomorphe à G/G(f) par
l'application g \-> g.f,

Elle est de dimension paire == 2 k.
On considérera sur l'orbite 0 la structure de variété héritée de la struc-

ture d'espace homogène de G, la topologie sous-jacente à cette structure
C00 est en général plus fine que celle induite par g* [toutefois, les résultats
essentiels de cet article étant obtenus dans le cas où g est une algèbre
de Lie niipotente, l'orbite par G d'un élément de g* est alors fermée
{voir [15]), et c'est une sous-variété de g*].

Soit Xeg, on notera cr (<9, X) le champ de vecteurs sur 0 défini par

cr((9,X)/.cp =^cp(expZX.Z)

où cp est une fonction C30 sur l'orbite 0 et l un point de 0.
En tout point l de 0, l'espace tangent à 0 est l'espace (cr (6, g))/ qui

s'identifie à g/g (/).
(1.11) La variété 0 est munie d'une 2-forme différentielle canonique co
qui est fermée, G-invariante et partout non dégénérée (voir [4], chap. II).
Si X et Y appartiennent à g et Z€<9, alors

co (a (0, X/), Œ (0, Y), ) = < Z, [X, Y] >.

Soit S) l'isomorphisme canonique^défini par co entre l'espace des 1-f ormes
sur 0 et l'espace des champs de vecteurs. Si a est une 1-forme sur (9,
par définition 23 (a) est l'unique champ de vecteurs sur <9, tel que
ÛL) (S (a), Q == < a, Ç > quel que soit le champ de vecteurs ^ sur (9.

Soit 4' une fonction différentiable sur g*, et soit i^ (d^) la 1-forme
sur 0, image réciproque de la 1-forme d^ sur 0 par l'injection canonique i^
de (9 dans g*.
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(1.12) LEMME. -- (^ (i^ (d^))i = o- (^ d^.

Démonstration. — II suffit de vérifier que, quel que soit Yeg,

a)(o-(dz^,Œ(Y)0=<^, Y.Z>,
or

^ (̂  (̂  ^)/, ^ (Y)/) == < /, [^ ̂  ̂  >
=<Y.Z,d^>.

(1.13) On définit le crochet de Poisson de deux fonctions cp et ^ diffé-
rentiables sur 0, par [cp, ^] == cS (^).cp.

La loi (cp, 'i) i-> [9, ^] définit alors une structure d'algèbre de Lie sur
l'espace CQ des fonctions difîérentiables sur l'orbite 0 [14], de plus on a

[?1 ?î, +] = [?1, ^].?S + [?2, ^].?1.

Naturellement si cp et ip sont deux fonctions définies sur un ouvert U
de (9, [<p, ^] peut se définir sur l'ouvert [7.

(1.14) LEMME. — Soient ^ et ^ deux fonctions différentiables sur g*,
et notons cp^ et ̂  Zes restrictions de ^ et ^ à 0. Alors, quelles que soit lç0,
on a

< U?<^] > = < U^ ?.^ >].
En effet :

<[?(9»^LQ ==^(d^.çp^
= o- (d/ ^)z. 9 d'après (1.12)
==<(d^)./,^cp>
=<Z,[d/cp,^]>

(1.15) COROLLAIRE. — Soient X et Y appartenant à g, a/ors

[^ fôl == ^^r].

(1.16) On sait que, pour tout point f de 0, il existe un ouvert U de 0
contenant /', et 2 7c-f onctions pi, p^, ..., pk, q^ q^ .... ̂  de U dans R
formant un système de coordonnées sur U et telles que la restriction
de co à U soit égale à la 2-forme 2^ dp, /\ dqi (voir [1]). On a alors

^^-^ sw=^

et par conséquent

[P^ P/] =: [̂  ^7] ===0 et [pi, q,} = ô^.
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2. Crochet de Poisson sur l'algèbre symétrique
d'une algèbre de Lie

(2.1) Soit 9 une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps k. Soient
<u (ô) l'algèbre enveloppante 9, et (Un (9))n^o sa filtration canonique.

Alors l'algèbre symétrique 2? (9) = S/i^o ̂  (9) de 9 est canoniquement
isomorphe au gradué associé à la filtration (Un (9)) de 9. Notons jn la
surjection canonique de UnQ sur ^9. Si P€lin(9) et Ce 11^(9),
alors PQ - QPçUn^-i (9).

On définit alors le crochet de Poisson sur ̂  (9) de la manière suivante ([3],
§ 7) :

(2.2) DÉFINITION. — Soient

Pe^(9) et Pe^.(9) tel que p=jn (?),
0 € 2^ (9) et Ce ai,, (9) tel que Q == j,, ($).

Alors on pose [P, Q] =jn+m-i (P Q — Q P). Il est clair que [P, Q] ne dépend
pas des choix de P et Q. On prolonge ce crochet à 'S (9) par bilinéarité.
On dira que ^ (g), muni de ce crochet, est l'algèbre de Poisson de 9.

(2.3) LEMME ([3], § 7) :
(a) Le crochet ainsi défini sur ^ (9) = 2 ̂ n (9) /ai< de ^ (9) une algèbre

de Lie, et on a
[^(9),^(9)]c^+m-l(9).

(6) 5ur ^1 (9) == 9, Ze crochet redonne la loi d'algèbre de Lie de 9.
(c) Le crochet vérifie, pour tout triplet (Pi, Ps, P3) d'éléments de 'S (9),

la relation
[P, P,, P:̂  = [Pi, P:̂  P. + [P., Pal.Pi.

(2.4) LEMME. — On peut prolonger de manière unique cette loi au corps
ôi (9) des fractions de ^ (9) en une loi vérifiant

[R, A, R,} == [fii, R,].R, + fii. [A, fi3],

et ce prolongement est encore une loi d'algèbre de Lie sur ôi (9). On dira
que ô<. (9), muni de ce crochet, est l'algèbre de Poisson rationnelle de 9.

La démonstration de ces lemmes se fait sans aucune difficulté. Démon-
trons par exemple que la loi prolongée est encore une loi d'algèbre de Lie
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sur ôi (9). Si J?i eÇjRs sont fixés dans (K (9) l'application qui à Rs fait
correspondre

[[A, A], J?3] + [[̂ , A], -Ri] + [[^3, -Ri], A]

est une dérivation pour la structure associative de ôi (g). Pour qu'elle
soit nulle, il suffit qu'elle soit nulle sur ^ (g).

On se ramène donc à démontrer l'identité de Jacobi dans le cas où
un élément appartient à 'S (g), puis deux éléments, et finalement tous
les trois.

(2.5) LEMME. — Notons s (X) F unique dérivation de (^ (g) qui prolonge
Vendomorphisme ad X de g, alors si Q e ôi (g),

£(x).e=[x,ç].
En effet, s (X) et ad^^X sont deux dérivations de (^ (g), muni de

sa structure associative, qui coïncident sur g.
En particulier, le centre de l'algèbre de Poisson 'S (g) [resp. ^ (g)]

coïncide avec l'algèbre J(g) [resp. J(g)] des éléments de ^(g) [resp.
de (^ (g)] annulés par l'ensemble des dérivations s (g).

(2.6) LEMME. — On suppose k == R, et on identifie 'S (g) à l'algèbre des
polynômes sur g*. Soit G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie g.
Soient /'eg*, et ô V orbite de f par G. Alors la restriction à 0 de la fonction
polynôme [P, Q] est le crochet de Poisson [défini en (1.13)] des restrictions
Pff et QQ des fonctions P et Q à G.

Démonstration. — Ceci est vrai si P et Q appartiennent tous deux à
^i(g) =g, d'après (2.3, b) et (1.15).

On en déduit le résultat d'après (2.3, c) et (1.13).

(2.7) On suppose k = R, et soit G un groupe de Lie connexe d'algèbre
de Lie g. Si P est un polynôme sur g*, on notera g.P le polynôme défini
par Q7.P)(/-)=PQrV).

Il résulte de (2.5) que le centre 1 (g) de l'algèbre de Poisson ^ (g)
coïncide avec l'anneau des polynômes G-invariants ; et que de même le
centre J (g) de l'algèbre de Poisson ô^ (g) coïncide avec le corps des
fractions rationnelles G-invariantes.

LEMME. — Supposons g niipotente, ou k = -R. Alors 'exp ad,/g\ X
définit un automorphisme de 'S (g) pour la structure d'algèbre associative
et d'algèbre de Poisson, et (exp ad ^(g)X) (P) n'est autre que le poly-
nôme (exp X). P.

(2.8) Soient g une algèbre de Lie algébrique sur un corps k de caracté-
ristique 0. Puisque k est un corps infini, on identifie ^ (g) à l'algèbre
des fonctions rationnelles sur g*.
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Si f eg*, on note (^ (g))/l'anneau des fonctions rationnelles définies
en /; et si P e (-S (g))y, on notera indifféremment P (/), < P, f> ou < f, P >
la valeur en /* de la fonction P.

Soient Bf la forme bilinéaire alternée sur g définie par

^(X,Y)=</;[X,Y]>,

et g (/") son noyau. On note âf l'unique application de ^ (g)/ dans g
telle que

df(X)==X si Xeg,

^(Pe)=</;P>^<?+</.e>^P.

Des analogues algébriques des lemmes (1.6) et (1.7) prouvent que
si R e J (g), et est défini en f, alors df (J?) appartient au centre de g (f).

On a aussi < f, [df P, df Q\ > = < /, [P, Ç] > quels que soient P et|Ç
dans (2? (g))/.

Soit (ci, ^2, . . . , Cn) une base de g, et soit d le rang sur ^ (g) de la
matrice ([êi, e/]);, y. Alors le degré de transcendance r de J (g) sur /<• est
égal a n — d ([5], chap. 3, lemme 7).

Or ce rang est aussi égal au rang maximal sur k des matrices
(<^ /» [^» ^7] ^);, / pour tout fe g*. Comme g (f) est l'ensemble des X = 2 ̂  e
tels que 2 ̂ ' < /, [d, ey] > == 0, on a aussi r = |dimension minimale des
g (f) pour /'eg*, et on obtient l'analogue du lemme (1.9).

LEMME. — I I existe un ouvert de Zariski non vide U de g* tel que, si
feU, g(f) est V ensemble des df(P) pour P ç J (g) n (^ (g))/.

(2.9) On dira qu'un système d'éléments (pi, p.^, . . . , pyç:,'gi, q^, .. .^qk)
de (R. (g) vérifie les relations (K) si

( IP^ ^7] = ̂ .
[p^ pA === o>

( 1:̂ , qA = O»

quels que soient i et j.

LEMME. — -Si (pi, ps, . . . , p/, gi, q», . . . , g^) vérifient les relations (R),
alors (pi, p2, . . . , pk, Ci, q-, ..., ̂ ) son^ algébriquement indépendants
sur J(g).

Démonstration. — Supposons pour simplifier que k == 1. Soit alors
A = S o-ij P1 q7 ==• 0 une relation algébrique sur J (g). Montrons, par
récurrence sur le degré de total de A en p et q que ai/ = 0; on a
[A, p] = [A, q] = 0, ceci entraîne que tous les absout nuls si i ouj ̂  0.
Donc A = ûo,o = 0.
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(2.10) On suppose k == R, et g algébrique, et soit G un groupe de Lie
connexe d'algèbre de Lie g. Si f est un point de g*, on désignera par Of
l'orbite de fpar G, et 1*0 l'injection canonique de Qf dans g*.

PROPOSITION. — Soient (pi, p^, ..., p^, ^i, ^, .... qm) des éléments
de ôi (9) vérifiant les relations (R), et supposons que r + 2 m = n.

Soî  !7 rouvert de définition des fonctions pi et <//. Alors si fçU, la
forme co^ est l'image réciproque par i^ de la 2-forme Sïi dpi A dq, définie
sur U. De plus, en tout point f de U, les restrictions (pf/, q°.f) des fonctions p<
et qj à Of forment un système de coordonnées locales sur 0y.

Démonstration. — Soit fçU, posons Xz == df pi, ^==dy^..

On a alors, d'après (1.14), les relations (Rf) :

</.[^^]>=^
</.[.^/]>=0,

<M^y/]>-o.
Si donc f^U, les relations (Rf) prouvent que x,, x.z, ..., Xm,

y^U9-, ' " , y m sont linéairement indépendants et que la restriction Bf
à Vf == 2^, R ̂  + ̂  R y, est non dégénérée. Puisque r + 2 m = n
et que dim 9 (/•) ̂  r, on a g == Vf ® 9 (/•).

L'application X \-> cr (X)y est alors un isomorphisme de V/ sur l'espace
tangent au point f à l'orbite de f, ce qui prouve que les restrictions des
fonctions pi, pa, ..., p^, g,, ̂ , ..., qm sont localement bijectives de Of
sur R2^.

On a par définition

c.̂  (X)y, (7 (Y)^) = < /, [X, Y] >,

et il s'agit de montrer que ceci est aussi égal à

^.dp, /\dqi(X.f,Y.f)
=2^<X./•,dyp,><Y./•,^^>-<X./•,^^><Y./•,^p,>.

II suffit de vérifier sur la base (xi, x._, ..., Xm, yi, y^, ..., y m) de Vf
l'égalité cherchée. Effectuons la vérification pour X == x / , Y == y^
Alors

et
^/Œ (^y)/^ O/O/) ==^-

2£i (dpi A dqi) (x,.f, ̂ .f) = ̂
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car
<^./; dfp^ = </; [dfpi, dfp,} >==</; [p. p,]> = 0,

< ̂  ' f. df qi >=</", [d/ ̂ , rf/ p/] >==-</, [p;, ̂ ] > = - <V.
<^./; dfp,y = </, [dyp,, d^]> = </; [?„ ̂ ]> = ̂ ,

< Vk. /, d/ ̂  > = < /, [rf/ ̂ , rf/ ̂ ] > == < f, [q^ qk} > = 0.

Cette proposition admet une réciproque :

(2.11) LEMME. — Soient (pi, pa, ..., pk, ^1,^2, ..., qk) des éléments
de ôi (9), V un ouvert de 9*, sur lequel les fonctions pi et q; sont définies,
tels que si fçV le forme w^ soit l'image réciproque par i^ de la forme
I^=i dpi A dqi. Alors (pi, ps, . . . , pk, gi, q^ ..., qk) vérifient les relations
(R). De plus, 2 k + r = n.

En effet, si feV, alors [p^/, qQ.f\ = ô^. Ceci entraîne donc que
[j^' ^7] == ^ sur Fouvert Y d'après (2.6) et par conséquent que
[pi, qA == ô{. De plus, sur l'ouvert Y, la dimension de l'orbite Of est donc
égale à 2 k. Or l'ensemble U des fç. 9*, où dim 0f=n—r, est un ouvert
de Zariski non vide de 9*, donc partout dense. On a donc Ur\V ^ 0
et n = r + 2 A".

3. Etude de sous-9-modules de l'algèbre
symétrique et de l'algèbre enveloppante

d'une algèbre de Lie niipotente

Nous supposerons dans ce paragraphe que 9 est une algèbre de Lie
niipotente de dimension n sur un corps k de caractéristique 0.

(3.1) Comme, pour tout Xe9, la dérivation ad X de 9 est niipotente,
on peut former l'automorphisme exp ad X de l'algèbre de Lie 9. On
définit le groupe G de 9 comme étant le sous-groupe du groupe des auto-
morphismes de 9 formé des exp ad X. G opère sur 9*; si fe 9*, on note Of
l'orbite de f sous le groupe adjoint G.

C'est une sous-variété fermée de 9*.
L'anneau 1 (9) est alors l'anneau des polynômes sur 9* qui sont

G-invariants.
Rappelons que 1 (9) a pour corps de fractions le corps J (9) des fonctions

rationnelles G-invariantes sur 9*. Le corps J (9) est une extension transcen-
dante pure de k de degré de transcendance r et n — r est un entier pair [5].

On pose n — r == 2m.
On peut préciser le lemme (2.8).
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LEMME. — I I existe un ouvert de Zariski U non vide de g*, tel que si fç. 17,
g (f) est F ensemble des df (P) pour Pçl (9).

(3.2) Soit I) une sous-algèbre de 9. On dit que t) est une sous-algèbre
subordonnée à f, si f ([!), I)]) = 0. On note M (f; 9) l'ensemble des sous-
algèbres surbordonnées à fet de dimension égale à 1/2 (dim g + dim g (f)),
c'est-à-dire l'ensemble des sous-algèbres I) de g dont le sous-espace vectoriel
sous-jacent soit totalement isotrope maximal pour la forme Bf.

Il est important de savoir construire des sous-algèbres I) de M (f, 9).
En effet, la représentation p (f; I) ; 9) induite à 9 par le caractère f \ t)
de la sous-algèbre Ï) est une représentation irréductible de 9, et son noyau
est un idéal primitif de "U (9) qui ne dépend que de f et que nous noterons
^)[7].

D'autre part, si k = R, la donnée d'un élément I) de M (f; 9) permet
de construire une représentation unitaire irréductible T (f; t) ; 9) du
groupe exp 9 simplement connexe d'algèbre de Lie 9. Par définition,
T (f, î) ; 9) est la représentation induite à exp 9 par le caractère ^/ du
sous-groupe exp Ï), où <( %/, exp H )> = e^^. On la réalise par la trans-
lation à gauche dans l'espace de Hilbert^e(f; Ï) ; 9) des fonctions mesurables
sur G vérifiant presque partout

(1) cp (gh) = jj (7i)-1 9 (g) (g e exp 9, h CE exp Ï)),

(2) f | cp 2 ̂  < + oo,
^ G / H

où dg désigne une mesure sur l'espace homogène GfH invariante par
l'action de G à gauche [11].

On désignera par ^C00 (f; Ï) ; 9) l'espace des vecteurs indéfiniment difîé-
rentiables de la représentation T(/';t);9). Si +e^C00 (f; I); 9) et Xe9,
alors on définit l'opérateur dT (f; Ï ) ; 9) (X) par

dT (f; I); 9) (X) + = ^(T (/•; Ï); 9) (exp tX).^)

On notera dT (f; î) ; 9) la représentation canonique de 11 (9e) dans
s€w (f'91) î 9)- S'il n'y a pas d'ambiguïté sur t), on se permettra de la noter
dT (f), ou dT.

On sait qu'il existe une base Ci, e^ ..., Cm supplémentaire de t) dans 9
telle que l'application y de R" x exp î) dans exp 9 définie par

T (^i, ^» • . •, tm, h) = exp ^i Ci x exp <2 ^ X . . . X exp im Cm X h

soit un difféomorphisme.
Ceci permet d'identifier ^ (/•;!); 9) à J?2 (R^). L'espace ^(f;^)

s'identifie alors à l'espace ^ de Schwartz des fonctions indéfiniment
difîérentiables sur R771 à décroissance rapide [15].
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En particulier, cet espace contient l'espace (^ des fonctions indéfi-
niment difîérentiables à support compact. Si A e OL (gû), alors dT (A)
est la restriction à ^ d'un opérateur différentiel à coefficients polynô-
miaux ([15]). Si A e 11 (9e) et si D est un opérateur différentiel à coefficients
polynômiaux sur R^ pour vérifier que dT (A) = D \ 'S , il suffira de vérifier
que dT (A) et D coïncident sur d3.

(3.3) Rappelons le procédé simple de construction d'algèbres î) e M (f; 9)
([4], chap. IV ou [17]).

Soit S == (Qi)o^i^n une suite croissante d'idéaux de g avec dim c^ === i.
Alors si f est un point de g*, si fz désigne la restriction de f à (^, et

gz (fi) la sous-algèbre correspondante, l'espace p (/'; 5) = 2^ ç^- (/\)
est une sous-algèbre de g appartenant à M (f; g) qui dépend rationnel-
lement de f, sur un ouvert de Zariski. On considère la sous-algèbre
^°(g; S) engendrée par la réunion des J(g;) [qu'on distingue soigneu-
sement de J (g) n ̂  (g0]. Alors si P e -S0 (9 ; 5), d/P e p (f; S), et le lemme
(3.1), appliqué à chaque forme fi, conduit au lemme suivant :

LEMME. — II existe un ouvert de Zariski non vide V de g* tel que, si fe Y,
p (f; S) soit égale à l'ensemble des df (P) pour Pe^° (g; 5).

(3.4) Rappelons les résultats suivants sur la comparaison entre 1 (c^)
et J(c^-i) [5] : les résultats y sont démontrés pour Z(c^) et Z(Qn-i),
mais des démonstrations analogues fournissent les résultats pour 1 (Qn)
et J(Qn-i); on peut aussi utiliser l'isomorphisme canonique entre J(g)
etZ(ô)(yofr[5]).

Soit Xn un élément de g^ — c^-r Deux cas peuvent se produire :
(A) ou bien J ((^)c|=^ ((^-i). Dans ce cas, J (ôn-i) c J (Qn), et il existe

un élément Zr de J (c^) de la forme Zr = ^r Xn + Pr, t0ù ar 7^ 0 et
a^e.ng^-OcJ^),

P,e^(ô.-0
et

J(^n)=J(Qn^)(Z^

(B) ou bien 1 (Qn) C ̂  (gn-i). Dans ce cas, 1 (c^n) est évidemment contenu
dans 1 (9n-i), et il existe un élément y de 1 (gn-i) tel que :

1° si on pose [Xn, y] == z, alors z ̂  0 et ze 1 (gn);
2° y est transcendant sur ^(9/1) et

J ( Q n ) = J ( ^ ) ( y ) ;

(3.5) PROPOSITION :
(a) 'S0 (g; S) csf un sous-^-module de 'S (g). PZu5 précisément, 'S0 (g, 5)

es< sfa6Ze pour fouZe dérivation ô (D) de ^ (9) prolongeant une dérivation D
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de 9 telle que
D(Qi)CQi (O^i^n).

(b) Le corps de fractions ^°(9;5') de •ë° (9; S) est une sous-algèbre
commutatiue de l'algèbre de Poisson rationnelle ^(9).

(c) Le corps (R° (9; S) est une extension transcendante pure de k de degré
de transcendance = r + m = (1/2) (r + n).

Démonstration. — (a) résulte immédiatement de la définition de
^°(9î S). Démontrons (b) et (c) par récurrence sur la dimension de 9.
Nous poserons Sn-i == (90o^^-i. C'est une suite d'idéaux de 9/,-,.
Soit rn-i le degré de transcendance sur k de J(9^_i).

Deux cas peuvent se produire :
(A) ou bien 1 (9^) et ̂  (9n-i). Alors rn-, == r — 1. Soit Z/, un élément

de I(Qn) tel que
J(Qn)=J(^)(Z^

alors ^° (9^; Sn) = ^° (9^-1; ̂ -i) (Zr). Donc si ^° (9^; Sn-,) est
une sous-algèbre de Poisson commutative de ôi(^n-i), ôi° (9,,; Sn) est
une sous-algèbre commutative de l'algèbre de Poisson rationnelle de 9,
car Zr est dans le centre de (R (9). De plus si ôi° (^n-i ; Sn-i) est une
extension transcendante pure de k de degré de transcendance
(1/2) ((r — 1) + (n — 1)), ^° (9^; Sn) est une extension transcendante
pure de k de degré de transcendance

(1/2) ((r - 1) + (n - 1)) + 1 = (1/2) (r + n);

(B) ou bien 1 (9^) c ̂  (9^-1). Dans ce cas, r^-i = r + 1 et
^te.;^)^^^^;^)

est une sous-algèbre de Poisson commutative de ^(9); et ôi° (9^; Sn)
est une extension transcendante pure de k de degré de transcendance
égal à (1/2) ((n - 1) + (r + 1)) = (1/2) (n + r).

(3.6) Soient U (9) l'algèbre enveloppante de 9, et Z(9) son centre
On introduit la sous-algèbre 11° (9; S) de U (9) engendrée par la réunion
des Z (9^) pour 1 ̂  i ̂  n [on distingue soigneusement Z (9) n 11 (9z)
et Z(90].

Soit À l'isomorphisme canonique de l'espace vectoriel 'S (9) sur
l'espace U (9) qui à tout monôme XA.. .Xp par rapport aux éléments
Xi, X2, ..., Xp de 9 fait correspondre l'élément

(pO-^x^^x.-.xXo^
calculé dans U (9), la sommation portant sur toutes les permutations o-
de { 1, 2, ..., p { . À est fonctoriel par rapport aux morphismes d'algèbres
de Lie.
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On sait, d'autre part, que cet isomorphisme d'espace vectoriel est un
isomorphisme de g-modules. On a donc ^ (J (9)) = Z (9). On démontre
dans [6] que la restriction de À à 1 (9) est un isomorphisme d'algèbres
associatives. Par la même méthode que dans [6], on peut démontrer la
proposition suivante :

PROPOSITION. — L'application de symétrisation À réalise un isomorphisme
d'algèbres associatives entre ^° (g ; S) et 01° (g ; S).

Démonstration. — Si g est abélienne, le théorème est évidemment vrai.
On raisonnera par récurrence sur la dimension de g qu'on peut donc
supposer supérieure ou égale à 2, et il suffit de démontrer que À est un
morphisme d'algèbres associatives.

Soit 3 le centre de g. On distinguera deux cas :
(A) dim 3 > 1. Soit I une droite contenue dans 3; c'est un idéal de g.

Soient g' == g/I, et TT la projection canonique de g sur g'. On pose
Q'i == 7r (ô0- Alors les idéaux g^ forment une suite croissante d'idéaux
de g', qui ne sont pas tous distincts, mais en supprimant les termes
superflus de cette suite, on obtient une suite 5" = (ga^)) croissante
d'idéaux de g' avec dim g^ = i.

Considérons le diagramme canonique

u^-^u^)
A A

\\ \\

2? (g) -^ (9')
évidemment commutatif.

Soient P et Q des éléments de -S0 (g; S), il est clair que -n (P) et Y] (Q)
sont des éléments de ^° (g'; 5"). On a donc

\- (^ m) - ̂  (^ (P) ̂  (0) = \- (^ (P)) . ̂  (^ (e))
par hypothèse de récurrence.

Ceci s'écrit

ô {\ (PQ)) - ô {\ (P)) ô (\ ((?)) = ô (\ (P). \ ((3))
et par conséquent :

\(PQ)-\(P).\(Q)
appartient à Ker 6, c'est-à-dire est divisible par tous les éléments de I,
et ceci pour toute droite I contenue dans 3. Comme dim 3 > 1 et que k
est un corps infini, ceci n'est possible que si

\(PQ)-\(P).\(Q)=0;

(B) dim 3 == 1. On a alors 3 = g, et [g, g^] = gi.
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Soit ï/i un élément non nul de gi et 1/2 un élément de 92 — gr Soit 9'
l'annulateur de 92. Alors 9' est un idéal de codimension 1 de 9 qui
contient 92. On pose 9; = g'ngz. On a alors ^(ôOcJ(ô;) pour tout i.
En effet, si 9; = g;, ceci est clair. Sinon il existe un élément XiÇ^i
tel que [x,, x^] == y,, et on a Qz= g; © te,, et on peut supposer i > 2.

Soit alors P un polynôme appartenant à 'S (g;). P s'écrit d'une manière
unique sous la forme

P == 2 Pn xî, avec Pn e ̂  (g;).

Supposons que Pe J (9,), en particulier [y 2, P] = 0. Commet commute
à g;, il vient 0 = 2 nXiX^Pn, et ceci prouve que Pn = 0 si n ̂  0,
et donc que P e ̂  (c^).

Les idéaux ç^ forment une suite croissante d'idéaux de g' qui ne sont
pas tous distincts; en supprimant les termes superflus de cette suite,
on obtient une suite S ' = (ga^) croissante d'idéaux de g' et telle que
dimga^) == ï.

On a donc ^(9; 5)c^°(9'; S')^^), et comme \ [ ^ (9') = Àg; la
proposition est évidemment vraie dans ce cas.

(3.7) Supposons k == R. Soit S une suite d'idéaux de g, on note ^c

la complexifiée de l'algèbre de Lie 9, 8e la suite (9^)1^^ d'idéaux de g0.
Alors -S0 (9e, 5e) s'identifie à ^° (9; 5) (g) G. Soit f un point de 9*, qu'on
prolonge par linéarité en une forme linéaire sur 9e, alors, si P € ^° (9e, S0),
dij (P) est un élément de 9e appartenant à

p (if; SG) - (p (/•; 5))c.

LEMME. — Soient P e -S0 (g0, 5e) ^ feg*. AZor5 Za fonction PJ sur
exp g a valeurs complexes définie par Pf (g) = < P, g~1 f)> est invariante
à droite par le sous-groupe exp p (f; S).

Démonstration, — II suffit de démontrer que, quels que soient
Yep (f; S) et gçexp g, (d^dt) Pf (g exp t Y) |,=o = 0. Or ceci s'écrit :

^<^P,exp fY.i7>=<Ay(^P).iY.f>=<i/-,[^(^P), Y]>.

Or il est clair que ^Pe^0 (9e, S0), car ^(g0. S0) est un sous-9e-
module de 'S (g0), donc

A/ (ff-\P) e (p (/•; <S))c et < f, [p (f; S), p (/•; 5)] > = 0.

(3.8) On suppose toujours k == R. On choisit, pour toute fç g*, l'algèbre
p (f; S) comme élément de M (f; 9). On notera ^e00 (f) l'espace
s€ (f; P (f? 5); g), e (f) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables
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sur exp 9 à valeurs complexes vérifiant

(1) <p (gh) = ̂  (h)-1 cp (g) [g ç, exp g, 7i e exp p (/•; S)],

et <^ (/) l'espace des fonctions de € (f) à support compact modulo
exp p (f; S).

On a ^(ftcJT (f)ce(f), et on notera dT (/) la représentation
dT (/;?(/•: S)).

Si P € ̂ 0 (9e, S0), puisque P^ est invariante à droite par exp p (f; S),
on peut définir un opérateur v/ (P) sur l'espace e (f) en posant

( y f ( P ) ^ ( 9 ) = P f ( g ) ^ ( 9 ) .
PROPOSITION. - Si Pe^gCSO), l'opérateur (dT (f)) (À (P)) esf Za

restriction à l'espace ^C30 (/) de l'opérateur Vf (P).

Démonstration. — Si on identifie au moyen d'une base supplémentaire
^1,62, . . . , e^ de p (f; S) et du difîéomorphisme y (3.2) l'espace e (f)
à un espace de fonctions difîérentiables sur R^, l'opérateur v/ (P) est
alors la multiplication par la fonction polynômiale

(/i, t^ . . . , tm) ̂  <P, exp t^ CiXexp U e^x ... xexp tm ̂ ./'>.

En particulier c'est un opérateur différentiel.
Il suffira donc de démontrer que Vf (P) et dT (f) (À (P)) ont même

restriction à l'espace CQ (f). On raisonnera par récurrence sur la dimension
de g. Si g est abélienne, la formule est évidemment vraie. On peut donc
supposer que dim 9^2.

Deux cas sont possibles [on reprend les notations de (3.6)].
(A) ou bien Ker fn 3 ̂  0. Soit alors I, une droite contenue dans Ker fc 3 ;

1 est alors un idéal de g. Soient, comme dans (3.6), g' l'algèbre g/I,
TT : g —^ g'. S" la suite définie à partir de S. Soit f la forme sur g' telle
que f o TT == f.

On a TT (g, (f,)) = g; (f^ et donc TT (p (f; S)) = p (f; 5'). On notera
aussi TT l'homomorphisme canonique : G -> G'. L'espace ^) (f) s'identifie
à ^) (/>/) : si cp' est une fonction de d0 (f), alors 9' o TT appartient à d? (/),
et toute fonction cp est de ce type, et on a

(dT (/•)) (u) (cp' o TT) = (dT (H 6 (u)) (9') o TT

quel que soit u e IL (g0).
Donc si Pe^°(gc, 5C),

(dT (f)) (^ (P)) (cp' o TZ-) = (dT (f) (6 (^ (P))) (cp') o n
=(^MP)).cp')o7r
=^(P).((p'o7T);

BULL. SOC. MATH. —— T. 100. —— FASC. 3 21
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(B) Ker fr\ 3 = 0. On peut donc supposer dim 3 = 1 et f \ 3 7^ O.
On pose g' = ann Q^, f ' = f ô', et 5" la suite d'idéaux de 9' définie

à partir de S. On a pour tout i,

^(/'OccïK/O.

En effet, si g; = g;, ceci est évident; sinon

9, == R X, © g; avec [X^, z/a] == ï/i et 9s c 9,.

Soit u = a X, + y, avec y e g» et a e R un élément de g, (/;), alors
f([u, y 2]) = 0 entraîne a = 0.

On a donc p (jf; 5)cp (f; S') et, comme p (/''; -S") est un sous-espace
totalement isotrope pour Bf, p (f; S") = p (f; 5).

La représentation T (f) s'identifie à la représentation induite par
T (D à exp g.

Soit X un élément de g n'appartenant pas à g'; alors tout élément de
exp g s'écrit de manière unique sous la forme exp uX.g' ou g ' çexp g'.

Si cp e (^ (f), alors quel que soit u e R, la fonction

^("X^-^expuX.^)

appartient à ^ (/''). Soient alors Y€g ' et (^ç(D(f).
On a

(dT(0(Y).cp)(expuX.^)

= „ cp (exp — t Y x exp uX.g')

== d ^ (exp u Xxexp — f ((exp — u X). Y ) . g ' )

= (dT (D (exp - u X. Y).<D (12)) (^).

On en déduit que si AeaL(g'c) et ?e^(f),
(rfT (f) (A).9) (exp u X.(7') = (dT (H (exp - u X.A) .<D (u)) (^/).

Soit donc P e ̂ ° (9°, S0) c ̂ ° (g'0; S'o) c ̂  (ô'0), on a donc
(dT (/•) (^ (P)). cp) (exp u X . g ' ) = (dT (f1) (exp - u X. \ (P)). (cp (u)) (^).

Or comme ^g commute à l'action de G et que ^° (c^, iS'0) est stable
sous l'action de G, on en déduit que ceci s'écrit aussi

(yr (exp - u X.P) <D (u)) (^') == < exp - u X.P, g ' . f > (<D (u)) ( g ' )
= < P, exp u X.^./*> 9 (exp u X.^')
=(^(P).cp)(expuX.<7').
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(3.9) PROPOSITION :
(a) 11° (9 ; S) est un sous-Q-module de U (9). De plus, OL0 (9 ; S) est

stable par toute dérivation ô (D) de ^li (9) qui prolonge une dérivation D
de 9 telle que D (9,) c 9z.

(b) Le corps de fractions ^)0(9;51) de W (ç^; S) est un sous-corps
commutatif de (D (9).

(c) (^° (9; S) est une extension transcendante pure de degré de transcen-
dance (1/2) (r + n).

Ceci est un corollaire évident de la proposition (3.6).

(3.10) On considère l'application c^ de 'ê (9) (g) 'S (9) dans 'S (9) définie
par c^ (P (g) 6) = PC.

On note Y1 (9) le sous-espace vectoriel À: Q) 9 de ^ (9) et 'S1 (9 ; S)
l'image par c^ de 'S° (9; <S) 0 V1 (9). Soit (ei, 62, ..., en) une base de 9.
Alors tout élément de ^1 (9; S) peut s'écrire sous la forme (mais l'écriture
n'est pas unique) :

Pô + 2?=i Pi ëi, avec Pô et P, (1 ̂  i ̂  n)

appartenant à ^° (9 ; 5).

LEMME :
(a) ^1 (9; S) est un sous-^-module de ^ (9). Plus précisément, 'S1 (9; S)

est stable par toute dérivation ô (û) de ^ (9) prolongeant une dérivation D
de 9 ^ZZe gué D (9,) c 9,.

(6) ^1 (9; 5) esf ^a6Ze par la multiplication par les éléments de cS° (9; 5).
(c) 3?1 (9 ; S) est une sous-algèbre de Poisson de 'S (9) et ' S 1 (9 ; S) normalise

•S°^;S).

Tout ceci se démontre sans difficultés.
Démontrons par exemple le point (c) : II suffit de démontrer que si P

et Q appartiennent à eS'° (9 ; S), et X et Y appartiennent à 9, alors

[PX, Q] appartient à -S (9; S)
et

[PX, Qy] appartient à ^1 (9; 5).

Or [PX, Q] = P[X, Q], car ï?0 (9; S) est une sous-algèbre de Poisson
commutative de ^ (9), et donc, comme [X, Q] appartient à ^° (9 ; S),
[PX, Q] appartient à ï0 (9; S) et

[PX, Qy] == P [X, Q] Y + [Y, P] QX + PQ [X, Y]

appartient à t^1 (9; 5).
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(3.11) On introduit de même l'application c^ de 'U (9) (g) "U (9) —^ •U (9)
définie par c^ (P (g) Ç) = PQ, le sous-espace W1 (9) = À: © 9 de 01 (9)
et l'image U1 (9; S) de OL0 (9; 5) (g) W1 (9) par c^.

Si on considère l'application c^ o (À (g) À) de ^ (9) (g) ^ (9) dans 'U (9),
il est clair que l'image de ^° (9 ; S) (g) V1 (9) par cette application est
^(9; S).

THÉORÈME :

(a) I I existe un isomorphisme d'espaces vectoriels, et un seul, (3 de
^ (9; S) sur "II1 (9; S) tel que

P ° C-s = C^ o (À 0 À)

sur ^° (9 ; 5) 0 V1 (9), e< (3 est un isomorphisme pour les structures de
(^-modules.

(b) La restriction de j3 à 'S° (9; S) est l'application À de symétrisation;
si P appartient à 'S° (9 ; S) et Q appartient à ^1 (9 ; S), alors

P (P(3) = 7 (P) P (Q).

(c) (3 yen/ie (3 ([P, Ç]) = [(3 (P), (3 ((?)] quels que soient P et Q apparte-
nant à ^(9; S).

Démonstration. — Si 9 est abélienne, le théorème est évidemment vrai.
Pour démontrer l'existence de {3, il s'agit de prouver que si un élément A

de 2>° (9; S) (g) V1 (9) est tel que c^ (A) = 0, alors c^ ((À (g) À) (A)) = 0.
Soient (61,62, . . . , en) une base de 9, et (Ao, A^)i^^ des éléments

de ^° (9; S). Il s'agit donc de prouver que si l'élément

est tel que

alors

Ao (g) 1 + S A, 0 Ci

Ao + 2 A, et = 0 dans U (î),

^ (Ao) + S ^ (AQ ^ = 0 dans -S (3).

L'application (3 associera alors à un élément Q == Qo + 2?=i ÇA f(?o ̂  (^
dans ^° (9; 5) et X, dans 9], l'élément ^ (Ço) + 2?=i ^ (80 X.

On reprend les notations de (3.6).
1° On suppose que dimg > 1. Soit 1 une droite contenue dans 3.

Soient 9" l'algèbre 9/1, et 5" la suite d'idéaux de 9' obtenue à partir de S.
Supposons que Ao + S=i A^ = 0 dans ^ (9), donc

•n (Ao) + S;=i ri (AQ YÎ (Ci) = 0 dans -S (^)

et rï (Ao), ri (AQ appartiennent à ^° (9'; S').
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Donc
6 (^ (Ao)) + 2^i ô (\ (AO) 6 (eQ = 0

et À (Ao) + 2?=i ^ (AQ^ appartient au noyau de 6, ceci quel que soit I;
donc

^ (Ao) + S?=i ^ (A.) et = 0.

2° Supposons maintenant que dim 3 == 1. Soient 9' == ann 92, 5"
la suite d'idéaux de g7 obtenue à partir de S. On a

^(ôî^c^'îS^c^).

Soit (ci, 62, . . . , en) une base de g telle que (e^ .... en) forme une base
de g', alors si Ao + Ai Ci + ̂ î=^ Ai d = 0, comme Ao + S?=2 Az d appar-
tient à ^ (g'), ceci implique que Ai == 0 et que Ao + 2?= 2 A, d == 0.

On a alors par récurrence

^ (Ao) + S=i ^ (A.) e, = 0 = À (Ao) + S î ^ (AQ e»

ce qu'il fallait démontrer.
On peut donc construire une application (3 de ï>1 (g; S) dans IL1 (9; S)

telle que (3 o c^ = c^ o (À (g) À). Il est clair que (3 est surjective; on démontre
que (3 est injective en utilisant un raisonnement par récurrence entière-
ment analogue au précédent.

Les autres points du théorème se vérifient aisément sur la formule
donnant l'image (3 (U) == À (Ao) + Sf=i ^ (AQ X d'un élément

^=Ao+2LiA,.X, [Ao,A^°(ô;5), X.eg]

de ^(9; 5).
En utilisant le fait que l'application À est un isomorphisme de

g-modules et que sa restriction à ^° (9 ; S) est un homomorphisme
d'algèbres associatives, démontrons par exemple que

P ([̂  (31) = [P (̂  P ((?)]
pour P et Ç dans ^1 (9 ; 5). Il suffit de le vérifier pour les couples

( P == A, Q =BX ( où A et B€^° (9; S)
( P == AX, g == BY ( et X et Yeg.

On a [A, BX] == B.[A, X], et donc

P ([A, BX]) = À (B.[A, X]) = À (B) À [A, X] == À (B) [À (A), X]
= [À (A), À (B) X] == [P (A), (3 (BX)].
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Écrivons [AX, BY] = A [X, B] Y + B [A, Y] X + AB [X, Y] et
(3[AX, BY] == À (A [X, B]) Y + À (B.[A, Y]).X + À (AB) [X, Y]

= À (A) À([X, B]) Y + ̂ (B) À ([A, Y])X + ̂ (A)À(B)[X, Y]
= À(A)[X, À(5)] Y + À(B)[À(A), Y]X + À(A)À(B)[X, Y]
= [À (A) X, À (B) Y] = [P (AX), (3 (BY)].

(3.12) Soit /'eg*, on note J(f) l'idéal de la variété c^y, c'est-à-dire
l'idéal formé des polynômes P nuls sur l'orbite de f.

D'autre part, 1 (f) désigne l'idéal primitif de OL (g) associé à f (3.2).

PROPOSITION .— Soient P un élément de ̂  (g; S), et f un point de g*.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) P appartient à J (f);
(b) (3 (P) appartient à 1 (/•).
Démonstration. — On reprend la notation de (3.6). On raisonnera

par récurrence sur la dimension de g.
Si g est abélienne le théorème est évidemment vrai. On peut donc

supposer dim g ̂  2.
On distingue deux cas :
(A) On suppose Ker fn 3 ̂  0. Soient I une droite de g contenue dans

Ker/'n3, g' l'algèbre g/I, TT la projection de g sur g'. S' la suite d'idéaux
de g' obtenue à partir de S, f la forme sur g7, telle que f o 7: = f.

L'idéal 1 (f) est alors l'image réciproque par 6 de l'idéal 1 (f) ; de même
J (f) est l'image réciproque par Y) de J (f) [14].

Soit Pe^(g; 5). Alors YÎ (P) appartient à e^ (g'; 5') et donc si P
appartient à J (f), n (P) appartient à J (f) et ^ (v? (P)) appartient à J (f);
or on a (3 (r] (M)) = 6 (,3 (P)), et par conséquent 3 (P) appartient à J (f).

De même, si (3 (P) appartient à 1 (/), on voit que P appartient à J (f).
(B) On suppose Ker/'n3 = 0. On a alors 3 = gi. Soient g' == ann g2,

S ' l a suite d'idéaux de g' construite à partir de S, f la restriction de fo. g'.
Soit X un élément de g tel que g==g '®/cX. Si s est un élément

de k notons /, la forme exp sX.f, alors dans ce cas J (f) est l'idéal
engendré par J (f) n cS' (g') et

J(f)^^)==^^J(fs).

De même 1 (f) est l'idéal engendré par J^ul^g') et

J^n^g^rL^J^) [14].

Soit donc P un élément de is1 (g; S), on peut écrire P sous la forme
P == AX + B, où A appartient à

^(g;5)c^(g';5')
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et B appartient à
^(ôî^n^^c^ô'îS').

Alors, si P appartient à J (f), A et B appartiennent à

J(f)^W)=r\^,J(a
P(A) et (3(5) appartiennent à Ftsçk 1 (fs) = 1 (f)r\^ (9'), et donc
(3 (P) == (3 (A) + (3 (B) appartient à 1 (f). De même, on démontre que
si (3 (P) appartient à J (/), alors P appartient à 1 (f).

(3.13) Remarque. — Supposons k = R, et soit Gi le groupe simplement
connexe d'algèbre de Lie g. Si pour toute fde g*, on choisit comme sous-
algèbre subordonnée à f de dimension maximale l'algèbre p (f; S), alors
toute fonction de ^1 (9; S) donne par restriction à l'orbite Of une fonction
quantifiable sur l'orbite [14].

4. Structure comparée de l'algèbre de Poisson ^ (9)
et de l'algèbre associative 11 (g)

Dans tout ce paragraphe, 9 désigne une algèbre de Lie niipotente de
dimension finie sur un corps k de caractéristique zéro.

(4.1) On dira qu'une suite d'éléments b == (pi, pa, . . . , ?/„ Ci, ^2, ..., ÇA)
de ^ (9) vérifie les relations (-R; c) si c est un élément non nul de J(g)
et si on a les relations [pi, qj} == ^{ c, quels que soient i etj. Alors la sous-
algèbre associative de Jl (9) engendrée sur J (9) par (pi, p^ ..., p/c, Ci,
^2, . . . , qk) est une algèbre de polynômes à 2 Â-variables d'après (2.9).
On la notera A (b). On notera A° (6) la sous-algèbre engendrée sur J(9)
par (pi, p.2, ..., p/i) et A1 (b) le sous-espace vectoriel de A (6) formé
des polynômes ayant un degré inférieur ou égal à 1 par rapport à chaque
variable qi, on a donc

A1 (b) - A.o (b) ® S^i Ao (b) q.

On notera <P (9) le corps des quotients de IL (9), et C (9) le centre de
(^ (9) ; on sait que C (9) est le corps des quotients du centre Z (9) de
^(9).

On désire prouver le théorème suivant :

THÉORÈME. — Soient 9 une algèbre de Lie niipotente de dimension n
sur un corps k de caractéristique 0, G le groupe adjoint de 9, r le degré de
transcendance sur k de J (9), et m l'entier tel que r + 2 m = n.

Soit S == (90o^^n une suite croissante d'idéaux de 9 tels que dim 9; = i
pour 0 ̂  i ̂  n.
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II existe alors dans ïs (9) des éléments (pi, p,, ..., ?„, ̂ , ̂ , ..., q^
un élément c non nul de 1 (9), un ouvert de Zariski U de 9* G-invariant,
tels que :

1° (pi» ?2, ..., pm, (71, ^2, ..., qm) vérifient les relations (R; c);
2° pi, p2, ..., pm appartiennent à ^°(g; S) et ^°(g; S)cA°(6);
3° ^i, û^, ..., û^ appartiennent à -S1 (^; S) et -S1 (^; S)cA1 (b);
40 ^ (9) ̂  engendré par p,, p,, ..., ?„, çr,, ^, ..., ç^ 50;. J(g) ^

^(9)cA(6);
5° Ze corps <© (9) esf engendré sur C (9) par Zes éléments (3 (pi),

P(PO> •..,P(p/n), (3(^i), (3(o^), ...,P(^) [où (3 est l'application de
^(9; S) dans ai1 (9; S) dc/ime en (3.11)];

6° Si f appartient à U, la restriction des fonctions pi, pa, .... p^, ^,
Ç2, ..., qm à 0/ dé^ni7 un isomorphe de variété algébrique entre Of et k^.

Il est clair que l'énoncé de ce théorème comme sa démonstration
s'inspire du théorème de GeFfand et Kirillov ([9], lemme 9), et l'entraîne
comme corollaire. On s'inspirera aussi de [15] (Part 2, chap. II, § 6).
La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de 9. Soient
Sn-i == (90o^^7i-i qui est une suite d'idéaux de 9^_i, rn-i le degré de
transcendance sur k de J(9^-i), et soit Xn un élément de Qn — ^-i.

Deux cas peuvent se produire :
(A) J(9.) et ^(9.-i). Alors 1 (9,_i) c 1 (9.), donc

^(^-i)cJ(9.) et C(9.-i)cC(9.),
et il existe un élément Zr de 1 (9^) de la forme Z,. = ̂  Xr + (3 ,̂ où a^
appartient à 1 (9,_.) c 7 (9.), et a, ̂  0 et (3, € ̂  (9.-i), alors r,_, == r - 1
et mn-i = m.

Soient (Un-î, pi, pa, . . . , p^, qi, q^ ..., g,^, c) les éléments vérifiant
les conditions du théorème pour (9^-1; Sn-i). Soit TT la projection cano-
nique de 9,* sur 9^_i, et soit î/i l'ouvert de Zariski G-invariant de 9^
défini par <Xr ̂  0.

Soit f^Ui, alors la restriction de TT à e/ est injective. En effet, si
TT (/) = TT (/') avec Z et /' e (9/, ceci veut dire que / et U coïncident sur
9/1-1, mais l'égalité

<Z , , />=<Z. ,Z '> entraîne que <-Z, X,> == < Z', X,>.

D'autre part, si /'et/i, alors

^Z,=</:a,,>X,+</;X,>dya,+^p,

n'appartient pas à 9^-1 ; comme df Zr appartient à 9 (/), on a donc

9 = 9^-i + 9 (/).
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Si on note Gn-i le sous-groupe de G engendré par les exp ad X pour
Xeg^_i, et G(f) le sous-groupe de G engendré par les exp ad X pour
Xeg (/); on a G =Gn-i. G (f), car ç^n-i est un idéal de 9. L'orbite de f
sous G est donc aussi l'orbite de /*sous Gn-i, et TT est une surjection de Of
sur <9^ (/). Donc n réalise un isomorphisme algébrique de Of sur 0^ (f)
si f appartient à Ui.

Soit alors L^ = 7r-1 (L^_i) n Î7i, et soient (pi, ?2, ..., p^, Ci, ^2, ..., Çw)
qui sont des éléments de 'S (g), et c qui est un élément de 1 (g). Alors
on vérifie aisément que les conditions 1°, 2°, 3°, 4°, 5°, 6°, sont satis"
faites.

(B) Supposons J(g,0c^(^-i). On a alors 1 (^) c 1 (g^-i), et il existe
un élément y de J (c^-i) n'appartenant pas à J (Qn) tel que :

lo [Xn, y ] = z avec z 7^ 0 et zeJ (9^);
2o J(^-0=J(^)0/).

On a alors Fn-i = r + 1 et mn-i == m — 1.
Soient (L^_i, pi, ps, . . . , pm-i, gi, ^2, . . . , qm-i, c) les éléments véri-

fiant les conditions du théorème pour (Qn-i, Sn-i).
Soit Uz l'ouvert de 9^ défini par <( /, 2 > 7^ O. Remarquons qu'on peut

remplacer l'élément y vérifiant les conditions 1° et 2°, par n'importe
quel élément y + T ^ avec reA-. Donc, pour un choix approprié de T,
le fermé F y, défini par y = 0, rencontre l'ouvert non vide Un-i n UzC\ Uc.

Montrons qu'on peut construire un isomorphisme algébrique a entre
U^ et kxkx(Fyr\U^). On posera a(f)=.(t(f), u(f), 9 (/•)), où t(f)et
u(f)çk, et cp(/')eF^n^.

Si /' e [/s, il existe un élément / unique tel que

< exp fX,./, y >==( ) .
En effet,

< / , e x p - ^ . y > = = < / , y - t e > .

On a donc / == <^yz~\ /')>. On pose

t(n=<y^-\f>.
u(f)=<X.,/->

et
cp(0=7r(exp<(OX..O.

Montrons que a est un isomorphisme de variétés algébriques. Il suffit
de calculer y l'application inverse et de montrer que y est un morphisme
algébrique.

Appelons fo la forme linéaire sur ^n définie par /o (gn-i) == 0 et
fo (Xn) == 1, et soit i l'injection canonique de g^_i dans 9,* définie par
i (f) | g.-i f et i (f) (X.) == 0.
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Alors on calcule facilement que
y (t, u, cp) = u/o + (exp - tXn).i (cp)

est l'application inverse de a.
Montrons que, si fçU^, a réalise par restriction un isomorphisme

entre <9y et kxkx^(f).
Il suffit de voir que a (0y) = kxkxô^j-y
On peut supposer en remplaçant /• par exp (t (f).Xn).f que <z/, /•> == 0.

Soit alors / appartenant à 0 y. On a
Z = exptXn.gn-i.f.

On calcule alors facilement que < ï/ z-1, Z > == — t et que, par conséquent,
? (0 = ^-i.? (/*); donc on a

a (<9/)eÂ:X/CX<9ç(/-).

Pour démontrer que a est surjective sur kxkxo^, il s'agit de
montrer que /•+ gi_, c0y. Soit y, = d^ y, alors y, appartient à ^_i (/^),
et on a donc z/i./'çg^.i.

D'autre part,
<^./;X,>=</>,[X„^]>=</;[X.,^^/]>=</;X.,^>=</;z>^0.
donc y,. f = < f, z >. /o. Or comme g^-i contient [ 9, g], car g^_i est un idéal
de codimension 1, et que y , appartient à ^n-i (fn-i), on a simplement

(exp uy,). f=f+ u y,.f
et donc y+^-ic^

Considérons l'ouvert Un des y dans L^ tels que cp (f) ç Un-i ; c'est un
ouvert de Zariski G-invariant non vide de 9;, et si f ç. Un, alors les 2 m-
fonctions de ô/ dans k,

P i ° ^ , • . ., pm o cp, ^i o cp, . . ., q,,, o cp, yz-1, Xn,
réalisent un isomorphisme de Of sur k^.

Soit a une fonction de ^ (9^-1). La fonction cp (a) == a o cp définie sur U,
est donc une fonction appartenant à ^ (g^-i) [z-1]. Calculons précisément
l'expression de l'homomorphisme cp de l'algèbre associative 'S (c^-i)
dans -S (^n-i) [z-1]. On a

<? (û), /•>==<? (f), û >= /a, exp^Xn.n

-/CXD ^^X ^ f\-\ ̂ "HZ) xn ' a 9 f /
=(:s(T^jî(ad^.)^•a^)

[la

\ K l V- \ "W "/ 7 ' /

notation ad^^x est relative à la structure de Poisson de ^(9)'].
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On a donc

P^^S^^^ad^^-^.

Montrons que 9 est un homomorphisme de l'algèbre de Poisson
^ (9^-1) dans l'algèbre de Poisson ^ (g/i-i) [̂ -1].

En effet, on a

? ([^ ^1) = 2 ̂ ^ jî (ad ̂  ([a, b])

== s ̂ ^ ^1:;4-7^ z^n[( ad xn)i a9 (ad trn)7 6]

(__ 1V+7 77^7
:= ̂ J~i\T\~ ^[(SLd xn)i a9 (ad xny b]'

Comme yfzçJ (gn-i) et que (ad^)^a et (ada^yft appartiennent à
^ (9^-1), on a bien

? [(a, b]) = 2,7 ̂ y^ [|C (ad ^)- a, g (ad XnV b^ = [cp (a), cp (6)].

On pose alors
p, == z^ çp (p,) pour 1 ̂  i ̂  m — 1,
Pm = y,
Ç, == ^A' cp (g,) pour 1 ̂  i ̂  m — 1,
?,. = 22A-1 X. o (c),

î* ===2^9 (c),

et on choisit N assez grand pour que tous les éléments ainsi définis
appartiennent à ^ (g).

Remarquons que, comme F y n Uz n Î7c 7^ 0, l'élément 9 (c) n'est
pas nul.

D'autre part, montrons que cp applique ^ (ô/z-i) dans le sous-corps
de ôi (Qn-i) formé par les éléments qui commutent à Xn. en effet, on a

[X,,, cp (a)] = S.-^^ad X» ((jy (ad X^.a)
/___ 1U / » \ Â — — 1=^-(^1(1) <adxn)^•a

/_ iy- / ^ \ k

+^(--î^(y,) (adX.)^.a=0.

Donc cp applique 1 (ç^n-i) dans J (g^), et ^ appartient bien à 1 (9).
Alors montrons que les conditions 1°, 2°, 3°, 4°, 5°, 6° du théorème

sont vérifiées.
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On vérifie aisément la condition 1°, en utilisant le fait que 9 est un
homomorphisme d'algèbre de Poisson et les faits que

[U, ̂  (ôn-i)] = [Xn, cp( -S (^_,))] = 0.

Montrons ensuite que la condition 4° est réalisée, c'est-à-dire que
-§ (9) c A (b), ou encore que -S (9) c J (9) [pi, p., .. . , ?„, Ci, $„ . . . , Ç,,],
on a sur 9 -̂1,

Donc
9(XO=X,+^,P,;(j).X;.

et

^_iC9(g.-i)rj1

^(9._0c9(^(9n-i))[j].
or

^ (Ô"-l) C J(9^-i) [pi, ?2, . . ., Pm-l, l̂, Ç2, . . ., ^n-i].

Montrons que ceci entraîne que

? (^ (^-i))cJ (g^) [pi, p2, ... p/n-i, Ci, Ç.2, ..., Ç/n-i].

Remarquons que 9 est l'identité sur 1 (g^) et que cp (y) = 0.
Soient Zi, 22, ..., Zr-i des éléments de 1 (c^n) tels que (zi, Zî, .... z,_i)

forment une base de transcendance de J (Qn) sur k. On a alors
J(9n_i) = A- (zi, 22, ..., Zr-i, y) d'après le choix de y.

Soit A un élément de ^ (9^-1), alors A s'écrit sous la forme
A = Ni (pi, ..., p^_i, ̂ i, ..., g^_i, 21, .. ., 2_i, t/).N2 (Zî, . . ., ̂ i, y)-1

où Ni et N2 désignent des polynômes en les variables (pi, . . . , p^-i,
qi, ..., qm-^ 2i, ..., ^._i, y).

Il s'agit de montrer que 9 (A) s'écrit sous la forme

? (A) = Ni (pi, . . . . ?„,_!, Ci, .... ̂ _i, Zî, ..., 2_i).N2 (zi, .... z_,)-1.
On a
A .N2 (zi, ..., z/.-i, (/) == Ni (pi, . . . , p^_i, Ci, . . . . ^^_i, z,, ..., z^ i, ;/).

En appliquant cp, il vient
cp (A).N2 (2i, ...,z..-i,0)

== ̂ l (? (Pi)» • • • > ? (P/n-l), ? ( î), . . ., ? (Çm-i), 2l, . . ., Z.-i, 0).

Par conséquent si N2(21, 22 , . . . , ̂ -i, 0)^0, notre assertion est
démontrée car cp (pQ = p^^, et z appartient à k (21, 22, ..., 2r-i).

Si N2 (21, 22, ..., 2^_i, 0) = 0, Ns est divisible par y, il suffit alors
de démontrer que Ni l'est, aussi (on terminerait le raisonnement par une
récurrence sur le degré).
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On supposera, pour simplifier la démonstration, que seules les variables
(p, q, z, y) interviennent.

Soit N = 2 o-ij (y, z) P1 Q^, où les a^- sont des polynômes en y et 2,
et raisonnons par récurrence sur le degré total de N.

On a cp (N) == 0, donc [9 (N), cp (P)] = 0 = cp ([N, P]), or

[N, P] == - 2 a,/ O/, z)j P1 Q^-1.

Par conséquent, [N, P] est divisible par y, ce qui prouve que les
0.1, j (y, z) pour j 7^ 0 sont divisibles par y.

De même, en considérant [Ny Q], on prouve que tous les ai/ (y, z) sont
divisibles par y sauf peut-être do, o (y, z).

Mais alors cp (N) = do,o (0, z) == 0, et ûo.o est divisible par y. On a
donc bien

(p (^ (Ç^-i)) C J (gn) [Ri, ?2, . . ., pm-l, Cl» ^2, • • ., Çm-l]

et donc
^ (9^) C ̂  (9^-1 [X^] C J (^n) [ Ri, ?2, . . . , Pm-1, ?1, §2, . . . , Cm].

Démontrons que la condition 2° est satisfaite. Il est clair que les élé-
ments pi (l^i^ m) appartiennent à ^° (g ; S), car ^° (c^-i ; 5^_i)
est stable par les dérivations adg,./ \X^.

Soit donc a un élément de 'S (Qn) appartenant à ^° (g ; 5'). Soit r un
élément de N^ si v == (ni, 722, ..., n/n), alors on écrit symboliquement

P- = j^.p^. ... .p^ et ^ = Ç^. ... .^r.

D'après le point 4° que nous venons d'établir, a s'écrit sous la forme

a-^a^p^q^

où les a^vp sont des éléments de «/(g).

Montrons que a appartient à J (g) [pi, ..., pm]. En effet, a commute
aux pi, puisque pi appartient à ^° (g; S), et que ^° (g; S) est une algèbre
de Poisson commutative.

On en déduit par une récurrence sur le degré de a le résultat voulu.
De même pour la condition 3°, on remarque d'abord que les éléments
?f, 1 ̂  i ̂  TU, appartiennent à 'S1 (g ; S) et si un élément a de ^ (g)
appartient à ^1 (g ; S), a normalise la sous-algèbre ^°(g; S), donc
[a, p^eJ^gHpi, p2, ..., pm] == A° (b). On en déduit que a appartient
à A1 (b).

Démontrons le point 4°. Soit (3 l'isomorphisme de 'S1 (g; S) sur 0l1 (g; S),
alors (3 (y) appartient à Z (g^-i), et (3 (z) appartient à Z (g^). Soit cp1
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l'application de U (^-i) dans U (^_i) [,6 (z)-1], défini par

^^-^^(^D^ad.^X^...

Alors on vérifie aisément (voir [9]) que cp' est un homomorphisme
d'algèbres associatives, et on a

P (p,) = p (Z)A- (?' (p (p,)) (1 ̂  f ̂  m - 1),
P (^) = P (Z)^ cp' (p (^,)) (1 ̂  ̂  m - 1).

On vérifie de la même façon que, dans la démonstration du point 4°,
que si

U (g,_,) c C (ô._i) L6 (p.), ..., P (p/.-,), (3 (g0, ..., ? (^-O],

alors
^ (à.) c c (Qn) [p (pQ,.... p (p/,), p (ÇQ, ..., p ©„)].

Enfin la condition 6° est clairement réalisée, car si f ç. Un, 9 (f) e Un-ï
et les 2 m-fonctions

(? (Pi)» • • • » ? (P/^-l), ? (^), . . ., ? (̂ -l), ï/2-1, Xn)

réalisent pour chaque f appartenant à Un un isomorphisme de O/ sur À'27".
Or comme la restriction de z à toute orbite 0y, pour f ç. Un, est une cons-
tante non nulle, les 2 m-fonctions (pi, .... p^_i, Ci, .... Ç^_i, ?„„ Ç^)
sont proportionnelles aux précédentes.

(4.2) COROLLAIRE. — Supposons k == R. Soit Uc l'ouvert de Zariski
G-invariant défini par c^O; alors, si fç.Uc, la forme ûû^ est induite
par la forme

^^dptdqi,
c

Ceci est un corollaire du théorème (4.1) et de la proposition (2.10).

(4.3) COROLLAIRE :
(a) Le corps ô^° (g ; s) est un sous-corps commutatif maximal de ôi (9)

[pour la structure de Poisson de (^ (g)].
(b) Le corps ^°(9; s) est un sous-corps commutatif maximal de ^(9).

Ceci se déduit immédiatement du théorème (4.1).
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