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SUR LE SEMI-CENTRE
DU CORPS ENVELOPPANT D'UNE ALGÈBRE DE LIE

PAR RUDOLF RENTSCHLER ET MICHÈLE VERGNE

RÉSUMÉ. — Soit 9 une algèbre de Lie sur un corps k algébriquement clos de
caractéristique 0. On établit un isomorphisme canonique du semi-centre du corps
enveloppant (resp. de l'algèbre enveloppante) de 9 sur l'anneau engendré par les
fonctions rationnelles (resp. polynômiales) semi-invariantes sur le dual 9* de î.

INTRODUCTION. — Soit fl une algèbre de Lie de dimension finie sur
un corps k algébriquement clos de caractéristique 0. Soient U (fl) son
algèbre enveloppante, S (fl) son algèbre symétrique qu'on identifie à
l'algèbre des polynômes sur fl*, espace vectoriel dual de g. Soit F le groupe
adjoint algébrique de fl, F est le plus petit sous-groupe algébrique de Aut fl
dont l'algèbre de Lie contienne ad (fl).

Soit Z le centre de U (fl), alors on sait qu'il y a un isomorphisme
canonique entre Z et l'algèbre des polynômes invariants par F. Dans le
cas semi-simple, cet isomorphisme est l'isomorphisme d'Harish-Chandra
{voir [5], chap. 7) dans le cas niipotent, cet isomorphisme, établi par
Dixmier, est fourni par la symétrisation. Dans le cas général d'une
algèbre de Lie, cet isomorphisme, conjecturé par Dixmier, a été établi
par Duflo. Pour établir cet isomorphisme, M. Duflo démontre des résultats
sur les représentations d'une algèbre de Lie quelconque, qui étayent la
philosophie de la « méthode des orbites », méthode qui avait été aupa-
ravant surtout efficace dans le cadre des représentations des groupes et
algèbres de Lie résolubles (Kirillov, Bernât, Dixmier, AusIander-Kostant,
voir par exemple [2]). Il construit pour un ensemble dense fl*eg de fl*
une famille de représentations irréductibles py dépendant de /*€fl*eg et
d'une polarisation t) au point /, dont le noyau ne dépend que de /*, et
c'est cette application (/, t)) ^-> pj qui est fondamentale (on rappelle les
résultats précis au paragraphe 2). Par exemple si u€Z, u agit dans la

L

représentation p ' par multiplication par un scalaire ù (/*), et u i-> ù sera
l'isomorphisme cherché.
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390 R. RENTSCHLER ET M. VERGNE

Cependant, pour certaines algèbres de Lie (par exemple, l'algèbre de
Lie non commutative de dimension 2), le centre Z de U (fl) peut être réduit
aux scalaires. De plus, comme en général le corps des fractions ration-
nelles invariantes par F n'est pas égal au corps des quotients des polynômes
invariants, les polynômes F-invariants de S (fl) ne suffisent pas (en général)
à séparer génériquement les F-orbites de F dans fl*.

Par contre toute fonction rationnelle invariante est quotient de deux
polynômes semi-invariants [i. e. un polynôme P tel que v . P = y ( y ) P
pour tout yeF, ^ étant un caractère de FJ, et on sait d'autre part que
le semi-centre de U (fl) [c'est-à-dire l'algèbre engendrée par les semi-
invariants de U (fl)] est une sous-algèbre commutative qui n'est jamais
réduite aux scalaires [4].

On montrera alors que l'isomorphisme de Duflo peut s'étendre au
semi-centre et qu'on obtient ainsi un isomorphisme du corps engendré
par les semi-invariants de U (fl), avec le corps engendré par les semi-
invariants de S (fl). On montrera d'autre part que le semi-centre du corps
enveloppant est contenu dans le corps des fractions du semi-centre de
l'algèbre enveloppante. En particulier on a un isomorphisme du centre
du corps enveloppant de U (fl) avec le corps des fonctions rationnelles
invariantes sur fl* qui avait été précédemment obtenu dans [10] pour
le cas résoluble.

Il serait intéressant de chercher plus généralement s'il est possible
d'étendre cet isomorphisme à des sous-corps commutatifs maximaux du
corps enveloppant. On apporte un résultat très limité sur ce sujet dans
le paragraphe 6, le corps des quotients de l'algèbre U° (fl, s) introduite
ayant peu de chance d'être commutatif maximal en dehors du cas
résoluble.

Nous remercions W. Borho pour nous avoir communiqué ses résultats sur
le semi-centre [I], Nous renvoyons au livre de J. Dixmier [5] pour les
concepts généraux utilisés et nous le remercions de nous avoir commu-
niqué son manuscrit, ainsi que de son aide pour la démonstration du
lemme 1.1.

1. QUELQUES LEMMES PRÉLIMINAIRES. — Soient g une algèbre de Lie
de dimension finie sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0,
S (fl) l'algèbre symétrique de fl et U (fl) l'algèbre enveloppante de g munie
de sa filtration Un (fl). On note K (fl) le corps des quotients de U (fl)
et R (fl) le corps des quotients de S (fl) qu'on identifie au corps des fonc-
tions rationnelles sur fl* (espace vectoriel dual de fl). Soit F le plus petit
groupe algébrique d'automorphismes de g tel que ad flC Lie FC Der fl.
On dit que F est le groupe algébrique adjoint de fl. L'opération adjointe
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SEMI-CENTRE DU CORPS ENVELOPPANT 391

de g dans fl se prolonge sur K (fl) et R (fi) en opération par dérivations
encore notées ad. Le groupe Aut g et donc F opère dans fl et aussi dans fl*
par la représentation contragrédiente et aussi dans K (fl) et U (fl).

Si ^ est un caractère algébrique de F, la différentielle de ^ est un carac-
tère de Lie F et se note d ' y . Dans la suite caractère voudra dire caractère
algébrique et les lettres X, y. désignent des caractères de fl et ^ des
caractères de F.

Si A est un sous-espace de K (fl) ou R (fl), ^ un caractère de F, et pi un
caractère de g on note :

A ^ = = j a € A | V y e ^ , Y . a = a j ,
A9 = [aeA\ V X€$, ad X.a = 0 j,
A7 == { û€A | V yer, y.a = % (y) a },
A^- = ( aeA | V Xeg, ad^.a = pi (X) a ;.

1.1. LEMME. — Soit ^ un caractère de F et soit pi == r f / | ad g çu'on
identifie à un caractère de g, alors K (fl)^ == K (fl)^. Réciproquement si y.
est un caractère de g t^ que K (fl)^ 7^ { 0 }, afor^ il existe un caractère y
de F (^ çue [̂  = dy et on a K (fl)^ = K (fl)^.

Démonstration. — Soit a; un élément de K (g), écrivons ^ == uy~1 = w~1 r
avec u, w, r dans U(fl) . Soit g un élément de Aut fl, alors g.x=='xx
avec ae/c, si et seulement si (g.u) (g.^)"1 = a w~1 r, ou encore si et
seulement si w (g.u) = a r ( g . ^ ) ; comme les éléments u, y, w, r sont dans
un même sous-espace Vn (fl) de dimension finie de U (fl), on voit que le
sous-groupe des éléments de Aut fl laissant stable le sous-espace vecto-
riel kx de K (fl) est un sous-groupe algébrique de Aut g. Soit wçK (fl)7,
on a donc :
(1) w (g. u) = % (g) r (g. u) pour tout g ç T.

D'autre part si Xêfl on a X . n ; = = p . (X) x si et seulement si
(ad X. u) v-1 — uv-1 (ad X.u) = ,m (X) w-1 r,

ou encore
(2) w (ad X. u) = ̂  (X) ry + vr (ad X. y).

Donc en différenciant la relation (1) dans Vn (fl) on voit que a;€K(fl)11

avec [̂  == rfy [ ad fl.
Prouvons la réciproque : D'après ce qui précède il suffit de montrer

que si ^eK(f l )^ , alors F laisse stable le sous-espace vectoriel kx
[le caractère ^ sera algébrique d'après (1)] et pour cela il suffit de
montrer que si Fi est le sous-groupe algébrique de Aut fl laissant stable kx,
alors Lie Fi 3 ad g.
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392 R. RENTSCHLER ET M. VERGNE

Soit donc Xeg. On a ad X.x = [M x avec [L = ̂  (X) €/c. On peut
choisir une décomposition x == u1 [/~1 avec u^ v1 € U,, (fl) et avec
ad X.u7 = (;j. -4- X) u', ad X.y 7 == À v ' : en effet le sous-espace vectoriel
E ^ { 0 j de U ^ ( f l ) x U ^ ( f l ) formé des couples (a, b) tels que o.a; == b
est stable par l'endomorphisme

a- (X) : (a, &) h> (ad X.a + ^ a, ad X.6)

et il suffit de choisir (f/, u7) vecteur propre non nul de E pour l'endo-
morphisme a (X).

Le plus petit sous-groupe algébrique de Aut fl dont l'algèbre de Lie
contient k ad X laisse alors stable /eu7 et kv' et donc kx.

Remarquons que l'assertion analogue pour R (fl)^ et R (fl)^ se démontre
de la même manière.

1.2 LEMME (Chevalley). — Si oeR(f l ) \ il existe ^€f l*, Oi € S (fl)'-^
et 02 € S (fl)^ tels que a == a^ o^.

Démonstration. — Ecrivons a = a^ a~/ avec Oi, a^eS^) et ai et 02
sans facteurs communs. On a alors

À (X) a, a,1 = (ad X.a,) ̂ i - a, (ad X.a,) a,2,

ou encore
a, (ad X.aO = a, ((ad X.^i) - ^ (x) ûi),

donc 02 divise ad X.a2, mais comme le degré de (ad X.a2) est inférieur
ou égal a celui de 02 on en déduit que ad X. 02 € k 02 c'est-à-dire
ad X.02 = ;JL (x) 02 avec [Jiêg* et donc Oi€S (fl)^.

Soit A un caractère de fl, on peut alors définir un automorphisme T),
de U (fl) tel que TX (X) = X + X (X) pour tout X€f l . On prolonge cet
automorphisme T). en un automorphisme de K (fl).

1.3. LEMME. — Soit ^ = ker X et soit xçK (fl), on a T, (x) = x, si et
seulement si rceK^7) .

Démonstration. — Si À = 0 il n'y a rien à démontrer, sinon on écrit
fl = i^ (B ^ X avec A (X) === 1. On peut écrire tout élément de U (fl) sous

la forme unique u=^XnUn avec ^eU(fl ' ) et alors on peut définir le

degré de u par rapport à X. Il est clair sur cette écriture que si u€=U(f l ) et
si T), (u) = u alors u € U ( f l 7 ) et que pour tout u dans U (fi) le degré
de T), (u) — u en X est strictement plus petit que le degré u.

Soit xç K (fl) tel que TX ^ == x'y écrivons x = uu~1 = w~1 r et supposons
que (degré de u 4- degré de u) soit minimum.
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TA (u) TA (u)~1 == x = uu-1 = iv-1 r,

w TA (") = r TA (v),
wii == ri},

w (TA (il) — u) = r (n (y) — u).

Si donc T). (î^) — u ou TA (y) — u étaient non nuls, on obtiendrait un
couple u7, v ' avec u1 == TA (u) — u, y' == TA {v) — u tel que x = u' v ' ~ ^
avec deg u' + deg ^ / < deg u + deg u ce qui est impossible. Donc u
et y € U (fl') et xçK (fl').

1.4. COROLLAIRE. — Si (fl,) 50MÎ d!e5 idéaux de fl contenant [fl, g], aîor.9

nK(80=K(n^).

Démonstration. — En effet on peut choisir des caractères (A;) de g tels
que Qi = Ker /^ si donc xç. HK (g,), on a T); ^ == ^ pour chacune des
translations T)^ donc . reK(n^) .

2. RAPPELS SUR L'ISOMORPHISME DE DUFLO. — (Tous les résultats de
ce paragraphe sont dus à Duflo : ([7], [8]) ou voir [5], chap. 10, excepté 2.2).

Soit fl* l'espace vectoriel dual de l'algèbre de Lie g. Si /*€{(* on note B/
la forme bilinéaire alternée sur g définie par

B^(X,Y)=/-([X,Y]) .

Si w est un sous-espace de g, on note wf l'orthogonal de tu pour B/\
Une sous-algèbre 1) de fl est dite subordonnée à f si /*([(), t)]) = 0.
On appelle polarisation de fl en f une sous-algèbre de Lie de g subordonnée
à f et de dimension (1/2) (dim g 4- dil11 flO-

On note SR (/*; g) l'ensemble des sous-algèbres résolubles subordonnées
à f et PR (/*; fl) ou PR (/*) lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïtés, l'ensemble
des polarisations résolubles de jg en f et P (/"; fl) l'ensemble des polari-
sations. On notera g*eg l'ensemble des /'Gfl* tels que dim j7 soit minimum;
si ^€fl*eg? o^ dit que f est régulier.

On sait que PR (f) ̂  0 si fe^ {wir [5], 1.12.16).
Si I) est une sous-algèbre subordonnée à /*, on note ind" (/*; I), fl) ou

ind" (/*; 1)) la représentation induite (tordue) par le caractère f \ Ï } de U (1)).
Si J° (/*; I)) est l'idéal à gauche de U (fl) engendré par

{ X - f(X) - | Trace ̂  ad X; Xeh ;,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



394 R. RENTSCHLER ET M. VERGNE

la représentation mcT (/*; 1)) se réalise dans le module

M (/•; h) - U (î)/jo (f; h).

Le noyau J (/*; ()) de la représentation ind^ (/*; t)) est le plus grand idéal

bilatère contenu dans J° (/'; 1)), on a donc aussi J (/*; I)) = ̂  y . J 0 (/•; t)).
-rer

On rappelle que si t)i et t^ePR (/>) alors J (/'; t)i) = J (/•; t^) et que pour
tout /'€fl*eg, il existe 1)€PR (/*) tel que ind" (/'; I)) soit irréductible.

On note J : fl^g h-> Priv (U (fl)) [espace des idéaux primitifs de U (fl)
muni de la topologie de Jacobson] l'application de Dixmier-Duflo qui
associe à tout fe^, l'idéal primitif J ( /*;())= J (/*), avec l)ePR(/1).

Cette application est continue pour la topologie de Zariski sur fl* et

on a f ^ J (/*) = 0 pour tout ouvert non vide W de fir*eg.
/ew

Enfin si yêAut fl, il est clair que ^ . J ^ ^ J ^ ^ ) .
Si p est une représentation irréductible de U (fl) on sait que le commu-

tant de p est réduit aux scalaires (lemme de Quillen).
Si donc u € Z (fl) = centre de U (fl), pour tout /'efl*eg il existe un

nombre û(f]çk tel que u — ù (f) € J (/').
2.1. La fonction û définie sur l'ouvert g^s peut alors se prolonger en

une fonction polynomiale sur fl* invariante par F et l'application u ̂  û
définit un isomorphisme que nous noterons ^§ (notation dont la compli-
cation s'expliquera par la suite), entre Z (fl) et S (fl)1^ et il est clair que
si yeAutg , alors ^ (7.^) = y.^§ (u). On aura besoin aussi du résultat
suivant :

2.2. Soit fl' un idéal de fl et soit u€ Z (fl) n Z (fl^), alors

^ (") - ̂  (")•

Pour cela il suffit de prouver que sur l'ouvert des /'e^eg tel que
/ 'Ifl 'ea^, alors

2.3 j (/-)nU QO cJ (D (où f = /y^)

et pour cela il suffit de montrer que pour tout /'€fl*eg? il existe t)€PR (/*; fl)
tel que 1) H fl7 € PR (f ; fl^) ; en effet on aura alors J° (f ; ()) = J° (/•; t)) n U (fl'),
et donc le résultat voulu sur les idéaux J (/') en nous restreignant à l'ouvert
des /'€fl*e, tel que f€fl;:,.

Nous allons démontrer un lemme un peu plus général mais qui nous
sera utile ensuite.
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SEMI-CENTRE DU CORPS ENVELOPPANT 395

Soit s == [Si) une suite croissante d'idéaux de fl et pour tout i soit
f.=f\^.

2.4. LEMME. — Soit /'efl*eg alors il existe t )€PR (/*; fl) tel que
(),• == t) n g,e PR (^; flt) pour tout i et tel que les représentations ind" (/';•; I);; Si)
soient toutes irréductibles.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension de g
et on suit de près la démonstration de Duflo.

Soit f l i ^ O le premier idéal de la suite s et soit il le radical niipotent
de fli ; il est un idéal de g et soit e l'orthogonal de lï dans g par rapport
à B/; $ est une sous-algèbre de fl.

A. Si $ = fl, on a alors /'([fl, il]) = 0 et donc il = il H Ker f est un idéal
de fl sur lequel f s'annule. Si (l 7^ { 0 j , f fournit un élément régulier
de (fl/d)* et on applique l'hypothèse de récurrence.

Si a == 0, alors ou bien il = 0 et alors fli est un idéal semi-simple de g.
L'algèbre de Lie S est alors produit direct de deux algèbres gi et ^ et
chacun des idéaux g, == fli ©gi. Les restrictions /*i et f1 de /* à gi et à fl7

sont des éléments réguliers et on applique l'hypothèse de récurrence à gi
et à fl7, pour obtenir

l h < = P R ( / \ ; ^ ) et b 'ePR(r ;<0;

il est clair que 1) == l)i 4" ^ vérifie les conditions souhaitées.
Si n ̂  { 0 }, alors n == /c Z et /'(Z) ^z 0, comme par conséquent gi est

réductive et gi == [fli, fli] © /c Z, alors g = [gi, fli] ® fl^ et on raisonne
comme précédemment.

B. Supposons maintenant 0 7^ g. On note g la restriction de f à $
et fo la restriction de /* à il.

Soit a = ennn Ker f, alors il est un idéal niipotent de $ sur lequel f
s'annule. Prouvons que la forme g obtenue sur § = $/a par passage au
quotient est un élément régulier de 9*. En effet soit l un élément régulier
de ô* et l l'élément de §* correspondant, il s'agit de démontrer que
dim y ^ dim e7.

On peut supposer que si enn / f t 7^ { 0 } alors l n'est pas nul sur cet
idéal. En multipliant l par un scalaire non nul convenable, on peut
supposer que l coïncide avec fo sur 0011. Considérons alors fi un prolon-
gement de l à fi qui coïncide avec l sur $ et fo sur n.

On a alors
^ == n^ -\- g^,

^,8 = \\A -\- 0/

[voir par exemple [5], 1.12.4).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



396 R. RENTSCHLER ET M. VERONE

Or ^nn70 = fl^nn7" = { ^ e n , f, ([X, fl] = 0 }.
Puisque /* est régulier, on a donc dim ̂  ̂  dim 6^.
Considérons alors la suite ^ = (e n ̂  = ô,) d'idéaux de $ et appliquons

l'hypothèse de récurrence a g , §/û, ^ ^ (ôn^ / a ) . Il existe donc une
polarisation résoluble l)i (résoluble car a est niipotent) au point g de 9* telle
que t ) in^ePR (g.; ô<) et telle que les représentations nuT (g,; t ) in^; 0^)
soient irréductibles.

Soit d'autre part t)o une polarisation au point /o de îl* stable par t)i.
Montrons que l'algèbre t)o + l)i = 1) vérifie toutes les conditions du lemme.

H est clair que t )€PR(/ ' ) et il résulte du corollaire 6.2 de [7] que
in(r (/*;•); fl) est irréductible puisque ind" (g; l)i ; e) l'est. Mais d'autre
part on a t)nfl , = l)o + t)i Hfl. et comme l ) iCô on a l)i Hfl, == t)i ne,
or $, = $ n 8^ est l'orthogonal de îl dans fl, par rapport a fi donc comme
l)i H ô< € PR {fi ; fl,) et que ind^ (g, ; l)i H e, ; 9,) est irréductible, on a
t )n f l ,€PR (/',; fl,) et il résulte du même corollaire que ind^ (/*/; 1)0^; ^)
est irréductible.

3. LE CENTRE DU CORPS ENVELOPPANT. — On note C (fl) le centre
de K (fl). C'est un sous-corps commutatif de K (fl). Il contient le corps
des fractions de Z (fl), mais il est en général strictement plus grand.

Si u € C (fl) et si u = u, u,1 avec Ui, u^çV (g) on a alors

(u, u-^){u^ ivii^) = (u^ wu^{u, ui1) == u, ;^(ui ^^.u^

pour tout w € U (fl), c'est-à-dire Ui w^a = 1^2 w^i pour tout w € U (fl), en
particulier Ut et ^2 commutent.

On désigne par

V,, = ; /'€î*eg 3 Ui, U 2 € U ($) avec u = u, u^ et u,^J (/') ;.

Comme l'application f ̂  J (f) est continue et que ̂  J (/•) = 0, V,, est
^Î?C8

un ouvert non vide de fl* qui est F-stable.
En suivant une méthode très analogue à celle de N. Conze, M. Duflo [3]

on va démontrer la :

3.1 PROPOSITION. — Soit u € C ( g ) , il existe une fonction rationnelle û
et une seule qui est partout définie sur V« et telle que pour toute décompo-
sition u == u, u:1 [ui, u ^ e U (9)] et pour tout fç^V, on ait u, — û(f) u ^ ç J ( f ) ,

Démonstration. — Tout d'abord montrons que si u € C ( f l ) et si feV^
il existe un a€/c et un seul tel que u, — ai^çJ (/*) pour toute décompo-
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SEMI-CENTRE DU CORPS ENVELOPPANT 397

sition u == u^ u^ de u. En effet soit u == u^ u~^ tel que u € C (fl), alors
dans toute représentation p on a

p (Ui) o p (w) o p (U.,) = ? (^2) o p (W) o p (Ui)

pour tout w € U ( f l ) . Si p est irréductible, on en déduit que

p (Ui) o S o p (U.̂ ) == p (Us) o S o p (Ui)

pour tout s dans End/, M, M espace de p, en utilisant le lemme de Quillen
et le théorème de densité. Par conséquent si p (uo) ̂  0 il existe un
scalaire a tel que p (ui) = ap (ui} [9].

Donc si yeV/, et si u = u, u71 avec U 2 ^ J ( / * ) il existe a tel que
Ui — a u.jêJ (/*); si u == u^ u~^ == u t u~/ = u~^ u\ montrons aussi que
Ui — a u^çj (/*); comme u appartient au centre on a, pour tout w e U ( g ) ,
u^ wuï == u-2 wui donc v^ w {ui — a u^) = (^i — a ^2) wu^çJ (/*), pour
tout w € U ( f l ) ; comme u^JÇf) et que l'idéal J (/>) est premier, ceci
entraîne que Ui — a i ^ G J (/*). Notons û (/*) l'unique scalaire ainsi défini.

[N. Conze vient de nous signaler que J (/*) est complètement premier].
Soit alors u € C ( f l ) et soit u==u^u~^ une décomposition de u; soit

W^ == { /'€ fl*es tel que u^ ̂  J (/>) j ; on a W«, C V,/ et on va montrer que ù
est une fonction rationnelle partout définie (== régulière algébrique)
sur W^. Comme les W/^ pour les différentes décompositions possibles
de u forment un recouvrement de V, la proposition en découlera.

Soit p un entier. On note Gr? la variété grassmanienne des sous-espaces
de dimension p de g et on note

T^ = { (/, h) e $* X Gr,, tels que h e SR (/•)}.

On voit facilement que Tp est un fermé de g* X Gr?.

3.2 LEMME :
(1) Si Ui et U 2 € U ( g ) , alors l'ensemble F^ des (/ ',t))eT^ tels que

iïi(T (f; I]; fl) (u2) =0 ^ l'ensemble F^.u, des (/*, 1)) de Tp ^5 çue
ind" (/*; t) ; g) (ui) e( ind" (/*; t) ; fl) (^2) soient linéairement dépendants sur k
sont des fermés de Tp.

(2) Si pour (/*, t))€F^.^ — F^, nou5 notons y^,^^/1,!)) l'élément y
^ /c (eî çue ind^ (f; t); fl) (ui) = y ind^ (f; l) ; g) (u2) afor^ 9^.^ es( une
fonction rationnelle partout définie sur F^u, — F;/,-

Démonstration. — (1) Si d est un sous-espace de dimension n — p de j
on note Gr0 l'ouvert de Gr^ formé des sous-espaces tti de fl tels que fl = a Q) w.
L'ensemble des Gr^ est un recouvrement ouvert de Gr^.
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Pour démontrer (1) il suffit donc de définir, pour tout a, des fermés
Y ( u 2 ) et Y(u i , u,) de fl*xGr^ tels que

F^n(î*xG^)=Y(u,)nT^
et

F ,̂., n (0* x Gr^) = Y (ui, u,) n T^.

Soit a fixe, et soient Xi, X^, . . ., X^ une base de a et Yi, Ys, . . ., Y2, . . . , lp

une base d'un supplémentaire de a. Remarquons qu'on a un isomor-
phisme a de variétés entre û^ et G^ par

p
A = (Ai, A,, .. ., A^) ç a^ h> a (A) ===^/c (Y, - AQ,

;==i

si 71= (ni, ^....n,)^]^ et v = (^, y,, . . ., y,) eU (^ on écrit y"
pour y^ y;2. . .y';', avec cette notation on a

u, X^ =^P^,^ (A) X- (Y - A)-,

u, X1 ==^ Q/, „ , (A) X- (Y - A)-,

où
X == (Xi, X,, . . . , XQ, / = (/„ / „ . . . , l^) ç N^

et
(Y - A) = (Yi - A,, Y, - A,, ..., Y^ - A^),

où les Pi,m,n et Q/ ,m,n sont des fonctions polynomiales sur ft^.
Si t)€Gr^ et si Xet), on pose

f^ (X) = f(X) + 1 Trace (pri o ad X a),

où ad X | a désigne la restriction à rt de l'application ad X : fl -> fi et pr^
désigne la projection de fl = a ̂  1) sur le premier facteur a.

Sur g* X Gr^, on définit les fonctions polynomiales

ci,,. (/; ()) =^ P,,,,, (A) ̂  (Y, - AQ)- . . . ̂  (Y, - A^))-.,
n

di. ,n (f, 1)) ==S Q'- "'. » <A) (̂  (Y' - A*))"' • • • (/i, (Y/' - A/,))'1",
/î

où A, est l'élément unique de a tel que Y, — A, et) et A = (Ai, As, . . ., Ap).
Alors si on pose

Y ("2) = {(f, !))€9*xGr^; c?/,^ (/; ()) = 0 pour tout Z, meN^-^) }
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et

Y (ui, u.î) = { ( / , ())€8*xGr^, tels que pour tout (i,j), (/, m),
d, (f, b) rf/, - (/, h) - c/, - (/, ii) ̂ , / (/, h) = o },

on voit facilement que les fermés Y (1^2) et Y (1^1, ^2) vérifient les
propriétés voulues.

(2) Soit (/^eF^n^xGr^).
Si (/*, t))^F^ ^ existe (;, m)eN /^-p tel que ̂  (/; l)) 7^ 0, alors

?.„ .jy, i))= c/, - (/^) A, - (f, h)-1

et on voit que tout point (/*, 1))€F^.^ — F,^ possède un voisinage ou y/,,.^
est régulière algébrique. Le lemme est donc démontré.

On termine la démonstration de la proposition 3.1 de la manière suivante.
On choisit p = dim t) pour 1) € PR (/*), f régulier. Considérons le graphe F (û)

1 /sde u :
Y ( ù ) = { f , ù ( f ) } pour feW.,;

il suffit de démontrer que F (û) est une sous-variété de W^X/c; en effet
s'il en est ainsi, la projection pi de F (ft) sur W^ est un morphisme
bijectif. Comme W^ ouvert d'une variété normale est normale et que
la caractéristique de k est nulle, on saura que pi est un isomorphisme
d'après le « main-theorem » de Zariski; comme û = p^ o p~^ cela démontre
le théorème.

9 ^ ^Considérons l'adhérence F dans F^^X/c du graphe de 9^,^. Alors F
est une sous-variété fermée de F^^xA*; comme F^^C Gr^,X fl* Xk et
que Gïp est une variété complète, la projection de F est une variété
fermée F de f l*X/c ; montrons que Fn(W^xA1) = F (û) ; en effet si feW^,
alors pour tout point (/, I)) de Tp on a ind" (/*; ()) (ui) = û (/*) ind" (/*; ()) (1^2),
puisque le noyau de ind" (/*; t)) est J (/*), car 1)€PR (/*) et donc si /'€W^
et t) est tel que (/*, f l )€Tp (et un tel t) existe) alors le point (/*, û (/*)) est
la projection du point ((/*, t)), y^,,^ (/*)) sur j*xA* et ceci termine la
démonstration.

La fonction ù définie sur V« représente un élément du corps R (g) des
fonctions rationnelles sur fl* que l'on note encore û.

3.3 PROPOSITION :
(1) Si y est un automorphisme de fl, on a -y .u = y.û.
(2) L9 application u \-> ù définit un homomorphisme de C (fl) dîan^ R (fl).

Démonstration. — Le (1) est clair.
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(2) Si u et uçC (fi) et si u == Ui u^1, y == Ui y;1 ou Ui, u^, ^i, y ' ^eU (j)
on a, en utilisant que u appartient au centre de K (fl) :

U = V.î Ui U.1 ^1 et V == l;i Ua Uï1 ^1»

d'où

" + u = (^2 Ui + Ui u-î) (uf1 yy1), uy == Ui Ua 1 yi yr1 == ^i Ui u^ ^2 1

et on voit immédiatement que

u, u, - ù (f) u (f) y, u,çJ (f) si / 'eV^nV^

et
(^ u, + ̂  "-2) - (û (/•) + ï) (f)) (y, u,)(=J (/•)

donc uu = ûu et u+^ = û + ̂ .

D'autre part si y € F, on a alors y . u = = u d'où ^.û=û et ûeR^)1 .
Il est clair que l'application u ^-> ù prolonge l'application u ̂  ^§ fu)
définie en 2 pour u € Z ( f l ) . On la notera aussi ^9.

3.4. Soit ^ un idéal de g, il suit immédiatement de 2.3 que si
u e C ^ n C ^ ) alors ^ (u) = ̂  (u).

4. LE SEMI-CENTRE DU CORPS ENVELOPPANT. — Le lemme suivant
généralise un lemme de Borho [1].

4.1. LEMME. — Soit Àef l* , A ^z 0 tel que K (fl)7 ̂  0; 5oif fi7 = Ker X,
afor^ K ( 9 ) ^ c K ( f l / ) pour tout [LÇQ.

Démonstration. — Soit X € g — ^ ; alors la dérivation D : u ^-> ad X. u
n'est pas intérieure. En effet sinon il existerait a€K(J f l 7 ) tel que
[X + ^5 u] == 0 pour tout uç. K (fl7). Comme [X + ^5 X + a] == 0 on voit
que [X + a, X] == 0 et X + a serait un élément du centre de K (fl).
Mais comme les éléments non nuls de K (fl)7 commutent à K (J^) mais
non à X, on aboutit à une contradiction. Donc l'algèbre S = K (g') [X]
est une algèbre simple [voir [5], 4.4.9). Soit uçK{sY on a alors
Y.u = u Y + p- (Y) u pour tout Yeg, d'où vu = u ":^ {u) pour tout
p e K ( f l ) . L'automorphisme T^ laisse stable S. Pour tout u C K ^ f l ) ^ on a
donc S u = u S et donc si u ̂  0, les idéaux bilatères Si ïSu et SiïS u"1

de S sont égaux à S, donc u et u^eS et par conséquent u € K ( ^ ) .

4.2 COROLLAIRE. — Soit gA = H Ker A pour ^ou( A Gfl* tel que K (g^ ^ 0
a?or5 K (fl)^C centre de K (^\) pour tout [J<€fl*.

En effet ceci découle immédiatement de 4.1 et 1.4. On considère
alors le sous-espace © K (f l ) ' ; c'est une sous-algèbre de K (fl), puisque
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K^.K^CK^)^ et de plus comme © K (fl^C centre de K (SA),
cette sous-algèbre est une sous-algèbre commutative de K (fl). On l'appel-
lera le semi-centre de K (fl).

4.3 DÉFINITION. — Si X e j 9 * — j 0 i est tel que K (fl)'7^ { 0 }, on
définit ^ : K (^ -> R (fl) par ^ (u) = ̂  (u) où fl7 = Ker X pour
tout ueK^CC^ 7 ) .

Comme ^g commute à l'action de F, on voit en appliquant 1.1 que d^
applique K (fl)^ dans R (g)\ De plus si fli est un idéal de g contenu dans fl'
et si u € K (fl)\ on a f^ (u) == ̂  (u) (^oir 3.4).

4.4 THÉORÈME. — (a) Tout élément de K (fl)7 peut s'écrire uu~1 avec
uçV (fl)^ ^ y e U ( f l ) ^ .

(&) L'application ^9 = © f^ : © K (fl)' -^ © R (fl)7 e5^ un isomorphisme.

Démonstration. — II est clair que l'application ^9 == © ^9 est un
homomorphisme injectif puisque Q) K (fl^ 'C C {Q\) et que ^v est un
homomorphisme injectif.

D'autre part, ^9 est surjectif de U (fl)' sur S (fl)' ; en effet, on voit par
exemple grâce à la symétrisation que S (fl)^C S (fi^9 ' où ^ = Ker X et
comme l'isomorphisme ^/ est compatible avec l'action de F et que ^/

est surjectif de Z (fl') sur S (fl7)^ on en déduit que ^ (U (fl)7) = S (fl)\
Enfin soit a e R ( f l ) / , on sait (1.2) que a = ai ûÇ' avec aleS(fl) ) + [ l

et a^eS (fl)^; soit donc U i G U (fl)'^ et u ^ e U (fl)^ tels que ^9 (ui) == ai,
^9 (ua) == 02. Il est clair que ^9 (ui u^1) == ai a^1 donc '^ est surjectif.
On obtient en particulier le résultat suivant qui était démontré dans [10]
pour les algèbres de Lie résolubles.

4.5 COROLLAIRE. — L'application ̂  : C (fi) -> R (g)1 e^ im isomorphisme.
4.6. On peut alors énoncer un certain nombre de résultats pour la

structure du corps C (fl). Par exemple :
(1) C (fl) est engendré par un nombre fini d'éléments. En effet R (fl)1

l'est, puisque kCR (S^ Ck (Xi, X.,, . . . , X ^ ) .
(2) Le degré de transcendance de C (fl) est égal à dim fl — dimension

générale des orbites de F dans g* ; si g est ad-algébrique ce degré sera
donc égal à min dim fl7 pour /*€fl*. [On aimerait prouver que C (fl) est
une extension transcendane pure, mais ce résultat n'est pas connu
pour R (fl)^]

(3) Enfin, d'après 4.4 (a) si le radical de fl est niipotent, le semi-centre
de l'algèbre enveloppante est égal au centre, et C (fl) est le corps de
fractions de Z (fl).
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4.7. 4.4 (a) entraîne que si on considère

AL == { À e $* tels que U (9^ ̂  { 0 } j
alors

À K = { À ; K ( 9 ) ^ s o n
est le groupe additif de j* engendré par le semi-groupe A^, on a donc
aussi gA = ̂  ker À.

A € A ,

4.8. M. Duflo a établi une formule pour Fisomorphisme ^9 : Z (fl) — S (fl)1^
qui est valable si fl est résoluble ou semi-simple [6]. Rappelons cette
formule : soit XGfl , on considère la série formelle

_ / /Sh((l/2)adX)\
^ - ^det ^ (1/2) ad X ^

,1/2

L'élément q^ de S (g*) définit un opérateur différentiel D (^) (d'ordre
infini) sur S (fl) ((^oir [6]); (^ = 1 si Q est niipotent).

Soit ? la symétrisation, alors si peS^, (^)~1 (p) = [î (D (^) .p).
Si ^ est un idéal de g, on voit facilement que si p€ S (fl^ C S (fl), alors
D (q^.p = D {q^).p. Par conséquent si g est résoluble et si p€S (fl)^ on
a encore (^)-1 (p) = ? (D (^) .p).

5. ACTION DES SEMI-INVARIANTS DANS CERTAINES REPRÉSENTATIONS

INDUITES. — Soient X G f i * tel que A ([g, fl]) == 0 et ^ = Ker X, soient feg*
et t) une sous-algèbre de ^ telle que /'([t], ()]) = 0. L'automorphisme ^
de U (fl) laisse stable J° (/*; t)) et permet donc de définir par passage au
quotient un automorphisme ^ de M (f; I)) = U (g)/J° (/*; t)).

5.1 PROPOSITION. — Soit u € U (fl)\ u -^ 0, 50it ^ == KerX, 50^ yefl*
^ supposons que f = f \ %' soit un élément régulier de fl7*. Soit Ï ) € PR (/v ; fl7)
alors iïi(T (/*; l) ; fl) (u) = ̂ 9 (u) (/').T-A.

Démonstration. — Si y € U (fl), notons u l'image de u modulo J° (/*; I)).
On a

^(rîlO-J^^nUQO.

Comme u€U (fl7) et que u — ^ (u) (/')€J (f)CJ° (f; t)) on a

"=^(")(n.î
et donc pour tout y€U(g) ,

ï^ = ^-A (u). u car uy = T_), (y) u [car u € U (g)^]

= ^^ (î ) (0 T ,̂

" ̂ -^ (")(/') ̂ (y)-
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Remarquons que l'on a :

5.2 PROPOSITION. — Soit a€S (fl)', a ^zz 0, À 7^ 0 ^ g7 == Ker X 0^07*5
P (f; f l^CP (/*; fl) pour ^u5 les / 'Gfl* ^fc? yue a (f) -=^ 0.

Démonstration. — Si a€:S (Jj)^ avec À 7^ 0, alors a (0) = 0. Soit /'Gfl*
tel que a (/*) ̂  0 et Xe$ (/*), alors

À (X) a (f) = (ad X.a) (f) = a (0) = 0,

donc XGfl' ceci implique que le rang de B/== rang de B/ + 2 d'où
p^ïOcP^s) .

5.3 COROLLAIRE. — Si f est «assez» régulier, alors

P ( / A ; 9 A ) C P ( / - ; 9 ) ( O Ù / A = / ' | ^ A ) .

6. UNE SOUS-ALGÈBRE COMMUTATIVE DE U (fl). — Soit S = (fl;) Une

suite croissante d'idéaux de g. On a vu que si u€ Z (fl^) HZ (fly), alors
^^ (u) = ^p^ (u). Ceci suggère d'étendre ^g à la sous-algèbre engendrée
par les centres Z (fl^) des sous-algèbres U (g,) de U (fl). On note cette
algèbre U° (fl; ^). De même on note S° (g; s) la sous-algèbre de S (fl)
engendrée par les invariants S (fl?)91 de S (fl/) .

En particulier, si JJA est un des idéaux de la suite s, l'algèbre U°( f l ; s)
contient comme sous-algèbre le semi-centre de U (fl). Il est clair
que U° (fl ; s) est une sous-algèbre commutative de U (fi). On sait d'autre
part que si fl est niipotente et si s est une suite de Jordan-Hôlder de fl,
alors le corps de fraction de U° (g; s) est un sous-corps commutatif maximal
de K (fl) [12].

Soit /'€fl*eg; on dira que 1) est une polarisation admissible pour la
suite si t)r\Qi est une polarisation au point fi•= f\ $i de fl*. On a vu que
si ^€fl*eg, il existe toujours une polarisation résoluble t) admissible pour s.

On considère l'ouvert fl*eg,, des éléments j^€g* tels que chacune des
restrictions fi de f à Si soient régulières. Enfin si I) € PR (/*), on note l / h = 1
le générateur canonique de M (/, I)).

6.1 PROPOSITION. — Soit u e U ° ( f l ; 5 ) , yefl^s ^ •)€PR(/ ' ; f l ) une
polarisation admissible pour la suite s. Alors u . l ^ h € / c . l ^ h . De plus la
fonction sur ^g,s définie par u.if^ == û (/*; t)) . l ^ h ne dépend pas de t)
vérifiant les propriétés ci-dessus et Inapplication u ̂  ù définit un isomor-
phisme des algèbres U° (f l ; s) et S° (g; s).

Démonstration. — Soit u =^^ . . . u^ avec i^€Z (^). Pour démontrer

que uAf^ = ù (/').ly^ il suffit de le démontrer pour chaque Ui€Z( f l î ) .
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Or, comme J° (/*; t ) )nU (fl,) == J0 (/*/; t),) le U (fl^-module engendré par 1̂
est isomorphe à M (/*,; 1),) donc ̂ . 1/h == ^ (/*) • l/,h car ^€Z (fl;). Par consé-

quent on a û (/*; ()) ^^û^ (/*) û^ (/*) . . . û^ (/*). Ceci prouve que l'appli-
cation ù (/*; 1)) ne dépend pas de () et que û (/*; 1)) = û (/*) est un polynôme
de S (fl) appartenant à S° (g; ^). L'application u ^-> ù est clairement surjec-
tive puisque sur chacun des S (fl;)81 elle l'est. D'autre part si y^^?
et /'Efl^eg,. on a ^-/^fli*^ et y.l) est admissible pour s. Donc si ù = 0,
on a que V/'eg*^ et 1) admissible pour s,

«enJ°^())= P| nJ°(T./-,ï.li)= ^ J ( / - ) - { 0 } .
/€8?eg,. /€$*es..s
II€PR(/)

admissible pour s

7. QUESTION D ' INJECTIVITÉ POUR L 'APPLICATION FACTORISÉE DE

DIXMIER-DUFLO.

7.1 THÉORÈME. — II existe un owert non vide Y-stable W de g^ ^
que si J (/i) = J (/^), a^ec /'i, ^eW, aZor5 f^^T.fï.

Démonstration. — Comme sous-corps de R (fl), le corps R (fi)1^ est engendré
sur k par un nombre fini d'éléments ai, a'j, . . ., a/ et il existe un ouvert
r-stable tel que R (fl)1^ sépare les F-orbites de W. En effet on sait qu'il
existe un ouvert r-stable de fl* qui possède « une bonne variété quotient »
pour l'action de F [11] (ou voir [1]). Soit alors ^1 (a;) == Ui-u^1 avec u^
y ;€U( f l )^ 1 ; on peut supposer en restreignant au besoin l'ouvert W que
pour tout /'GW et pour i == 1, 2, . . ., l alors Ui^J (/*) ; a; (/*) est l'unique
scalaire tel que ui — ai (f) UiGJ (/*). Si donc J (/i) = J(/*2), 0110101 (fi) =01 (/s)
et donc r,f, = F.^.

BIBLIOGRAPHIE

[1] W. BORHO, P. GABRIEL et R. RENTSCHLER, Primideale m Einhûllenden auflôsbarer
Lie Algebren ^Lecture Notes m Mathematics, 357, Springer-Verlag), 1973.

[2] BERNAT et coll.. Représentations des groupes de Lie résolubles, Dunod, Paris, 1972.
[3] N. CONZE et M. DUFLO, Sur l'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie résoluble

(BulL Se. math. Fr., t. 94, 1970, p. 201-208).
[4] J. DIXMIER, Sur le centre de l'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie (C. R. Acad.

Se., Paris, t. 265, série A, 1967, p. 408-410).
[5] J. DIXMIER, Algèbres enveloppantes, Gauthier-Villars, Paris (à paraître).
[6] M. DUFLO, Caractères des groupes et algèbres de Lie résolubles (Ann. scient. Éc. Norm.

Sup., t. 3, 1970, p. 23-74).
[7] M. DUFLO, Sur les extensions des représentations irréductibles des groupes de Lie

niipotents (Ann. scient. Éc. Norm. Sup., t. 5, 1972, p. 71-120).

4e SÉRIE — TOME 6 — 1973 — ?3



SEMI-CENTRE DU CORPS ENVELOPPANT 405

[8] M. DUFLO, Construction of primitive ideals in am enuelopping algebra Congres
Budapest (août 1971), Editer Gelfand (à paraître).

[9] M. RAÏS, Sur les idéaux primitifs des algèbres enveloppantes (C. R. Acad. Se., Paris,
t. 272, série A, 1971, p. 989-991).

[10] R. RENTSCHLER, Sur le centre du corps enveloppant d'une algèbre de Lie résoluble
(C. R. Acad. Se., Paris, t. 276, série A, 1973, p. 21-24).

[11] M. ROSENLICHT, A remark on quotient Spaces (Anais Acad. Brasil. Ciencias, t. 35,
1963, p. 487-489).

[12] M. VERGNE, La structure de Poisson sur l'algèbre symétrique d'une algèbre de Lie
niipotente (Bull. Soc. math. Fr., t. 100, 1972, p. 301-335).

(Manuscrit reçu le 15 juin 1973.)

R. RENTSCHLER,
16, rue du Champ de Mars,

75007 Paris.
Mme ̂  VERGNE,

11, rue Quatrefages,
75005 Paris.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE


