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RCsumk. Si g est une algkbre de Lie, nous dCfinissons des fonctions F(z, y) et G(z, y) sur g@g k 
valeurs dans g telles que x + y - log(e”eY) = (cad 5 - l)F(z, y) + (1 -e--ad “)G(z, y). 
Si g est une alg&bre de Lie quadratique, nous prouvons une identitt? pour la trace 
de la matrice (adz)&F + (ad y)d,G. Cette identitk est conjecturke dans [4] pour 
toute algbbre de Lie, et dCmontrCe si g est rksoluble. Elle implique (voir [4]) le 
prolongement nature1 de l’isomorphisme de Duflo [2] aux alg&bres de convolution de 
distributions invariantes sur le groupe G et sur I’algkbre de Lie 8. 0 1999 AcadCmie 
des science&ditions scientifiques et mkdicales Elsevier SAS 

The center of the enveloping algebra and the 

CampbeldHausdofl formula 

Abstract. Let g be a Lie algebra. In this Note, we dejine g-valued functions F(x, y) and G(x, y) 
on g $ g, such that x + y - log(e”ey) = (eadr - l)F(x,y) + (1 - ePad y)G(x, y). 
Furthermore, if g is a quadratic Lie algebra, we prove an identity for the trace of the 
matrix (ad x)&F + (ad y)& G. This identity was conjectured in [4] for any Lie algebra 
g, andproved when g is a solvable Lie algebra. This result implies (see [4]) that Duflo’s 
isomorphism [2/ extends naturally to convolution algebras of invariant distributions 
on the group G and the Lie algebra g. 0 1999 AcadCmie des science&ditions 
scientifiques et medicales Elsevier SAS 

Soit L l’algbbre de Lie libre en d_eux gCnCrateurs 5, y et soit 2 la complktion de L. Alors 

5 + y - log(e”eY) est un Cltment de L qui peut s’kcrire sous la forme 

(eadl _ l)F(s,y) + (1 - ewady)G(z,y). 

Les ClCments F et G de 2 ne sont pas uniquement dCterminCs par cette propriCtC. 

On dira qu’une algkbre de Lie g (rielle et de dimension finie) est une algbbre de Lie quadratique si 

g peut &tre munie d’une forme quadratique invariante non dCgCnCrke. Les’ algkbres de Lie reductives 

sont des algbbres de Lie quadratiques. Voici une autre sCrie d’exemples. Soit D une algbbre de Lie 
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et soit 0* l’espace vectoriel dual de d. Alors le produit semi-direct g = B $ b*, oti a* est consid& 
comme un ideal abClien de g, est une algbbre quadratique avec forme quadratique X + f H (f, X) 
(X E 0, f E a*>. 

Dans cette Note, nous ddmontrons que, si g est une algkbre de Lie quadratique, la conjecture sur 
l’existence de F et G satisfaisant 5 une identite remarquable, CnoncCe dans [4], est vraie. Notre outil 
est l’existence d’une certaine 2-forme 6quivariante fermCe pour l’action diagonale de G sur g CB g, 
construite par L. Jeffrey [3]. Le travail d’Alekseev-Meinrenken ([l]), en particulier leur dtmonstration 
de l’isomorphisme de D&o Ctendu aux distributions invariantes, nous a convaincu de l’importance 
de cette 2-forme dans ce probl&me. 

Nous redCmontrons ici les propri&Cs utilides de cette 2-forme. Le lemme de Poincar6 pour la 
cohomologie kquivariante d’un espace vectoriel conduit naturellement ?I une Ccriture particulibre pour 

log(e”eY) - (x + y) sous la forme [*, U(x, y)] + [y, V(s, y)], oti U(x, y) et V(x, y) sont dCtermints 
par une tquation diffdrentielle. On pose alors 

F(GY) = -,.I:: 1 U(xc, YL 
ady G(x> Y) = - 1 _ e_ady V(xc, Y>. 

Le calcul de tr,((adz)d,F + (ad y&G) s’avcre sans difficult6 dans le cas quadratique. Nous 
espCrons Cvidemment que les ClCments F et G,. construits dans cette Note, satisfont la propriCt6 (c) 
du thtorkme ci-dessous, pour toute alg&bre de Lie g, mais dans notre dkmonstration, nous utiliserons 
de man&e essentielle que, dans une algbbre de Lie quadratique, tr,(ad A2”ad U) = 0, pour tout 
entier n 2 0 et tout A, U E g. 

Nous renvoyons & [4] pour les corollaires du thCo&me ci-dessous. Un des corollaires importants a 
CtC prouvC pour le cas rtductif par T. Levasseur et J.T. Stafford [5]. 

h THI?O&ME. - On peut trouver des e’le’ments F(x, y) et G(x, y) d ans L ve’rijant Ees trois conditions 

suivantes : 

(4 x + y - log(e”eY) = (eadz - l)F(x,y) + (1 -e-“dY)G(z,y); 

(b) pour toute alg2bre de Lie g de dimension Jinie, les &ments F(x, y) et G(x, y) sont des shies 

convergentes en (5, y) E g $ g ; 

(c) pour toute algkbre de Lie quadratique g, alors 

tr,((adx)(&F) + (ady)(ayG)) = i 

avec z = loge”ey. 

Remarque. - Dans la conjecture initiale, ,z est remplact par Z = log eyes. Mais, comme , _ \ I 

adz ady adz t r , + - 
eadx _ 1 eady _ 1 eadz _ 1 -I , 

> 

ad,Z = eady(ad z)eeady, on a tr, (,.:84 1) = trl&z:: 1). 

1. DCfinition des fonctions F et G 

On considkrera, dans la suite, les fonctions analytiques d’une variable : 

La fonction R(X) est impaire. 
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L’alg&bre de Lie L = @L, est grad&e. On note R la dtrivation de l’alg&bre 2 telle que 

RIL, = nfdtL.,. Si z = l&(e”eg), alors 

??‘ . z = O( --ad z)-lz + @(ad z)-ly. 

On dC!init U E 2, V E 2 par les kquations diffkentielles : 

(73 -t l)U(x,y) = -i O(adx)O(adz)-“R(adz)(O(-adz)-‘x + @(adz)-‘y) -t- i O(-adz)y. 

(~~l)V(~~~) = -~~(-ady)~(-ad~)-‘~(ad~)(~(-ad~)-’~~~~ad~)-’y) - $o(ady)z. 

LEMME. - On a U(z, y) = V(-y, -2) et 

2 - (z + y) = [G U(T y)] + [Y, V(xc, Y)]. 

La propriCt6 de symktrie est &vidente. Pour la deuxikme Cgalitk, on calcule 

72. ([x,U] + [y,V]) = (adx)(R+ l)U+ (ady)(R+ 1)V = 

- f (1 - ewadz) @(ad z)-‘R(ad z)(O(-ad z)-‘x + @(ad z)-‘y) + 2 (eadz - 1)y 

- l (eFdy - 1) O(-adz)-‘R(adz)(O(-adz)-lx+ @(adz)-ly) - f (1 - evady)zr. 
. 

On remarque que 

(1 - e-“d”)O(adz)-l + (eady - l)O(-adz)-’ = adz, 

e adry = eadry, e-ady 2 E e-ad=x. 

I1 vient alors, 

5%. ([x,U] + [y,V]) = -f ((adz)R(adz)(O(-adz)-la+ @(adz)-ly) 

+ f (eadr _ 1)y - Jj (1 - epadz)z, 

= @(-ad z)-‘x i- @(ad z)-ly - (x + 9) = R(z - (x + y)), 

ce qui donne le rt%ultat. 

Posons F(x, y) = -O(-adz)-l U(x:, y), G(x, y) = -@(ad y)-lV(s, y). 
On a done : x + y - log(e”eY) = (eadz - l)F(x,y) + (1 - ewady)G(x,y). 

On note .4(g) z @d”(g) l’algkbre graduke des formes diff&entielles sur 8. Si e est un champ de 
k 

vecteurs sur g, on note L(t) la dBrivation de Lie, et L(J) la contraction. Si a(x) est une fonction sur 
g ti valeurs dans 8, on note (a(x), &> le champ de vecteurs correspondant. Soient’B, 8’ E d(g) @ g 
les formes diffkrentielles dkfinies par B = @(adz) dx, 8’ = @(-ad x) dx. Ce sont les formes de 
~aurer~~n inv~antes h gauche et B droite en coordonn~es exponentielles. On a done 

d0 = -f [6’$], dB’ = f [e’, 8’1. (1) 

Soit v E d”(g) une forme fermte sur g. Si @ E A”‘-l(g) est telle que L(R)/3 = L(R)v, la relation 
de Cartan, .C(R) = dL(R) + L(R) d, implique do = Y. 
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On note (2, y) l’element courant de g @ g. Si H(z, y) est une fonction sur g @ g a valeurs darts g, 
verifiant H(gz, gy) = g . H(z, y) pour tous X, y E g et g dans le groupe adjoint de g, on a 

(adz&H + (ad y)d,H = -ad H(z, y). (2) 

Soient (PI, ~2) : g @ g - g les projections sur le premier ou deuxieme facteur. Notons z 
l’application de g $ g dans g dbfinie, au voisinage de 0 E g $ g, par z(z, y) = log(e”eY). On a 

dz = O(-adz)-I@(-adz)dz + @(adz)-rO(ady)dy (3) 

et done 

z*d = @(adz) dz = e-“dYpTB +&e. (4) 

2. Le cas d’une algkbre de Lie quadratique 

Soit g une algebre de Lie quadratique. Choisissons une forme bilineaire symetrique invariante ( , ) 
sur g. L’endomorphisme (adz)n. est symetrique si n est pair, antisymetrique si n est impair. La 
matrice transposee O(adz)t de @(adz) est done @(-adz). Une fonction A(z) sur g ?I valeurs dam 
les endomorphismes antisymetriques de g permet de construire la 2-forme (A(x) dzr, dz) sur g. De 
m&me, une fonction K(z) sur g a valeurs dans g permet de construire la 1-forme (K(z), dz) sur g. 
On note w la 2-forme sur g definie par 

a = (R(adz) ds, dz). 

La 3-forme ([t9,0],6) est fermee sur g. On a 3L(R)w = ~(R)([f3,0],0) comme on le verifie 
facilement, et done 

da = ; ([0,0],0). (5) 

Considerons les trois applications pr , ~2, z de g $ g darts g. 

PROPOSITION 1 (Jeffrey). - La 2-firme dkj%zie par 

f = ; (p;w +p;w - z*w) - ; (p;B,p;8’), 

est une 2-forme fern&e sur un voisinage de 0 duns g @ g. 

En effet, on montre que 

df = ; (y;dw +p;dw - z*dw) - $ (p;d&@‘) + f (p;f?,&d#) = 0 

en utilisant les relations (l), (4), (5). 
On a 

f = i (R(adz)dz, dz)+a (R(ady)dy, dy)-a (R(adz)dz, dz)-i (O(ads)ds,O(-ady)dy). 

Soient U(z, y) et V(x, y) comme dans 3 1. On considbre la 1-forme 

P = (I, da) + WC%> Y), dd. 
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Comme on le vCrifie facilement : 

C(R)P = ((72 + 1) U(x:, Y>, dz) + ((R + 1) V(c Y), dy) = @)f 

et done, comme f est fern&e, on a d.0 = f. 

Nous hitions maintenant la propriM (c). L’Cquation dp = f implique la connaissance de la partie 
antisymhique des matrices &U et tY,V. En utilisant la formule (3) pour dz, on a : 

f (&U - (&U)“) = iR(adx) - ; @(ads) @(adz)-1 R(adz)O(-adz)-lO(-adz), (6) 

fc l&V - (t&V)“) = i R(ad y) - a @(-ad y)O(-ad z)-’ R(ad z) @(ad z)-‘@(ad y). (7) 

On calcule 

-tr,((adz)&F+ (ady)d,G) = trg((ads)%(@(-adz)-lU(z,y))) 

+ tr,((ady)d,(O(ady)-lV(z,y))). 

On a O(X)-’ = S(X) + i A, oti S est une fonction paire. On hit 

- trg((adz)&F + (ady)d,G) = A + B 

avec 
A = %((ad~)%(S(adz)U(~,~))) + h((ady)%(S(ad~)V(s,~))), 

B = -~h((adZ)W~,U(~,y)l)) + ~trg((ady)d,([y,V(z,y)l)). 

Nous calculons d’abord B en utilisant (2), le fait que tr,ad H = 0 pour tout H E g, que 
kg(w) = kg(w) et que tr,O(adz)-1 = tr,O(-adz)-l. 

On obtient 

B = i tr,((adx)d,([z,U(z,y)] + [Y, V(~,Y)])) + ~tre((ady)%([~~U(~,y)l + [YT~(~~Y)I)) 

= -i tr,((adz)d,(z - (x + y))) + i $((ady)av(z - (x + Y))) 

= i tr, (@(ad .z)-‘) - a tr, (@(-ad z)-‘eadx f @(ad .z)-le-ady) 

= itr,(@(adr)-‘) - $tr,(@(-adz)-‘(eadZ+eady) +O(ad~)-~(e-“~~+e-“~“)) 

en sommant avec la transpode. 

Nous calculons maintenant A. En utilisant le lemme 5.2 de [$I, on a 

tr,((adz)d,(S(ad&)U(x,y))) = - tr,((S(adz) - l)adU(s, Y)) + tr,((adz)S(adz)%U(z,~)). 

On a trg((adx)2”ad U) = 0 car g est quadratique. Comme S(adx) est somme de puissances 
paires de ads, on a tr,((S(adz) - l)adU(z,y)) = 0 tandis que tr,((adz)S(adz)d,U(z,y)) = 
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f tr,((adz)S(adz)(d,U(z, y) - &U(z, 1~)")) ne depend que de la partie antisymetrique de la 

matrice &U. Les formules (6), (7) montrent que 

A = tr, ((ad x)S(ad x)azU(z, y)) + tr, ((ad y)S(ad y)%,V(z, Y)) = (AI - A2) 

avec 

AI = i trs((ads)S(adz)R(adz) + (ady)S(ady)R(ady)), 

A2 = i tre((adz)S(adz)O(ads)O(adz)-1R(adz)O(-adz)-1O(-adz)) 

+ i tr, ((ad y)S(ad y)O(-ad y)O(-ad x)-lR(ad z)O(ad z)-‘@(ad y)) 

= i tr,((adz)S(adz)O(-adz)O(ads)g(adz)-lR(adz)O(-adz)-l) 

+ i trB((ady)S(ady)O(-ady)O(ady)O(-adz)-lR(adz)O(adz)-l). 

On obtient 

et 

Al = f t,r,(I - (@(adz)-1 + O(ady)-l)) + i trg(eadz + eVad3’ + eadlJ + ewady) 

A2 = $ trg((eadx - eVadx + eady - e-“dY)O(adz)-lR(z)O(-ad.z-l). 

On Ccrit 

e adx -e -adz + eady _ e-ady = (eadz _ l)e-ady + e-adz(eadr _ q 

= (1 _ e-adz)eadz + eady(l _ e-adz). 

On obtient alors 

A2 = ; trg(eadr+e-adz+eady+e-ad?/ )-$ tr,(O(-adz)-l(e”d”+e”dY)+O(adz)-l(e-”dy+e-”d”)) 

En additionnant Al - A2 et B, on obtient done le theoreme annond. 
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