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Préface

Le but de ce cours est de fournir une étude approfondie des fonctions les plus
classiques des mathématiques. Les fonctions étudiées dans ce cours constituent des
exemples significatifs de fonctions reliées à divers problèmes mathématiques (théorie
des nombres, analyse, équations différentielles, physique mathématique). La liste
des fonctions étudiées constitue un réservoir important d’exemples significatifs qui
pourront notamment être utile aux agrégatifs.

On commencera par examiner la fonction exponentielle, les déterminations du
logarithme complexe, les fonctions trigonométriques et quelques propriétés élémen-
taires des fonctions holomorphes. Dans la suite, on étudiera la fonction Gamma d’Eu-
ler, les polynômes de Bernoulli et des méthodes asymptotiques reliées à la formule
d’Euler-Maclaurin ainsi que les développements eulériens des fonctions cotangente et
sinus. Nous fournirons également une étude détaillée de la fonction Zeta de Riemann
et démontrerons le théorème d’Hadamard et de la Vallée-Poussin sur la répartition
des nombres premiers ; nous étudierons également les formules de Stirling, les liens
entre la fonction Gamma et la fonction Zeta ainsi que l’équation fonctionnelle de
la fonction Zeta. Les fonctions de Bessel sont importantes dans bien des questions
de physique mathématique comme l’étude de la diffraction et dans la théorie des
équations différentielles ordinaires à points singuliers réguliers : nous consacrerons
un chapitre à leur étude, suivi d’un chapitre sur la fonction d’Airy, fondamentale
pour l’étude des caustiques en optique. Le cours se terminera avec l’étude de l’oscil-
lateur harmonique (et des fonctions d’Hermite), qui constitue un modèle standard
d’opérateur autoadjoint non borné avec une résolvante compacte.

Prérequis : Notions de base de calcul différentiel et intégral, notions sur les
fonctions holomorphes (des rappels seront faits).

Thèmes abordés : Théorie élémentaire des fonctions holomorphes et méro-
morphes d’une variable complexe. Développements eulériens (produits infinis, fonc-
tion cotan, sin, Gamma). Méthode d’Euler-MacLaurin. Fonction Zeta de Riemann,
théorème des nombres premiers. Fonctions de Bessel, fonctions d’Airy. Fonctions de
Legendre. Fonctions d’Hermite.

5



6 TABLE DES MATIÈRES



Chapitre 1

Introduction

1.1 Autour de la fonction exponentielle
La fonction exponentielle

Pour z ∈ C, on pose

ez =
∑
k≥0

zk

k!
. (1.1.1)

Cette série entière possède un rayon de convergence infini car si k ≥ N0 + 1 ≥ 2,

k! = k(k − 1) . . . (N0 + 1)N0! ≥ N0!(N0 + 1)k−N0 ,

ce qui implique (k!)−1/k ≤ (N0!)−1/k(N0 + 1)−1+
N0
k → (N0 + 1)−1 lorsque k tend vers

+∞ et par conséquent limk→+∞(k!)−1/k = 0. La fonction exponentielle qui à z ∈ C
associe ez est donc une fonction entière (i.e. holomorphe sur C). On a en outre pour
z1, z2 ∈ C,

ez1+z2 = ez1ez2 , (1.1.2)

car pour N ∈ N, posant eN(z) =
∑

0≤k≤N
zk

k!
, il vient

e2N(z1 + z2) =
∑

0≤k≤2N

(z1 + z2)k

k!
=

∑
0≤k1+k2≤2N

zk1
1

k1!

zk2
2

k2!

=
( ∑

0≤k1≤N

zk1
1

k1!

)( ∑
0≤k2≤N

zk2
2

k2!

)
+

∑
k1+k2≤2N

max(k1,k2)>N

zk1
1

k1!

zk2
2

k2!︸ ︷︷ ︸
rN (z1,z2)

.

On remarque que

|rN(z1, z2)| ≤
∑
k1>N

∑
k2≥0

|z1|k1

k1!

|z2|k2

k2!
+
∑
k2>N

∑
k1≥0

|z1|k1

k1!

|z2|k2

k2!

= e|z2|
∑
k1>N

|z1|k1

k1!
+ e|z1|

∑
k2>N

|z2|k1

k2!
,
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

et par conséquent limN→+∞ rN(z1, z2) = 0. On obtient finalement

ez1+z2 = lim
N
e2N(z1 + z2) = lim

N

(
eN(z1)eN(z2) + rN(z1, z2)

)
= lim

N

(
eN(z1)eN(z2)

)
= ez1ez2 ,

soit (1.1.2).

N.B. Le théorème suivant est sans doute très familier au lecteur, qui pourrait le
considérer comme “évident”, ce que nous ne contestons pas. Néanmoins, nous sou-
haitons ici attirer l’attention sur le fait qu’une définition rigoureuse et sans circularité
du nombre π et des fonctions trigonométriques usuelles requiert un certain effort,
essentiellement résumé dans les démonstrations qui suivent.

Théorème 1.1.1.
(1) La fonction exponentielle, définie par (1.1.1) est une fonction entière sur C, à
valeurs dans C∗, qui vérifie

d

dz
(ez) = ez.

(2) L’application R 3 t 7→ eit ∈ S1 = {z ∈ C, |z| = 1} est un homomorphisme
surjectif de groupe, et

∀w ∈ C∗, ∃z ∈ C, w = ez.

(3) Il existe un unique nombre positif appelé π tel que

eiπ/2 = i, et ez = 1⇐⇒ z ∈ 2iπZ.

(4) La fonction exponentielle restreinte à R est une fonction convexe strictement
croissante,

lim
x→−∞

ex = 0, e0 = 1, et pour tout entier n ∈ N, lim
x→+∞

exx−n = +∞.

Démonstration. Pour obtenir (1), on remarque que eze−z = e0 = 1 et que la dériva-
tion pour les séries entières fournit l’équation différentielle.
(2) On remarque que ez̄ = ez, ce qui implique pour t ∈ R que eit = e−it, ce qui donne
|eit|2 = eiteit = e−it+it = 1 ; en outre pour t, s ∈ R, on a

eiteis = ei(t+s). (1.1.3)

Considérons les fonctions entières définies pour z ∈ C par

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
, (1.1.4)

cosh z =
ez + e−z

2
= cos(iz), sinh z =

ez − e−z

2
= −i sin(iz). (1.1.5)

On obtient facilement sin′ = cos, cos′ = − sin et pour z ∈ C,

cos z =
∑
k≥0

(−1)k
z2k

(2k)!
, sin z =

∑
k≥0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
. (1.1.6)
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Par conséquent pour t ∈ R, il vient

lim
N→+∞

∑
0≤k≤2N+1

(−1)k
t2k

(2k)!︸ ︷︷ ︸
C2N+1(t)

= cos t = lim
N→+∞

∑
0≤k≤2N

(−1)k
t2k

(2k)!︸ ︷︷ ︸
C2N (t)

.

La suite
(
C2N(2)

)
N≥0

est décroissante car

C2N(2)− C2N+2(2) = − 24N+4

(4N + 4)!
+

24N+2

(4N + 2)!

=
24N+2

(4N + 4)!

(
(4N + 3)(4N + 4)− 4

)
≥ 0,

et la suite
(
C2N+1(2)

)
N≥0

est croissante car

C2N+3(2)− C2N+1(2) = − 24N+6

(4N + 6)!
+

24N+4

(4N + 4)!

=
24N+4

(4N + 6)!

(
(4N + 6)(4N + 5)− 4

)
≥ 0,

ce qui implique

1− 22

2
+

24

4!
− 26

6!
≤ cos 2 ≤ 1− 22

2
+

24

4!
= −1 +

16

24
= −1/3 < 0.

Comme cos 0 = 1, la fonction cos doit s’annuler en au moins un point de l’intervalle
]0, 2[. On pose

π = 2 inf{t ∈]0, 2[, cos t = 0}, cos(π/2) = 0, cos t > 0 pour t ∈ [0, π/2[.

On a 0 < π < 4 et il vient 1 de sin 0 = 0, sin′ = cos que la fonction sin est strictement
croissante sur [0, π/2], donc strictement positive sur ]0, π/2] et on obtient le tableau
de variation 1.1 avec des flèches désignant une stricte monotonie 2.

Il vient également

eiπ/2 = cos(π/2) + i sin(π/2) = i sin(π/2) = i car |eiπ/2| = 1,

1. On trouve plus précisément le développement décimal

π = 3, 1415926535897932384626433832795028841971693993751 . . .

La commande Mathematica N[Pi, k] permet d’obtenir une approximation de π avec k chiffres
significatifs.

2. Si f : [a, b] → R est une fonction continue sur [a, b], différentiable sur ]a, b[, de dérivée
strictement positive, le théorème des accroissements finis implique que f est strictement croissante
sur [a, b]. Soit en effet a ≤ x < y ≤ b ; il existe alors c ∈]x, y[ tel que

f(y)− f(x)

y − x
= f ′(c) > 0 et donc f(y) > f(x).
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t 0 π/2
cos t 1 ↘ 0
cos′ = − sin 0 − −1
sin t 0 ↗ 1
sin′ = cos 1 + 0

Table 1.1 – Tableau de variation des fonctions sin, cos .

et
eiπ = eiπ/2eiπ/2 = i2 = −1, et pour k ∈ Z, e2iπk = (−1)2k = 1.

Soit x + iy ∈ C, x2 + y2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0. Il existe t ∈ [0, π/2] tel que x = cos t.
Comme de (1.1.3), il vient pour t ∈ R, cos2 t+ sin2 t = 1, et que sin t ∈ [0, 1], il vient
y = sin t. Par suite, si z ∈ C, |z| = 1, z = x+ iy, x ≤ 0, y ≥ 0, il vient de (1.1.3)

z/i = y − ix = eiθ =⇒ z = eiθeiπ/2 =⇒ z = ei(θ+π/2).

Si z ∈ C, |z| = 1, z = x+ iy, y ≤ 0, on trouve τ ∈ R tel que z̄ = eiτ et donc z = e−iτ ,
ce qui démontre la surjectivité de l’homomorphisme de (2).

Si w ∈ C∗, montrons qu’ il existe θ ∈ R tel que

w = |w|eiθ.

En effet, comme lim+∞ e
x = +∞ et lim−∞ e

x = lim+∞ e
−x = 0, il existe t ∈ R tel

que |w| = et et (1.1.2) donne w = et+iθ, terminant la démonstration de (2).

La première partie de (3) est déjà démontrée et si z = x+iy ∈ C vérifie ex+iy = 1,
il vient (en prenant le module) ex = 1 et donc eiy = 1. On remarque que pour t ∈ R,
et ∈ R et

et = (et/2)2, ete−t = 1,

ce qui implique et > 0 et de (1), R 3 t 7→ et strictement croissante. Il vient donc
x = 0. Soit u : R→ S1 l’homomorphisme surjectif de (2) et keru son noyau : on a

keru = {t ∈ R, eit = 1},

qui est un sous-groupe additif de R (cf. le paragraphe 11.2). Ce sous-groupe est
discret, sinon on pourrait trouver une suite (tj)j≥1 dans R∗ de limite 0 telle que
eitj = 1 et donc vérifiant cos tj = 1, contredisant cos t ∈]0, 1[ pour t ∈]0, π/2[. Par
ailleurs ce sous-groupe n’est pas réduit à {0} car e2iπ = 1. Il existe donc un unique
nombre a > 0 tel que keru = aZ, 2π ∈ aZ. Si l’on avait a < 2π, cela impliquerait
que 0 < a/4 < π/2

1 = eia, eia/4 ∈ {±1,±i}.

Par définition de a, on ne peut avoir eia/4 = 1 ni eia/2 = 1, ce qui implique donc
eia/4 ∈ {±i} et cos(a/4) = 0, contredisant la définition de π. Il vient donc keru =
2πZ et y ∈ 2πZ, démontrant (3).
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(4) La convexité est une conséquence de l’égalité d2(ex)/dx2 = ex > 0, vue plus
haut. Par ailleurs, si n ∈ N, x > 0,

exx−n =
∑
k≥0

xk−n

k!
≥ x

(n+ 1)!
,

démontrant le dernier point.

Corollaire 1.1.2. L’application ν :]0,+∞[×]− π, π]→ C∗ définie par

ν(r, θ) = reiθ

est bijective et continue. L’application réciproque ν−1 n’est pas continue.

Démonstration. L’application ν est continue et à valeurs dans C∗ grâce à la conti-
nuité de l’exponentielle et à l’identité

|reiθ| = r, pour r > 0, θ ∈ R.

En outre le point (2) du Théorème 1.1.1 implique que pour w ∈ C∗, il existe a, b ∈ R
tels que

w = eaeib.

Soit −k la partie entière de − b
2π

+ 1
2
: on a k ∈ Z et

−k ≤ − b

2π
+

1

2
< −k + 1 =⇒ 2πk ≥ b− π > 2πk − 2π =⇒ 2πk + π ≥ b > 2πk − π,

ce qui donne
w = eaei(b−2kπ), b− 2πk ∈]− π, π],

et la surjectivité de ν. De plus si l’on suppose

r1e
iθ1 = r2e

iθ2 , (rj, θj) ∈]0,+∞[×]− π, π], j = 1, 2,

il vient r1 = r2 en prenant le module de chaque membre et

ei(θ2−θ1) = 1,

ce qui implique d’après le point (3) du Théorème 1.1.1 que θ2− θ1 ∈ 2πZ, et comme
|θ2 − θ1| < 2π, on obtient θ2 = θ1 et l’injectivité.

Pour ε ∈]0, π], on a

−eiε = ei(π+ε) = ei(−π+ε), −π + ε ∈]− π, 0] ⊂]− π, π],

ce qui implique

ν−1(−eiε) = (1,−π + ε) et lim
ε→0+

ν−1(−eiε) = (1,−π).

On a par ailleurs −1 = eiπ et donc ν−1(−1) = (1, π), ce qui démontre la discontinuité
de ν−1 au point −1.
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Corollaire 1.1.3. Pour z ∈ C, on a

sin z = 0⇐⇒ z ∈ πZ, (1.1.7)

cos z = 0⇐⇒ z ∈ π
2

+ πZ. (1.1.8)

Démonstration. On a sin z = 0 ⇐⇒ eiz = e−iz et d’après le point (3) du Théorème
1.1.1, ceci équivaut à 2iz ∈ 2iπZ i.e. à z ∈ πZ. On a en outre, pour z ∈ C,

sin
(π

2
+ z
)

= cos z, (1.1.9)

car eiπ/2 = i (cf. Théorème 1.1.1) et donc

sin
(π

2
+ z
)

=
ei(

π
2

+z) − e−i(π2 +z)

2i
=
ieiz − 1

i
e−iz

2i
=
eiz + e−iz

2
= cos z.

L’équivalence (1.1.7)(déjà prouvée) et l’identité (1.1.9) donnent (1.1.8).

Lemme 1.1.4. Pour a, b, p, q nombres complexes, on a

sin(a+ b) = sin a cos b+ sin b cos a, (1.1.10)
sin(a− b) = sin a cos b− sin b cos a, (1.1.11)
cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b, (1.1.12)
cos(a− b) = cos a cos b+ sin a sin b, (1.1.13)

sin p− sin q = 2 sin
(p− q

2

)
cos
(p+ q

2

)
, (1.1.14)

sin p+ sin q = 2 sin
(p+ q

2

)
cos
(p− q

2

)
, (1.1.15)

cos p− cos q = −2 sin
(p− q

2

)
sin
(p+ q

2

)
, (1.1.16)

cos p+ cos q = 2 cos
(p+ q

2

)
cos
(p− q

2

)
. (1.1.17)

N.B. La commande Mathematica

TrigExpand[Sin[a + b]]

permet d’obtenir la formule (1.1.10) et les suivantes mutatis mutandis. La commande
Mathematica

TrigFactor[Sin[p] - Sin[q]]

permet d’obtenir la formule (1.1.14) et les suivantes mutatis mutandis.

Démonstration. On a

2i sin(a+ b) = ei(a+b) − e−i(a+b) = eiaeib − e−iae−ib

=
(
cos a+ i sin a)

(
cos b+ i sin b)−

(
cos a− i sin a)

(
cos b− i sin b)

= 2i sin a cos b+ 2i sin b cos a,
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ce qui donne (1.1.10) et (1.1.11) en changeant b en −b. On a également

2 cos(a+ b) = ei(a+b) + e−i(a+b) = eiaeib + e−iae−ib

=
(
cos a+ i sin a)

(
cos b+ i sin b) +

(
cos a− i sin a)

(
cos b− i sin b)

= 2 cos a cos b− 2 sin a sin b

ce qui donne (1.1.12) et (1.1.13) en changeant b en −b.
En posant a = (p+ q)/2, b = (p− q)/2, il vient

sin p− sin q = sin(a+ b)− sin(a− b) = 2 sin b cos a,

soit (1.1.14) et (1.1.15) en changeant q en −q. On obtient également

cos p− cos q = cos(a+ b)− cos(a− b) = −2 sin a sin b,

soit (1.1.16). En outre, on a

cos p+ cos q = cos(a+ b) + cos(a− b) = 2 cos a cos b,

soit (1.1.17).

1.2 Fonctions holomorphes
Les définitions de base pour les fonctions holomorphes figurent dans le para-

graphe 11.3 de l’appendice et le lecteur pourra également consulter les ouvrages
[39], [38], [18], [40]. Nous nous attarderons dans ce paragraphe sur des points non
complètement élémentaires de cette théorie.

Définition 1.2.1. Soit Ω un ouvert de C. On dit qu’une suite (fk)k≥1 de fonctions
à valeurs complexes définies sur Ω converge uniformément suivant les compacts de
Ω vers une fonction f définie sur Ω à valeurs complexes lorsque

∀K compact ⊂ Ω, sup
x∈K
|fk(z)− f(z)| −→

k→+∞

0.

Théorème 1.2.2. Soit Ω un ouvert de C et (fk)k≥1 une suite de fonctions ho-
lomorphes sur Ω qui converge uniformément suivant les compacts de Ω vers une
fonction f . Alors f ∈ H(Ω) (i.e. est holomorphe sur Ω) et pour tout p ∈ N, la suite
(f

(p)
k )k≥1 converge uniformément suivant les compacts de Ω vers f (p).

N.B. On peut d’emblée remarquer le contraste saisissant du comportement des fonc-
tions holomorphes par rapport aux fonctions de classe C∞ pour la différentiation
réelle. On peut par exemple démontrer que toute fonction continue φ de [0, 1]→ R
est limite uniforme d’une suite de polynômes et l’on constate que seule la continuité
est préservée par passage à la limite uniforme, la différentiabilité pouvant disparaître
par un tel passage à la limite uniforme.
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Démonstration. Comme la suite (fk)k≥1 est une suite de fonctions continues sur
Ω qui converge uniformément suivant les compacts de Ω, il existe une fonction f ,
continue sur Ω, limite uniforme de f sur chaque compact de Ω. Soit z0 ∈ Ω, r0 > 0 tels
que K0 = D(z0, r0) ⊂ Ω. En appliquant la formule de Cauchy (Corollaire 11.3.14),
il vient pour z ∈ D(z0, r0), pour la fonction holomorphe fk,

fk(z) =
1

2iπ

∫
γ

fk(ξ)

ξ − z
dξ, γ(t) = z0 + r0e

2iπt, t ∈ [0, 1],

ce qui implique

∀z ∈ D(z0, r0), f(z) =
1

2iπ

∫
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Par conséquent, pour z ∈ D(z0, r0), on obtient

f(z) =

∫ 1

0

f(z0 + r0e
2iπt)

(
1− (z − z0)r−1

0 e−2iπt
)−1

dt,

et par suite, comme pour ρ ∈ [0, 1[,∫ 1

0

sup
t∈[0,1]

|f(z0 + r0e
2iπt)|

∑
k≥0

ρkdt < +∞,

il vient

f(z) =
∑
k≥0

∫ 1

0

f(z0+r0e
2iπt)e−2iπktdt

(z − z0)k

rk0
=
∑
k≥0

ak(z−z0)k, |ak| ≤ r−k0 sup
γ
|f |,

une série entière de rayon de convergence ≥ r0. D’après le raisonnement de l’appen-
dice, page 185, précédant le Corollaire 11.3.14, on obtient le résultat du Théorème
1.2.2.

Corollaire 1.2.3. Soit Ω un ouvert de C et soit (uk)k≥1 une suite de H(Ω) telle que

∀K compact ⊂ Ω,
∑
k≥1

‖uk‖L∞(K) < +∞. (1.2.1)

Alors pour tout z ∈ Ω, la série
∑

k≥1 uk(z) est convergente, définit une fonction
f ∈ H(Ω). Pour tout l ≥ 0, pour tout z ∈ Ω, la série

∑
k≥1 u

(l)
k (z) est convergente

et est égale à f (l) sur Ω.

Démonstration. On pose pour z ∈ Ω, fn(z) =
∑

1≤k≤n uk(z). Soit K un compact de
Ω. Pour n,m ∈ N∗, on a

sup
z∈K
|fn+m(z)− fn(z)| ≤

∑
k>n

sup
z∈K
‖uk‖L∞(K) = εK(n), lim

n
εK(n) = 0.

Par conséquent, la suite (fk)k≥1 est une suite de Cauchy uniforme de fonctions conti-
nues sur tout compact de Ω, convergeant donc uniformément sur tout compact vers
une fonction continue f . Comme chaque fonction fk est holomorphe, le Théorème
1.2.2 implique que la fonction f est holomorphe et que la suite des dérivées (f

(l)
k )k≥1

converge uniformément suivant les compacts de Ω vers f (l)



1.2. FONCTIONS HOLOMORPHES 15

Théorème 1.2.4 (Principe des zéros isolés). Soit Ω un ouvert connexe de C et soit
f ∈ H(Ω). Alors si f n’est pas identiquement nulle, ses zéros sont isolés, i.e.

∀z ∈ f−1({0}),∃r > 0, Ḋ(z, r) ∩ f−1({0}) = ∅.

Démonstration. Soit f ∈ H(Ω) et soit z0 ∈ Ω tel que f(z0) = 0. Alors f est déve-
loppable en série entière au voisinage de z0 et l’on a pour un r0 > 0, et pour tout
z ∈ D(z0, r0),

f(z) =
∑
k≥0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)k.

Posons Z(f) = {z ∈ Ω,∀l ≥ 0, f (l)(z) = 0}. L’ensemble Z(f) est un fermé de Ω
comme intersection de fermés et c’est également un ouvert de Ω car si z0 ∈ Z(f),
alors, d’après ce qui précède, f est identiquement nulle sur un voisinage de z0.
Comme Ω est connexe, soit Z(f) = Ω, soit Z(f) = ∅. Le premier cas est exclu par
l’hypothèse que f n’est pas identiquement nulle et par suite si f(z0) = 0, il existe au
moins un entier l ≥ 1 tel que f (l)(z0) 6= 0. En appelant l0 le plus petit de ces entiers,
il vient

f(z) =
∑
k≥l0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)k = (z − z0)l0g(z),

où la fonction g est holomorphe au voisinage de z0, telle que

0 6= g(z0) =
f (l0)(z0)

l0!
.

Par suite la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage de z0 qui est un zéro isolé
d’ordre l0 de f .

On obtient immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 1.2.5 (Prolongement analytique). Soit Ω un ouvert connexe de C et soit
f ∈ H(Ω). Si f−1({0}) possède un point d’accumulation, alors f est identiquement
nulle sur Ω.

Remarque 1.2.6. Ce résultat de prolongement analytique est très important et per-
met de mener à bien des calculs variés sur des fonctions holomorphes. Par exemple,
on peut démontrer que ∫

R
e−πx

2

dx = 1,

ce qui implique pour a > 0 que
∫
R e
−ax2

dx =
√
π/a. On peut également considérer

pour z ∈ Ω = {z ∈ C,Re z > 0},

I(z) =

∫
R
e−zx

2

dx.

On remarque alors que la fonction holomorphe f ∈ H(Ω), définie 3 par

f(z) = I(z)− z−1/2π1/2,

3. Nous admettons pour l’instant que l’on puisse définir une détermination holomorphe de la
racine carrée sur Ω qui coïncide avec la racine carrée usuelle sur ]0,+∞[. Le paragraphe 1.3 précisera
ce point.
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s’annule identiquement sur ]0,+∞[. Comme Ω est connexe (il est convexe) et ]0,+∞[
possède un point d’accumulation (en fait uniquement des points d’accumulation),
on peut appliquer le Corollaire 1.2.5 : la fonction f est identiquement nulle et nous
avons obtenu la formule

∀z ∈ C,Re z > 0,

∫
R
e−zx

2

dx = z−1/2π1/2.

Remarque 1.2.7. Bien entendu, ce résultat de prolongement n’est pas valide pour des
fonctions C∞ de la variable réelle, qui peuvent posséder des points d’accumulation
de zéros sans être identiquement nulles. Par exemple la fonction f : R → R définie
par f(x) = 0 pour x ≤ 0 et pour x > 0 par

f(x) = e−1/x sin(1/x),

s’annule sur ]−∞, 0]∪{ 1
kπ
}k≥1. Cette fonction f est C∞ (exercice), non identiquement

nulle, nulle sur un intervalle d’intérieur non vide et possède un point d’accumulation
de zéros simples.

Théorème 1.2.8 (Théorème de Liouville). Soit f une fonction entière (i.e. holo-
morphe sur C) telle que

∃C0 ≥ 0, ∃N0 ≥ 0, ∀z ∈ C, |f(z)| ≤ C0(1 + |z|)N0 .

Alors f est un polynôme de degré ≤ N0.

Démonstration. On utilise la formule de Cauchy

f(z) =
1

2iπ

∫
γR

f(ξ)

ξ − z
dξ, γR(t) = Re2iπt, t ∈ [0, 1], R > 0, |z| < R.

Il vient

f (k)(z) =
k!

2iπ

∫
γR

f(ξ)

(ξ − z)k+1
dξ,

et par suite pour |z| < R/2, k > N0,

|f (k)(z)| ≤ k!

2π
2πR

supξ∈γR |f(ξ)|
(R/2)k+1

≤ 2k+1k!

Rk
C0(1 +R)N0 −→

R→+∞

0,

ce qui implique que f (k) ≡ 0 pour k > N0 et donne le résultat

On obtient comme corollaire le théorème de d’Alembert.

Théorème 1.2.9 (Théorème de d’Alembert). Soit P un polynôme de degré d ≥ 1
de C[X]. Alors P possède d racines (comptées avec leurs multiplicités).
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Démonstration. Considérons un polynôme P de degré d ≥ 1 ; si P ne possédait pas
de racines, la fonction f définie par

f(z) = 1/P (z)

serait une fonction entière. En outre, on aurait

P (z) =
∑

0≤j≤d

ajz
j, ad 6= 0, d ≥ 1, |P (z)| = |ad||z|d

∣∣∣∣∣1 +
∑

0≤j≤d−1

aja
−1
d zj−d

∣∣∣∣∣ ,
qui implique lim|z|→+∞ |P (z)a−1

d z−d| = 1 et donc il existe R0 > 0 tel que

∀z, |z| ≥ R0, |P (z)| ≥ 1

2
|ad||z|d et par suite |f(z)| ≤ 2

|ad||z|d
≤ 2

|ad|Rd
0

.

Comme la fonction f est continue, elle est bornée sur le compact B̄(0, R0) et finale-
ment bornée sur C. Le théorème de Liouville implique alors que f est constante et
donc que P est constant, ce qui donne d ≤ 0, contredisant l’hypothèse.

Montrons maintenant le théorème de d’Alembert par récurrence sur d. Le résultat
est immédiat pour d = 1 ; soit d ≥ 1 et soit P un polynôme de degré d+ 1. D’après
ce qui précède le polynôme P possède une racine ξ et l’on a

P (z) = (z − ξ)Q(z), Q ∈ C[X], degQ = d.

L’hypothèse de récurrence permet d’obtenir que Q possède d racines, ce qui donne
le résultat cherché pour P .

1.3 Le logarithme complexe
L’ouvert Ω = C\R− est étoilé par rapport à 1 (donc connexe par arcs). On définit

alors la détermination principale du logarithme pour z ∈ C\R− par la formule

Log z =

∫
[1,z]

dζ

ζ
=

∫ 1

0

(z − 1)dt

(1− t) + tz
. (1.3.1)

La fonction Log est holomorphe sur C\R− et l’on a Log z = ln z pour z ∈ R∗+. On
obtient que la fonction holomorphe sur l’ouvert connexe Ω

Ω 3 z 7→ eLog z − z,

est nulle sur R∗+ qui possède un point d’accumulation (en fait uniquement des points
d’accumulation) et le Corollaire 1.2.5 de continuation analytique, (1.1.2) et le (2) du
Théorème 1.1.1 impliquent

eLog z = z = eRe Log zei Im Log z,

{
|z| = eRe Log z,

arg z = Im Log z,

pour z ∈ C\R−. D’après le Corollaire 1.1.2, pour z ∈ C\R−, il existe r > 0 et
θ ∈] − π, π] tels que z = reiθ. On a nécessairement θ 6= π (sinon on aurait z ∈ R−)
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et donc on a |θ| < π. Il vient, en utilisant l’holomorphie de ζ 7→ 1/ζ sur le domaine
C\R−, étoilé par rapport à 1, et en notant qu’outre les segments [1, reiθ], [1, r], le
domaine C\R− contient 4 l’arc de cercle {reit}t∈[0,θ] pour θ ≥ 0, {reit}t∈[θ,0] pour
θ ≤ 0,

Log z = Log(reiθ) =

∫
[1,reiθ]

dζ

ζ

= ln r +

∫ θ

0

ireit

reit
dt = ln r + iθ, Im Log z = θ. (1.3.2)

On obtient aussi par continuation analytique Log ez = z pour | Im z| < π. On re-
marque que pour |z| < 1, on a

Log(1 + z) = z

∫ 1

0

dt

1 + tz
=
∑
k≥0

z(−1)k
zk

k + 1
=
∑
l≥1

(−1)l+1 z
l

l
. (1.3.3)

Notons également pour |z| = 1, z 6= −1,

Log(1 + z) = z

∫ 1

0

dt

1 + tz
= z

∫ 1

0

lim
N

( ∑
0≤k≤N

(−1)ktkzk
)
dt.

Comme avec z = eiθ, |θ| < π, t ∈ [0, 1], on a∣∣∣∣∣ ∑
0≤k≤N

(−1)ktkzk =
1 + (−1)N(tz)1+N

1 + tz

∣∣∣∣∣ ≤ 2

|1 + tz|
=

2√
1 + 2t cos θ + t2

≤ 21{cos θ ≥ 0}√
1 + t2

+
21{−1 < cos θ ≤ 0}√

1− cos2 θ
∈ L1([0, 1]t),

de sorte que le théorème de convergence dominée de Lebesgue donne

Log(1 + z) = z lim
N

∑
0≤k≤N

(−1)k
zk

k + 1
,

ce qui implique que (1.3.3) est vérifié aussi pour |z| = 1, z 6= −1. On considère
l’ouvert de C

{z ∈ C, exp z /∈ R∗−} = {z ∈ C, Im z 6≡ π(2π)}
= ∪k∈Z {z ∈ C, (2k − 1)π < Im z < (2k + 1)π}︸ ︷︷ ︸

ωk

.

4. En effet si |t| ≤ τ < π, r > 0,

Im(reit) = 0 =⇒ sin t = 0 =⇒︸︷︷︸
(1.1.7)

t ∈ πZ =⇒ t = 0 =⇒ reit = r > 0.
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Soit k ∈ Z. Sur l’ouvert ωk, la fonction z 7→ Log(exp z)− z est holomorphe avec une
dérivée nulle. Par suite pour z ∈ ωk,

Log(exp z)− z = Log
(

exp(2ikπ)
)
−2ikπ = ln(1)− 2ikπ = −2ikπ,

i.e. Log(exp z) = z − 2ikπ.

Nous avons démontré le théorème suivant.

Théorème 1.3.1. Pour z ∈ C\R−, on définit Log z par (1.3.1). C’est une fonction
holomorphe sur C\R−, de dérivée 1/z, et Log coïncide avec ln sur R∗+.

Pour z ∈ C\R−, eLog z = z = reiθ,

r = |z| = eRe Log z, θ = arg z = Im Log z ∈ (−π, π). (1.3.4)
Pour k ∈ Z, z ∈ C, (2k − 1)π < Im z < (2k + 1)π, Log(ez) = z − 2ikπ. (1.3.5)

Pour z ∈ C\{−1}, |z| ≤ 1, Log(1 + z) =
∑
l≥1

(−1)l+1 z
l

l
. (1.3.6)

Définition 1.3.2. Soit α ∈ C. Pour z ∈ C\R−, on définit

zα = eαLog z. (1.3.7)

Remarque 1.3.3. Si α ∈ R, z ∈ C\R− = Ω, alors la fonction

fα(z) = zα,

est holomorphe sur Ω et coïncide sur R∗+ avec

R∗+ 3 x 7→ xα = rα(x) ∈ R∗+.

La fonction fα est par conséquent l’unique prolongement holomorphe sur Ω de la
fonction rα : un autre prolongement holomorphe sur Ω coïnciderait avec fα sur R∗+
et par prolongement analytique devrait coïncider avec fα sur Ω tout entier. Par
exemple, dans le cas α = 1/2, utilisé dans la Remarque 1.2.6, on dira que

Ω 3 z 7→ z1/2 = e
Log z

2 ,

est la détermination positive de la racine carrée sur Ω, i.e. est le seul prolongement
holomorphe sur Ω de R∗+ 3 x 7→

√
x.

Remarque 1.3.4. Si α1, α2 ∈ C, z ∈ C\R−, alors

zα1zα2 = zα1+α2 , (1.3.8)

car zα1zα2 = eα1 Log zeα2 Log z = eα1 Log z+α2 Log z = e(α1+α2) Log z = zα1+α2 . En revanche
pour z1, z2 ∈ C\R− tels que z1z2 ∈ C\R−, on a

Log(z1z2) ≡ Log z1 + Log z2 mod 2iπ,

car du Théorème 1.1.1(3) et du Théorème 1.3.1, il vient

eLog(z1)+Log(z2) = eLog(z1)eLog(z2) = z1z2 = eLog(z1z2),
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et donc l’égalité modulo 2iπ ci-dessus, qui ne peut être remplacée en général par une
égalité : on a

Log(ei3π/4ei3π/4) = Log(ei3π/2) = Log(−i) = −iπ
2
,

mais Log(ei3π/4) + Log(ei3π/4) = 2
3iπ

4
=

3iπ

2
.

Corollaire 1.3.5. L’application ν0 :]0,+∞[×]− π, π[→ C\R− définie par

ν0(r, θ) = reiθ,

est un difféomorphisme.

Démonstration. L’application ν0 est analytique et à valeurs dans C\R−, grâce à
l’analyticité de l’exponentielle et au fait que pour r > 0, θ ∈]− π, π[,

Im(reiθ) = 0 =⇒ sin θ = 0 =⇒ θ = 0 =⇒ reiθ = r > 0.

Pour z ∈ C\R−, posons
κ(z) = (|z|, Im Log z)

et notons que κ(z) ∈]0,+∞[×]−π, π[ (cf. Théorème 1.3.1) et que κ est une fonction
analytique sur C\R−.

Pour (r, θ) ∈]0,+∞[×]− π, π[, on a

κ
(
ν0(r, θ)

)
= κ(reiθ) = (r, Im Log(reiθ)) = (r, θ),

car on a vu en (1.3.2) que pour (r, θ) ∈]0,+∞[×]− π, π[, on a Log(reiθ) = ln r+ iθ.
De plus, pour z ∈ C\R−, on a d’après (1.3.4),

ν0(κ(z)) = ν0(|z|, Im Log z) = |z|ei Im Log z = eRe Log z+i Im Log z = eLog z = z.
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La fonction Gamma

2.1 Définition, premières propriétés
Pour z ∈ C,Re z > 0, on pose

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt, (2.1.1)

ce qui a un sens car ]0,+∞[3 t 7→ e−ttz−1 est continue, et pour t > 0,

|e−ttz−1| = e−ttRe z−1 ∈ L1(R+), car Re z > 0.

De plus la fonction Γ est holomorphe sur l’ouvert Ω0 = {z ∈ C,Re z > 0} car
· ∀z ∈ Ω0, la fonction t 7→ e−ttz−1 appartient à L1(R+),
· ∀t > 0, la fonction Ω0 3 z 7→ e−ttz−1 est holomorphe sur Ω0,
· Pour ε0 > 0, t > 0,

sup
ε−1
0 ≥Re z≥ε0

|tz−1e−t| = sup
ε−1
0 ≥Re z≥ε0

tRe z−1e−t ≤ e−t
(
1[0,1](t)t

ε0−1 + 1[1,+∞[(t)t
ε−1
0
)︸ ︷︷ ︸

=g(t)

,

et g ∈ L1(R+).

Lemme 2.1.1. Pour z ∈ C,Re z > 0, on a Γ(z + 1) = zΓ(z) et plus généralement,
pour tout n ∈ N,

Γ(z + n+ 1) = Γ(z)
∏

0≤j≤n

(z + j). (2.1.2)

Démonstration. Soit z ∈ C,Re z > 0. On a

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

e−t︸︷︷︸
u′(t)

tz︸︷︷︸
v(t)

dt = [−e−ttz]t=+∞
t=0 −

∫ +∞

0

(−e−t)ztz−1dt,

et par conséquent, Γ(z + 1) = zΓ(z), ce qui donne (2.1.2) pour n = 0. Supposant
cette formule vraie pour Re z > 0 et un entier n ≥ 0, on obtient

Γ(z + n+ 2) = Γ(z + n+ 1)(z + n+ 1) = Γ(z)(z + n+ 1)
∏

0≤j≤n

(z + j),

ce qui donne le résultat cherché par récurrence.

21
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Lemme 2.1.2. La fonction Γ possède un unique prolongement comme fonction ho-
lomorphe sur C\(−N).

Démonstration. Soit z ∈ C,Re z > 0. D’après le lemme précédent, on a pour tout
n ∈ N,

Γ(z) =
Γ(z + n+ 1)∏

0≤j≤n(z + j)
.

Le membre de droite de cette égalité est holomorphe sur l’ouvert

Ωn+1 = {z ∈ C,Re z > −n− 1}\{0,−1, . . . ,−n}, (2.1.3)

et par conséquent la fonction Γ possède une extension holomorphe Γn+1 sur Ωn+1.
Soient n, l ∈ N ; les fonctions Γn+1,Γn+1+l sont toutes deux holomorphes sur l’ouvert
connexe Ωn+1 et coïncident avec la fonction holomorphe Γ sur l’ouvert non vide Ω0.
Par prolongement analytique, on a Γn+1 = Γn+1+l sur Ωn+1. On a

C\(−N) = ∪n∈NΩn+1,

et l’on remarque que si z ∈ Ωn+1 ∩ Ωm+1 pour n,m ∈ N, alors Γn+1(z) = Γm+1(z).
On peut donc poser pour z ∈ C\(−N),

Γ̃(z) = Γn+1(z) si z ∈ Ωn+1, n ∈ N.

La fonction Γ̃ est holomorphe sur C\(−N), coïncide avec la fonction holomorphe Γ
sur l’ouvert non vide Ω0 et est donc l’unique extension holomorphe de la fonction Γ
à C\(−N).

Théorème 2.1.3. La fonction Γ est une fonction méromorphe sur C, dont les pôles
sont simples en −N. De plus, pour k ∈ N, on a

Res(Γ,−k) =
(−1)k

k!
.

Pour z /∈ (−N), on a Γ(z + 1) = zΓ(z). On a également

Γ(1/2) =
√
π, ∀n ∈ N,Γ(n+ 1) = n!.

Démonstration. La fonction holomorphe sur l’ouvert connexe C\(−N) donnée par
Γ(z + 1)− zΓ(z) est nulle sur l’ouvert non vide Ω0 et donc identiquement nulle par
prolongement analytique. On a en outre Γ(1) =

∫ +∞
0

e−tdt = 1, et donc Γ(2) =
Γ(1) = 1! et pour n ∈ N∗, en raisonnant par récurrence,

Γ(n+ 2) = (n+ 1)Γ(n+ 1) = (n+ 1)× n! = (n+ 1)!.

N.B. Ce calcul nous donne une raison supplémentaire pour accepter la convention
habituelle 0! = 1 car il est naturel de poser 0! = Γ(1) qui vaut 1.
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Nous avons vu au lemme précédent que la fonction Γ se prolongeait de manière
unique en une fonction holomorphe sur C\(−N). De plus, en utilisant la notation
(2.1.3), on a vu que pour n ∈ N, z ∈ Ωn+2,

Γ(z) =
Γ(z + n+ 2)∏
0≤j≤n+1(z + j)

=
1

z + n+ 1

Γ(z + n+ 2)∏
0≤j≤n(z + j)

,

et donc

Γ(z)(z + n+ 1) =
Γ(z + n+ 2)∏

0≤j≤n(z + j)
,

qui est une fonction holomorphe au voisinage de −n− 1 = −k et telle que

Γ((−n− 1) + n+ 2)∏
0≤j≤n(−n− 1 + j)

=
Γ(1)

(−1)n+1(n+ 1)!
=

(−1)k

k!
.

Terminons la démonstration du théorème avec le calcul de Γ(1/2). Nous avons

Γ(1/2) =

∫ +∞

0

t−1/2e−tdt =

∫ +∞

0

e−πs
2

π−1/2s−12πsds = π1/2

∫
R
e−πs

2

ds,

et par ailleurs

(∫
R
e−πs

2

ds
)2

=

∫∫
R2

e−π(x2+y2)dxdy =

∫ +∞

0

e−πr
2

rdr2π = [e−πr
2

]0+∞ = 1,

ce qui implique (car
∫
R e
−πs2ds > 0), Γ(1/2) =

√
π.

2.2 La fonction Γ sur la droite réelle

On peut bien entendu restreindre la fonction Γ à R\(−N) et étudier les propriétés
spécifiques de cette fonction.

Proposition 2.2.1.
(1) Sur ]0,+∞[ la fonction Γ est strictement positive, atteint un unique minimum
en un point x0 ∈]1, 2[.
(2) La fonction ln Γ est convexe sur ]0,+∞[ (convexité logarithmique de Γ sur R∗+)
et donc Γ est convexe sur ]0,+∞[. Pour x > 0, on a

Γ′(x)2 < Γ(x)Γ′′(x).

(3) La fonction Γ est strictement négative et concave sur ∪k≥0]− 2k − 1,−2k[ avec
un unique maximum atteint sur chaque intervalle ]− 2k− 1,−2k[. La fonction Γ est
strictement positive et convexe sur ∪k≥0]−2k−2,−2k−1[ avec un unique minimum
atteint sur chaque intervalle ]− 2k − 2,−2k − 1[.
(4) Pour k ∈ N, on a Γ

(
(−2k)±

)
= ±∞ et Γ

(
(−2k − 1)±

)
= ∓∞.
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Démonstration. Pour x > 0, on a Γ(x) > 0 car Γ(x) est l’intégrale sur R+ d’une
fonction continue positive non identiquement nulle. On a (en utilisant la régularité
holomorphe) pour x > 0,

Γ′(x) =

∫ +∞

0

(ln t) ex ln te−tt−1dt,

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

Γ′(x)2 = 〈ln t, 1〉2L2(R+;tx−1e−tdt) ≤ ‖ ln t‖2
L2(R+;tx−1e−tdt)‖1‖2

L2(R+;tx−1e−tdt),

soit

Γ′(x)2 ≤
∫ +∞

0

(ln t)2 tx−1e−tdt︸ ︷︷ ︸
Γ′′(x)

∫ +∞

0

sx−1e−sds︸ ︷︷ ︸
Γ(x)

.

Par ailleurs l’inégalité de Cauchy-Schwarz ci-dessus est stricte, car les fonctions
t 7→ ln t et t 7→ 1 sont indépendantes dans L2(R+; tx−1e−tdt) (la fonction logarithme
n’est pas constante). On trouve par conséquent

d

dx

(
ln Γ

)
=

Γ′

Γ
,

d2

dx2

(
ln Γ

)
=

Γ′′Γ− Γ′2

Γ2
> 0,

ce qui donne la convexité logarithmique de la fonction Γ. On a de plus

Γ(1) = Γ(2) = 1,

et par conséquent il existe x0 ∈]1, 2[ tel que Γ′(x0) = 0. Comme la fonction Γ′ est
strictement croissante, on obtient que x0 est le seul zéro de la fonction Γ′ sur ]0,+∞[ ;
comme en outre on a

Γ(x) =
Γ(x+ 1)

x
∼

x→ 0+

1

x
, lim

x→+∞
Γ(x) = +∞,

car Γ est croissante sur [x0,+∞[ et Γ(n+ 1) = n! pour n ∈ N, on obtient le tableau
de variation suivant.

x 0 x0 +∞
Γ′′(x) + +
Γ′(x) − 0 +
Γ(x) +∞ ↘ Γ(x0) ↗ +∞

Table 2.1 – Tableau de variation de la fonction Γ.

Nous avons démontré (1), (2). Pour n ∈ N, on pose

Jn =]− 1− n,−n[. (2.2.1)
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Pour x ∈ Jn, on a

Γ(x) =
Γ(x+ n+ 2)∏
0≤j≤n+1(x+ j)

, x+ n+ 2 ∈]1, 2[, sign Γ(x) = (−1)n+1, (2.2.2)

car x, . . . , x+ n sont < 0 et x+ n+ 1 > 0. Calculons, pour x ∈ Jn,

d2 ln |Γ|
dx2

=
d2

dx2

(
ln Γ

)
(x+ n+ 2)−

∑
0≤j≤n+1

d2

dx2

{
ln |x+ j|

}
= (ln Γ)′′ (x+ n+ 2)︸ ︷︷ ︸

∈]1,2[

+
∑

0≤j≤n+1

1

(x+ j)2
> 0,

ce qui implique que |Γ| est logarithmiquement convexe. On note également que, pour
x ∈ Jn =]− n− 1,−n[ ,

(ln |Γ|)′(x) = (ln Γ)′(x+ n+ 2)−
∑

0≤j≤n−1

1

(x+ j)
− 1

x+ n
− 1

x+ n+ 1
,

et donc limx→(−n−1)+(ln |Γ|)′(x) = −∞, limx→(−n)−(ln |Γ|)′(x) = +∞; comme
(ln |Γ|)′′ est strictement positif sur Jn, on trouve que |Γ| possède un unique minimum
sur Jn. De plus, comme

sign Γ(x) = (−1)n+1,

on trouve que Γ est strictement négative (resp. positive) et concave (resp. convexe)
sur ] − 2k − 1,−2k[, k ≥ 0 (resp. ] − 2k − 2,−2k − 1[, k ≥ 0). L’unique minimum
de |Γ| sur Jn est un maximum de Γ pour n pair, un minimum de Γ pour n impair,
ce qui termine la démonstration de (3). Le point (4) est une conséquence immédiate
de l’identité (2.2.2) car pour x ∈ Jn, on a Γ(x+ n+ 2) ∈]Γ(x0), 1[⊂]0, 1[ et∏

0≤j≤n+1

(x+ j) = (−1)n+1|x+ n||x+ n+ 1|
∏

0≤j≤n−1

|x+ j|,

ce qui implique

lim
x→(−1−n)+

∏
0≤j≤n+1

(x+ j) = (−1)n+10+ = lim
x→(−n)−

∏
0≤j≤n+1

(x+ j)

et pour k ∈ N, Γ
(
(−2k)+

)
= +∞, Γ

(
(−2k)−

)
= −∞, et Γ

(
(−2k − 1)+

)
=

−∞, Γ
(
(−2k − 1)−

)
= +∞, ce qui termine la démonstration.

Remarque 2.2.2. On peut remarquer que le minimum de |Γ| sur Jn (donné par
(2.2.1)) tend vers 0 lorsque n→ +∞ : en effet pour x ∈ Jn on a x = −n−1+θ, θ ∈
]0, 1[ et pour j ∈ [0, n− 1],

−x− j = n+ 1− θ − j ≥ n− j,

de sorte que

inf
x∈Jn
|Γ(x)| = inf

x∈Jn
|x+ n|−1|x+ n+ 1|−1 Γ(x+ n+ 2)∏

0≤j≤n−1(−x− j)

≤ inf
θ∈]0,1[

(1− θ)−1θ−1∏
0≤j≤n−1(n− j)

=
1

n! supθ∈]0,1[ θ(1− θ)
=

4

n!
.
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Remarque 2.2.3. Le point x0 ∈]1, 2[ auquel le minimum de la fonction Γ sur ]0,+∞[
est atteint est approximé par

x0 = 1, 461631690 . . . et Γ(x0) = 0, 8856031944 . . .

La commande Mathematica

FindMinimum[Gamma[x], {x, 2}, WorkingPrecision →10]

permet de trouver

{0.8856031944, {x →1.461631690}}

i.e. le minimum 0, 8856031944 . . . atteint au point 1, 461631690 . . .
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2.3 Dessins
On peut également faire quelques dessins.

-4 -2 2 4

-10

-5

5

10

15

Figure 2.1 – La fonction Γ sur la droite réelle.
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2.5

3.0

3.5

Figure 2.2 – La fonction ln Γ sur R∗+.



Chapitre 3

La méthode d’Euler-Maclaurin

3.1 La série harmonique

Lemme 3.1.1. La série harmonique
∑

k≥1
1
k
est divergente. La suite

γn =
∑

1≤k≤n

1

k
− lnn,

est convergente. On définit la constante d’Euler γ par γ = limn γn. On a, en utilisant
la commande Mathematica

N[EulerGamma, 50]

γ = 0, 57721566490153286060651209008240243104215933593992 . . . .

Démonstration. La minoration évidente

∑
1≤k≤n

1

k
≥
∑

1≤k≤n

∫ k+1

k

dx

x
= ln(n+ 1), (3.1.1)

implique la divergence de la série harmonique. On a en outre

γn =
∑

1≤k≤n

1

k
−
∫ n

1

dx

x
=
∑

1≤k<n

∫ k+1

k

(1

k
− 1

x

)
dx+

1

n
=
∑

1≤k<n

∫ k+1

k

x− k
kx

dx+
1

n
,

et comme pour x ∈ [k, k + 1], k ≥ 1, on a

0 ≤ x− k
kx

≤ 1

kx
≤ 1

k2
,

on trouve que la suite (γn)n≥1 est convergente, ce qui implique en particulier que∑
1≤k≤n k

−1 ∼ lnn lorsque n tend vers +∞.

Nous souhaitons utiliser les calculs précédents pour préciser cette approximation.

29
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On a

Sn =
∑

1≤k≤n

1

k

= lnn+ γn = lnn+
+∞∑
k=1

∫ k+1

k

(1

k
− 1

x

)
dx+

1

n
−
∑
k≥n

∫ k+1

k

(1

k
− 1

x

)
dx

= lnn+ γ +
1

n
−
∑
k≥n

∫ k+1

k

(1

k
− 1

x

)
︸ ︷︷ ︸

u1(x)

1︸︷︷︸
v′1(x)

dx

v1(x) = x− k − 1

2
, (3.1.2)

Sn = lnn+ γ +
1

n
−
∑
k≥n

{[
(k−1 − x−1)(x− k − 1

2
)
]x=k+1

x=k

−
∫ k+1

k

x−2(x− k − 1

2
)dx
}

= lnn+ γ +
1

n
+
∑
k≥n

{( 1

k + 1
− 1

k

)1

2
+

∫ k+1

k

x−2(x− k − 1

2
)dx
}
.

Notons que la série
∑

k≥n
(

1
k+1
− 1

k

)
est absolument convergente 1 et en outre

∑
n≤k≤N

( 1

k + 1
− 1

k

)
=

∑
n+1≤k≤N+1

1

k
−
∑

n≤k≤N

1

k
=

1

N + 1
− 1

n
,

ce qui donne
∑

k≥n
(

1
k+1
− 1

k

)
1
2

= − 1
2n

et

Sn = lnn+ γ +
1

2n
+
∑
k≥n

∫ k+1

k

x−2︸︷︷︸
u2(x)

(x− k − 1

2
)︸ ︷︷ ︸

v′2,k(x)

dx,

v2,k(x) =
1

2

(
(x− k)2 − (x− k) +

1

6

)
, (3.1.3)

de sorte que, comme ∑
k≥n

[
x−2v2,k(x)

]x=k+1

x=k
= − 1

12n2
,

on obtient

Sn = lnn+ γ +
1

2n
− 1

12n2
+
∑
k≥n

∫ k+1

k

2x−3v2,k(x)dx. (3.1.4)

1. On a pour k ≥ 1, | 1
k+1 −

1
k | =

1
k(k+1) ≤

1
k2 .
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On veut continuer les intégrations par parties. Posons pour cela

B1(X) = X − 1

2
, v1,k(x) = B1(x− k), (3.1.5)

B2(X) = X2 −X +
1

6
, v2,k(x) =

1

2
B2(x− k). (3.1.6)

On cherche maintenant un polynôme B3 tel que

B′3 = 3B2,

∫ 1

0

B3(t)dt = 0. (3.1.7)

Il vient
B3(X) = X3 − 3

2
X2 +

X

2
, et l’on a B3(1) = B3(0) = 0.

En particulier, on a

∫ k+1

k

2x−3v2,k(x)dx =

∫ k+1

k

x−3

1
3
B′3(x−k)︷ ︸︸ ︷

B2(x− k) dx

=
1

3

[
x−3B3(x− k)

]x=k+1

x=k
+

∫ k+1

k

x−4B3(x− k)dx

=

∫ k+1

k

x−4B3(x− k)dx,

et de (3.1.4), il vient

Sn = lnn+ γ +
1

2n
− 1

12n2
+
∑
k≥n

∫ k+1

k

x−4

1
4
B′4(x−k)︷ ︸︸ ︷

B3(x− k) dx. (3.1.8)

On cherche un polynôme B4 tel que B′4 = 4B3,
∫ 1

0
B4(t)dt = 0. Il vient

B4 = X4 − 2X3 +X2 + b4,

1

5
− 1

2
+

1

3
+ b4 = 0, b4 +

6− 15 + 10

30
= 0, i.e. b4 = − 1

30
.

On a également B4(1) = b4, et l’on obtient

Sn = lnn+ γ +
1

2n
− 1

12n2
+
∑
k≥n

1

4

[
x−4B4(x− k)

]x=k+1

x=k
+

∫ k+1

k

x−5B4(x− k)dx

= lnn+ γ +
1

2n
− 1

12n2
− 1

120

∑
k≥n

( 1

(k + 1)4
− 1

k4

)
+

∫ k+1

k

x−5B4(x− k)dx

= lnn+ γ +
1

2n
− 1

12n2
+

1

120n4
+
∑
k≥n

∫ k+1

k

x−5B4(x− k)dx,
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et par conséquent de (3.1.8), il vient

Sn −
{

lnn+ γ +
1

2n
− 1

12n2
+

1

120n4

}
=
∑
k≥n

∫ k+1

k

x−5B4(x− k)dx.

On remarque en outre que B4(t) = − 1
30

+ t2(1− 2t + t2) = − 1
30

+ t2(1− t)2, et par
suite pour t ∈ [0, 1],

− 1

30
≤ B4(t) ≤ − 1

30
+

1

16
≤ 1

30
.

On a donc∣∣∣∣Sn − {lnn+ γ +
1

2n
− 1

12n2
+

1

120n4

}∣∣∣∣ ≤ 1

30

∫ +∞

n

dx

x5
=

n−4

30× 4
=

1

120n4
,

et par conséquent

Sn −
{

lnn+ γ +
1

2n
− 1

12n2
+

1

120n4

}
=

θn
120n4

, θn ∈ [−1, 1],

Sn = lnn+ γ +
1

2n
− 1

12n2
+

1 + θn
120n4

,

qui fournit le résultat suivant.

Lemme 3.1.2. Pour tout entier n ≥ 1, il existe σn ∈ [0, 1] tel que∑
1≤k≤n

1

k
= lnn+ γ +

1

2n
− 1

12n2
+

σn
60n4

.

Nous allons étudier dans la suite de ce chapitre des généralisations de ce résultat.

3.2 Polynômes de Bernoulli
On pose pour (t, x) ∈ (C\2iπZ∗)× C

G(t, x) =
tetx

et − 1
, (3.2.1)

et l’on remarque que t 7→ t/(et − 1) est holomorphe sur (2iπZ∗)c. En particulier,
pour |t| < 2π, on a (cf. Lemme 11.3.20)

G(t, x) =
∑
k≥0

tk

k!
Bk(x),

avec

Bn(x) =

{( d
dt

)n( tetx

et − 1

)}
|t=0

=

{ ∑
0≤k≤n

Ck
n

( d
dt

)k ( t

et − 1

)( d
dt

)n−k (
etx
)}
|t=0

=
∑

0≤k≤n

Ck
n

{( d
dt

)k ( t

et − 1

)}
t=0

xn−k. (3.2.2)
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Pour n ∈ N, on définit le polynôme de Bernoulli Bn et le nombre de Bernoulli bn
par les formules

Bn(X) =
∑

0≤k≤n

Ck
n

{( d
dt

)k ( t

et − 1

)}
t=0

Xn−k, (3.2.3)

bn = Bn(0) =

{( d
dt

)n( t

et − 1

)}
t=0

. (3.2.4)

On dira également que la fonction G définie en (3.2.1) est la fonction génératrice
des polynômes de Bernoulli.

Proposition 3.2.1. Pour n ∈ N, le polynôme de Bernoulli est de degré n et bn =
Bn(0) ∈ Q. En outre, on a B0 = 1,

∀n ≥ 1, Bn = Xn − n

2
Xn−1 +

∑
l≥1

C2l
n b2lX

n−2l (3.2.5)

b0 = 1, b1 = −1

2
, b2 =

1

6
, ∀n ≥ 1, b2n+1 = 0, (3.2.6)

∀n ≥ 1, B′n = nBn−1,

∫ 1

0

Bn(x)dx = 0, (3.2.7)

∀n ≥ 1, Bn(X + 1)−Bn(X) = nXn−1, (3.2.8)
∀n ≥ 2, Bn(1) = Bn(0). (3.2.9)

Démonstration. Considérons tout d’abord la fonction φ holomorphe sur (2iπZ∗)c
définie par

φ(t) =
t

et − 1
− 1 +

t

2
.

C’est une fonction paire car

φ(−t) =
−t

e−t − 1
− 1− t

2
=

t

1− e−t
− 1− t

2
=
t(et − 1) + t

et − 1
− 1− t

2

= t+
t

et − 1
− 1− t

2
= φ(t),

et on vérifie également φ(0) = φ′(0) = 0. Par conséquent, on a pour |t| < 2π,

t

et − 1
= 1− t

2
+
∑
k≥1

φ(2k)(0)

(2k)!
t2k = 1− t

2
+
∑
k≥1

b2k

(2k)!
t2k, (3.2.10)

et de la définition (3.2.4), il vient b0 = 1, b1 = −1/2, b2k+1 = 0, pour k ≥ 1. De plus,
de (3.2.3), il vient

Bn(X) = Xn − n

2
Xn−1 +

∑
2≤k≤n

Ck
nbkX

n−k = Xn − n

2
Xn−1 +

∑
2≤2l≤n

C2l
n b2lX

n−2l,

ce qui démontre (3.2.5), (3.2.6) à l’exception de b2 = 1/6 que nous démontrerons
plus bas. De plus, de (3.2.2), il vient pour n ≥ 1,

B′n(x) =

{( d
dt

)n( t2etx

et − 1

)}
|t=0

= n

{( d
dt

)n−1
(

tetx

et − 1

)}
|t=0

= nBn−1(x),
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et également

Bn(x+ 1)−Bn(x) =

{( d
dt

)n(tet(x+1)

et − 1
− tetx

et − 1

)}
|t=0

=

{( d
dt

)n (
tetx
)}
|t=0

= nxn−1,

ce qui implique par conséquent,∫ 1

0

Bn(x)dx =
Bn+1(1)−Bn+1(0)

n+ 1
=

(n+ 1)0n

n+ 1
= 0,

démontrant (3.2.7), (3.2.8) ainsi que (3.2.9). Pour n ≥ 2, on a donc

0 = Bn(1)−Bn(0) = 1− n

2
+
∑
l≥1

C2l
n b2l −

{
bn si n est pair,
0 si n est impair,

et par conséquent pour n = 2m, m ≥ 1, il vient∑
1≤l≤m−1

C2l
2mb2l + 1−m = 0,

ce qui donne, pour m ≥ 2,

m(2m− 1)b2m−2 = m− 1−
∑

1≤l≤m−2

C2l
2mb2l, (3.2.11)

une formule de récurrence qui permet de déterminer les nombres de Bernoulli (et de
démontrer qu’ils sont rationnels).

En particulier, il vient

m = 2, 2× 3× b2 = 1, soit b2 =
1

6
, (3.2.12)

m = 3, 3× 5× b4 = 3− 1− C2
6b2, soit b4 = − 1

30
, (3.2.13)

m = 4, 4× 7× b6 = 4− 1− C2
8b2 − C4

8b4 = 3− 28

6
+

70

30
,

soit b6 =
1

42
, (3.2.14)

ce qui achève la démonstration de la Proposition.
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Remarque 3.2.2. On obtient directement en continuant les calculs, utilisant (3.2.11)
et (3.2.5)

B0 = 1

B1 = −1

2
+X

B2 =
1

6
−X +X2

B3 =
1

2
X − 3

2
X2 +X3

B4 = − 1

30
+X2 − 2X3 +X4

B5 = −1

6
X +

5

3
X3 − 5

2
X4 +X5

B6 =
1

42
− 1

2
X2 +

5

2
X4 − 3X5 +X6

B7 =
1

6
X − 7

6
X3 +

7

2
X5 − 7

2
X6 +X7

B8 = − 1

30
+

2

3
X2 − 7

3
X4 +

14

3
X6 − 4X7 +X8

B9 = − 3

10
X + 2X3 − 21

5
X5 + 6X7 − 9

2
X8 +X9

B10 =
5

66
− 3

2
X2 + 5X4 − 7X6 +

15

2
X8 − 5X9 +X10

et

b12 = − 691

2730
, b14 =

7

6
, b16 = −3617

510
,

b18 =
43867

798
, b20 = −174611

330
, . . .

b50 =
495057205241079648212477525

66
.

La commandeMathematica Table[BernoulliB[k], {k, 0, 10}] permet d’obtenir
les 11 premiers nombres de Bernoulli.

La commande Table[BernoulliB[n, z], n, 0, 5] fournit les 6 premiers poly-
nômes de Bernoulli.

La commande

Table[BernoulliB[n, z] // TraditionalForm, {n, 0, 3}]

fournit 1, z − 1
2
, z2 − z + 1

6
, z3 − 3z2

2
+ z

2
.
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3.3 Formule d’Euler-Maclaurin

On souhaite examiner pour un entier n ≥ 1, une fonction f continue définie sur
R et x ∈ R, la somme

f(x) + f(x+ 1) + · · ·+ f(x+ n) = Sn,f (x), (3.3.1)

somme que l’on veut comparer à l’intégrale∫ x+n+1

x

f(t)dt.

En suivant la méthode donnée dans le paragraphe 3.1 pour la série harmonique, nous
verrons que les polynômes de Bernoulli et des intégrations par parties répétées nous
permettront d’obtenir des approximations très précises de Sn,f . On a en particulier

Sn,f (x) =
∑

0≤k≤n

f(x+ k) =
∑

0≤k≤n

(
f(x+ k)−

∫ x+k+1

x+k

f(t)dt
)

+

∫ x+n+1

x

f(t)dt,

et par conséquent, supposant f continûment dérivable,

Sn,f (x) =

∫ x+n+1

x

f(t)dt+
∑

0≤k≤n

∫ x+k+1

x+k

(
f(x+ k)− f(t)

)︸ ︷︷ ︸
uk(t)

1︸︷︷︸
v′(t)= d

dt
(B1(t−x−k))

dt

=

∫ x+n+1

x

f(t)dt+
∑

0≤k≤n

[(
f(x+ k)− f(t)

)
B1(t− x− k)

]t=x+k+1

t=x+k

+
∑

0≤k≤n

∫ x+k+1

x+k

f ′(t)B1(t− x− k)dt

=

∫ x+n+1

x

f(t)dt+
∑

0≤k≤n

(
f(x+ k)− f(x+ k + 1)

)
B1(1)

+
∑

0≤k≤n

∫ x+k+1

x+k

f ′(t)B1(t− x− k)dt (3.3.2)

soit

Sn,f (x) =

∫ x+n+1

x

f(t)dt+
f(x)− f(x+ n+ 1)

2

+
∑

0≤k≤n

∫ x+k+1

x+k

f ′(t)
1

2

d

dt

{
B2(t− x− k)

}
dt. (3.3.3)

En supposant f de classe C2, on peut intégrer par parties à nouveau en suivant la
méthode du paragraphe 3.1. Donnons un énoncé plus général.
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Théorème 3.3.1. Soit x0 ∈ R,m ∈ N et soit f ∈ C2m+1([x0,+∞[). Pour x ≥ x0,
n ∈ N, on a avec Sn,f (x) =

∑
0≤k≤n f(x+ k),

Sn,f (x) =

∫ x+n+1

x

f(t)dt+
1

2

(
f(x)− f(x+ n+ 1)

)
+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!

(
f (2l−1)(x+ n+ 1)− f (2l−1)(x)

)
+

1

(2m+ 1)!

∫ n+1

0

B̃2m+1(θ)f (2m+1)(x+ θ)dθ,

où B̃2m+1 est la fonction 1-périodique coïncidant avec le polynôme de Bernoulli
B2m+1 sur l’intervalle [0, 1[.

N.B. On a B̃2m+1(θ) =
∑

k∈Z 1[k,k+1[(θ)B2m+1(θ − k) = B2m+1

(
θ − E(θ)

)
, où E(θ)

est la partie entière de θ, caractérisée par

E(θ) ∈ Z, E(θ) ≤ θ < E(θ) + 1.

Démonstration. On effectue une récurrence sur m. La formule cherchée est vérifiée
pour m = 0 (f de classe C1) d’après (3.3.2) car∑

0≤k≤n

∫ x+k+1

x+k

f ′(t)B1(t− x− k)dt =

∫ n+1

0

f ′(x+ θ)
∑

0≤k≤n

1[k,k+1[(θ)B1(θ − k)dθ

=

∫ n+1

0

f ′(x+ θ)B̃1(θ)dθ.

Supposons maintenant la formule du théorème vérifiée pour un entier m ≥ 0. Pour
une fonction f de classe C2m+3 sur [x0,+∞[, pour x ≥ x0, n ∈ N, on peut appliquer
la formule donnée par l’hypothèse de récurrence. Examinons le dernier terme ρm :
on a

ρm =
1

(2m+ 1)!

∫ n+1

0

B̃2m+1(θ)f (2m+1)(x+ θ)dθ

=
1

(2m+ 1)!

∑
0≤k≤n

∫ k+1

k

f (2m+1)(x+ θ)B2m+1(θ − k)dθ

=
1

(2m+ 2)!

∑
0≤k≤n

∫ k+1

k

f (2m+1)(x+ θ)
d

dθ

{
B2m+2(θ − k)

}
dθ

=
1

(2m+ 2)!

{ ∑
0≤k≤n

[
f (2m+1)(x+ θ)B2m+2(θ − k)

]θ=k+1

θ=k

−
∑

0≤k≤n

∫ k+1

k

f (2m+2)(x+ θ)B2m+2(θ − k)dθ
}

=
∑

0≤k≤n

b2m+2

(2m+ 2)!

(
f (2m+1)(x+ k + 1)− f (2m+1)(x+ k)

)
− 1

(2m+ 2)!

∑
0≤k≤n

∫ k+1

k

f (2m+2)(x+ θ)
d

(2m+ 3)dθ

{
B2m+3(θ − k)

}
dθ,
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ce qui donne comme f est de classe C2m+3,

ρm =
b2m+2

(2m+ 2)!

(
f (2m+1)(x+ n+ 1)− f (2m+1)(x)

)
− 1

(2m+ 3)!

∑
0≤k≤n

∫ k+1

k

f (2m+2)(x+ θ)
d

dθ

{
B2m+3(θ − k)

}
dθ

=
b2m+2

(2m+ 2)!

(
f (2m+1)(x+ n+ 1)− f (2m+1)(x)

)
+

1

(2m+ 3)!

∑
0≤k≤n

∫ k+1

k

f (2m+3)(x+ θ)B2m+3(θ − k)dθ

− 1

(2m+ 3)!

∑
0≤k≤n

[
f (2m+2)(x+ θ)B2m+3(θ − k)

]θ=k+1

θ=k
.

On remarque que le terme écrit sur la dernière ligne est nul car pour m ≥ 0,

B2m+3(1) = B2m+3(0) = b2m+3 = 0,

et l’on obtient par conséquent,

ρm =
b2m+2

(2m+ 2)!

(
f (2m+1)(x+ n+ 1)− f (2m+1)(x)

)
+ ρm+1,

ce qui est la formule cherchée pour m+ 1.

Remarque 3.3.2. On a B̃2m+1(θ) = −B̃2m+1(1− θ). En effet, les deux membres sont
des fonctions 1-périodiques et il suffit de vérifier cette identité sur [0, 1[, i.e. nous
devons démontrer que

B2m+1(X) +B2m+1(1−X) = 0.

Cette propriété est vérifiée pour m = 0 car B1 = X − 1
2
et donc

B1(X) +B1(1−X) = X − 1

2
+ 1−X − 1

2
= 0.

Si m ≥ 0, on a(
B2m+3(X) +B2m+3(1−X)

)′′
= (2m+ 3)(2m+ 2)

(
B2m+1(X) +B2m+1(1−X)

)
= 0,

grâce à l’hypothèse de récurrence. Ceci implique que le polynôme B2m+3(X) +
B2m+3(1−X) est de degré ≤ 1. En outre, on a(

B2m+3(X) +B2m+3(1−X)
)′

(0) = (2m+ 3)
(
B2m+2(0)−B2m+2(1)

)
= 0,

et
B2m+3(0) +B2m+3(1) = 2b2m+3 = 0.

Le polynôme B2m+3(X)+B2m+3(1−X) est de degré ≤ 1, de dérivée nulle en 0 (donc
partout), prenant la valeur 0 en 0 : c’est donc le polynôme nul.



Chapitre 4

Développements eulériens

4.1 Produits infinis

Définition 4.1.1. Soit (ak)k≥1 une suite de C∗. Pour n ≥ 1, on pose Pn =
∏

1≤k≤n ak.
Si la suite (Pn)n≥1 converge dans C∗, on dit que le produit infini

∏
k≥1 ak est stric-

tement convergent et l’on pose ∏
k≥1

ak = lim
n
Pn.

Proposition 4.1.2. Soit (uk)k≥1 une suite de nombres complexes telle que∑
k≥1

|uk| < +∞. (4.1.1)

Alors, il existe k0 ≥ 1 tel que le produit infini
∏

k≥k0
(1 + uk) soit strictement

convergent.

Démonstration. Comme la série de terme général uk est convergente, on a limk uk =
0 et pour k ≥ k0 ≥ 1, on a |uk| ≤ 1/2 ; la suite (uk)k≥k0 est une suite de C\{−1} et

ak = 1 + uk ∈ D(1, 1/2) ⊂ C\R−.

En utilisant le logarithme complexe défini dans le paragraphe 1.3, il vient pour
|z| ≤ 1/2,

Log(1 + z) =

∫
[1,1+z]

dξ

ξ
= z

∫ 1

0

dt

1 + tz
,

et comme |1 + tz| ≥ 1− t/2 > 0, pour t ∈ [0, 1], il vient

∀z, |z| ≤ 1/2, |Log(1 + z)| ≤ |z|[−2 ln(1− t/2)]t=1
t=0 = |z| ln 4 ≤ 3|z|/2. (4.1.2)

Par conséquent, pour k ≥ k0,

|Log(1 + uk)| ≤ 3|uk|/2 =⇒
∑
k≥k0

|Log(1 + uk)| < +∞.

39
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La suite
(∑

k0≤k≤n Log(1 + uk)
)
n≥k0

est donc convergente dans C et en rappelant
que pour tout ζ ∈ C\R−, on a eLog ζ = ζ (cf. Théorème 1.3.1), il vient∏

k0≤k≤n

(1 + uk) =
∏

k0≤k≤n

eLog(1+uk) = e
∑
k0≤k≤n

Log(1+uk)

qui converge dans C∗, ce qui donne le résultat cherché.

Remarque 4.1.3. Considérons la suite ak = k+1
k

= 1 + 1
k
, k ≥ 1. C’est une suite de

C∗ et l’on a ∏
1≤k≤n

ak =
2

1

3

2

4

3
. . .

n

n− 1

n+ 1

n
= n+ 1 −→

n→+∞

+∞,

soit un produit infini divergent bien que limk ak = 1. Cela ne contredit pas la pro-
position précédente car

∑
k≥1 1/k = +∞.

Remarque 4.1.4. Considérons la suite bk = k
k+1

= 1− 1
k+1

, k ≥ 1. C’est une suite de
C∗ et l’on a ∏

1≤k≤n

bk =
1

2

2

3

3

4
. . .

n− 1

n

n

n+ 1
=

1

n+ 1
−→
n→+∞

0,

soit un produit infini qui ne converge pas dans C∗, bien que limk bk = 1. Cela ne
contredit pas la proposition précédente car

∑
k≥1 1/k = +∞.

Remarque 4.1.5. Le critère de convergence donné par la Proposition 4.1.2 fournit une
condition suffisante d’usage aisé mais n’est pas nécessaire pour obtenir la convergence
dans C∗. Considérons par exemple

ak = 1 +
(−1)k

k + 1
, k ≥ 1.

La condition (4.1.1) est violée, néanmoins ∀k ≥ 1, ak ∈ R∗ et

a2l =
2l + 2

2l + 1
, a2l+1 =

2l + 1

2l + 2
,

∏
1≤k≤2n+1

ak = a1(a2a3) . . . (a2na2n+1) = a1 =
1

2
,

ce qui implique (car
∏

1≤k≤2n+2 ak = a2n+2

∏
1≤k≤2n+1 ak), que

lim
n

∏
1≤k≤n

ak =
1

2
.

On examine maintenant une version holomorphe des produits infinis.

Proposition 4.1.6. Soit Ω un ouvert de C et soit (vk)k≥1 une suite de fonctions
holomorphes sur Ω telle que

∀K compact ⊂ Ω,
∑
k≥1

sup
z∈K
|vk(z)| < +∞. (4.1.3)
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Alors, pour tout z ∈ Ω, on a limN→+∞
∏

1≤k≤N
(
1 + vk(z)

)
= P (z), et P ∈ H(Ω).

On pose pour z ∈ Ω,

P (z) =
+∞∏
k=1

(
1 + vk(z)

)
,

et l’on a
P (z) = 0⇐⇒ ∃k ≥ 1, vk(z) = −1.

Démonstration. Soit z0 ∈ Ω et r0 > 0 tel que K0 = D(z0, r0) ⊂ Ω. D’après l’hypo-
thèse (4.1.3), il existe n0 tel que

∀k ≥ n0, sup
K0

|vk(z)| ≤ 1/2.

Le Corollaire 1.2.3 et l’estimation (4.1.2) impliquent que λn0 définie sur D(z0, r0)
par

λn0(z) =
∑
k≥n0

Log(1 + vk(z)),

est holomorphe sur D(z0, r0). Considérons pour z ∈ D(z0, r0), n ≥ n0,∏
1≤k≤n

(
1 + vk(z)

)
=

∏
1≤k<n0

(
1 + vk(z)

)
︸ ︷︷ ︸

Pn0 (z)
Pn0 ∈ H(Ω)

∏
n0≤k≤n

(
1 + vk(z)

)
.

Il vient pour z ∈ D(z0, r0),∏
1≤k≤n

(
1 + vk(z)

)
= Pn0(z)

∏
n0≤k≤n

eLog(1+vk(z)) = Pn0(z)e
∑
n0≤k≤n

Log(1+vk(z)),

et par conséquent

lim
n→+∞

∏
1≤k≤n

(
1 + vk(z)

)
= Pn0(z)eλn0 (z) = P (z),

où P est une fonction holomorphe sur D(z0, r0). Nous avons donc obtenu que, pour
z ∈ Ω,

lim
n→+∞

∏
1≤k≤n

(
1 + vk(z)

)
= P (z), P ∈ H(Ω).

En outre, nous avons démontré que pour tout point z0 ∈ Ω, il existe r0 > 0 tel que
pour z ∈ D(z0, r0),

Pn0(z)eλn0 (z) = P (z), Pn0 =
∏

1≤k<n0

(1 + vk), λn0 ∈ H
(
D(z0, r0)

)
.

Par suite, si P (z0) = 0, alors le produit fini
∏

1≤k<n0
(1 + vk(z0)) doit s’annuler et

par conséquent, il existe k ≥ 1 tel que vk(z) = −1, ce qui achève la démonstration
du théorème.

Remarque 4.1.7. L’hypothèse (4.1.3) est importante pour assurer cette propriété
“d’intégrité” du produit infini qui alors ne peut s’annuler que si l’un des facteurs
s’annule. Sans cette hypothèse, la Remarque 4.1.4 nous a montré que la limite pou-
vait être nulle sans qu’aucun des facteurs ne soit nul.
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4.2 Développements eulériens pour cotan, sin.

Théorème 4.2.1. Pour z ∈ (πZ)c,

cotanz =
cos z

sin z
=

1

z
+
∑
k≥1

2z

z2 − π2k2
. (4.2.1)

Démonstration. Rappelons que

sin z = 0⇐⇒ eiz = e−iz,

et d’après le Théorème 1.1.1, ceci est équivalent à 2iz ∈ 2iπZ, i.e. à z ∈ πZ. Par
ailleurs, pour K compact inclus dans (πZ)c, on a pour k ≥ 1,∣∣∣∣ 2z

z2 − π2k2

∣∣∣∣ =
2|z|

|π−2k−2z2 − 1|
1

π2k2
≤ 2 supz∈K |z|

δK

1

π2k2
, (4.2.2)

avec
δK = inf

z∈K,k≥1
|π−2k−2z2 − 1|.

Notons que δK > 0, sinon on pourrait trouver des suites (zj)j≥1 dans K et (kj)j≥1

dans N∗ avec limj π
−2k−2

j z2
j = 1; la compacité de K nous permettant d’extraire

une sous-suite convergente dans K de la suite (zj)j≥1, on peut supposer celle-ci
convergente de limite z0 ∈ K, ce qui implique limj k

2
j = π−2z2

0 . La convergence
de cette suite d’entiers implique que la suite (k2

j )j≥1 est stationnaire à partir d’un
certain rang. Nous aurions alors trouvé,

π−2z2
0 = N2, N ∈ N∗ =⇒ z0 ∈ K ∩ πZ = ∅,

ce qui est impossible. L’estimation (4.2.2) et le Corollaire 1.2.3 impliquent que le
membre de droite de (4.2.1) définit une fonction holomorphe C0 sur (πZ)c.

Lemme 4.2.2. La fonction holomorphe C0 définie sur (πZ)c par le second membre
de (4.2.1) est π-périodique (notons que (πZ)c est stable par la translation z 7→ z +
π). De plus cette fonction est méromorphe sur C de pôles πZ qui sont simples et
Res(C0, πk) = 1.

Démonstration du lemme. On remarque que, pour N ∈ N∗, z /∈ πZ,∑
|k|≤N

1

z − kπ
=

1

z
+
∑

1≤k≤N

( 1

z − kπ
+

1

z + kπ

)
=

1

z
+
∑

1≤k≤N

2z

z2 − k2π2
,

de sorte que, pour z /∈ πZ, C0(z) = limN→+∞
∑
|k|≤N

1
z−kπ . Par suite, pour z /∈ πZ,

on a z + π /∈ πZ et

C0(z + π) = lim
N→+∞

∑
|k|≤N

1

z + π − kπ
= lim

N→+∞

∑
−N≤k≤N

1

z − (k − 1)π

= lim
N→+∞

∑
−N−1≤l≤N−1

1

z − lπ

= lim
N→+∞

{ 1

z +Nπ
+

1

z + (N + 1)π
+

∑
−(N−1)≤l≤N−1

1

z − lπ
}

= C0(z),
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ce qui donne la périodicité cherchée. On a en outre pour z ∈ (πZ)c,

zC0(z) = 1 +
∑
k≥1

2z2

z2 − π2k2
,

ce qui démontre que zC0(z) est holomorphe au voisinage de 0 et vaut 1 en 0. Par
périodicité, on obtient que, pour tout l ∈ Z, la fonction (z−lπ)C0(z) est holomorphe
au voisinage de lπ et vaut 1 en lπ.

Remarque 4.2.3. La fonction cotan définie sur (πZ)c est π-périodique, méromorphe
sur C de pôles πZ qui sont simples et Res(C0, πk) = 1. En effet, on a

cos(z + π) =
ei(z+π) + e−i(z+π)

2
= − cos z, sin(z + π) = − sin z,

et

z cotanz = cos z
z

sin z
−→
z→0

cos 0
1

sin′(0)
= 1,

ce qui implique que la fonction z 7→ zcotanz est holomorphe au voisinage de 0 et
vaut 1 en 0 et par périodicité que ∀l ∈ Z, (z−lπ)cotanz est holomorphe au voisinage
de lπ et vaut 1 en lπ.

Par conséquent, la fonction

z 7→ f(z) = cotanz − C0(z), (4.2.3)

est une fonction entière, car holomorphe sur (πZ)c et pour tout l ∈ Z, (z − lπ)f(z)
est holomorphe au voisinage de lπ et vaut 0 en lπ de sorte que

(z − lπ)
(
cotanz − C0(z)

)
= (z − lπ)gl(z), gl holomorphe au voisinage de lπ,

ce qui implique que f est holomorphe au voisinage de lπ. Notons que la fonction
entière f est aussi impaire et π-périodique et est donc complètement déterminée par
ses valeurs dans la bande

B = {z ∈ C, 0 ≤ Re z ≤ π/2}. (4.2.4)

On remarque que, pour k ∈ N∗, z ∈ B ∩ {z ∈ C, | Im z| ≥ 1},

|k2π2 − z2| = |kπ − z||kπ + z|
=
√

(kπ − Re z)2 + (Im z)2
√

(kπ + Re z)2 + (Im z)2

≥ π2(k − 1

2
)2 + (Im z)2,

ce qui implique ∣∣∣∣ 2z

z2 − k2π2

∣∣∣∣ ≤ 2(π
2

+ | Im z|)
π2(k − 1

2
)2 + (Im z)2

.
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Par conséquent 1 pour z ∈ B ∩ {z ∈ C, | Im z| ≥ π},

|C0(z)| ≤ 1

|z|
+ (π + 2| Im z|)

∑
k≥1

π(k−1/2)≥| Im z|

1

π2(k − 1
2
)2

+
∑
k≥1

π(k−1/2)<| Im z|

π + 2| Im z|
| Im z|2

≤ 1 +
π + 2| Im z|
| Im z|
π
− 1

2

+
π + 2| Im z|
| Im z|2

( | Im z|
π

+
1

2

)
,

ce qui implique
sup

{z∈C,0≤Re z≤π/2,| Im z|≥π}
|C0(z)| < +∞,

et par imparité et π-périodicité de C0,

sup
| Im z|≥π

|C0(z)| < +∞. (4.2.5)

De plus, si Im z ≥ π, on a

|cotanz| =
∣∣∣∣ie2iz + 1

e2iz − 1

∣∣∣∣ =
|1 + e−2 Im ze2iRe z|
|1− e−2 Im ze2iRe z|

≤ 1 + e−2 Im z

1− e−2 Im z
≤ 2

1− e−2π

si Im z ≤ −π, on a

|cotanz| =
∣∣∣∣ie2iz + 1

e2iz − 1

∣∣∣∣ =
|e−2 Im ze2iRe z + 1|
|e−2 Im ze2iRe z − 1|

≤ e−2 Im z + 1

e−2 Im z − 1
=
e2 Im z + 1

1− e2 Im z
≤ 2

1− e−2π
,

et par conséquent
sup
| Im z|≥π

|cotanz| < +∞. (4.2.6)

Comme la fonction f donnée par (4.2.3) est entière, elle est bornée sur

{z ∈ C, 0 ≤ Re z ≤ π/2, | Im z| ≤ π},

et par imparité et π-périodicité,

sup
| Im z|≤π

|f(z)| < +∞. (4.2.7)

Des inégalités (4.2.5), (4.2.6) et (4.2.7), il vient que f est une fonction entière bornée,
ce qui implique d’après le théorème de Liouville (cf. Théorème 1.2.8) que f est
constante. Comme f est aussi impaire, elle est identiquement nulle et l’on obtient
(4.2.1) dans le Théorème 4.2.1.

1. Pour λ > 1, on a
∑
k≥λ

1
k2 ≤

∑
k≥λ

∫ k
k−1

dx
x2 ≤

∫ +∞
λ−1

dx
x2 = 1

λ−1 . On utilise cette majoration
ci-dessus pour

λ =
| Im z|
π

+
1

2
≥ 3/2.
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Remarque 4.2.4. La fonction tan est définie sur (π
2

+πZ)c, est π-périodique, impaire,
méromorphe sur C de pôles π

2
+ πZ qui sont simples et Res(tan, π

2
+ πk) = −1. En

effet, on a

cos(z +
π

2
) =

ei(z+
π
2

) + e−i(z+
π
2

)

2
=
ieiz − ie−iz

2
= − sin z, sin(z +

π

2
) = cos z,

et

z tan(z +
π

2
) = − cos z

z

sin z
−→
z→0

− cos 0
1

sin′(0)
= −1,

ce qui implique que la fonction z 7→ z tan(z + π
2
) est holomorphe au voisinage de 0

et vaut −1 en 0 et par périodicité que ∀l ∈ Z, (z − lπ) tan(z + π
2
) est holomorphe

au voisinage de lπ et vaut −1 en lπ. En outre pour a, b, a± b ∈ C\(π
2

+ πZ), on a

tan(a+ b) =
tan a+ tan b

1− tan a tan b
, tan(a− b) =

tan a− tan b

1 + tan a tan b
, (4.2.8)

car cos a, cos b, cos(a+ b) sont non nuls (cf. (1.1.8)) et

(
1− tan a tan b

)
tan(a+ b) =

cos a cos b− sin a sin b

cos a cos b
× sin a cos b+ sin b cos a

cos a cos b− sin a sin b

=
sin a cos b+ sin b cos a

cos a cos b
= tan a+ tan b.

Remarquons que
(
1− tan a tan b

)
6= 0, sinon nous aurions

0 = tan a+ tan b =
sin a cos b+ sin b cos a

cos a cos b
=⇒ sin(a+ b) = 0

=⇒ a+ b = πk, k ∈ Z =⇒ 0 = 1− tan a tan b = 1 + tan2 a,

ce qui est impossible car on aurait

sin2 a = − cos2 a, et donc 1 = sin2 a+ cos2 a = 0.

On obtient donc la première formule de (4.2.8) ; la seconde s’obtient en changeant b
en −b dans la première (et en remarquant que (π

2
+ πZ) est symétrique par rapport

à l’origine). En outre, pour p, q ∈ C\(π
2

+ πZ), on a 2

tan p− tan q =
sin(p− q)
cos p cos q

, tan p+ tan q =
sin(p+ q)

cos p cos q
. (4.2.9)

En effet, on a

sin(p− q)
cos p cos q

=
sin p cos q − sin q cos p

cos p cos q
= tan p− tan q.

2. La commande Mathematica TrigFactor[Tan[p] + Tan[q]] donne

Sec[p] Sec[q] Sin[p + q] qui fournit (4.2.9) car la sécante Sec[x]=1/Cos[x].
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Théorème 4.2.5. Pour z ∈ C, on a

sin z = z
+∞∏
k=1

(
1− z2

π2k2

)
. (4.2.10)

Démonstration. D’après la Proposition 4.1.6, le membre de droite S(z) de (4.2.10)
définit une fonction entière sur C dont les zéros sont simples et situés en πZ. Pour
k ≥ 1, z ∈ C, |z| ≤ π/2, on a

|z2/(k2π2)| ≤ 1/4

et par suite l’estimation (4.1.2) implique

∀k ≥ 1, ∀z ∈ C, |z| ≤ π/2, |Log
(
1− z2

π2k2

)
| ≤ 3|z|2

2k2π2
≤ 3

8k2
.

Le Corollaire 1.2.3 implique alors que la fonction λ définie sur

U = {z ∈ C, |z| < π/2} par λ(z) =
∑
k≥1

Log
(
1− z2

π2k2

)
,

est holomorphe sur U et telle que eλ(z) =
∏+∞

k=1

(
1− z2

π2k2

)
. On a en outre d’après le

Corollaire 1.2.3 et le Théorème 4.2.1

∀x ∈]0, π/2[, λ′(x) =
∑
k≥1

(
1− x2

π2k2

)−1 (−2x)

π2k2
=
∑
k≥1

(
π2k2 − x2

)−1
(−2x)

= cotanx− 1

x
=

d

dx

(
ln(sinx)− lnx

)
,

ce qui donne l’existence d’une constante α telle que

∀x ∈]0, π/2[, λ(x) = α + ln
(sinx

x

)
,

+∞∏
k=1

(
1− x2

π2k2

)
= eα

sinx

x

et S(x) = eα sinx. Comme les fonctions entières S et z 7→ eα sin z coïncident sur
]0, π/2[, par prolongement analytique, elles sont égales. En outre on a, avec λ holo-
morphe sur U ,

S(z) = zeλ(z), λ(0) = 0 et donc S ′(0) = 1,

ce qui implique eα sin′(0) = 1 et donc eα = 1, ce qui achève la démonstration.

4.3 Formules de Gauss et de Weierstrass pour la
fonction Γ

Théorème 4.3.1 (Formule de Gauss). Soit z ∈ C\(−N). Alors on a

Γ(z) = lim
n→+∞

nz n!

z(z + 1) . . . (z + n)
. (4.3.1)
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Démonstration. Nous allons commencer par examiner le cas où z ∈]0,+∞[. Pour
x > 0 et n ∈ N, on remarque que

Γ(x) = lim
n

∫ n

0

tx−1
(
1− t

n

)n
dt. (4.3.2)

En effet, tout d’abord on a pour t0 > 0

lim
n
tx−1
0

(
1− t0

n

)n
1[0,n](t0) = tx−1

0 e−t0 ,

car ln(1− t0/n)n = n ln(1− t0/n) ∼n→+∞ (−t0) et d’autre part, on a pour t > 0,

0 ≤ tx−1
(
1− t

n

)n
1[0,n](t) ≤ g(t) = e−ttx−1, g ∈ L1(R+),

car

∀t ∈ [0, n[, − ln(1− t/n) =
∑
k≥1

(t/n)k

k
≥ t/n.

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue (cf. e.g. [24], Theorem 1.7.5)
permet par conséquent d’obtenir (4.3.2). En outre, en posant t = ns dans l’intégrale
de (4.3.2), il vient∫ n

0

tx−1
(
1− t

n

)n
dt = nx

∫ 1

0

sx−1(1− s)nds = nxIn(x).

De plus, on a I0(x) =
∫ 1

0
sx−1ds = 1/x et pour n ≥ 0,

In+1(x) =

∫ 1

0

sx−1︸︷︷︸
u′(s)

(1− s)n+1︸ ︷︷ ︸
v(s)

ds = x−1
[
sx(1−s)n+1

]s=1

s=0
+x−1(n+1)

∫ 1

0

sx(1−s)nds,

ce qui donne In+1(x) = x−1(n + 1)In(x + 1). Nous pouvons alors démontrer par
récurrence la formule

∀n ∈ N,∀x > 0, In(x) =
1

x

∏
1≤j≤n

j

x+ j
. (4.3.3)

En effet, cette formule est vraie pour n = 0 et si on la suppose vérifiée pour un entier
n ≥ 0, il vient de ce qui précède que

In+1(x) =
n+ 1

x

1

x+ 1

∏
1≤j≤n

j

x+ 1 + j
=

1

x

(n+ 1)!

1

1

x+ 1

∏
1≤j≤n

1

x+ 1 + j

=
1

x

∏
1≤k≤n+1

k

x+ k
.

Il vient par conséquent pour x > 0,

Γ(x) = lim
n

nx n!∏
0≤j≤n(x+ j)

.
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Pour z ∈ C,Re z > 0, un raisonnement identique et l’égalité pour t > 0

|tz−1
(
1− t

n

)n
1[0,n](t)| = tRe z−1

(
1− t

n

)n
1[0,n](t),

permettent d’obtenir (4.3.1) pour Re z > 0. Supposons maintenant z ∈ C\(−N)
avec

−k0 − 1 < Re z ≤ −k0, pour un k0 ∈ N.

On a alors Re(z + k0 + 1) > 0 et donc

Γ(z) =
Γ(z + k0 + 1)

z(z + 1) . . . (z + k0)

= lim
n

nz+k0+1 n!∏
0≤j≤n(z + k0 + 1 + j)

∏
0≤l≤k0

(z + l)

= lim
n

nk0+1∏
n+1≤r≤k0+1+n(z + r)

n!∏
0≤j≤n(z + j)

. (4.3.4)

Comme on a

αn(k0, z) =
nk0+1∏

n+1≤r≤k0+1+n(z + r)
=

n

(z + n+ 1)

n

(z + n+ 2)
. . .

n

(z + n+ k0 + 1)

=
∏

1≤j≤k0+1

n

z + n+ j
=

∏
1≤j≤k0+1

1

1 + z
n

+ j
n

,

il vient limn αn(k0, z) = 1 et donc (4.3.4) implique le résultat cherché (4.3.2).

Théorème 4.3.2 (Formule de Weierstrass). Pour tout z ∈ C\(−N), on a, γ dési-
gnant la constante d’Euler (cf. Lemme 3.1.1),

Γ(z) = z−1e−γz
+∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)−1
ez/n, (4.3.5)

et Γ(z) 6= 0. En outre la fonction 1/Γ est une fonction entière (i.e. holomorphe sur
C) et pour tout z ∈ C,

1

Γ(z)
= zeγz

+∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n. (4.3.6)

Démonstration. Montrons tout d’abord que le produit infini (4.3.5) a un sens et
définit une fonction holomorphe sur C\(−N). Soit K un compact de C\(−N) : alors
pour n ≥ NK , on a supz∈K |z|/n ≤ 1/2, et Log(1 + z

n
) a un sens. En posant pour

z ∈ K,n ≥ NK ,
un(z) =

(
1 +

z

n

)−1
ez/n = e

z
n
−Log(1+ z

n
),

on remarque que
z

n
− Log(1 +

z

n
) =

∑
k≥2

(−1)k

k

zk

nk
,
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et par conséquent∣∣∣ z
n
− Log(1 +

z

n
)
∣∣∣ ≤∑

k≥2

1

k

|z|k

nk
≤ |z|

2

2n2

∑
k≥2

2

k

|z|k−2

nk−2
≤ |z|

2

2n2

1

(1− |z|n−1)
≤ |z|

2

n2
.

Par suite pour z ∈ K, on a

un(z)− 1 = eρe
iθ|z|2n−2 − 1, 0 ≤ ρ ≤ 1, θ ∈ R,

et donc comme eα − 1 =
∫ 1

0
eσαdσα, il vient

avec MK = sup
z∈K
|z| et n ≥ max(NK ,MK),

|un(z)− 1| ≤ |z|
2

n2

∫ 1

0

eσ
|z|2

n2 dσ ≤ M2
K

n2
eM

2
Kn
−2 ≤ eM2

K

n2
.

D’après la Proposition 4.1.6, on trouve que le produit infini

+∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)−1
ez/n,

est convergent sur C\(−N), définit sur cet ouvert une fonction holomorphe qui ne
s’annule pas. Le même raisonnement démontre que le produit infini

+∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n,

est convergent sur C, définit une fonction entière dont les zéros sont les entiers ≤ −1.
La formule de Gauss (cf. Théorème 4.3.1) montre que pour z ∈ C\(−N), on a

Γ(z) = lim
n→+∞

nz

z

1
(z+1)

1
. . . (z+n)

n

= lim
n→+∞

z−1ez(lnn−
∑

1≤k≤n k
−1)

∏
1≤k≤n

(
1 +

z

k

)−1
ez/k,

et par conséquent Γ(z) = z−1e−zγ
∏+∞

k=1

(
1+ z

k

)−1
ez/k, ce qui donne (4.3.5). On obtient

également pour z ∈ C\(−N),

Γ(z)−1 = zezγ
+∞∏
k=1

(
1 +

z

k

)
e−z/k,

et comme le second membre de cette égalité est une fonction entière qui coïncide
avec 1/Γ sur C\(−N), on trouve le résultat cherché.

Corollaire 4.3.3 (Formule des compléments). Pour z ∈ C, on a

sin πz =
π

Γ(z)Γ(1− z)
. (4.3.7)
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Démonstration. L’identité Γ(z + 1) = zΓ(z) du Théorème 2.1.3, valide pour tout
z ∈ (−N)c, implique que les fonctions entières

z 7→ z

Γ(z + 1)
et z 7→ 1

Γ(z)

coïncident. D’après la formule (4.3.6), on a pour z ∈ C∗,

1

Γ(z)Γ(1− z)
=

1

Γ(z)(−z)Γ(−z)

= lim
N→+∞

zeγz

{
N∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n

}
(−z)e−γz

{
N∏
n=1

(
1− z

n

)
ez/n

}
(−z)−1

=
1

π
πz lim

N→+∞

N∏
n=1

(
1− z2

n2

)
=︸︷︷︸

d’après (4.2.10)

sin(πz)

π
,

ce qui donne le résultat cherché (par prolongement analytique ou plus simplement
car (1/Γ)(0) = 0).

Théorème 4.3.4 (Formule de Legendre-Gauss). Pour tout m ∈ N∗ et tout z ∈
C\(−N), on a

Γ
( z
m

)
Γ
(z + 1

m

)
. . .Γ

(z +m− 1

m

)
= (2π)

m−1
2 m

1
2
−zΓ(z). (4.3.8)

N.B. Notons que si z ∈ C\(−N), alors pour j ∈ {0, . . . ,m − 1}, (z + j)/m /∈ −N,
sinon, il existerait k ∈ N avec

z + j = −km =⇒ z ∈ −N.

Démonstration. Posons pour m ∈ N∗, z ∈ C\(−N∗),

fm(z) =
∏

1≤j≤m

Γ
(z + j

m

)
. (4.3.9)

Comme ci-dessus, la condition z ∈ C\(−N∗) implique que pour j ∈ {1, . . . ,m},
(z + j)/m /∈ −N, sinon, il existerait k ∈ N avec

z + j = −km =⇒ z ∈ −N∗.

Notons que comme la fonction Γ ne s’annule jamais (cf. Théorème 4.3.2), fm(z) 6= 0
pour z ∈ C\(−N∗). En utilisant la formule de Gauss (Théorème 4.3.1), il vient

fm(z) = lim
n→+∞

∏
1≤j≤m

n
z+j
m n!∏

0≤kj≤n
(
z+j
m

+ kj
)

= lim
n→+∞

nz(n!)mn
m+1

2 m(n+1)m
∏

1≤j≤m
0≤kj≤n

(z + j +mkj)
−1.
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On remarque que l’application

{1, . . . ,m} × {0, . . . , n} −→ {1, . . . ,m(1 + n)}
(j, k) 7→ j +mk

est bijective car les ensembles de départ et d’arrivée ont même nombre fini d’éléments
et par ailleurs j +mk = j′ +mk′ implique j − j′ ∈ mZ, ce qui donne j = j′ et donc
k = k′, prouvant l’injectivité. Par conséquent, on a

fm(z) = lim
n→+∞

nz(n!)mn
m+1

2 m(n+1)m
∏

1≤l≤m(1+n)

(z + l)−1,

et

fm(0) = lim
n→+∞

(n!)mn
m+1

2 m(n+1)m[
(n+ 1)m

]
!

.

Il vient par conséquent, pour z ∈ C\(−N)

fm(z)

fm(0)
= lim

n→+∞

[(n+ 1)m]! nz∏
1≤l≤m(1+n)(z + l)

= lim
n→+∞

[(n+ 1)m]! [(n+ 1)m]z∏
0≤l≤m(1+n)(z + l)

z nz

[(n+ 1)m]z
,

et en appliquant à nouveau la formule de Gauss, il vient

fm(z)

fm(0)
= Γ(z)zm−z lim

n→+∞
(1 +

1

n
)−z = Γ(z)zm−z,

et donc ∏
1≤j≤m

Γ
(z + j

m

)
= fm(0)Γ(z + 1)m−z. (4.3.10)

Par ailleurs, on a

fm(0) =
∏

1≤j≤m

Γ
( j
m

)
=

∏
1≤j≤m−1

Γ
( j
m

)
=

∏
1≤m−j′≤m−1

Γ
(m− j′

m

)
=

∏
1≤j′≤m−1

Γ
(

1− j′

m

)
,

ce qui implique, comme fm(0) > 0,

fm(0) =
∏

1≤j≤m−1

{
Γ
( j
m

)
Γ
(

1− j

m

)}1/2

,

et en utilisant la formule des compléments (4.3.7), il vient

fm(0) =
∏

1≤j≤m−1

{ π

sin(πj/m)

}1/2

= π
m−1

2

( ∏
1≤j≤m−1

sin(πj/m)
)−1/2

. (4.3.11)

Lemme 4.3.5. Pour m ∈ N∗, on a
∏

1≤j≤m−1 sin(π j
m

) = m
2m−1 .
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Admettons provisoirement ce lemme. On obtient de (4.3.10) et (4.3.11),∏
1≤j≤m

Γ
(z + j

m

)
= Γ(z + 1)m−zπ

m−1
2 2

m−1
2 m−1/2 = (2π)

m−1
2 m−z−

1
2 zΓ(z),

ce qui implique

∏
0≤j≤m−1

Γ
(z + j

m

)
= (2π)

m−1
2 m−z−

1
2 zΓ(z)

Γ( z
m

)

Γ( z+m
m

)

= (2π)
m−1

2 m−z−
1
2 zΓ(z)

Γ( z
m

)
z
m

Γ( z
m

)
= Γ(z)m

1
2
−z(2π)

m−1
2 ,

qui est le résultat cherché (4.3.8). Démontrons pour terminer le Lemme 4.3.5. On a

σm =
∏

1≤j≤m−1

sin(π
j

m
) =

∏
1≤j≤m−1

(eiπj/m − e−iπj/m
2i

)
= (2i)−m+1

( ∏
1≤j≤m−1

e−iπj/m
)

︸ ︷︷ ︸
=21−mi1−me−

iπ
m
m(m−1)

2

( ∏
1≤j≤m−1

(e2iπj/m − 1)
)
,

ce qui donne

σm = 21−mi1−m(−i)m−1
∏

1≤j≤m−1

(αj − 1), avec αj = e2iπj/m.

Comme {e2iπj/m}0≤j≤m−1 sont les m racines de l’unité, on a

Xm − 1 = (X − 1)
∏

1≤j≤m−1

(X − αj),

et par suite m = mxm−1
|x=1 =

∏
1≤j≤m−1(1− αj), ce qui donne

σm = 21−m(−1)m−1(−1)m−1m =
m

2m−1
,

soit le résultat cherché.

Proposition 4.3.6 (Fonction Beta). On pose pour a, b ∈ C,Re a > 0,Re b > 0,

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−1dt. (4.3.12)

On a alors

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
. (4.3.13)
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Démonstration. L’intégrale est absolument convergente car

|ta−1(1− t)b−1| = tRe a−1(1− t)Re b−1 et Re a > 0,Re b > 0.

Pour x > 0, on considère∫ x

0

ta−1(x− t)b−1dt =︸︷︷︸
t=xs

xa+b−1

∫ 1

0

sa−1(1− s)b−1ds = xa+b−1B(a, b),

et l’on a∫ +∞

0

e−x
(∫ x

0

ta−1(x− t)b−1dt

)
dx =

∫ +∞

0

e−xxa+b−1B(a, b)dx = Γ(a+ b)B(a, b).

En posant pour c ∈ C,Re c > 0, φc(t) = 1R+(t)e−ttc−1, et en notant que φc appartient
à L1(R) il vient, en considérant l’intégrale double de fonctions positives,∫∫

1R+(x)1[0,x](t)e
−xtRe a−1(x− t)Re b−1dtdx

=

∫∫
1R+(t)e−ttRe a−1 1R+(x− t)e−(x−t)(x− t)Re b−1dtdx

=

∫∫
φRe a(t)φRe b(x− t)dtdx =

∫
(φRe a ∗ φRe b)(x)dx

= ‖φRe a‖L1(R)‖φRe b‖L1(R) < +∞,

de sorte que l’on obtient, en utilisant le théorème de Fubini,

Γ(a+ b)B(a, b) =

∫∫
φa(t)φb(x− t)dxdt =

∫∫
φa(t)φb(y)dydt = Γ(a)Γ(b),

ce qui est le résultat cherché.

Lemme 4.3.7 (Intégrales de Wallis). Soit q ∈ N.On a

Wq =

∫ π/2

0

(sin θ)qdθ =

√
πΓ( q+1

2
)

qΓ( q
2
)

, i.e. for p ∈ N,

W2p =
π(2p)!

(p!)222p+1
,

W2p+1 = (p!)222p

(2p+1)!
.

(4.3.14)

Ce lemme est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 4.3.8. Soit z ∈ C tel que Re z > −1. Alors∫ π/2

0

(sin θ)zdθ =

√
πΓ( z+1

2
)

2Γ( z+2
2

)
.

Démonstration. On a avec t = sin2 θ,

2

∫ π/2

0

(sin θ)zdθ = 2

∫ 1

0

tz/2(2 sin θ cos θ)−1dt

=

∫ 1

0

t
z−1

2 (1− t)−1/2dt = B(
z + 1

2
, 1/2) =

Γ( z+1
2

)Γ(1/2)

Γ( z+2
2

)
,

où la dernière égalité est due à la formule (4.3.13).
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Lemme 4.3.9 (caractérisation de la fonction Γ). Soit G :]0,+∞[→]0,+∞[ telle que
G(1) = 1, et telle que G soit logarithmiquement convexe et vérifie

G(x+ 1) = xG(x),

pour tout x > 0. Alors on a G = Γ.

Démonstration. Pour x > 0, n ∈ N∗, on a avec g = lnG,

g(x+ 1) = lnx+ g(x), G(n) = (n− 1)!

et

g(x+ n)− g(x) =
∑

0≤j<n

(
g(x+ j + 1)− g(x+ j)

)
=
∑

0≤j<n

ln(x+ j),

de sorte que g(x+ n)− g(x)− g(n) = ln x+
∑

1≤j≤n−1 ln
(
x+j
j

)
et donc

g(x) + ln x− x lnn+
∑

1≤j≤n−1

ln
(x+ j

j

)
= g(x+ n)− g(n)− x lnn. (4.3.15)

Soit k ∈ N∗ tel que k > x : on a n− 1 < n < x+ n < k + n et de la convexité de g,
il vient pour n ≥ 2,

g(n)− g(n− 1)

1
≤ g(x+ n)− g(n)

x
≤ g(n+ k)− g(n)

k
=

∑
0≤r<k ln(n+ r)

k
,

de sorte que ln(1− 1

n
) ≤ g(x+ n)− g(n)− x lnn

x
≤
∑

0≤r<k ln(1 + r
n
)

k
,

et donc
lim
n

(
g(x+ n)− g(n)− x lnn

)
/x = 0,

qui implique grâce à (4.3.15),

g(x) = − lnx+ lim
n

(
x lnn+

∑
1≤j≤n−1

ln
( j

x+ j

))
= ln Γ(x),

où la dernière égalité est une conséquence de la formule de Gauss (4.3.1).



Chapitre 5

La fonction Zeta de Riemann

5.1 Introduction
Définition 5.1.1. On pose h1 = {s ∈ C,Re s > 1}. La fonction ζ de Riemann est
définie pour s ∈ h1 par

ζ(s) =
∑
n≥1

1

ns
. (5.1.1)

Remarquons que cette définition a un sens car pour s ∈ h1,

n−s = e−sLogn, |n−s| = e−(Logn) Re s = n−Re s, et donc
∑
n≥1

|n−s| < +∞.

Rappelons que pour α ∈ R,
∑

n≥1
1
nα
< +∞⇐⇒ α > 1. En effet si α > 1,

∑
2≤n≤N

1

nα
≤

∑
2≤n≤N

∫ n

n−1

dx

xα
=

∫ N

1

dx

xα
=

[x1−α]x=N
x=1

1− α
=

1−N1−α

α− 1
≤ 1

α− 1
. (5.1.2)

Si α ≤ 1, le Lemme 3.1.1 implique que∑
1≤n≤N

1

nα
≥

∑
1≤n≤N

1

n
∼ LogN, (N → +∞) et donc

∑
1≤n

1

nα
= +∞.

Proposition 5.1.2. La fonction ζ de Riemann est holomorphe sur h1.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du Corollaire 1.2.3, car, pour tout
n ≥ 1, C 3 s 7→ n−s est entière et sur tout compact K de h1, la fonction continue
s 7→ Re s atteint son minimum et donc Re s ≥ αK > 1, de sorte que∑

n≥1

sup
s∈K
|n−s| ≤

∑
n≥1

n−αK < +∞.

Un nombre entier n ≥ 2 est toujours divisible par n et par 1 : ce sont ses diviseurs
triviaux. Les nombres 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 n’ont pas de diviseurs non triviaux. En
revanche, les nombres 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20 possèdent des diviseurs non
triviaux (2 pour les nombres pairs, 3 pour 9 et 15).
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Définition 5.1.3. Soit p un entier ≥ 2 ; on dit que p est un nombre premier s’il ne
possède pas de diviseurs non triviaux.

On verra la liste des 1000 premiers nombres premiers et quelques rappels d’arith-
métique élémentaire dans le paragraphe 11.1 de l’appendice.

Proposition 5.1.4. Soit n un entier ≥ 2. Il existe r, α1, . . . , αr entiers ≥ 1 tels que

n = pα1
1 . . . pαrr , 2 ≤ p1 < · · · < pr, premiers.

Cette décomposition est unique, i.e. si p1 < · · · < pr, q1 < · · · < qs sont des nombres
premiers, {αj}1≤j≤r, {βk}1≤k≤s des entiers ≥ 1, l’égalité

pα1
1 . . . pαrr = qβ1

1 . . . qβss

implique r = s, et ∀j ∈ {1, . . . , r}, pj = qj, αj = βj.

Démonstration. Cf. le paragraphe 11.1.

Théorème 5.1.5 (Euclide, 300 av. J.C.). L’ensemble P des nombres premiers est
infini.

Démonstration. Si P était fini, nous aurions

P = {p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, p4 = 7, p5 = 11,

p6 = 13, p7 = 17, p8 = 19, p9 = 23, . . . , pN0}. (5.1.3)

Par conséquent, d’après la Proposition 5.1.4, le nombre 1 + p1 . . . pN0 devrait être
divisible par un nombre premier p, nécessairement > pN0 . Ceci constitue une contra-
diction.

Nous verrons qu’il y a un lien étroit entre la répartition des nombres premiers
parmi les entiers d’une part et le comportement de la fonction ζ de Riemann d’autre
part. Le théorème suivant, établi par Euler en 1749 fournit un lien-clé entre la
fonction ζ et les nombres premiers.

Théorème 5.1.6. Soit s ∈ h1 = {s ∈ C,Re s > 1} ; alors si P = (pj)j≥1 est la suite
croissante des nombres premiers (p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . . , p500 = 3571, . . . , p1000 =
7919, . . . ), on a

ζ(s) = lim
m→+∞

∏
1≤j≤m

1(
1− 1

psj

) .
On notera simplement pour s ∈ h1, ζ(s) =

∏
p∈P

(
1− p−s

)−1
. (5.1.4)

Il existe une fonction λ holomorphe sur h1 telle que ∀s ∈ h1, ζ(s) = eλ(s). En
particulier la fonction ζ de Riemann est holomorphe sur h1 et ne s’annule pas sur
h1. La fonction λ est définie pour s ∈ h1 par

λ(s) = −
∑
j≥1

Log(1− p−sj ). (5.1.5)
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Démonstration. La formule (1.3.3) donne pour |z| < 1,

Log(1 + z) =
∑
l≥1

(−1)l+1 z
l

l
,

et par conséquent si |z| ≤ 1/2

|Log(1 + z)| ≤ |z|
∑
l≥1

|z|l−1

l
≤ |z|

∑
l≥1

|z|l−1 =
|z|

1− |z|
≤ 2|z|. (5.1.6)

Notons également, pour |z| ≤ 1/2,

|Log(1 + z)− z| ≤ |z|2
∑
l≥2

|z|l−2

l
≤ |z|2

1− |z|
≤ 2|z|2 (5.1.7)

Lemme 5.1.7. Soit P = (pj)j≥1 la suite croissante des nombres premiers. Pour tout
j ≥ 1, on a pj ≥ j + 1.

Démonstration du lemme. Récurrence sur j : la propriété est vraie pour j = 1 car
p1 = 2, ainsi que pour j = 2 car p2 = 3. Notons que les nombres premiers supérieurs
ou égaux à 3 sont impairs. Supposons la propriété vérifiée pour un entier j ≥ 2. On
a pj+1 ≥ pj + 2 car pj + 1 est pair et il vient

pj+1 ≥ pj + 2 ≥ j + 3,

ce qui donne le résultat du lemme.

Pour s ∈ C,Re s > 1 et pj un nombre premier, on a |p−sj | = p−Re s
j ≤ (j+1)−Re s,

ce qui implique (cf. (5.1.6)),

|Log(1− p−sj )| ≤ 2p−Re s
j ≤ 2(j + 1)−Re s.

Comme la fonction s 7→ p−sj est entière, le Corollaire 1.2.3 implique que la fonction
λ définie sur h1 par

λ(s) = −
∑
j≥1

Log(1− p−sj ), (5.1.8)

est holomorphe. On obtient en particulier que la fonction eλ est holomorphe sur h1

et
eλ(s) = lim

m→+∞
e−

∑
1≤j≤m Log(1−p−sj ) = lim

m→+∞

∏
1≤j≤m

e−Log(1−p−sj ),

et comme eLog(1+z) = 1 + z pour |z| < 1 (cf. Théorème 1.3.1), il vient

eλ(s) = lim
m→+∞

∏
1≤j≤m

(
1− p−sj

)−1
.

De plus, pour un réel σ ≥ 1, et m entier ≥ 1, on a∏
1≤j≤m

(
1− p−σj

)−1
=

∏
1≤j≤m

(∑
k≥0

p−kσj

)
,
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et d’après le théorème de Fubini sur les séries à termes positifs, il vient∏
1≤j≤m

(
1− p−σj

)−1
=

∑
(k1,...,km)∈Nm

p−k1σ
1 . . . p−kmσm =

∑
n≥1,∃(kj)1≤j≤m∈Nm

n=p
k1
1 ...pkmm

n−σ. (5.1.9)

On peut remarquer que si n est un entier ≥ 1 qui ne s’écrit pas sous la forme
pk1

1 . . . pkmm avec (kj)1≤j≤m ∈ Nm, alors nécessairement n ≥ pm+1 (cf. Proposition
5.1.4). On obtient par suite que

ζ(σ)−
∏

1≤j≤m

(
1− p−σj

)−1
=

∑
n/∈{pk1

1 ...pkmm }pj∈P,kj∈N

n−σ,

et donc

0 ≤ ζ(σ)−
∏

1≤j≤m

(
1− p−σj

)−1 ≤
∑

n,n≥pm+1

n−σ ≤
∑

n≥pm+1

∫ n

n−1

dx

xσ
=

∫ +∞

pm+1−1

dx

xσ
,

ce qui donne, comme pm+1 > pm, pour σ > 1,

0 ≤ ζ(σ)−
∏

1≤j≤m

(
1− p−σj

)−1 ≤ 1

(σ − 1)pσ−1
m

−→
m→+∞

0.

On obtient donc que pour tout réel σ > 1, ζ(σ) = eλ(σ) et comme les fonctions ζ et
λ sont holomorphes sur h1, le principe de prolongement analytique implique que ces
deux fonctions coïncident sur h1. Le théorème 5.1.6 est démontré.

Nous avons vu plus haut que P était un ensemble infini (Théorème 5.1.5). Nous
pouvons donner davantage de précisions avec les résultats qui suivent.

Proposition 5.1.8. Soit P = (pj)j≥1 la suite des nombres premiers. Alors la suite

∑
1≤j≤m

1

pj
−→

m→+∞

+∞, i.e.
∑
p∈P

1

p
= +∞.

N.B. Bien entendu, cette propriété implique le Théorème 5.1.5 et montre qu’il y a
“beaucoup” de nombres premiers, en tous cas davantage que de carrés d’entiers pour
lesquels on a

∑
n≥1

1
n2 < +∞.

Démonstration. D’après la formule (5.1.9), valide pour σ = 1, on a∏
1≤j≤m

(
1− p−1

j

)−1
=

∑
n≥1,∃(kj)1≤j≤m∈Nm

n=p
k1
1 ...pkmm

1

n
≥

∑
1≤n≤pm

1

n
= Spm ,

car tout nombre entier n ∈ [1, pm] s’écrit (de manière unique) pk1
1 . . . pkmm avec kj ∈ N.

En utilisant la minoration (3.1.1), il vient∑
1≤j≤m

− ln(1− p−1
j ) ≥ lnSpm ≥ ln(ln pm).
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Par ailleurs, la majoration (5.1.7) implique que | ln(1 − p−1
j )| ≤ 1/pj + 2/p2

j et par
conséquent on a ∑

1≤j≤m

1

pj
+ 2

∑
1≤j≤m

1

p2
j

≥ lnSpm ≥ ln ln pm

et donc ∑
1≤j≤m

1

pj
+ 2ζ(2) ≥ ln ln pm, (5.1.10)

ce qui donne le résultat cherché car limm pm = +∞.

5.2 Nombres de Bernoulli et valeurs de ζ(2n)

Considérons pour z ∈ C, |z| < π , n ≥ 1 entier, l’identité

2z

n2π2 − z2
=

2z

n2π2

1

1− (z/nπ)2
=

2z

n2π2

∑
k≥0

z2k

n2kπ2k
,

qui implique en utilisant (4.2.1) pour z ∈ C∗, |z| < π,

− cotanz +
1

z
=
∑
n≥1

2z

n2π2 − z2
=
∑
n≥1

2z

n2π2

(∑
k≥0

z2k

n2kπ2k

)
= 2

∑
n≥1

(∑
k≥0

z2k+1

n2k+2π2k+2

)
= 2

∑
n≥1

(∑
l≥1

z2l−1

n2lπ2l

)
.

On remarque que la somme double est absolument convergente sur |z| ≤ π − ε0,
ε0 > 0, car ∣∣∣∣ z2l−1

n2lπ2l

∣∣∣∣ ≤ n−2l (π − ε0)2l−1

π2l
=

1

πn2l

(
1− ε0

π

)2l−1

,

et ∑
1≤n≤N
1≤l≤L

n−2l
(

1− ε0
π

)2l−1

≤
∑

1≤n≤N
1≤l≤L

n−2
(

1− ε0
π

)2l−1

≤
∑
n≥1

n−2 1

1− (1− ε0/π)
=
πζ(2)

ε0
< +∞.

On a donc obtenu que pour 0 < |z| < π,

1

z
− cotanz = 2

∑
l≥1

z2l−1

π2l
ζ(2l). (5.2.1)

Proposition 5.2.1. Pour tout entier k ≥ 1, on a

ζ(2k) = (−1)k+1π
2k22k−1

(2k)!
b2k, (5.2.2)
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où les (b2k) sont les nombres de Bernoulli (cf. Proposition 3.2.1). On a

∀k ∈ N∗, b2k(−1)k−1 > 0, (5.2.3)

et ζ(2) = π2

6
, ζ(4) = π4

90
, ζ(6) = π6

945
, . . . , ζ(20) = π20174611

1531329465290625
, . . .

Démonstration. La formule (3.2.10) implique que pour |z| < 2π,

z

ez − 1
= 1− z

2
+
∑
k≥1

b2k

(2k)!
z2k,

et comme
z

ez − 1
=

1

2

z(−ez + 1 + 1 + ez)

ez − 1
= −z

2
+
z

2

(
ez + 1

ez − 1

)
,

il vient pour |z| < π,

2iz

e2iz − 1
= −iz + iz

(
e2iz + 1

e2iz − 1

)
= −iz + z cotanz,

et donc

z cotanz − iz = 1− iz +
∑
k≥1

b2k2
2k(−1)k

(2k)!
z2k.

Par conséquent, pour 0 < |z| < π,

1

z
− cotanz =

1

z
− 1

z
−
∑
k≥1

b2k2
2k(−1)k

(2k)!
z2k−1 =

∑
k≥1

b2k2
2k(−1)k+1

(2k)!
z2k−1,

et de (5.2.1), il vient∑
k≥1

b2k2
2k(−1)k+1

(2k)!
z2k−1 = 2

∑
k≥1

z2k−1

π2k
ζ(2k),

ce qui donne le résultat cherché

ζ(2k) =
π2k

2

b2k2
2k(−1)k+1

(2k)!
=
π2k22k−1b2k(−1)k+1

(2k)!
.

En outre comme, pour k ≥ 1, ζ(2k) > 0, il vient b2k(−1)k+1 > 0. En particulier, on
obtient en utilisant les valeurs de b2k données par la Remarque 3.2.2,

ζ(2) =
π22b2

2!
=
π2

6
,

ζ(4) =
π423b4(−1)

4!
=

π423

30× 4× 3× 2
=
π4

90
,

ζ(6) =
π625b6

6!
= π6 25

42× 6× 5× 4× 3× 2
=

π6

21× 5× 32
=

π6

945
,

ζ(8) =
π827b8(−1)

8!
= π8 27

30× 8× 7× 6× 5× 4× 3× 2

=
π8

30× 7× 5× 32
=

π8

9450
. (5.2.4)
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5.3 Estimation du reste d’Euler-Maclaurin
Revenons à la formule d’Euler-Maclaurin donnée par le Théorème 3.3.1 et en

particulier au reste

Rm(x, n) =
1

(2m+ 1)!

∫ n+1

0

B̃2m+1(θ)f (2m+1)(x+ θ)dθ,

où B̃2m+1 est la fonction 1-périodique coïncidant avec le polynôme de Bernoulli
B2m+1 sur l’intervalle [0, 1[. On a pour k ≥ 1 entier

1 ≤ ζ(2k) =
(2π)2k

(2k)!

|b2k|
2
≤ ζ(2) =

π2

6
,

et par conséquent, comme π < 2
√

3,

2
(2k)!

(2π)2k
≤ |b2k| ≤

(2k)!

(2π)2k
2
π2

6
≤ 4

(2k)!

(2π)2k
.

Comme b0 = 1, b1 = −1/2, k ≥ 1 =⇒ b2k+1 = 0, on obtient

|bk| ≤ 4
k!

(2π)k
. (5.3.1)

De la Proposition 3.2.1, il vient Bn(x) =
∑

0≤k≤nC
k
nbkx

n−k et par conséquent pour
x ∈ [0, 1], on a

|Bn(x)| ≤
∑

0≤k≤n

Ck
n

k!

(2π)k
4 =

∑
0≤k≤n

n!

(n− k)!

4

(2π)k

=
4(n!)

(2π)n

∑
0≤k≤n

(2π)n−k

(n− k)!
≤ 4e2π n!

(2π)n
. (5.3.2)

Le théorème suivant est une conséquence immédiate de (5.3.2) et du Théorème 3.3.1.

Théorème 5.3.1. Soit x0 ∈ R,m ∈ N et soit f ∈ C2m+1([x0,+∞[). Pour x ≥ x0,
n ∈ N, on a avec Sn,f (x) =

∑
0≤k≤n f(x+ k),

Sn,f (x) =

∫ x+n+1

x

f(t)dt+
1

2

(
f(x)− f(x+ n+ 1)

)
+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!

(
f (2l−1)(x+ n+ 1)− f (2l−1)(x)

)
+Rm(x, n),

avec |Rm(x, n)| ≤ 4e2π

(2π)2m+1

∫ x+n+1

x

|f (2m+1)(t)|dt.

En outre on a le résultat suivant.
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Théorème 5.3.2. Soit x0 ∈ R et soit f ∈ C∞([x0,+∞[) telle qu’il existe r0 ≥ 0 tel
que ∀r ≥ r0, f (2r+1) ∈ L1([x0,+∞[). Alors, pour x ≥ x0, n ∈ N, m ≥ r0, on a avec
Sn,f (x) =

∑
0≤k≤n f(x+ k),

Sn,f (x) =

∫ x+n+1

x

f(t)dt+
1

2

(
f(x)− f(x+ n+ 1)

)
+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!

(
f (2l−1)(x+ n+ 1)− f (2l−1)(x)

)
+Rm(x, n),

avec

Rm(x, n) =
1

(2m+ 1)!

∫ +∞

0

B̃2m+1(θ)f (2m+1)(x+ θ)dθ

− 1

(2m+ 1)!

∫ +∞

n+1

B̃2m+1(θ)f (2m+1)(x+ θ)dθ︸ ︷︷ ︸
R̃m(x,n)

, (5.3.3)

où B̃2m+1 est la fonction 1-périodique coïncidant avec le polynôme de Bernoulli
B2m+1 sur l’intervalle [0, 1[. On a

|R̃m(x, n)| ≤ 4e2π

(2π)2m+1

∫ +∞

x+n+1

|f (2m+1)(t)|dt. (5.3.4)

Démonstration. Du Théorème 3.3.1, il vient pour tout m ∈ N, x ≥ x0, n ∈ N,

Sn,f (x) =

∫ x+n+1

x

f(t)dt+
1

2

(
f(x)− f(x+ n+ 1)

)
+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!

(
f (2l−1)(x+ n+ 1)− f (2l−1)(x)

)
+Rm(x, n),

avec

Rm(x, n) =
1

(2m+ 1)!

∫ n+1

0

B̃2m+1(θ)f (2m+1)(x+ θ)dθ,

où B̃2m+1 est la fonction 1-périodique coïncidant avec le polynôme de Bernoulli
B2m+1 sur l’intervalle [0, 1[. Si m ≥ r0, la fonction f (2m+1) appartient à L1([x0,+∞))
et par conséquent

Rm(x, n) =
1

(2m+ 1)!

∫ +∞

0

B̃2m+1(θ)f (2m+1)(x+ θ)dθ

− 1

(2m+ 1)!

∫ +∞

n+1

B̃2m+1(θ)f (2m+1)(x+ θ)dθ.

De la majoration (5.3.2), il vient alors

|R̃m(x, n)| ≤ 4e2π

(2π)2m+1

∫ +∞

x+n+1

|f (2m+1)(t)|dt,

ce qui est le résultat cherché.
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Ce qui précède permet de retrouver et de préciser le résultat du Lemme 3.1.2 sur
la série harmonique. En effet la fonction [1,+∞) 3 x 7→ f(x) = 1/x est C∞ et

f (2m+1)(x) = −x−(2m+2)(2m+ 1)! =⇒ f (2m+1) ∈ L1([1,+∞)) pour m ≥ 0.

On a pour n ≥ 2, x = 1,

Sn−2,f (x) = f(x) + f(x+ 1) + · · ·+ f(x+ n− 2) = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n− 1
,

et en appliquant le Théorème 5.3.2, il vient

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n− 1
=

∫ n

1

dt

t
+

1

2

(
1− 1

n

)
+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!
(2l − 1)!

[
1− 1

n2l

]
− 1

(2m+ 1)!

∫ +∞

0

B̃2m+1(θ)(2m+ 1)!(1 + θ)−(2m+2)dθ

+
1

(2m+ 1)!

∫ +∞

n−1

B̃2m+1(θ)(2m+ 1)!(1 + θ)−(2m+2)dθ,

soit pour n ≥ 2,m ≥ 1,∑
1≤l≤n−1

1

l
= lnn− 1

2n
−
∑

1≤l≤m

b2l

2l

1

n2l

+
1

(2m+ 1)!

∫ +∞

n−1

B̃2m+1(θ)(2m+ 1)!(1 + θ)−(2m+2)dθ

+
1

2
+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!
(2l − 1)!

− 1

(2m+ 1)!

∫ +∞

0

B̃2m+1(θ)(2m+ 1)!(1 + θ)−(2m+2)dθ.

En posant

γ̃m =
1

2
+
∑

1≤l≤m

b2l

2l
− 1

(2m+ 1)!

∫ +∞

0

B̃2m+1(θ)(2m+ 1)!(1 + θ)−(2m+2)dθ,

on remarque que cette quantité ne dépend que de m et que∑
1≤l≤n−1

1

l
− lnn = − 1

2n
−
∑

1≤l≤m

b2l

2l

1

n2l

+

∫ +∞

n−1

B̃2m+1(θ)(1 + θ)−(2m+2)dθ

+ γ̃m.

En prenant la limite lorsque n → +∞ dans l’expression ci-dessus, on obtient en
utilisant le Lemme 3.1.1 que γ = γ̃m, ce qui implique∑

1≤l≤n−1

1

l
= lnn+ γ − 1

2n
−
∑

1≤l≤m

b2l

2l

1

n2l

+
1

(2m+ 1)!

∫ +∞

n−1

B̃2m+1(θ)(2m+ 1)!(1 + θ)−(2m+2)dθ
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et par suite ∑
1≤l≤n

1

l
= lnn+ γ +

1

2n
−
∑

1≤l≤m

b2l

2l

1

n2l

+

∫ +∞

n−1

B̃2m+1(θ)(1 + θ)−(2m+2)dθ.

On a également d’après (5.3.4)∣∣∣∣∫ +∞

n−1

B̃2m+1(θ)(1 + θ)−(2m+2)dθ

∣∣∣∣ ≤ 4e2π (2m+ 1)!

(2π)2m+1

∫ +∞

n−1

(1 + θ)−(2m+2)dθ

=
4e2π(2m)!

(2π)2m+1

1

n2m+1
,

donnant en particulier le résultat suivant.

Lemme 5.3.3. Pour n ≥ 2,m ≥ 1 entiers, on a∣∣∣∣∣ ∑
1≤l≤n

1

l
−
{

lnn+ γ +
1

2n
−
∑

1≤l≤m

b2l

2l

1

n2l

}∣∣∣∣∣ ≤ 4e2π(2m)!

(2π)2m+1

1

n2m+1
,

où γ est la constante d’Euler, définie dans le Lemme 3.1.1.

Remarque 5.3.4. Pour m = 2, comme b2 = 1/6, b4 = −1/30, le lemme précédent
fournit pour tout n ≥ 2,∑

1≤l≤n

1

l
= lnn+ γ +

1

2n
− 1

12n2
+

1

120n4
+

4e2π4!

(2π)5

θn
n5
, |θn| ≤ 1,

une formule plus précise que celle du Lemme 3.1.2, que le lemme précédent permet
d’améliorer encore pour obtenir une estimation avec un terme d’erreur majoré par
cmn

−2m−1 pour m arbitrairement grand.



Chapitre 6

Le théorème des nombres premiers

6.1 Prolongement de la fonction ζ

Nous verrons dans ce paragraphe que la fonction ζ définie par (5.1.1) comme
fonction holomorphe sur le demi-plan h1 = {s ∈ C,Re s > 1} se prolonge en fait en
une fonction méromorphe sur C avec un pôle unique, simple, de résidu 1 en s = 1.

Pour s ∈ h1, n ∈ N∗, on considère f :]0,+∞[→ C définie par f(x) = x−s, et∑
1≤k≤n+1

1

ks
=
∑

0≤k≤n

f(1 + k). (6.1.1)

La fonction f est C∞ sur ]0,+∞[ et l’on peut appliquer le Théorème 3.3.1 à f avec
x0 = 1. Remarquons que pour l ≥ 1, x > 0,

f (2l−1)(x) = −x−s−2l+1
∏

0≤j≤2l−2

(s+ j). (6.1.2)

En effet, la formule est vérifiée pour l = 1 car f ′(x) = −sx−s−1 et en la supposant
vraie pour un entier l ≥ 1, il vient

f (2l+1)(x) = (−1)(−s− 2l + 1)(−s− 2l)x−s−2l−1
∏

0≤j≤2l−2

(s+ j)

= (−1)(s+ 2l − 1)(s+ 2l)x−s−2l−1
∏

0≤j≤2l−2

(s+ j)

= −x−s−2l−1
∏

0≤j≤2l

(s+ j).

On obtient que pour x ≥ 1, n ∈ N,m ∈ N,∑
0≤k≤n

f(1 + k) =

∫ n+2

1

t−sdt+
1

2

(
1− 1

(n+ 2)s

)
−
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!

{ ∏
0≤j≤2l−2

(s+ j)
}(

(n+ 2)−s−2l+1 − 1
)

− 1

(2m+ 1)!

∫ n+2

1

B̃2m+1(t− 1)t−s−2m−1dt
∏

0≤j≤2m

(s+ j).

65
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En prenant la limite des deux membres lorsque n→ +∞, il vient pour s ∈ h1,

ζ(s) =
1

s− 1
+

1

2
+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!

∏
0≤j≤2l−2

(s+ j)

− 1

(2m+ 1)!

∫ +∞

1

B̃2m+1(t)t−s−2m−1dt
∏

0≤j≤2m

(s+ j).

Remarquons que, pour m ∈ N, la fonction Gm, a priori définie sur h1 par

Gm(s) =

∫ +∞

1

B̃2m+1(t)t−s−2m−1dt,

se prolonge en une fonction holomorphe sur h−2m = {s ∈ C,Re s > −2m}. En effet,

(1) la fonction [1,+∞[3 t 7→ B̃2m+1(t)t−s−2m−1 appartient à L1([1,+∞[) si

−Re s− 2m− 1 < −1, i.e. si Re s > −2m,

(2) la fonction h−2m 3 s 7→ B̃2m+1(t)t−s−2m−1 est holomorphe pour tout t ≥ 1,
(3) pour t ≥ 1,Re s ≥ −2m+ α0, α0 > 0, avec β = supt∈[0,1] |B2m+1(t)|,

|B̃2m+1(t)t−s−2m−1| ≤ βe−(Re s+2m+1) ln t

≤ βe−(α0+1) ln t = βt−(α0+1) ∈ L1([1,+∞[).

Par conséquent, la fonction h1 3 s 7→ ζ(s) − 1
s−1

se prolonge en une fonction holo-
morphe sur h−2m pour tout m ∈ N ; ce prolongement est unique à cause du prin-
cipe de prolongement analytique (cf. le Corollaire 1.2.5) et il vient que la fonction
s 7→ ζ(s)− 1

s−1
est une fonction entière.

Théorème 6.1.1. Soit m ∈ N∗, s ∈ C,Re s > 1. On a

ζ(s) =
1

s− 1
+

1

2
+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!

∏
0≤j≤2l−2

(s+ j)

− 1

(2m+ 1)!

∫ +∞

1

B̃2m+1(t)t−s−2m−1dt
∏

0≤j≤2m

(s+ j). (6.1.3)

La fonction s 7→ ζ(s) − 1
s−1

est une fonction entière. L’expression ci-dessus donne
la valeur de cette fonction pour Re s+ 2m > 0. On a

ζ(0) = −1/2, ∀m ∈ N∗, ζ(−2m) = 0, ζ(1− 2m) = −b2m

2m
. (6.1.4)

Remarque 6.1.2. Les zéros de la fonction ζ en −2N∗ sont appelés zéros triviaux de
la fonction ζ.
N.B. On a en particulier ζ(−1) = −1/12, ζ(−3) = 1/120. Notons que pour m = 0,
il vient

pour Re s > 0, ζ(s) =
1

s− 1
+

1

2
− s

∫ +∞

1

(
t− E(t)− 1

2

)
t−s−1dt. (6.1.5)
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Démonstration. Il reste à démontrer (6.1.4). De la formule (déjà démontrée) (6.1.3),
il vient pour m = 1 (fonctions holomorphes sur Re s > −2),

ζ(0) = −1 +
1

2
= −1/2.

De plus, pour m+ 1 ≥ 2 (fonctions holomorphes sur Re s > −2m− 2), on trouve

ζ(−2m) = − 1

2m+ 1
+

1

2
+

∑
1≤l≤m+1

b2l

(2l)!

∏
0≤j≤2l−2

(j − 2m)

− 1

(2m+ 3)!

∫ +∞

1

B̃2m+3(t)t−3dt
∏

0≤j≤2m+2

(j − 2m)

= − 1

2m+ 1
+

1

2
+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!

∏
0≤j≤2l−2

(j − 2m).

On remarque que pour 1 ≤ l ≤ m,∏
0≤j≤2l−2

(j − 2m)

= (−1)2l−1
∏

0≤j≤2l−2

(2m− j) = (−1)2l−1(2m)(2m− 1) . . . (2m− 2l + 2)

= − 1

2m+ 1

(2m+ 1)!

(2m− 2l + 1)!
= − 1

2m+ 1
C2l

2m+1(2l)!,

et par suite

ζ(−2m) = − 1

2m+ 1
+

1

2
−
∑

1≤l≤m

b2l

2m+ 1
C2l

2m+1

= − 1

2m+ 1

(
1 +

∑
1≤l≤m

b2lC
2l
2m+1 −

2m+ 1

2

)
. (6.1.6)

Or d’après (3.2.5), on a

B2m+1(1) = 1− 2m+ 1

2
+
∑

1≤l≤m

C2l
2m+1b2l

et donc (pour m ∈ N∗), ζ(−2m) = −B2m+1(1)
2m+1

. De plus, si m ∈ N∗, de (3.2.9), (3.2.6),
il vient

B2m+1(1) = B2m+1(0) = b2m+1 = 0 =⇒ ζ(−2m) = 0.

Calculons ζ(1− 2m) pour m ∈ N∗ : on peut utiliser (6.1.3) pour m. Il vient

ζ(1− 2m) = − 1

2m
+

1

2
+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!

∏
0≤j≤2l−2

(j + 1− 2m)

− 1

(2m+ 1)!

∫ +∞

1

B̃2m+1(t)t−2dt
∏

0≤j≤2m

(j + 1− 2m)

= − 1

2m
+

1

2
−
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!

∏
0≤j≤2l−2

(2m− j − 1),
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et donc

ζ(1− 2m) = − 1

2m
+

1

2
− 1

2m

∑
1≤l≤m

b2l

(2l)!

(2m)!

(2m− 2l)!

= − 1

2m

(
1 +

∑
1≤l≤m

b2lC
2l
2m −m

)
.

Or il vient de (3.2.5), (3.2.9), pour m ≥ 1,

B2m(1) = 1−m+
∑
l≥1

C2l
2mb2l, B2m(1) = B2m(0) = b2m,

et par conséquent on obtient le résultat cherché ζ(1− 2m) = − b2m
2m
.

6.2 Le théorème des nombres premiers
On a vu dans le Théorème 5.1.6 que ζ ne s’annulait pas sur le demi-plan ouvert

Re s > 1, un résultat découlant facilement de l’expression de ζ comme produit infini.
Le théorème suivant est beaucoup plus subtil et affirme que la fonction ζ ne s’annule
pas sur le demi-plan fermé Re s ≥ 1.

Théorème 6.2.1. Soit s ∈ C,Res ≥ 1, s 6= 1. Alors ζ(s) 6= 0.

Démonstration. Rappelons (cf. Théorème 5.1.6) que la fonction λ, définie pour s ∈
h1 = {s ∈ C,Re s > 1} par

λ(s) = −
∑
j≥1

Log(1− p−sj ), (6.2.1)

est holomorphe sur h1 (P = (pj)j≥1 est la suite des nombres premiers, p1 = 2, p2 =
3, . . . ). Soit s ∈ h1, Re s = σ > 1, Im s = τ . On a

λ(σ + iτ) = −
∑
j≥1

Log(1− p−σ−iτj ) =
∑
j≥1

∑
k≥1

1

kp
(σ+iτ)k
j

,

et donc
Re
(
λ(σ + iτ)

)
=
∑
j≥1

∑
k≥1

1

kpσkj
cos(kτ ln pj). (6.2.2)

On peut remarquer que pour φ ∈ R,

3 + 4 cosφ+ cos(2φ) = 3 + 4 cosφ+ 2 cos2 φ− 1 = 2 cos2 φ+ 4 cosφ+ 2

= 2(cosφ+ 1)2 ≥ 0,

et par conséquent

0 ≤
∑
j≥1

∑
k≥1

1

kpσkj

(
3 + 4 cos(kτ ln pj) + cos(2kτ ln pj)

)
,
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i.e.
0 ≤ 3λ(σ) + 4 Re

(
λ(σ + iτ)

)
+ Re

(
λ(σ + 2iτ)

)
.

Comme σ > 1, on a ζ(s) = eλ(s) et donc |ζ(s)| = eReλ(s). Il vient par conséquent
pour Re s > 1,

|ζ(σ)|3|ζ(σ + iτ)|4|ζ(σ + 2iτ)| ≥ 1. (6.2.3)

Comme nous avons déjà démontré que ζ ne s’annulait pas sur Re s > 1, il nous suffit
d’examiner ζ(1+iτ) pour τ ∈ R∗. Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe
τ0 ∈ R∗ tel que ζ(1 + iτ0) = 0 ; comme la fonction ζ est holomorphe au voisinage de
1 + iτ0, il existe C0 ≥ 0, ε0 > 0 tels que

|ζ(1 + ε+ iτ0)| ≤ C0ε, pour 0 ≤ ε ≤ ε0.

Examinons alors l’inégalité (6.2.3) pour σ = 1 + ε, 0 < ε < ε0, τ = τ0 : on a

1 ≤ |ζ(1 + ε)|3|ζ(1 + ε+ iτ0)|4|ζ(1 + ε+ 2iτ0)|

≤
∣∣∣∣ζ(1 + ε)− 1

ε
+

1

ε

∣∣∣∣3C4
0ε

4|ζ(1 + ε+ 2iτ0)|

=
1

ε3

∣∣∣∣1 + ε
(
ζ(1 + ε)− 1

ε

)∣∣∣∣3C4
0ε

4|ζ(1 + ε+ 2iτ0)|. (6.2.4)

Or on a vu dans le Théorème 6.1.1 que la fonction s 7→ ζ(s)− 1
s−1

est entière, ce qui
implique limε→0 ε

(
ζ(1 + ε)− 1

ε

)
= 0 et par conséquent il vient de (6.2.4),

1 ≤
∣∣∣∣1 + ε

(
ζ(1 + ε)− 1

ε

)∣∣∣∣3︸ ︷︷ ︸
→ 1
ε→0+

C4
0ε |ζ(1 + ε+ 2iτ0)|︸ ︷︷ ︸

→ ζ(1+2iτ0)
ε→0+

,

de sorte que le membre de droite tend vers 0 lorsque ε→ 0+, ce qui est incompatible
avec la minoration par 1 dans le membre de gauche. Par suite la fonction ζ ne peut
s’annuler en 1 + iτ, τ ∈ R∗ et le théorème est démontré.

Lemme 6.2.2. On pose pour x ∈ R+,

Θ(x) =
∑

1≤j, pj≤x

ln pj, noté
∑
p≤x

ln p. (6.2.5)

Il existe C ≥ 0 tel que ∀x ∈ R+, Θ(x) ≤ Cx.

Démonstration. On a pour n ∈ N,

22n = (1 + 1)2n =
∑

0≤k≤2n

Ck
2n ≥ Cn

2n.

Comme (1 + X)n =
∑

0≤k≤nC
k
nX

k, tous les Ck
n sont des entiers naturels. En parti-

culier, on a (2n)! = Cn
2n(n!)2 et si p est un nombre premier ∈]n, 2n], on a

p|(2n)! ce qui implique p|Cn
2n,
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car p ne divise pas (n!)2, sinon il diviserait l’un des facteurs de (n!)2 qui sont tous
≤ n. Par suite( ∏

n<p≤2n

p
)
|Cn

2n ce qui implique 22n ≥ Cn
2n ≥

( ∏
n<p≤2n

p
)

= eΘ(2n)−Θ(n),

et
Θ(2n)−Θ(n) ≤ 2n ln 2.

Par suite, si 2 ≤ 2n ≤ x < 2n+ 2, on a

Θ(x)−Θ(x/2) =
∑
x
2
<p≤x

ln p =
∑

n<p≤2n

ln p+
∑

2n<p≤x

ln p−
∑

n<p≤x
2

: ∅

ln p,

ce qui donne

Θ(x)−Θ(x/2) ≤ 2n ln 2 + (x− 2n) lnx ≤ x ln 2 + 2 lnx = x
(
ln 2 +

2 lnx

x

)
,

qui implique

∀x ≥ 2, Θ(x)−Θ(x/2) ≤ C0x, C0 = ln 2 + sup
x≥2

2 lnx

x
< +∞, (6.2.6)

car [2,+∞[3 x 7→ (lnx)/x est continue et tend vers 0 en +∞. Par suite pourm ∈ N∗,
2m ≤ x < 2m+1 on a 2 ≤ x21−m ≤ 4 et

Θ
( x

2m−1

)
−Θ

( x
2m
)
≤ C0

x

2m−1

Θ
( x

2m−2

)
−Θ

( x

2m−1

)
≤ C0

x

2m−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Θ
(x

2

)
−Θ

( x
22

)
≤ C0

x

2

Θ
(x

1

)
−Θ

(x
2

)
≤ C0

x

1
,

ce qui implique

Θ(x)−Θ(
x

2m
) ≤ C0x

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2m−1

)
≤ 2C0x,

et Θ(x) ≤ Θ(2) + 2C0x = ln 2 + 2C0x, ce qui donne le résultat du lemme.

Lemme 6.2.3. On pose pour Re s > 1,

Φ(s) =
∑
j≥1

ln pj
psj

noté
∑
p

ln p

ps
. (6.2.7)

La fonction Φ est holomorphe sur Re s > 1 et la fonction s 7→ Φ(s) − 1
s−1

est
holomorphe au voisinage de {s ∈ C,Re s ≥ 1}.
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Démonstration. Pour σ > 0, la fonction [e1/σ,+∞[3 x 7→ ρσ(x) = xσ/(lnx) est
croissante car

ρ′σ(x) = σxσ−1(lnx)−1 − xσ−1(lnx)−2 = xσ−1(lnx)−2
(
σ lnx− 1

)
≥ 0.

Il vient pour Re s > 1, j + 1 ≥ e1/Re s, comme d’après le Lemme 5.1.7, pj ≥ j + 1,

pRe s
j

ln pj
≥ (j + 1)Re s

ln(j + 1)
,

et donc ∣∣∣∣ ln pjpsj

∣∣∣∣ =
ln pj
pRes
j

≤ ln(j + 1)

(j + 1)Re s
,

qui est le terme général d’une série convergente, impliquant que Φ est holomorphe
sur Re s > 1. Pour Re s > 1, on a grâce à (5.1.5)

−ζ
′(s)

ζ(s)
= −λ′(s) =

∑
p

(−1)

1− p−s
d

ds
(e−s ln p) =

∑
p

ln p

ps − 1
,

et donc, comme 1
ps

+ 1
ps(ps−1)

= 1+ps−1
ps(ps−1)

= 1
ps−1

, il vient

− ζ ′(s)

ζ(s)
=
∑
p

ln p

ps︸ ︷︷ ︸
Φ(s)

+
∑
p

ln p

ps(ps − 1)︸ ︷︷ ︸
holomorphe sur

Re s>1/2.

. (6.2.8)

Nous avons vu par ailleurs (cf. Théorème 6.1.1) que

ζ(s) =
1

s− 1
+ ω(s), ω fonction entière.

Il vient par conséquent, pour s 6= 1,

ζ ′(s) = − 1

(s− 1)2
+ ω′(s),

et donc sur l’ouvert {s 6= 1, ζ(s) 6= 0},

−ζ
′(s)

ζ(s)
=

(s− 1)−2 − ω′(s)
(s− 1)−1 + ω(s)

=
1

s− 1

1− (s− 1)2ω′(s)

1 + (s− 1)ω(s)
,

et comme la fonction ζ ne s’annule pas au voisinage de 1, on obtient donc que la
fonction −ζ ′/ζ est méromorphe au voisinage de 1, avec un pôle simple de résidu 1
en s = 1. Or d’après le Théorème 6.2.1, ζ(s) 6= 0 sur Re s ≥ 1, ce qui implique que

−ζ
′(s)

ζ(s)
− 1

s− 1
,
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se prolonge en une fonction holomorphe sur un voisinage de {Re s ≥ 1}. Il vient de
(6.2.8) que

−ζ
′(s)

ζ(s)
− 1

s− 1︸ ︷︷ ︸
holomorphe au voisinage de

Re s≥1.

=
∑
p

ln p

ps︸ ︷︷ ︸
Φ(s)

− 1

s− 1
+
∑
p

ln p

ps(ps − 1)︸ ︷︷ ︸
holomorphe sur

Re s>1/2.

,

et par suite la fonction Φ(s) − (s − 1)−1 est holomorphe au voisinage de Re s ≥ 1,
ce qui achève la démonstration du lemme.

Théorème 6.2.4 (Théorème taubérien de D.J. Newman). Soit f : R+ → C une
fonction mesurable bornée. On pose pour Re z > 0,

g(z) =

∫ +∞

0

e−ztf(t)dt.

La fonction g est holomorphe sur h0 = {z ∈ C,Re z > 0}. Si la fonction g se
prolonge en une fonction holomorphe sur un voisinage de h0, alors

lim
T→+∞

∫ T

0

f(t)dt = g(0).

Démonstration. L’holomorphie de g sur h0 découle immédiatement de la majoration

sup
Re z≥α>0

|e−ztf(t)| ≤ e−αt sup
t≥0
|f(t)|.

Pour T > 0, on pose pour z ∈ C,

gT (z) =

∫ T

0

f(t)e−ztdt.

La fonction gT est entière. Comme g est holomorphe au voisinage de h0, pour R > 0
fixé, il existe δR > 0 tel que la fonction g soit holomorphe sur un voisinage de

∆ = {z ∈ C, |z| ≤ R,Re z ≥ −δR}.

Comme gT est entière, la formule de Cauchy donne

g(0)− gT (0) =
1

2iπ

∫
∂∆

(
g(z)− gT (z)

)
ezT
(

1 +
z2

R2

)dz
z
. (6.2.9)

En posant C+ = ∂∆ ∩ {z,Re z > 0}, il vient pour z ∈ C+,

|g(z)− gT (z)| =
∣∣∣∣∫ +∞

T

f(t)e−ztdt

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L∞(R+)

∫ +∞

T

e−tRe zdt =
‖f‖L∞(R+)e

−T Re z

Re z
.

De plus, on a

pour |z| = R > 0,
∣∣∣∣ezT(1 +

z2

R2

)1

z

∣∣∣∣ =
eT Re z2|Re z|

R2
, (6.2.10)
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car, avec z = Reiθ,

R−2z−1(R2 +z2) = R−2R−1e−iθ(R2 +R2e2iθ) = R−1(e−iθ+eiθ) =
2R cos θ

R2
. (6.2.11)

0
R

∂∆

Figure 6.1 – Le contour utilisé, ε = arcsin(δ/R).

Par conséquent, on a en utilisant (6.2.11) pour |θ| ≤ π/2,∣∣∣∣ 1

2iπ

∫
C+

(
g(z)− gT (z)

)
ezT
(

1 +
z2

R2

)dz
z

∣∣∣∣
≤
‖f‖L∞(R+)

2π
sup
z∈C+

e−T Re z

Re z

eT Re z 2 Re z

R2
πR =

‖f‖L∞(R+)

R
. (6.2.12)

Examinons maintenant

C−(R, δR) = ∂∆ ∩ {z,Re z ≤ 0}. (6.2.13)

Comme gT est entière, on a

JT,R =
1

2iπ

∫
C−

gT (z)ezT
(

1 +
z2

R2

)dz
z

=
1

2iπ

∫
C′−

gT (z)ezT
(

1 +
z2

R2

)dz
z
,
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où C ′− est le demi-cercle {Reiθ}π/2≤θ≤3π/2, ce qui implique, en utilisant (6.2.10) pour
Re z < 0,

|JT,R| ≤
1

2π
πR sup

|z|=R,Re z<0

{∣∣∣∣∫ T

0

f(t)e−ztdt

∣∣∣∣ eT Re z 2|Re z|
R2

}
≤ 1

R
sup

|z|=R,Re z<0

{
‖f‖L∞(R+)

∫ T

0

e−tRe zdteT Re z|Re z|
}
,

et par suite

|JT,R| ≤
1

R
sup

|z|=R,Re z<0

{
‖f‖L∞(R+)

e−T Re z − 1

(−Re z)
eT Re z|Re z|

}
≤
‖f‖L∞(R+)

R
sup

Re z<0

{
(1− eT Re z)

}
=
‖f‖L∞(R+)

R
. (6.2.14)

Il nous reste à examiner

IT,R =
1

2iπ

∫
C−

g(z)ezT
(

1 +
z2

R2

)dz
z
. (6.2.15)

On a, avec [0, 1] 3 τ 7→ γ(τ) ∈ C− une paramétrisation C1 par morceaux de C−

|IT,R| ≤
1

2π
sup
C−

∣∣∣∣g(z)
(

1 +
z2

R2

)1

z

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
ne dépend que de R, δR

∫ 1

0

eT Re γ(τ) |γ̇(τ)|︸ ︷︷ ︸
borné, ne dépend

que de R, δR

dτ,

comme Re γ(τ) < 0 sur ]0, 1[, on trouve pour R > 0 fixé,

lim sup
T→+∞

|IT,R| = 0. (6.2.16)

On a donc de (6.2.9), (6.2.12), (6.2.14), (6.2.16), pour tout R > 0,

lim sup
T→+∞

|g(0)− gT (0)| ≤
2‖f‖L∞(R+)

R
+ lim sup

T→+∞
|IT,R| =

2‖f‖L∞(R+)

R
,

et par suite

lim sup
T→+∞

|g(0)− gT (0)| ≤ inf
R>0

2‖f‖L∞(R+)

R
= 0,

ce qui implique limT→+∞ gT (0) = g(0), qui est le résultat cherché.

Lemme 6.2.5. Avec Θ définie par (6.2.5), l’intégrale∫ +∞

1

Θ(x)− x
x2

dx converge,

i.e. la limite pour A→ +∞ de
∫ A

1
Θ(x)−x
x2 dx existe.
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Démonstration. Pour Re s > 1, on considère l’intégrale absolument convergente (cf.
Lemma 6.2.2),

s

∫ +∞

1

Θ(x)

xs+1
dx = s

∫ +∞

1

x−s−1
(∑
p≤x

ln p
)
dx

= s

∫ +∞

1

x−s−1
(∑
j≥1

H(x− pj) ln pj

)
dx,

et comme pj ≥ j (Lemme 5.1.7), on a

pj ≤ x =⇒ j ≤ x =⇒
∑
j≥1

H(x− pj) ln pj ≤
∑
j≥1

H(x− j) lnx ≤ x lnx.

On a aussi
∫ +∞

1
x−2−εx lnxdx < +∞ pour ε > 0, et il vient

s

∫ +∞

1

Θ(x)

xs+1
dx =

∑
j≥1

ln pj

∫ +∞

pj

sx−s−1dx =
∑
j≥1

p−sj ln pj = Φ(s),

où Φ est définie en (6.2.7). Par conséquent, pour Re s > 1, on a

Φ(s) = s

∫ +∞

0

Θ(et)e−stdt. (6.2.17)

On remarque que la fonction f : R+ → R, définie par

f(t) = Θ(et)e−t − 1, (6.2.18)

est mesurable bornée (cf. Lemme 6.2.2) et que la fonction g : {Re z > 0} → C définie
par

g(z) =

∫ +∞

0

f(t)e−ztdt =

∫ +∞

0

Θ(et)e−t(z+1)dt− 1

z
=

Φ(z + 1)

z + 1
− 1

z
, (6.2.19)

se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de {z ∈ C,Re z ≥ 0} (cf.
Lemme 6.2.3). On peut donc appliquer le Théorème 6.2.4 qui nous donne l’existence
de la limite

lim
T→+∞

∫ T

0

f(t)dt = lim
T→+∞

∫ T

0

(
Θ(et)e−t − 1

)
dt = lim

T→+∞

∫ eT

1

Θ(x)− x
x

dx

x
,

soit le résultat cherché.

Lemme 6.2.6. Avec la fonction Θ donnée par (6.2.5), on a Θ(x) ∼ x lorsque
x→ +∞.

Démonstration. Supposons que lim supx→+∞Θ(x)/x > 1, i.e. qu’il existe λ > 1 et
une suite (xk)k≥1 de réels tendant vers +∞ tels que Θ(xk) ≥ λxk. Comme la fonction
Θ est croissante, il vient∫ λxk

xk

Θ(t)− t
t2

dt ≥
∫ λxk

xk

λxk − t
t2

dt =

∫ λ

1

λxk − xku
x2
ku

2
xkdu

=

∫ λ

1

λ− u
u2

du > 0. (6.2.20)
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Or, le Lemme 6.2.5 implique que

lim
k→+∞

∫ xk

1

Θ(t)− t
t2

dt =

∫ +∞

1

Θ(t)− t
t2

dt = lim
k→+∞

∫ λxk

1

Θ(t)− t
t2

dt,

et par suite

lim
k→+∞

∫ λxk

xk

Θ(t)− t
t2

dt = 0,

ce qui contredit (6.2.20).

De manière analogue, si l’on suppose lim infx→+∞Θ(x)/x ∈]0, 1[, i.e. qu’il existe
0 < λ < 1 et une suite (xk)k≥1 de réels tendant vers +∞ tels que Θ(xk) ≤ λxk,
comme la fonction Θ est croissante, il vient∫ xk

λxk

Θ(t)− t
t2

dt ≤
∫ xk

λxk

λxk − t
t2

dt =

∫ 1

λ

λxk − xku
x2
ku

2
xkdu

=

∫ 1

λ

λ− u
u2

du < 0. (6.2.21)

Or, le Lemme 6.2.5 implique que

lim
k→+∞

∫ xk

1

Θ(t)− t
t2

dt =

∫ +∞

1

Θ(t)− t
t2

dt = lim
k→+∞

∫ λxk

1

Θ(t)− t
t2

dt,

et par suite

lim
k→+∞

∫ xk

λxk

Θ(t)− t
t2

dt = 0,

ce qui contredit (6.2.21). En outre si l’on avait lim infx→+∞Θ(x)/x ≤ 0, on aurait
lim infx→+∞Θ(x)/x = 0, car Θ est à valeurs positives, et pour ε > 0 fixé, on pourrait
trouver une suite (xk)k≥1 de réels tendant vers +∞ tels que Θ(xk) ≤ εxk. Comme
la fonction Θ est croissante, il vient∫ xk

εxk

Θ(t)− t
t2

dt ≤
∫ xk

εxk

εxk − t
t2

dt =

∫ 1

ε

εxk − xku
x2
ku

2
xkdu

=

∫ 1

ε

ε− u
u2

du < 0. (6.2.22)

Or, le Lemme 6.2.5 implique que

lim
k→+∞

∫ xk

1

Θ(t)− t
t2

dt =

∫ +∞

1

Θ(t)− t
t2

dt = lim
k→+∞

∫ εxk

1

Θ(t)− t
t2

dt,

et par suite

lim
k→+∞

∫ xk

εxk

Θ(t)− t
t2

dt = 0,

ce qui contredit (6.2.22). Nous avons donc démontré que

1 ≤ lim inf
x→+∞

Θ(x)/x ≤ lim sup
x→+∞

Θ(x)/x ≤ 1,

ce qui donne le résultat cherché.
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Théorème 6.2.7 (Théorème des nombres premiers 1). On définit pour x ∈ R+,

π(x) = Card{j ∈ N∗, pj ≤ x} = Card{p ∈ P, p ≤ x}. (6.2.23)

On a

π(x) ∼
x→ +∞

x

lnx
. (6.2.24)

Démonstration. On a en effet pour x > 1,

Θ(x) =
∑
p≤x

ln p ≤
∑
p≤x

lnx = π(x) lnx,

et d’autre part pour 1 > ε > 0,

Θ(x) =
∑
p≤x

ln p ≥
∑

x1−ε<p≤x

ln p ≥
∑

x1−ε<p≤x

ln(x1−ε) = (1− ε)(lnx)
(
π(x)− π(x1−ε)

)
,

de sorte que Θ(x) ≥ (1− ε)(lnx)
(
π(x)− Cx1−ε

)
et donc

(1− ε)π(x)− C(1− ε)x1−ε ≤ Θ(x)

lnx
≤ π(x),

ce qui implique
Θ(x)

lnx
≤ π(x) ≤ Cx1−ε +

1

1− ε
Θ(x)

lnx
,

et donc
Θ(x)

x
≤ π(x) lnx

x
≤ Cx−ε lnx+

1

1− ε
Θ(x)

x
,

et par conséquent le Lemme 6.2.6 implique pour tout ε ∈]0, 1[,

1 = lim inf
x→+∞

Θ(x)

x
≤ lim inf

x→+∞

π(x) lnx

x

≤ lim sup
x→+∞

π(x) lnx

x
≤ 1

1− ε
lim sup
x→+∞

Θ(x)

x
=

1

1− ε
,

et le résultat.

N.B. Une bonne partie de notre argumentaire dans cette section repose sur l’article
[44] de D. Zagier, exposant l’article de D.J. Newman [30] qui contient en particulier
le Théorème taubérien 6.2.4.

1. Ce théorème a été démontré en 1896 indépendamment et concomitamment par Jacques
Hadamard (1865-1963) et Charles-Jean de la Vallée-Poussin (1866-1962).
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6.3 L’hypothèse de Riemann
Nous avons vu plus haut que la fonction ζ de Riemann, donnée sur le demi-

plan Re s > 1 par la formule (5.1.1) se prolonge (cf. Théorème 6.1.1) en une fonction
méromorphe sur C dont l’unique pôle est simple et situé en s = 1 (de résidu 1). Nous
avons vu également en (6.1.4) que la fonction ζ s’annule aux entiers pairs strictement
négatifs −2N∗ ; on qualifie ces zéros de zéros triviaux de la fonction Zeta. Par ailleurs,
nous avons démontré (Théorème 6.2.1) que la fonction ζ ne possède pas de zéros sur
le demi-plan fermé Re s ≥ 1, un point décisif pour le théorème des nombres premiers
(Théorème 6.2.7). On verra plus bas (Théorème 7.3.10) qu’hormis aux zéros triviaux,
la fonction ζ ne s’annule pas sur le demi-plan fermé Re s ≤ 0. On sait donc que les
zéros non triviaux de la fonction ζ sont situés dans la bande ouverte

{s ∈ C, 0 < Re s < 1}. (6.3.1)

L’hypothèse de Riemann, une conjecture formulée par Bernhard Riemann en 1859
affirme que

les zéros non triviaux de la fonction ζ

sont situés sur la droite critique {s ∈ C, Re s =
1

2
}. (6.3.2)

L’hypothèse de Riemann est l’une des conjectures les plus importantes des mathéma-
tiques et reste un problème ouvert (en juin 2015). On définit le “logarithme intégral”
par la formule

Li(x) =

∫ x

2

dt

ln t
. (6.3.3)

Le théorème de Hadamard et de la Vallée-Poussin prouve que π(x) ∼ Li(x) lorsque
x tend vers +∞ (π(x) est défini en (6.2.23)) tandis que l’on peut montrer que
l’hypothèse de Riemann équivaut à l’estimation

π(x) = Li(x) +O
(
x1/2 lnx

)
, (6.3.4)

un résultat bien plus précis que (6.2.24), et dont on peut démontrer l’optimalité.
On peut mesurer la distance (le gouffre) qui sépare le théorème de Hadamard–de la
Vallée-Poussin de l’hypothèse de Riemann en reformulant (6.2.24) comme

π(x) = Li(x) +O
(
xe−a

√
lnx
)

= Li(x) +O
(
x

1− a√
ln x

)
,

pour une constante a > 0. (6.3.5)

Des calculs numériques ont montré, qu’en rangeant les zéros de la fonction ζ par
ordre croissant de la partie imaginaire, les 1013 premiers zéros (de partie imaginaire
positive) sont effectivement situés sur la droite critique.
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Figure 6.2 – Comparaison numérique des fonctions π(x)
Li(x) , 1,

π(x)
(x/ lnx) .

La figure 6.2 semble indiquer que Li(x) ≥ π(x) ce qui n’est pas correct en général :
J. Littlewood a montré en 1914 que le signe de π(x)− Li(x) change une infinité de
fois pour x→ +∞. Ce résultat montre que des calculs numériques explicites, même
pour des valeurs qui peuvent sembler assez “grandes”, peuvent ne pas atteindre des
phénomènes démontrés théoriquement. Il est vrai (cf. [37], Theorem 1) que

∀x ≥ 17, π(x) ≥ x

lnx
.

En revanche, bien que π(x) < Li(x) pour x ≤ 1010, le signe de π(x)− Li(x) change
une infinité de fois pour x→ +∞.

Il faut ajouter que la conjecture de Riemann joue un rôle très particulier en ma-
thématiques, à la croisée des chemins menant de l’analyse et la théorie des nombres à
la géométrie algébrique et que l’une des raisons les plus fortes de croire en la validité
de l’hypothèse de Riemann est le fait qu’un énoncé analogue à cette conjecture est
vérifié pour les fonctions Zeta attachées aux courbes sur les corps finis. Le lecteur
pourra consulter le livre d’H.M. Edwards [10] ainsi que la description d’E. Bombieri
dans [4].
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Figure 6.3 – Le carré du module de la fonction ζ sur la droite critique.

Les premiers zéros de la fonction ζ de partie imaginaire positive sont 1
2

+ it avec
t =

14, 135 . . .

21, 022 . . .

25, 011 . . .

30, 425 . . .

32, 935 . . .

37, 586 . . .

40, 919 . . .

43, 327 . . .

48, 005 . . .

49, 774 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



Chapitre 7

Formules de Stirling, équation
fonctionnelle de la fonction Zeta

7.1 La formule de Stirling
Théorème 7.1.1 (Formule de Stirling). On a

n! ∼
n→ +∞

(n
e

)n√
2πn. (7.1.1)

Démonstration. Pour x > 0, on considère

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

e−ttxdt, (t = sx)

= xx
∫ +∞

0

e−sxsxxds, (s = u+ 1)

= xx+1e−x
∫ +∞

−1

e−uxex ln(1+u)du,

et l’on a, pour x > 0, y > 0,

Γ(x+ 1) =
(x
e

)x
xI(x1/2), I(y) =

∫ +∞

−1

e−y
2(u−ln(1+u))du. (7.1.2)

Posons pour u > −1, φ(u) = u− ln(1 + u). On a

φ′(u) = 1− (1 + u)−1 =
u

1 + u
, φ′′(u) = (1 + u)−2,

81
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u −1 0 +∞
φ′′(u) +∞ + 1 + 0
φ′(u) −∞ − 0 + 1
φ(u) +∞ ↘ 0 ↗ +∞

Table 7.1 – Tableau de variation de la fonction φ.
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Figure 7.1 – la fonction φ.

La fonction φ est strictement convexe sur ]−1,+∞[, possède un unique minimum
(qui est strict) 0 en 0. Soit α0 ∈]0, 1[. Pour −1 < u ≤ −α0, on a φ(u) ≥ φ(−α0) > 0,

0 ≤
∫ −α0

−1

e−y
2φ(u)du ≤

∫ −α0

−1

e−y
2φ(−α0)du = (1− α0)e−y

2φ(−α0). (7.1.3)

Si u ≥ α0, on a φ(u) ≥ φ(α0) > 0 et donc pour ω ∈]α0, u[

φ(u)− φ(α0) = (u− α0)φ′(ω) ≥ (u− α0)φ′(α0) =
(u− α0)α0

1 + α0

,

ce qui implique

0 ≤
∫ +∞

α0

e−y
2φ(u)du = e−y

2φ(α0)

∫ +∞

α0

e−y
2(φ(u)−φ(α0))du

≤ e−y
2φ(α0)

∫ +∞

α0

e
−y2 (u−α0)α0

1+α0 du = e−y
2φ(α0)

∫ +∞

0

e
−y2 vα0

1+α0 dv

= e−y
2φ(α0) 1 + α0

α0y2
. (7.1.4)
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Posons

J(y) =

∫ +α0

−α0

e−y
2φ(u)du =

∫ +α0

−α0

e−y
2(u−ln(1+u))du. (7.1.5)

On remarque que pour |u| ≤ α0 < 1

φ(u) = u−
∑
k≥1

(−1)k+1u
k

k
=
∑
k≥2

(−1)k
uk

k
=
u2

2
(1 + ε(u)),

avec ε ∈ C∞(]− 1,+∞[), ε(0) = 0. Il vient

J(y) =

∫ α0

−α0

e−y
2 u2

2
(1+ε(u))du =

∫ yα0

−yα0

e−
v2

2
(1+ε(v/y))dv

1

y
.

On peut choisir α0 ∈]0, 1[ tel que |u| ≤ α0 =⇒ ε(u) ≥ −1/2, et il vient

|v| ≤ yα0 =⇒ 1 + ε(v/y) ≥ 1/2, 0 ≤ e−
v2

2
(1+ε(v/y)) ≤ e−

v2

4 ,

et en appliquant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on trouve

lim
y→+∞

yJ(y) =

∫
R
e−v

2/2dv =
√

2π.

De (7.1.2), (7.1.3), (7.1.4), (7.1.5), il vient avec β > 0, pour y → +∞,

I(y) = O(e−βy
2

) +

√
2π

y

(
1 + σ(y)

)
, lim

y→+∞
σ(y) = 0,

ce qui implique pour x > 0,

Γ(x+ 1) ∼
x→ +∞

(x
e

)x
x

√
2π√
x

=
(x
e

)x√
2πx, (7.1.6)

ce qui est le résultat cherché, car pour n ∈ N,Γ(n+1) = n! (cf. Théorème 2.1.3).

Remarque 7.1.2. On peut noter que, dans le calcul précédent, on obtient avec ν >
0, α0 ∈]0, 1[,

Γ(x+ 1) =
(x
e

)x√
2πx

{∫ +α0

−α0

e−x(u−ln(1+u))du
x1/2

√
2π

+O(e−νx)

}
. (7.1.7)

Le terme entre accolades ci-dessus tend vers 1 lorsque x tend vers +∞ et l’on pourrait
chercher à obtenir un développement asymptotique plus précis avec des puissances
négatives de x. On note à ce propos que la contribution essentielle dans l’intégrale I
de (7.1.2) est localisée au voisinage de l’unique point critique de φ, les autres contri-
butions étant exponentiellement petites. Nous verrons dans la suite qu’en utilisant la
méthode d’Euler-Maclaurin, on peut effectivement obtenir un développement asymp-
totique à un ordre arbitraire, mais la formule ci-dessus suffit pour une analyse plus
précise. Comme u− ln(1 + u) ∼ u2/2 au voisinage de 0, on pose

u− ln(1 + u) =
u2

2
κ(u)2, κ(0) = 1, w = uκ(u), u = θ(w).
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On effectue le changement de variable u = θ(w) et l’on obtient

x1/2

√
2π

∫ +α0

−α0

e−x(u−ln(1+u))du =
x1/2

√
2π

∫ α0κ(α0)

−α0κ(−α0)

e−xw
2/2θ′(w)dw

=
1√
2π

∫ +α0κ(α0)x1/2

−α0κ(−α0)x1/2

e−v
2/2θ′(vx−1/2)dw.

Il suffit alors de faire un développement de Taylor de θ′. On remarque que

w = u
(∑
l≥0

(−1)l
2ul

l + 2

)1/2

, u = θ
(
w(u)

)
,

θ′(w)w′ = 1, θ′′(w)w′2 + θ′(w)w′′ = 0,

θ′′′(w)w′3 + 3θ′′(w)w′w′′ + θ′(w)w′′′ = 0,

et l’on obtient facilement (nous verrons plus bas dans la Remarque 7.2.3 une démons-
tration détaillée d’une formule plus précise et ne donnons pas ici tous les éléments
du calcul),

θ′(0) = 1, θ′′(0) =
2

3
, θ′′′(0) =

1

6
,

et finalement

Γ(x+ 1) =
(x
e

)x√
2πx

(
1 +

1

12x
+O(

1

x2
)
)
. (7.1.8)

7.2 Développement de Stirling

Reprenons pour x > 0, n ∈ N, f(x) = Log x, la formule d’Euler-Maclaurin donnée
par le Théorème 3.3.1. En remarquant 1 que pour k ≥ 1, x > 0,

Log(k)(x) = (−1)k−1(k − 1)! x−k, (7.2.1)

il vient

∑
0≤k≤n

Log(x+ k) =

∫ x+n+1

x

Log t dt+
1

2
Log

( x

x+ n+ 1

)
+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)!
(2l − 2)!

(
(x+ n+ 1)−2l+1 − x−2l+1

)
+

1

(2m+ 1)!

∫ n+1

0

B̃2m+1(θ)(2m)!(x+ θ)−2m−1dθ,

1. La formule (7.2.1) est vérifiée pour k = 1 ; valide pour un entier k ≥ 1, elle implique
Log(k+1)(x) = (−1)k−1(k − 1)!(−k)x−k−1 = (−1)kk! x−k−1, soit la formule pour k + 1.
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et donc∑
0≤k≤n

Log(x+ k) = (x+ n+
1

2
) Log(x+ n+ 1)

− (x+ n+ 1)− (x− 1

2
) Log x+ x

+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)(2l − 1)

(
(x+ n+ 1)−2l+1 − x−2l+1

)
+

1

(2m+ 1)

∫ n+1

0

B̃2m+1(θ)(x+ θ)−2m−1dθ. (7.2.2)

Or la formule de Gauss (4.3.1) implique que pour x > 0,

Log
(
Γ(x)

)
= lim

n→+∞

{
xLog n+

∑
0≤k≤n−1

Log(k + 1)−
∑

0≤k≤n

Log(x+ k)
}
,

et par suite

Log
(
Γ(x)

)
= lim

n→+∞

{
xLog n+

∑
0≤k≤n−1

Log(k + 1)

− (x+ n+
1

2
) Log(x+ n+ 1) + (x+ n+ 1) + (x− 1

2
) Log x− x

−
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)(2l − 1)

(
(x+ n+ 1)−2l+1 − x−2l+1

)
− 1

(2m+ 1)

∫ n+1

0

B̃2m+1(θ)(x+ θ)−2m−1dθ

}
.

En outre, en appliquant la formule d’Euler-Maclaurin (7.2.2) (x0 = 1, n−1 ≥ 0),
il vient ∑

0≤k≤n−1

Log(1 + k) =(n+
1

2
) Log(n+ 1)− n

+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)(2l − 1)

(
(n+ 1)−2l+1 − 1

)
+

1

(2m+ 1)

∫ n

0

B̃2m+1(θ)(1 + θ)−2m−1dθ,

et par suite
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Log
(
Γ(x)

)
= lim

n→+∞

{
xLog n+ (n+

1

2
) Log(n+ 1)− n

+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)(2l − 1)

(
(n+ 1)−2l+1 − 1− (x+ n+ 1)−2l+1 + x−2l+1

)
+

1

(2m+ 1)

(∫ n

0

B̃2m+1(θ)(1 + θ)−2m−1dθ

−
∫ n+1

0

B̃2m+1(θ)(x+ θ)−2m−1dθ
)

− (x+ n+
1

2
) Log(x+ n+ 1) + (x+ n+ 1) + (x− 1

2
) Log x− x

}
.

Examinons la somme Un(x) de la première et de la dernière ligne ci-dessus : on a

Un(x) = xLog n+ (n+
1

2
) Log(n+ 1)− n− (x+ n+

1

2
) Log(x+ n+ 1)

+ (x+ n+ 1) + (x− 1

2
) Log x− x

= xLog
( n

x+ n+ 1

)
︸ ︷︷ ︸

↓ n→+∞
0

+ (n+
1

2
) Log

( n+ 1

x+ n+ 1

)
︸ ︷︷ ︸

=−(n+ 1
2

) Log
(

1+ x
n+1

)
↓ n→+∞
−x

+1 + (x− 1

2
) Log x,

de sorte que

lim
n→+∞

Un(x) = (x− 1

2
) Log x+ 1− x = xLog x− x− 1

2
Log x+ 1,

et par conséquent pour m ≥ 1, x > 0,

Log
(
Γ(x)

)
= xLog x− x− 1

2
Log x

+ 1 +
1

(2m+ 1)

∫ +∞

0

B̃2m+1(θ)(1 + θ)−2m−1dθ −
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)(2l − 1)

+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)(2l − 1)
x−2l+1

− 1

(2m+ 1)

∫ +∞

0

B̃2m+1(θ)(x+ θ)−2m−1dθ.

La seconde ligne de l’expression ci-dessus est une constante Vm ne dépendant que
de m. En choisissant x = N + 1, N ∈ N, il vient

Log(N !) = (N + 1) Log(N + 1)−N − 1− 1

2
Log(N + 1) + Vm + εm(N),
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avec limN→+∞ εm(N) = 0. Par suite on obtient que

N ! = (N + 1)N+1e−N−1(N + 1)−1/2eVmeεm(N)

=
(N
e

)N(N + 1

e

e

N

)N N + 1

e
√
N + 1

eVmeεm(N)

=
(N
e

)N√
2πN

(
1 +

1

N

)N 1

e

√
N + 1√
2πN

eVmeεm(N),

et par conséquent

N !

{(N
e

)N√
2πN

}−1

=
(
1 +

1

N

)N 1

e

√
N + 1√
2πN

eVmeεm(N),

ce qui donne en prenant la limite de chaque membre lorsque N → +∞ et en utilisant
(7.1.1),

1 = eVm(2π)−1/2, et donc Vm =
1

2
Log(2π).

Nous avons donc démontré pour x > 0,m ≥ 1 entier,

Log
(
Γ(x)

)
= xLog x− x− 1

2
Log x+

1

2
Log(2π) +

∑
1≤l≤m

b2l

(2l)(2l − 1)
x−2l+1

− 1

(2m+ 1)

∫ +∞

0

B̃2m+1(θ)(x+ θ)−2m−1dθ. (7.2.3)

On remarque que le membre de droite est holomorphe sur C\R− : le logarithme
complexe est défini en (1.3.1) et pour θ ≥ 0, z ∈ C\R−, on a z + θ 6= 0 (sinon
Im z = 0,Re z ≤ 0, ce qui est exclu). Donc pour z ∈ K compact de C\R−, on a

inf
θ≥0,z∈K

|z + θ|(1 + θ)−1 = βK > 0,

car si z ∈ K et θ ≥ 1 + 2 supz∈K |z| = 1 + 2MK , on a

|z+θ| ≥ θ−|z| ≥ θ

2
≥ 1

4
(θ + 1) car θ ≥ 1, et donc inf

θ≥2M+1,z∈K
|z + θ|(1 + θ)−1 ≥ 1

4
,

et en outre
inf

0≤θ≤1+2M,z∈K
|z + θ|(1 + θ)−1 > 0.

On définit alors la fonction λΓ, holomorphe sur C\R− (rappelons que m ≥ 1),

λΓ(z) = z Log z − z − 1

2
Log z +

1

2
Log(2π) +

∑
1≤l≤m

b2l

(2l)(2l − 1)
z−2l+1

− 1

(2m+ 1)

∫ +∞

0

B̃2m+1(θ)(z + θ)−2m−1dθ. (7.2.4)

Nous avons démontré en (7.2.3) que pour x > 0,

eλΓ(x) = Γ(x),

et par prolongement analytique (la fonction Γ est méromorphe sur C avec des pôles
en −N, cf. Théorème 2.1.3) on obtient ∀z ∈ C\R−, eλΓ(z) = Γ(z).
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Théorème 7.2.1.
(1) Pour tout entier m ≥ 1, la fonction λΓ définie en (7.2.4) est holomorphe sur
C\R− et l’on a

∀z ∈ C\R−, eλΓ(z) = Γ(z). (7.2.5)

(2) On a pour z ∈ C\R−,

λΓ(z) = z Log z − z − 1

2
Log z +

1

2
Log(2π)

+
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)(2l − 1)
z−2l+1 +Rm(z). (7.2.6)

Soit α0 ∈]0, π/2]. En utilisant (1.3.4), on a pour | arg z| ≤ π − α0,

|Rm(z)| ≤ Cm,α0|z|−2m. (7.2.7)

(3) On a pour z ∈ C\R−,

Γ′(z)

Γ(z)
= Log z − 1

2z
−
∑

1≤l≤m

b2l

2lz2l
+R′m(z). (7.2.8)

Soit α0 ∈]0, π/2]. Pour | arg z| ≤ π − α0, on a

|R′m(z)| ≤ C ′m,α0
|z|−2m−1. (7.2.9)

Démonstration. L’assertion (1) est déjà démontrée. On a également

Rm(z) = − 1

(2m+ 1)

∫ +∞

0

B̃2m+1(θ)(z + θ)−2m−1dθ,

et de l’estimation (5.3.2), il vient pour z = |z|eiψ, |ψ| ≤ π − α0

|Rm(z)| ≤ 4e2π (2m+ 1)!

(2π)2m+1

∫ +∞

0

|z + t|z||−2m−1dt|z|

=
4e2π(2m+ 1)!

(2π)2m+1|z|2m

∫ +∞

0

|eiψ + t|−2m−1dt.

On remarque que pour t ≥ 0, |ψ| ≤ π − α0 < π,

|t+ eiψ|2 = (t+ cosψ)2 + sin2 ψ = t2 + 1 + 2t cosψ

≥ t2 + 1 + 2t cos(π − α0) = (t− 1)2 + 2t(1− cosα0)

≥ (1− cosα0)((t− 1)2 + 2t) = (1− cosα0)(t2 + 1),

ce qui implique pour arg z ≤ π − α0 < π,

|Rm(z)| ≤ 4e2π(2m+ 1)!

(2π)2m+1|z|2m(1− cosα0)m+ 1
2

∫ +∞

0

(t2 + 1)−m−
1
2dt,
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et donne le résultat (2). En dérivant les fonctions holomorphes de l’égalité (déjà
démontrée) (7.2.5), il vient pour z ∈ C\R−,

Γ(z)λ′Γ(z) = λ′Γ(z)eλΓ(z) = Γ′(z),

et comme la fonction 1/Γ est entière (cf. Théorème 4.3.2), il vient pour z ∈ C\R−,

Γ′(z)

Γ(z)
= λ′Γ(z) = Log z − 1

2z
−
∑

1≤l≤m

b2l

(2l)z2l
+R′m(z).

La majoration (7.2.9) se démontre de manière tout à fait analogue à la majoration
(7.2.7).

Remarque 7.2.2. Le lecteur aura sans doute remarqué que les fonctions λΓ dépendent
a priori du choix de l’entier m ≥ 1 et devraient donc être notées λΓ,m. Remarquons
toutefois que si m1,m2 sont des entiers ≥ 1 on a

∀z ∈ C\R−, λΓ,m1(z) = λΓ,m2(z). (7.2.10)

En effet, il vient de (7.2.5)

∀z ∈ C\R−, exp
(
λΓ,m1(z)− λΓ,m2(z)

)
= 1,

et par conséquent du point (3) du Théorème 1.1.1, on trouve que la fonction holo-
morphe (sur C\R−) ν = λΓ,m1 − λΓ,m2 est à valeurs dans 2iπZ. Comme en outre, il
vient de (7.2.6) que pour x > 0,

lim
x→+∞

(
λΓ,m1(x)− λΓ,m2(x)

)
= 0 = lim

x→+∞
ν(x).

Ceci implique que ν(x) est constante égale à 0 pour x réel positif assez grand. Par
suite le fermé de C\R− défini par

F = {z ∈ C\R−, ν(z) = 0} = ν−1({0})

est non vide et également ouvert car ν est continue à valeurs dans 2iπZ et {0} est
ouvert dans 2iπZ. La connexité de C\R− assure que F = C\R− et par suite que
(7.2.10) est vérifié.

Remarque 7.2.3. En appliquant (1), (2) dans le théorème précédent pour z ∈ C\R−,
il vient, avec zz1 = ez1 Log z,

Γ(z) = zz−
1
2 e−z
√

2π exp
( ∑

1≤l≤m

b2l

(2l)(2l − 1)
z−2l+1 +Rm(z)

)
,

et pour m = 3,Re z > 0, comme b2 = 1/6, b4 = −1/30, b6 = 1/42 (cf. (3.2.12))

Γ(z) = zz−
1
2 e−z
√

2π exp
( 1

12z
− 1

360z3
+

1

1260z5
+R3(z)

)
,

R3(z) = O(|z|−6), (7.2.11)
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ce qui implique

Γ(z) = zz−
1
2 e−z
√

2π

{
1 +

( 1

12z
− 1

360z3
+O(|z|−5)

)
+

1

2

( 1

12z
− 1

360z3
+O(|z|−5)

)2

+
1

6

( 1

12z
− 1

360z3
+O(|z|−5)

)3

+
1

24

( 1

12z
− 1

360z3
+O(|z|−5)

)4

+O(|z|−5)

}
et donc Γ(z) = zz−

1
2 e−z
√

2πω(z), avec

ω(z) = 1 +
1

12z
− 1

360z3
+O(|z|−5) +

1

2

( 1

122z2
− 2

1

12× 360z4

)
+

1

6

( 1

123z3

)
+

1

24

( 1

124z4

)
= 1 +

1

12z
+

1

288z2
+
( 1

6× 123
− 1

360

) 1

z3
+
( 1

24× 124
− 1

360× 12

) 1

z4
,

ce qui donne pour Re z > 0,

Γ(z) = zz−
1
2 e−z
√

2π
{

1+
1

12z
+

1

288z2
− 139

51840z3
− 571

2488320z4
+O(|z|−5)

}
, (7.2.12)

et pour n ∈ N, n! = Γ(n+ 1) = nΓ(n),

n! =
(n
e

)n√
2πn

{
1 +

1

12n
+

1

288n2
− 139

51840n3
− 571

2488320n4
+O(n−5)

}
, (7.2.13)

une formule précisant les formules de Stirling (7.1.1) et (7.1.8).
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La commande Mathematica

Series[n!, {n, Infinity,10}] e^{n}/(Sqrt[2 Pi n] n^(n )) // FullSimplify

fournit

n! =
(n
e

)n√
2πn

{
1 +

1

12n
+

1

288n2
− 139

51840n3
− 571

2488320n4

+
163879

209018880 n5
+

5246819

75246796800 n6

− 534703531

902961561600 n7
− 4483131259

86684309913600 n8

+
432261921612371

514904800886784000 n9

+
6232523202521089

86504006548979712000 n10
+O(n−11)

}
.

7.3 Équation fonctionnelle de la fonction Zeta

7.3.1 Préliminaires

Considérons pour s ∈ C tel que Re s > 1,

ζ̃(s) =
1

Γ(s)

∫ +∞

0

ts−1(et − 1)−1dt. (7.3.1)

Notons que cette expression a un sens car 1/Γ est entière et pour

M0 ≥ Re s ≥ 1 + ε0, ε0 > 0,

on a pour t ≥ 0,

|ts−1(et − 1)−1| = tRe s−2e−t/2
te−t/2

1− e−t
≤ CtRe s−2e−t/2

≤ C1[0,1](t)t
ε0−1 + C1[1,+∞[(t)t

M0−2e−t/2 ∈ L1(R+),

ce qui permet de démontrer que ζ̃ est holomorphe sur Re s > 1. On a également∫ +∞

0

ts−1(et − 1)−1dt =

∫ +∞

0

ts−1e−t
1

1− e−t
dt =

∫ +∞

0

ts−1e−t
∑
k∈N

e−ktdt,
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et l’on remarque que pour Re s > 1,

∑
k≥0

∫ +∞

0

tRe s−1e−(k+1)tdt =
∑
k≥0

∫ +∞

0

tRe s−1e−tdt(k + 1)−1−Re s+1

=
∑
k≥0

Γ(Re s)

(k + 1)Re s
< +∞,

ce qui implique que ζ̃(s) = 1
Γ(s)

∑
k≥0

Γ(s)
(k+1)s

= ζ(s), démontrant le résultat suivant.

Proposition 7.3.1. Pour s ∈ C,Re s > 1, on a

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ +∞

0

ts−1(et − 1)−1dt. (7.3.2)

7.3.2 Fonction Theta de Jacobi

Définition 7.3.2. Pour z ∈ C,Re z > 0, on pose

θJ(z) =
∑
n∈Z

e−πn
2z. (7.3.3)

Remarque 7.3.3. La fonction θJ , dite fonction Theta de Jacobi, est holomorphe sur
le demi-plan {Re z > 0}. En effet, chaque fonction z 7→ e−πn

2z est entière et pour
Re z ≥ ε0 > 0, on a

∑
n∈Z

sup
Re z≥ε0

|e−πn2z| ≤
∑
n∈Z

e−πn
2ε0 ≤ 1 + 2

∑
n≥1

∫ n

n−1

e−πε0t
2

dt

= 1 + 2

∫ +∞

0

e−πε0t
2

dt = 1 + ε
−1/2
0 < +∞.

Lemme 7.3.4. Pour z ∈ C,Re z > 0, on a

|θJ(z)− 1| ≤ (Re z)−1/2, (7.3.4)
|θJ(z)− 1| ≤ 4e−πRe z, si Re z ≥ (ln 2)/π. (7.3.5)

N.B. Nous utiliserons (7.3.4) pour Re z → 0+, et (7.3.5) pour Re z → +∞.

Démonstration. La première majoration s’obtient en utilisant la Remarque 7.3.3 et

|θJ(z)− 1| ≤ 2
∑
n≥1

e−πn
2 Re z ≤ 2

∫ +∞

0

e−πt
2 Re zdt = (Re z)−1/2.

En outre, on a

|θJ(z)− 1| ≤ 2
∑
n≥1

e−πn
2 Re z ≤ 2

∑
n≥1

e−πnRe z =
2e−πRe z

1− e−πRe z
,

et si Re z ≥ (ln 2)/π, on a eπRe z ≥ 2 et donc |θJ(z)− 1| ≤ 4e−πRe z.
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Théorème 7.3.5 (Propriété modulaire de la fonction θJ). Pour z ∈ C,Re z > 0,
on a

θJ(z−1) = z1/2θJ(z) (7.3.6)

N.B. Remarquons que si Re z > 0, alors Re(z−1) = Re
(
z/|z|2

)
> 0.

Démonstration. Considérons la fonction φ ∈ S (R) donnée par

φ(t) = e−πzt
2

.

Comme Re z > 0, la fonction φ est dans la classe de Schwartz et en outre

φ̂(τ) = z−1/2e−πz
−1τ2

.

La formule de Poisson fournit alors

θJ(z) =
∑
n∈Z

e−πzn
2

=
∑
n∈Z

φ(n) =
∑
m∈Z

φ̂(m) = z−1/2
∑
m∈Z

e−πz
−1m2

= z−1/2θJ(z−1),

ce qui donne le résultat.

7.3.3 Fonction ξ

Considérons la fonction entière (cf. Théorème 6.1.1) s 7→ (s − 1)ζ(s) : celle-ci
s’annule sur −2N∗. La fonction s 7→ Γ(1 + s

2
) est une fonction méromorphe dont

les pôles sont simples, situés en 1 + s
2
∈ −N, i.e. pour s ∈ −2(N + 1) = −2N∗. Par

conséquent la fonction

s 7→ (s− 1)ζ(s)Γ(1 +
s

2
) est entière.

Définition 7.3.6. La fonction ξ est la fonction entière définie par

ξ(s) = ζ(s)Γ(s/2)π−s/2
1

2
s(s− 1). (7.3.7)

N.B. Notons que

ξ(s) = ζ(s)Γ(s/2)π−s/2
1

2
s(s− 1) = (s− 1)ζ(s)

s

2
Γ(
s

2
)π−s/2

= (s− 1)ζ(s)Γ(1 +
s

2
)︸ ︷︷ ︸

entière

π−s/2︸ ︷︷ ︸
entière

.

Proposition 7.3.7. Pour s ∈ C,Re s > 1, on a

ξ(s) =
s(s− 1)

2

∫ +∞

0

x
s
2
−1
(
θJ(x)− 1

)dx
2
. (7.3.8)

N.B. Remarquons tout d’abord que l’intégrale de l’énoncé a un sens car la fonction
θJ est continue sur ]0,+∞[ et que (7.3.4) implique pour x > 0

|x
s
2
−1
(
θJ(x)− 1

)
| ≤ x

Re s
2
−1− 1

2 , intégrable près de 0 car Re s > 1.

Par ailleurs, (7.3.5) implique pour pour x ≥ (ln 2)/π,

|x
s
2
−1
(
θJ(x)− 1

)
| ≤ x

Re s
2
−14e−πx, intégrable sur [1,+∞[.
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Démonstration de la proposition. Pour Re s > 0 et n ∈ N∗, on a

Γ(s/2)π−s/2n−s =

∫ +∞

0

x
s
2
−1e−xπ−s/2n−sdx

=

∫ +∞

0

y
s
2
−1e−πn

2ydy πn2π−s/2n−s(πn2)
s
2
−1

=

∫ +∞

0

y
s
2
−1e−πn

2ydy,

et par suite

Γ(s/2)π−s/2ζ(s) =
∑
n≥1

∫ +∞

0

y
s
2
−1e−πn

2ydy.

On peut remarquer que (pour Re s > 1),∑
n≥1

∫ +∞

0

|y
s
2
−1e−πn

2y|dy =
∑
n≥1

∫ +∞

0

y
Re s

2
−1e−πn

2ydy

=
1

2

∫ +∞

0

y
Re s

2
−1|θJ(y)− 1|dy < +∞,

ce qui implique

Γ(s/2)π−s/2ζ(s) =

∫ +∞

0

y
s
2
−1
(∑
n≥1

e−πn
2y
)
dy =

1

2

∫ +∞

0

y
s
2
−1
(
θJ(y)− 1

)
dy,

et par conséquent pour Re s > 1, on a

ξ(s) = Γ(s/2)π−s/2ζ(s)
s(s− 1)

2
=
s(s− 1)

2

∫ +∞

0

y
s
2
−1
(
θJ(y)− 1

)dy
2
,

soit le résultat cherché.

Théorème 7.3.8 (Equation fonctionnelle de la fonction ξ). Pour s ∈ C, on a

ξ(s) =
1

2
+
s(s− 1)

2

∫ +∞

1

1

2

(
θJ(x)− 1

)(
x
s
2 + x

1−s
2

)dx
x
, (7.3.9)

ξ(1− s) = ξ(s). (7.3.10)

N.B. L’intégrale de l’énoncé a un sens car la fonction θJ est continue sur [1,+∞[,
et que pour x ≥ 1, (7.3.5) implique,

|θJ(x)− 1|(x
Re s

2
−1 + x

1−Re s
2
−1) ≤ 4e−πx(x

Re s
2
−1 + x−

1+Re s
2 ) ∈ L1([1,+∞[).

Démonstration. Pour Re s > 1, la Proposition 7.3.7 implique que

ξ(s) =
s(s− 1)

2

{
lim
ε→0+
ε>0

∫ 1

ε

x
s
2
−1
(
θJ(x)− 1

)dx
2

+

∫ +∞

1

x
s
2
−1
(
θJ(x)− 1

)dx
2

}
=
s(s− 1)

2

{
lim
ε→0+
ε>0

∫ 1/ε

1

y−
s
2

+1
(
θJ(1/y)− 1

) dy
2y2

+

∫ +∞

1

x
s
2
−1
(
θJ(x)− 1

)dx
2

}
.
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En utilisant la propriété modulaire de la fonction θJ énoncée au Théorème 7.3.5, il
vient pour y ≥ 1,

|y−
s
2
−1||θJ(1/y)− 1| = y−

Re s
2
−1|y1/2θJ(y)− 1| = y−

Re s
2
− 1

2 |θJ(y)− y−1/2|

≤ y−
Re s

2
− 1

2 |θJ(y)− 1|+ y−
Re s

2
− 1

2 |1− y−1/2| = ws(y),

et lorsque Re s > 1, la fonction ws appartient à L1([1,+∞[) (cf. (7.3.5) pour le
premier terme et pour tout s ; le second terme est majoré par y−σ−1 avec σ > 0 si
Re s > 1). On obtient par conséquent pour Re s > 1,

ξ(s) =
s(s− 1)

2

{∫ +∞

1

y−
s
2
−1
(
θJ(1/y)− 1

)dy
2

+

∫ +∞

1

x
s
2
−1
(
θJ(x)− 1

)dx
2

}
=
s(s− 1)

2

{∫ +∞

1

y−
s
2
−1
(
y1/2θJ(y)− 1

)dy
2

+

∫ +∞

1

x
s
2
−1
(
θJ(x)− 1

)dx
2

}
=
s(s− 1)

2

{∫ +∞

1

y−
s
2
−1
(
y1/2θJ(y)− y1/2

)dy
2

+

∫ +∞

1

y−
s
2
−1
(
y1/2 − 1

)dy
2

+

∫ +∞

1

x
s
2
−1
(
θJ(x)− 1

)dx
2

}
=
s(s− 1)

2

{∫ +∞

1

y−
s
2

+ 1
2

(
θJ(y)− 1

)dy
2y

+

∫ +∞

1

y−
s
2
−1
(
y1/2 − 1

)dy
2

+

∫ +∞

1

x
s
2

(
θJ(x)− 1

)dx
2x

}
,

ce qui implique

ξ(s) =
s(s− 1)

2

{∫ +∞

1

x
1−s

2

(
θJ(x)− 1

)dx
2x

+

∫ +∞

1

x
s
2

(
θJ(x)− 1

)dx
2x

}
+
s(s− 1)

2

∫ +∞

1

y−
s
2
−1
(
y1/2 − 1

)dy
2
.

On calcule explicitement (toujours pour Re s > 1),∫ +∞

1

y−
s
2
−1
(
y1/2 − 1

)
dy =

1
s−1

2

− 1
s
2

=
2

s(s− 1)
,

ce qui implique

ξ(s) =
1

2
+
s(s− 1)

2

{∫ +∞

1

x
1−s

2

(
θJ(x)− 1

)dx
2x

+

∫ +∞

1

x
s
2

(
θJ(x)− 1

)dx
2x

}
,

soit (7.3.9) pour Re s > 1. On a vu que le second membre de (7.3.9) avait un sens
pour tout s ∈ C et l’on voit facilement qu’il s’agit d’une fonction entière de s : pour
tout x ≥ 1, les fonctions

s 7→ x
1−s

2

(
θJ(x)− 1

)
x−1 + x

s
2

(
θJ(x)− 1

)
x−1,
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sont des fonctions entières de s et si |s| ≤ R0, on a pour x ≥ 1 (cf. (7.3.5)),

|x
1−s

2

(
θJ(x)− 1

)
x−1 + x

s
2

(
θJ(x)− 1

)
x−1| ≤

(
x−( 1+Re s

2
) + x

Re s
2
−1
)
4e−πx

≤ 4e−πxx−1/22xR0/2 ∈ L1([1,+∞[).

Les fonctions entières ξ et le second membre de (7.3.9) coïncident sur Re s > 1 et
par prolongement analytique sur C tout entier, ce qui donne (7.3.9) pour tout s ∈ C.
L’équation fonctionnelle (7.3.10) est une conséquence immédiate de (7.3.9).

Corollaire 7.3.9 (Équation fonctionnelle pour la fonction ζ). Pour s ∈ C, on a

ζ(s) = ζ(1− s)(2π)s−1Γ(1− s) 2sin(
πs

2
), s 6= 1, (7.3.11)

ζ(s) = ζ(1− s)πs−
1
2

Γ(1−s
2

)

Γ( s
2
)
, s 6= 1, (7.3.12)

ζ(1− s) = ζ(s)Γ(s)
2

(2π)s
cos(

πs

2
), s 6= 0. (7.3.13)

N.B. Les deux membres de (7.3.11) sont holomorphes sur C\{1} car le produit
ζ(1− s)Γ(1− s) sin(πs

2
) est holomorphe sur Nc et que

ζ(1− s)Γ(1− s) sin(
πs

2
) = sζ(1− s)︸ ︷︷ ︸

entière

Γ(1− s)︸ ︷︷ ︸
pôle simple
en l ∈ N∗

sin(πs
2

)

s︸ ︷︷ ︸
entière,

zéro en s = 2k, k ∈ N∗

.

Par suite si l est pair, la fonction est holomorphe au voisinage de l et si l = 2k+1, k ≥
1, la fonction sζ(1−s)|s=2k+1 = (1+2k)ζ(−2k) = 0, effaçant la singularité de Γ(1−s)
en s = 2k + 1. En revanche, la fonction conserve un pôle simple en s = 1.

De plus, les deux membres de (7.3.12) sont holomorphes sur C\{1} car la fonction

s 7→ sζ(1− s)︸ ︷︷ ︸
entière

Γ(
1− s

2
)

1

s

(
Γ(
s

2
)
)−1︸ ︷︷ ︸

entière
nulle en 0︸ ︷︷ ︸
entière

,

est holomorphe sur (2N + 1)c et que pour k ∈ N∗, on a ζ(1 − 1 − 2k) = 0, effaçant
le pôle simple de Γ((1 − s)/2) en s = 2k + 1. En revanche, la fonction conserve un
pôle simple en s = 1.

Les deux membres de (7.3.13) sont holomorphes sur C\{0} car la fonction

s 7→ (s− 1)ζ(s)︸ ︷︷ ︸
entière

Γ(s)
1

s− 1
cos(

πs

2
)︸ ︷︷ ︸

entière

est holomorphe sur (−N)c et que pour k ∈ −N∗, impair, k = −2l − 1, l ≥ 0, on a

cos(
π

2
(2l + 1)) = cos(lπ +

π

2
) = 0.

En outre pour k ∈ −N∗, pair, k = −2l, l ≥ 1, ζ(−2l) = 0. effaçant la singularité de
Γ(s) en −N∗, En revanche, la fonction conserve un pôle simple en s = 0.
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Démonstration du corollaire. De (7.3.10), il vient pour s ∈ C,

ζ(s)Γ(s/2)π−s/2
1

2
s(s−1) = ξ(s) = ξ(1−s) = ζ(1−s)Γ((1−s)/2)π−(1−s)/2 1

2
s(s−1),

et par suite pour s ∈ Zc, on obtient

ζ(s) = ζ(1− s)
Γ(1−s

2
)

Γ( s
2
)
πs−

1
2 ,

et (7.3.12) par prolongement analytique car les deux membres de l’égalité précédente
sont holomorphes sur C\{1}. De plus la formule de Legendre-Gauss (cf. (4.3.8)) pour
m = 2 donne pour z ∈ (−N)c,

Γ(
z

2
)Γ(

z + 1

2
) = (2π)1/22

1
2
−zΓ(z), (7.3.14)

et par suite pour s ∈ Zc,

Γ(
1− s

2
)Γ(

2− s
2

) = (2π)1/22−
1
2

+sΓ(1− s),

ce qui implique

Γ(1−s
2

)

Γ( s
2
)
πs−

1
2 =

(2π)1/22−
1
2

+sΓ(1− s)
Γ( s

2
)Γ(1− s

2
)

πs−
1
2 = (2π)s

Γ(1− s)
Γ( s

2
)Γ(1− s

2
)
,

et en utilisant la formule des compléments (4.3.7), il vient

Γ(1−s
2

)

Γ( s
2
)
πs−

1
2 = (2π)s

Γ(1− s) sin(πs/2)

π
= (2π)s−1Γ(1− s)2 sin(πs/2).

Par suite la formule (7.3.12) (déjà démontrée) implique pour s ∈ Zc,
ζ(s) = ζ(1− s)(2π)s−1Γ(1− s)2 sin(πs/2),

et (7.3.11) par prolongement analytique.
En outre en utilisant (7.3.12) pour 1− s (pour s 6= 0), il vient

ζ(1− s) = ζ(s)π−s+
1
2

Γ( s
2
)

Γ(1−s
2

)
,

et réutilisant (7.3.14) avec z = s, on obtient pour s ∈ Zc,

ζ(1− s) = ζ(s)π−s+
1
2

Γ( s
2
)Γ( s+1

2
)

Γ(1−s
2

)Γ( s+1
2

)

= ζ(s)π−s+
1
2

(2π)1/22
1
2
−sΓ(s)

Γ(1−s
2

)Γ( s+1
2

)

= ζ(s)π−s+121−s Γ(s)

Γ(1−s
2

)Γ( s+1
2

)

= ζ(s)π−s+121−sΓ(s)
1

Γ( s+1
2

)Γ(1− 1+s
2

)

(formule des compléments) = ζ(s)π−s+121−sΓ(s)π−1 sin(π
1 + s

2
)

= ζ(s)π−s21−sΓ(s) cos(
πs

2
),

ce qui donne la formule (7.3.13) par prolongement analytique.
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Théorème 7.3.10. La fonction ξ (cf. définition 7.3.6) est une fonction entière
réelle sur l’axe réel et sur la droite critique {Re s = 1/2}. Elle vérifie l’équation
fonctionnelle

∀s ∈ C, ξ(1− s) = ξ(s). (7.3.15)

De plus, on a

{s ∈ C\{1}, ζ(s) = 0} = {s ∈ C, ξ(s) = 0} ∪ (−2N∗), (7.3.16)
{s ∈ C, ξ(s) = 0} ⊂ {s ∈ C, 0 < Re s < 1}. (7.3.17)

De plus l’ensemble {s ∈ C, ξ(s) = 0} est invariant par les symétries orthogonales
par rapport à l’axe réel et à la droite critique,

Démonstration. La définition 7.3.6 implique que ξ est réelle sur l’axe réel et l’on a
donc pour s ∈ C,

ξ(s̄) = ξ(s), ξ(1− s̄) = ξ(1− s) = ξ(s). (7.3.18)

Par conséquent, pour t ∈ R, il vient de la seconde identité ci-dessus,

ξ
(1

2
+ it

)
= ξ
(
1− (

1

2
− it)

)
= ξ
(1

2
+ it

)
,

ce qui démontre que ξ est réelle sur la droite critique.
Si s ∈ C\{1}, ζ(s) = 0 et s /∈ (−2N∗), alors s 6= 0 car ζ(0) = −1/2 (cf. Théorème

6.1.1) et comme
ξ(z) = (z − 1)ζ(z)π−z/2︸ ︷︷ ︸

entière

z

2
Γ(
z

2
)︸ ︷︷ ︸

holomorphe
sur (−2N∗)c

,

on obtient ξ(s) = 0. Réciproquement si s ∈ C est tel que ξ(s) = 0, s /∈ (−2N∗),
comme

ξ(z) = (z − 1)ζ(z)π−z/2︸ ︷︷ ︸
entière

Γ(1 +
z

2
),

on a ξ(1) = ξ(0) = −ζ(0) = 1/2 et donc s /∈ {0, 1}. En outre

z 7→ Γ(1 +
z

2
) est holomorphe sur (−2N∗)c donc au voisinage de s,

et comme la fonction Γ ne s’annule pas, il vient ζ(s) = 0 et (7.3.16).
Si ξ(s) = 0, alors ξ(1 − s) = 0 et (7.3.16) implique ζ(s) = ζ(1 − s) = 0. Le

théorème des nombres premiers 6.2.1 implique

Re s < 1, Re(1− s) < 1 ce qui implique 0 < Re s < 1 et (7.3.17).

Le dernier point est une conséquence immédiate de (7.3.18) car la symétrie orthogo-
nale par rapport à l’axe réel est la transformation z 7→ z̄ et la symétrie orthogonale
par rapport à la droite critique est la transformation z 7→ 1− z̄.
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Remarque 7.3.11. Pour k ∈ N∗ on a

ξ(−2k) = ξ(1 + 2k) = ζ(1 + 2k)2kπ−k−
1
2 Γ(

3

2
+ k) > 0,

de sorte que les ensembles du second membre de (7.3.16) sont disjoints (ce qui est
aussi une conséquence de (7.3.17)). En outre, on a

ξ(2k) = ζ(2k)(2k − 1)π−kΓ(1 + k) = (−1)k+1π
2k22k−1

(2k)!
b2k(2k − 1)π−kk!,

soit, comme ξ(0) = 1/2, b0 = 1,

∀k ∈ N, ξ(2k) = (−1)k+1πk22k−1 k!b2k

(2k)!
(2k − 1). (7.3.19)

Remarque 7.3.12. Notons que le Théorème 7.3.10 permet de donner une formulation
équivalente de l’hypothèse de Riemann (6.3.2) :

les zéros de la fonction ξ sont situés sur la droite critique

{s ∈ C, Re s =
1

2
}. (7.3.20)
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Chapitre 8

Fonctions de Bessel

8.1 Introduction

8.1.1 Définitions

Définition 8.1.1. Soient n ∈ N, z ∈ C. On pose

Jn(z) =
∑
k≥0

(−1)kz2k+n

22k+nk!(n+ k)!
. (8.1.1)

La fonction Jn est entière de même parité que n : c’est la fonction de Bessel de
première espèce et d’indice n.

N.B. Notons que cette définition est cohérente et définit une fonction entière de
même parité que n car pour k, n ∈ N, n!

22k+nk!(n+k)!
≤ 1

k!
, ce qui implique que

Jn(z) =
zn

2n
1

n!

∑
k≥0

(−1)kn!z2k

22kk!(n+ k)!︸ ︷︷ ︸
fonction entière
de z2, hn(z2)

=
(z/2)n

Γ(n+ 1)

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!
∏

1≤j≤k(n+ j)
, (8.1.2)

et par suite, toujours pour n ∈ N, Jn(−z) = (−1)n z
n

2n
jn(z2) = (−1)nJn(z).

On peut également remarquer que pour n ∈ N,

Jn(z) =
∑
k≥0

(−1)kz2k+n

22k+nk!Γ(n+ k + 1)
. (8.1.3)

Comme la fonction 1/Γ est entière et s’annule sur −N (cf. Théorème 4.3.2), on peut
utiliser cette formule pour définir Jn pour n entier ≤ −1 : pour n = −m,m ≥ 1, la
somme en k dans (8.1.3) porte sur le complémentaire dans N

k ∈ N, k −m+ 1 ∈ −N i.e. k ≤ m− 1.

On peut alors examiner, pour k ≥ m ≥ 1, i.e. k = l +m, l ∈ N,

(−1)l+mz2l+m

22l+mk!Γ(l + 1)
=

(−1)l+mz2l+m

22l+m(l +m)!l!
.
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Définition 8.1.2. Soient n ∈ Z∗−, z ∈ C. On pose

Jn(z) =
∑
l≥0

(−1)l−nz2l−n

22l−n(l − n)!l!
. (8.1.4)

La fonction Jn est entière de même parité que n : c’est la fonction de Bessel de
première espèce et d’indice n.

N.B. Notons que cette définition est cohérente et définit une fonction entière de
même parité que n car pour l,−n ∈ N, on a (−n)!

22l−nl!(l−n)!
≤ 1

l!
, ce qui implique que

pour n ∈ Z∗−,

Jn(z) =
z−n

2−n
1

(−n)!

∑
l≥0

(−1)l−n(−n)!z2l

22ll!(l − n)!︸ ︷︷ ︸
fonction entière

de z2, (−1)nh−n(z2)

. (8.1.5)

8.1.2 Fonction génératrice

Proposition 8.1.3. Pour (z, t) ∈ C× C∗ on pose

g(z, t) = e
z
2(t− 1

t ). (8.1.6)

La fonction g est holomorphe sur C × C∗ et possède le développement en série de
Laurent

g(z, t) =
∑
n∈Z

tnJn(z). (8.1.7)

On dira que g est une fonction génératrice des fonctions de Bessel.

Démonstration. On a, avec convergence uniforme et absolue sur tout compact de
C× C∗,

g(z, t) =
∑

k≥0,l≥0

(zt/2)k

k!

(−z/2t)l

l!
=
∑
n∈Z

tn
∑
k−l=n
k,l∈N

(−1)l(z/2)k+l

k!l!

=
∑
n∈Z

tn
∑

l∈N,l+n∈N

(−1)l(z/2)2l+n

(l + n)!l!

=
∑
n∈N

tnJn(z) +
∑
n∈Z∗−

tn
∑
l≥−n

(−1)l(z/2)2l+n

(l + n)!l!

=
∑
n∈N

tnJn(z) +
∑
n∈Z∗−

tn
∑
k≥0

(−1)k−n(z/2)2k−n

k!(k − n)!
=
∑
n∈Z

tnJn(z),

et le résultat.

Remarque 8.1.4. Remarquons que pour n ∈ Z, z ∈ C,

J−n(z) = (−1)nJn(z). (8.1.8)
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En effet si n ∈ N, les formules (8.1.5), (8.1.2) impliquent pour z ∈ C∗ (et donc pour
z ∈ C par prolongement analytique),

J−n(z) =
zn

2nn!
(−1)nhn(z2) =

zn

2nn!
(−1)n

2nn!

zn
Jn(z) = (−1)nJn(z).

De manière a priori arbitraire, on aurait d’ailleurs pu définir J−n pour n ∈ N par la
relation (8.1.8), mais il nous a semblé préférable d’utiliser une extension naturelle
de la définition (8.1.1). Pour n ∈ Z, les fonctions Jn sont des fonctions entières, ce
qui n’est plus le cas des généralisations de (8.1.1) à des indices non entiers.

8.1.3 Fonctions de Bessel d’indice non entier

Définition 8.1.5. Soient ν ∈ C, z ∈ C\R−. On pose

Jν(z) =
zν

2ν

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!Γ(1 + ν + k)
. (8.1.9)

La fonction Jν est holomorphe sur C\R− : c’est la fonction de Bessel de première
espèce et d’indice ν. Pour ν ∈ Z, elle coïncide avec (8.1.1), (8.1.4). Pour tout z ∈
C\R−, la fonction C 3 ν 7→ Jν(z) est holomorphe.

N.B. Remarquons que comme la fonction 1/Γ est entière (cf. Théorème 4.3.2),
chaque terme de la série est bien défini pour tout ν ∈ C et est une fonction ho-
lomorphe de z. Pour z ∈ C\R− on a posé zν = eν Log z où le logarithme complexe est
défini par (1.3.1). Par ailleurs, on remarque 1 que pour k ∈ N, ν ∈ C\Z∗−,

Γ(1 + ν + k) = Γ(ν + 1)
∏

1≤j≤k

(ν + j). (8.1.10)

Par suite si K est un compact de {ν ∈ C,Re ν > −1}, on a infK(Re ν+ 1) = ε0 > 0,
et ∀ν ∈ K, ∀k ∈ N,

|Γ(1 + ν + k)| ≥ |Γ(ν + 1)|
∏

1≤j≤k

(Re ν + j) ≥ |Γ(ν + 1)|(Re ν + 1)k

≥ |Γ(ν + 1)|εk0, (8.1.11)

et pour L compact de C, on a

sup
ν∈K
z∈L

|z|2k

22kk!|Γ(1 + ν + k)|
≤ (supz∈L |z|)2k

22kk!εk0 infν∈K |Γ(1 + ν)|
,

1. (8.1.10) est vérifié pour k = 0, 1 car pour ν + 1 /∈ Z−, Γ(ν + 2) = (ν + 1)Γ(ν + 1) et en
supposant que c’est vérifié pour k ≥ 1, il vient, comme ν + 1 + k /∈ Z−, ν /∈ Z∗−,

Γ(1 + ν + k + 1) = Γ(1 + ν + k)(1 + ν + k) = Γ(ν + 1)
∏

1≤j≤k+1

(ν + j).
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qui est le terme général d’une série convergente. Par suite, pour

ν ∈ {ν ∈ C,Re ν > −1},

la fonction z 7→
∑

k≥0
(−1)kz2k

22kk!Γ(1+ν+k)
est entière et pour tout z ∈ C, la fonction

{ν ∈ C,Re ν > −1} 3 ν 7→
∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!Γ(1 + ν + k)
est holomorphe.

Considérons maintenant ν = −µ, avec Reµ > 0. Pour k ∈ N, k ≥ Reµ, on a

k + ν + 1 = k − µ+ 1 /∈ (−N) car Re(k − µ+ 1) ≥ 1.

En outre la formule (7.2.12) implique

Γ(k − µ+ 1) ∼k→+∞

(
k − µ
e

)k−µ√
2π(k − µ),

où l’on a choisi la détermination principale du logarithme de k−µ, ce qui est possible
si k > Reµ. Par conséquent, si K est un compact de {ν ∈ C,Re ν < 0} on a

sup
ν∈K
| Im ν| ≤MK < +∞,

et si L est un compact de C, on a, pour k ≥ supν∈K(−Re ν)

sup
ν∈K
z∈L

∣∣∣∣ z2k

22kk!Γ(1 + ν + k)

∣∣∣∣ ≤ supz∈K |z|2k

22kk! inf Re s≥1
| Im s|≤MK

|Γ(s)|
.

Notons que 1/Γ est une fonction entière et que, grâce à (7.2.12)

lim
Re s→+∞

(
sup

| Im s|≤M
|1/Γ(s)|

)
= 0,

car pour | Im s| ≤M ,

|Γ(s)| ∼Re s→+∞
√

2π|s|−1/2 exp{(Re s)
(
Re(Log(s/e))

)
− (Im s)(arg(s/e))}

≥
√

2π|s|−1/2 exp{(Re s) ln(|s|/e)}e−πM

≥ (|s/e|)Re s− 1
2 e−πM .

Par suite, pour ν ∈ {ν ∈ C,Re ν < 0}, la fonction

z 7→
∑

0≤k<−Re ν

(−1)kz2k

22kk!Γ(1 + ν + k)
+

∑
k≥−Re ν

(−1)kz2k

22kk!Γ(1 + ν + k)

est entière et pour tout z ∈ C, la fonction

{ν ∈ C,Re ν < 0} 3 ν 7→
∑

0≤k<−Re ν

(−1)kz2k

22kk!Γ(1 + ν + k)
+

∑
k≥−Re ν

(−1)kz2k

22kk!Γ(1 + ν + k)

est holomorphe. Par prolongement analytique, nous avons démontré que pour ν ∈ C,
la fonction z 7→

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!Γ(1+ν+k)
est entière et pour tout z ∈ C, la fonction

C 3 ν 7→
∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!Γ(1 + ν + k)
est entière.
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Proposition 8.1.6. Soit ν ∈ C,Re ν > −N − 1, N ∈ N∗. Pour ξ ∈ C, on pose

hν,N(ξ) =
1

Γ(ν +N + 1)

{ ∑
0≤k<N

(−1)kξk
∏

k<j≤N(ν + j)

22kk!
+

(−1)NξN

22NN !

+
∑
N<k

(−1)kξk

22kk!
∏

N<j≤k(ν + j)

}
. (8.1.12)

La fonction hν,N est entière. Pour z ∈ C\R−, la fonction de Bessel Jν d’indice ν de
première espèce vérifie

Jν(z) =
zν

2ν
hν,N(z2) =

zν

2ν

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!Γ(1 + ν + k)
. (8.1.13)

Pour tout z ∈ C\R−, l’application C 3 ν 7→ Jν(z) est entière.

N.B. On peut remarquer que Jν est le produit d’une fonction entière de z2 par zν .
On a choisi la détermination principale du logarithme (1.3.1) pour définir zν sur
C\R− par eν Log z. Bien entendu, on pourrait choisir d’exclure une autre demi-droite
issue de l’origine, par exemple iR− : dans ce dernier cas, on prend

∀z ∈ C\iR−, log z = Log(−iz) + i
π

2
,

et on a alors −iz = eLog(−iz) = elog zi−1 et par suite

z = elog z, Im log z = Im(Log(−iz)) +
π

2
∈]− π

2
,
3π

2
[.

On considérera alors la fonction Jν donnée par (8.1.13) où z ∈ C\iR− avec

zν = eνlog z,

comme une autre détermination de la fonction de Bessel.

Démonstration. Supposons tout d’abord ν /∈ Z∗−. On a donc, utilisant (8.1.10),

1

22kk!Γ(1 + ν + k)
=

1

Γ(ν + 1)

1

22kk!
∏

1≤j≤k(ν + j)
,

et comme pour j ∈ N∗, on a |ν + j| ≥ |ν − Z∗−| = dν > 0, il vient pour k ∈ N,∣∣∣∣ 1

22kk!Γ(1 + ν + k)

∣∣∣∣ ≤ 1

|Γ(ν + 1)|k!dkν
, (8.1.14)

et

Jν(z) =
zν

2ν

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!
∏

1≤j≤k(ν + j)

1

Γ(ν + 1)︸ ︷︷ ︸
hν(z2)

, (8.1.15)
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où hν est une fonction entière. Notons que la formule précédente coïncide avec Jν(z)
pour ν ∈ Z (cf. (8.1.1), (8.1.4)). Dans ce dernier cas, la fonction Jν est une fonction
entière. Notons également que la majoration (8.1.14) assure que, pour tout z ∈
C\R−, la fonction C\Z∗− 3 ν 7→ Jν(z) est holomorphe.

Pour ν ∈ C\Z∗−, z ∈ C\R−, 1 ≤ N ∈ N, il vient de (8.1.9), (8.1.10),

Jν(z) =
(z/2)ν

Γ(ν + 1)

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!
∏

1≤j≤k(ν + j)
. (8.1.16)

et l’on a

Jν(z)
∏

1≤j≤N

(ν + j) =
(z/2)ν

Γ(ν + 1)

{ ∑
0≤k<N

(−1)kz2k
∏

k<j≤N(ν + j)

22kk!

+
(−1)Nz2N

22NN !
+
∑
N<k

(−1)kz2k

22kk!
∏

N<j≤k(ν + j)

}
,

ce qui donne, en réutilisant (8.1.10),

Jν(z) =
(z/2)ν

Γ(ν +N + 1)

{ ∑
0≤k<N

(−1)kz2k
∏

k<j≤N(ν + j)

22kk!

+
(−1)Nz2N

22NN !
+
∑
N<k

(−1)kz2k

22kk!
∏

N<j≤k(ν + j)

}
. (8.1.17)

On remarque que pour z ∈ C\R−, 1 ≤ N ∈ N, le membre de droite de (8.1.17) est
holomorphe comme fonction de ν pour

Re ν > −N − 1.

En effet, la fonction ν 7→ (z/2)ν

Γ(ν+N+1)
est entière (pour z ∈ C\R−) : la somme des

N premiers termes dans l’accolade de (8.1.17) est un polynôme (de z, ν) et pour
K compact de C, L compact de {z ∈ C,Re ν > −N − 1} (de sorte que Re ν ≥
−N − 1 + ε0, ε0 > 0),

sup
z∈K
ν∈L

|z|2k

22kk!
∏

N<j≤k |ν + j|
≤ (supz∈K |z|)2k

22kk!
∏

N<j≤k |j −N − 1 + Re ν +N + 1|

≤ (supz∈K |z|)2k

22kk!εk−N0

,

terme général d’une série convergente. En particulier, pour N = 1,

Jν(z) =
(z/2)ν

Γ(ν + 2)

{
ν + 1− z2

22
+
∑
k≥2

(−1)kz2k

22kk!
∏

2≤j≤k(ν + j)

}
. (8.1.18)
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Par ailleurs, on a vu que J−1(z) = −J1(z). Examinons la formule (8.1.18) pour
ν = −1 : en notant J̃−1(z) le membre de droite de (8.1.18) pour ν = −1, il vient

J̃−1(z) =
z−1

Γ(1)

{
−z

2

2
+
∑
k≥2

(−1)kz2k

22k−1k!(k − 1)!

}
= −z

2
+
∑
l≥1

(−1)l+1z2l+1

22l+1(l + 1)!l!
= −

∑
l≥0

(−1)lz2l+1

22l+1(l + 1)!l!
, (8.1.19)

tandis que

J1(z) =
(z/2)

1

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!
∏

1≤j≤k(1 + j)
=
∑
k≥0

(−1)kz2k+1

22k+1k!(k + 1)!
,

ce qui démontre J−1(z) = −J1(z) = J̃−1(z). De même pour ν = −N ∈ Z∗−, en notant
J̃−N(z) le membre de droite de (8.1.18) pour ν = −N , la formule (8.1.17) donne

J̃−N(z) =
∑

0≤k<N

=0︷ ︸︸ ︷
(−1)kz2k−N∏

k<j≤N(j −N)

22k−Nk!
+

(−1)NzN

2NN !
+
∑
N<k

(−1)kz2k−N

22k−Nk!(k −N)!

=
∑
N≤k

(−1)kz2k−N

22k−Nk!(k −N)!
=
∑
l≥0

(−1)l+Nz2l+N

22l+N(l +N)!l!
.

On a par ailleurs

(−1)NJN(z) =
(z/2)N

N !

∑
k≥0

(−1)k+Nz2k

22kk!
∏

1≤j≤k(N + j)
=
∑
k≥0

(−1)k+Nz2k+N

22k+Nk!(N + k)!
,

et donc pour tout z ∈ C, J̃−N(z) = (−1)NJN(z) = J−N(z).

8.1.4 Relations de récurrence

Proposition 8.1.7. Soient ν ∈ C, z ∈ C\R−. On a

Jν+1(z) =
2ν

z
Jν(z)− Jν−1(z). (8.1.20)

Démonstration. Calculons

d

dz

{
(z/2)νJν(z)

}
=

d

dz

{∑
k≥0

(−1)k(z/2)2k+2ν

k!Γ(1 + ν + k)

}
=
∑
k≥0

(−1)k(z/2)2k+2ν−1(k + ν)

k!(ν + k)Γ(ν + k)

=
(z

2

)ν∑
k≥0

(−1)k(z/2)2k+ν−1

k!Γ(ν + k)
=
(z

2

)ν
Jν−1(z).
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De manière analogue, on a

d

dz

{
(z/2)−νJν(z)

}
=

d

dz

{∑
k≥0

(−1)k(z/2)2k

k!Γ(1 + ν + k)

}
=
∑
l≥0

(−1)l+1(z/2)2l+1(l + 1)

(l + 1)!Γ(2 + ν + l)
=
(z

2

)−ν∑
l≥0

(−1)l+1(z/2)2l+1+ν

l!Γ(2 + ν + l)

= −
(z

2

)−ν
Jν+1(z),

et il vient par conséquent

(ν/2)(z/2)ν−1Jν(z) + (z/2)νJ ′ν(z) = (z/2)νJν−1(z),

(−ν/2)(z/2)−ν−1Jν(z) + (z/2)−νJ ′ν(z) = −(z/2)−νJν+1(z),

(−ν/2)(z/2)ν−1Jν(z) + (z/2)νJ ′ν(z) = −(z/2)νJν+1(z).

La différence entre la première et la troisième ligne ci-dessus donne

2(ν/2)(z/2)ν−1Jν(z) = (z/2)νJν−1(z) + (z/2)νJν+1(z),

soit le résultat cherché 2ν
z
Jν(z) = Jν−1(z) + Jν+1(z).

8.1.5 Formule de Schlömlich

Proposition 8.1.8. Soit ν ∈ C,Re ν > −1/2, z ∈ C\R−. On a

Jν(z) =
(z/2)ν√
πΓ(ν + 1

2
)

∫ 1

−1

(1− t2)ν−
1
2 e−itzdt. (8.1.21)

Démonstration. Les deux membres de cette égalité sont des fonctions holomorphes
de z sur C\R−. On a en outre∫ 1

−1

(1− t2)ν−
1
2 e−itzdt = 2

∫ π/2

0

(sin θ)2ν−1 cos
(
z cos θ

)
sin θdθ

= 2

∫ π/2

0

(sin θ)2ν
∑
k≥0

(−1)kz2k(cos θ)2k

(2k)!
dθ

= 2
∑
k≥0

(−1)kz2k

(2k)!

∫ π/2

0

(sin θ)2ν(cos θ)2kdθ,

où la dernière égalité est une conséquence de

sup
Re ν≥ε0− 1

2

∑
k≥0

ρ2k

(2k)!

∫ π/2

0

(sin θ)2 Re νdθ = M(ρ, ε0) < +∞, pour ρ ∈ R+, ε0 > 0.

On remarque qu’en utilisant (4.3.13), il vient∫ π/2

0

(sin θ)2ν(cos θ)2kdθ =

∫ 1

0

s2ν(1− s2)k−
1
2ds =

1

2

∫ 1

0

σν−
1
2 (1− σ)k−

1
2dσ

=
1

2
B(ν +

1

2
, k +

1

2
) =

1

2

Γ(ν + 1
2
)Γ(k + 1

2
)

Γ(ν + k + 1)
,
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et par conséquent

(z/2)ν√
πΓ(ν + 1

2
)

∫ 1

−1

(1− t2)ν−
1
2 e−itzdt =

(z/2)ν√
π

∑
k≥0

(−1)k(z/2)2k

(2k)!
22k Γ(k + 1

2
)

Γ(ν + k + 1)
.

On note alors que
22kΓ(k + 1

2
)

(2k)!
√
π

=
1

k!
, (8.1.22)

car cette propriété est vérifiée pour k = 0 et si on la suppose valide pour un k ≥ 0,
il vient

22k+2Γ(k + 3
2
)

(2k + 2)!
√
π

=
22kΓ(k + 1

2
)

(2k)!
√
π

4(k + 1
2
)

(2k + 2)(2k + 1)
=

1

(k + 1)k!
=

1

(k + 1)!
, qed.

On obtient finalement le résultat cherché

(z/2)ν√
πΓ(ν + 1

2
)

∫ 1

−1

(1− t2)ν−
1
2 e−itzdt =

∑
k≥0

(−1)k(z/2)2k+ν

k!Γ(ν + k + 1)
= Jν(z).

Proposition 8.1.9. Pour n ∈ Z, z ∈ C\R−, on a

Jn(z) =
1

2π

∫ π

−π
eiz sin θe−inθdθ, (8.1.23)

et le développement en série de Fourier,

eiz sin θ =
∑
n∈Z

Jn(z)einθ. (8.1.24)

Démonstration. En utilisant la Proposition 8.1.3 pour t = eiθ, il vient

eiz sin θ = e
z
2(eiθ−e−iθ) =

∑
n∈Z

Jn(z)einθ,

et la fonction (analytique) 2π-périodique R 3 θ 7→ eiz sin θ, dépendant du paramètre
complexe z, a pour coefficients de Fourier la suite (Jn(z))n∈Z, ce qui donne également
(8.1.23).

8.2 Équation différentielle de Bessel

8.2.1 Equation indicielle, équation caractéristique

On considère l’équation différentielle dans le champ complexe, dite Equation de
Bessel d’indice ν,

z2w′′(z) + zw′(z) + (z2 − ν2)w(z) = 0, (8.2.1)

où ν est un paramètre complexe. On remarque que le point 0 est un point singulier
de cette équation : le coefficient de w′′ s’annule en 0. Néanmoins le point singulier
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0 est un point régulier car le coefficient de w(j) est égal à zj× fonction holomorphe.
En posant pour ξ ∈ C∗, ω(ξ) = w(1/ξ), il vient w(z) = ω(1/z),

z2
(
ω′′(1/z)z−4 + 2z−3ω′(1/z)

)
− zω′(1/z)z−2 + (z2 − ν2)ω(1/z) = 0,

soit ξ2ω′′(ξ) + ξω′(ξ) + (ξ−2 − ν2)ω(ξ) = 0, et donc

ξ4ω′′(ξ) + ξ3ω′(ξ) + (1− ν2ξ2)ω(ξ) = 0,

de sorte que la singularité à l’infini en z est irrégulière. Examinons pour l’instant
l’équation indicielle de (8.2.1).

Définition 8.2.1. On considère l’équation différentielle ordinaire dans le champ
complexe,

z2w′′(z) + f1(z)zw′(z) + f0(z)w(z) = 0, fj ∈ H(C), j = 0, 1. (8.2.2)

L’équation indicielle associée est

z2w′′(z) + f1(0)zw′(z) + f0(0)w(z) = 0. (8.2.3)

Remarque 8.2.2. La fonction z 7→ zλ (définie sur C privé d’une demi-droite issue de
l’origine), est solution de l’équation indicielle si et seulement si l’équation caracté-
ristique

λ(λ− 1) + f1(0)λ+ f0(0) = 0, (8.2.4)

est vérifiée. En effet, on a pour wλ(z) = zλ = eλLog z,

w′(z) = λz−1zλ = λe−Log z+λLog z = λe(λ−1) Log z = λzλ−1,

et de même w′′λ(z) = λ(λ− 1)zλ−2, ce qui donne (cf. (1.3.8))

z2w′′λ(z) + f1(0)zw′λ(z) + f0(0)wλ(z) = z2λ(λ− 1)zλ−2 + f1(0)zλzλ−1 + f0(0)zλ

= zλ
(
λ(λ− 1) + f1(0)λ+ f0(0)

)
.

Il est par conséquent très facile de trouver des solutions de l’équation indicielle,
puisqu’il suffit de résoudre une équation du second degré. Nous verrons dans la suite
que pour trouver des solutions de (8.2.2), nous chercherons w sous la forme

w(z) = zλφ(z), φ holomorphe, λ solution de (8.2.4).

Par exemple pour l’équation différentielle de Bessel (8.2.1), l’équation caractéristique
est

λ(λ− 1) + λ− ν2 = λ2 − ν2 = 0, solutions {ν,−ν}.

Proposition 8.2.3. Soit ν ∈ C. L’espace des solutions de l’équation différentielle

x2w′′(x) + xw′(x)− ν2w(x) = 0, (8.2.5)

sur C\R− est de dimension 2.
(1) Si ν 6= 0, C\R− 3 x 7→ x−ν , xν forment une base de l’espace des solutions.
(2) Si ν = 0, C\R− 3 x 7→ 1,Log x forment une base de l’espace des solutions.
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Démonstration. L’équation (8.2.5) est une équation différentielle ordinaire linéaire
homogène non singulière d’ordre 2 et l’ensemble de ses solutions est donc un espace
vectoriel de dimension 2. Si ν 6= 0, les solutions (évidentes, cf. Remarque 8.2.2), x±ν
sont indépendantes car

Wν(x) =

∣∣∣∣ xν x−ν

νxν−1 −νxν−1

∣∣∣∣ = −2νx−1 6= 0.

De plus, si ν = 0, la fonction constante égale à 1 est solution ainsi que Log x car,

x2 d
2

dx2
(Log x) + x

d

dx
(Log x) = x2(−x−2) + xx−1 = 0,

et W0(x) =

∣∣∣∣1 Log x
0 x−1

∣∣∣∣ = x−1 6= 0.

Remarque 8.2.4. Considérons l’équation différentielle homogène du second ordre

a2(z)u′′(z) + a1(z)u′(z) + a0(z)u(z) = 0, (8.2.6)

aj ∈ H(U), j = 0, 1, 2, U ouvert étoilé de C, a2(z) 6= 0 sur U . Soient u1, u2 deux
solutions holomorphes sur U de (8.2.6). Le wronskien de u1, u2 est défini par

Wu1,u2(z) =

∣∣∣∣u1(z) u2(z)
u′1(z) u′2(z)

∣∣∣∣ (8.2.7)

et l’on a

W ′
u1,u2

(z) =

∣∣∣∣u′1(z) u′2(z)
u′1(z) u′2(z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣u1(z) u2(z)
u′′1(z) u′′2(z)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ u1 u2

b1u
′
1 + b0u1 b1u

′
2 + b0u2

∣∣∣∣ , bj = −aj/a2,

de sorte que

W ′
u1,u2

=

∣∣∣∣ u1 u2

b1u
′
1 b1u

′
2

∣∣∣∣ = b1Wu1,u2 = −a1a
−1
2 Wu1,u2 .

Par suite si τ ∈ H(U) est telle que τ ′ = a1a
−1
2 , il vient pour z0 ∈ U ,

Wu1,u2(z) = Wu1,u2(z0)e−(τ(z)−τ(z0)), (8.2.8)

et par conséquentWu1,u2(z) 6= 0 en tout point de U est équivalent àWu1,u2(z0) 6= 0 en
un point z0 ∈ U . Deux solutions (holomorphes) u1, u2, de (8.2.6) sont indépendantes
si pour (α1, α2) ∈ C2, l’égalité α1u1 + α2u2 = 0 comme fonction sur U , implique
α1 = α2 = 0. Cette condition d’indépendance est équivalente à l’existence d’un
point z0 ∈ U tel que Wu1,u2(z0) 6= 0. En effet si cette dernière condition est vérifiée
et si α1u1 + α2u2 = 0 comme fonction sur U , il vient

∀z ∈ U, α1u1(z) + α2u2(z) = 0 = α1u
′
1(z) + α2u

′
2(z),
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et donc (
u1(z0) u2(z0)
u′1(z0) u′2(z0)

)(
α1

α2

)
=

(
0
0

)
=⇒ α1 = α2 = 0.

Réciproquement, si des solutions holomorphes u1, u2 de (8.2.6) sont indépendantes,
alors pour tout point z ∈ U , on a Wu1,u2(z) 6= 0. Sinon, on pourrait trouver un
z0 ∈ U tel que Wu1,u2(z0) = 0 et l’on pourrait trouver (α1, α2) 6= (0, 0) tel que(

u1(z0) u2(z0)
u′1(z0) u′2(z0)

)(
α1

α2

)
=

(
0
0

)
.

Par suite, v = α1u1 +α2u2 serait une solution de (8.2.6) telle que v(z0) = v′(z0) = 0,
ce qui impliquerait (en utilisant l’équation) v′′(z0) = 0 et par récurrence v(k)(z0) = 0
pour tout entier naturel k pour la fonction holomorphe v, ce qui donne v = 0
identiquement sur U , contredisant l’hypothèse d’indépendance. Le dernier argument
peut être modifié en utilisant un théorème d’unicité pour les solutions de (8.2.6) : si
v est une solution telle que v(z0) = v′(z0) = 0, alors v = 0 identiquement sur U .

8.2.2 Equation de Bessel d’indice non entier

Théorème 8.2.5. Soit ν ∈ C\Z. Une base de solutions de l’équation différentielle

x2w′′(x) + xw′(x) + (x2 − ν2)w(x) = 0, (8.2.9)

sur C\R− est {Jν , J−ν} (donnés par la définition 8.1.5).

Démonstration. La fonction Jν est holomorphe sur C\R−, donnée par

Jν(z) =
zν

2ν

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!Γ(1 + ν + k)
,

avec une série absolument et uniformément convergente sur tout compact de C\R−.
Pour

Lν = x2 d
2

dx2
+ x

d

dx
+ x2 − ν2, Pν(X) = X2 − ν2, (8.2.10)

on a

2ν(LνJν)(x) =
∑
k≥0

(−1)kLν{x2k+ν}
22kk!Γ(1 + ν + k)

=
∑
k≥0

(−1)k
(
x2k+νPν(2k + ν) + x2k+ν+2

)
22kk!Γ(1 + ν + k)

,

et donc, comme Pν(ν) = 0,

2ν(LνJν)(x) =
∑
k≥1

(−1)k
(
x2k+ν(4k2 + 4kν)

22kk!Γ(1 + ν + k)
− x2k+ν

22k−2(k − 1)!Γ(ν + k)

)
.

On calcule maintenant pour k ≥ 1,

(4k2 + 4kν)

22kk!Γ(1 + ν + k)
− 1

22k−2(k − 1)!Γ(ν + k)
=

4

Γ(ν + k)(k − 1)!22k

(
k + ν

ν + k
− 1

)
= 0,
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et l’on trouve LνJν = 0. Comme Lν = L−ν , (et −ν ∈ Z équivaut à ν ∈ Z), il vient

LνJ−ν = L−νJ−ν = 0.

On remarque également que Jν(z) = zν

2ν
jν(z

2) où jν est une fonction entière. Par
conséquent, on a

Wν(x) =

∣∣∣∣Jν(x) J−ν(x)
J ′ν(x) J ′−ν(x)

∣∣∣∣ (8.2.11)

= 2−ν+ν

∣∣∣∣ xνjν(x
2) x−νj−ν(x

2)
νxν−1jν(x

2) + xν2xj′ν(x
2) −νx−ν−1j−ν(x

2) + x−ν2xj′−ν(x
2)

∣∣∣∣
= xνx−ν

∣∣∣∣ jν(x
2) j−ν(x

2)
νx−1jν(x

2) + 2xj′ν(x
2) −νx−1j−ν(x

2) + 2xj′−ν(x
2)

∣∣∣∣
= x−1

∣∣∣∣ jν(x
2) j−ν(x

2)
νjν(x

2) + 2x2j′ν(x
2) −νj−ν(x2) + 2x2j′−ν(x

2)

∣∣∣∣ .
Comme jν(0) = 1/Γ(1 + ν) 6= 0, j−ν(0) = 1/Γ(1− ν) 6= 0 (car ν /∈ Z∗), il vient

xWν(x) =

∣∣∣∣1/Γ(1 + ν) 1/Γ(1− ν)
ν/Γ(1 + ν) −ν/Γ(1− ν)

∣∣∣∣+ xrν(x), rν entière,

et donc, en utilisant la formule des compléments (4.3.7),

xWν(x) = − 2ν

Γ(1 + ν)Γ(1− ν)
+ xrν(x) = − 2

Γ(ν)Γ(1− ν)
+ xrν(x)

= −2 sinπν

π
+ xrν(x).

Comme ν /∈ Z, on a sinπν 6= 0, et

Wν(x) ∼ −2 sinπν

πx
, pour x→ 0+.

En particulier Wν ne s’annule pas sur un intervalle ]0, x0] avec x0 > 0. Comme le
déterminant wronskien Wν satisfait l’équation différentielle

W ′
ν(x) = −x−1Wν(x), x > 0,

il vient pour x > 0, Wν(x) = Wν(x0)x0x
−1 6= 0, prouvant que les solutions Jν , J−ν

de (8.2.9) sont indépendantes dans le cas ν /∈ Z et impliquant également que

Wν(x) = −2 sinπν

πx
. (8.2.12)

L’équation (8.2.9) est une équation différentielle ordinaire linéaire homogène non
singulière (sur C\R−) d’ordre 2 et l’ensemble de ses solutions est donc un espace
vectoriel de dimension 2, dont nous avons déterminé une base.

N.B. Bien évidemment, si ν ∈ Z, la discussion ci-dessus doit être modifiée. En
premier lieu, pour ν = n ∈ Z, les solutions J±n de (8.2.9) ne sont pas indépendantes,
car (8.1.8) s’écrit J−n + (−1)n+1Jn = 0.
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8.2.3 Fonctions de Bessel de deuxième espèce

Nous avons introduit dans la Définition 8.1.5 les fonctions de Bessel de première
espèce Jν(z) définies pour z ∈ C\R− et dépendant holomorphiquement de ν ∈ C.
En outre pour n ∈ Z, les fonctions Jn sont entières. On remarque également que
pour tout z ∈ C\R−, la fonction ν 7→ (cos πν)Jν(z) − J−ν(z) est entière et pour
ν = n ∈ Z vaut

(−1)nJn(z)− J−n(z) = 0 (cf. (8.1.8)).

Comme l’ensemble des zéros de la fonction entière ν 7→ sin πν est Z et qu’il s’agit
de zéros simples (car sin z = 0 =⇒ sin′ z = cos z = ±1 6= 0), pour z ∈ C\R−, la
fonction

C 3 ν 7→ (cos πν)Jν(z)− J−ν(z)

sin πν
,

est entière de ν (et holomorphe de z ∈ C\R−).

Définition 8.2.6. Soient ν ∈ C. On pose pour z ∈ C\R−,

Yν(z) =
(cos πν)Jν(z)− J−ν(z)

sin πν
(8.2.13)

La fonction Yν est holomorphe sur C\R− : c’est la fonction de Bessel de seconde
espèce et d’indice ν. Pour tout z ∈ C\R−, la fonction C ∈ ν 7→ Yν(z) est entière.

N.B. La fonction Yν est parfois appelée fonction de Neumann.

Lemme 8.2.7. Soit n ∈ Z. Pour z ∈ C\R−, on a

Yn(z) = lim
ν→n

Yν(z) =
1

π

(
∂J

∂ν
(n, z) + (−1)n

∂J

∂ν
(−n, z)

)
. (8.2.14)

Démonstration. La première égalité est due au fait que Yν est une fonction continue
de ν. Pour z ∈ C\R−, n ∈ Z, ν = n+ µ, 0 < |µ| < 1, on a

(cos πν)Jν(z)− J−ν(z)

sinπν

=
(−1)n(cos πµ)

(
Jn+µ(z)− Jn(z)

)
+ (cos πµ)(−1)nJn(z)− J−µ−n(z)

(−1)n sinπµ

=
(cosπµ)

(
Jn+µ(z)− Jn(z)

)
sin πµ

+
(cos πµ)J−n(z)− J−µ−n(z)

(−1)n sin πµ

=
(cos πµ)

(
Jn+µ(z)− Jn(z)

)
sinπµ

+ (−1)n
J−µ−n(z)− (cos πµ)J−n(z)

sin(−πµ)
,

et il vient
lim
ν→n

Yν(z) =
1

π

∂Jν
∂ν |ν=n

+ (−1)n
1

π

∂Jν
∂ν |ν=−n

,

ce qui est le résultat cherché.

Lemme 8.2.8. Soit n ∈ Z. La fonction Yn est solution de (8.2.1) pour ν = n sur
C\R−.
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Démonstration. D’après la démonstration du Théorème 8.2.5, on a

∀z ∈ C\R−,∀ν ∈ C z2J ′′ν (z) + zJ ′ν(z) + (z2 − ν2)Jν(z) = 0,

et par conséquent, en dérivant cette identité par rapport à ν,

∀z ∈ C\R−,∀ν ∈ C, z2∂
3(Jν(z))

∂ν∂z2
+ z

∂2(Jν(z))

∂ν∂z
+ (z2 − ν2)

∂(Jν(z))

∂ν
= 2νJν ,

et en particulier ∀z ∈ C\R−,

z2∂
3(Jν(z))

∂ν∂z2 |ν=n
+ z

∂2(Jν(z))

∂ν∂z |ν=n
+ (z2 − n2)

∂(Jν(z))

∂ν |ν=n
= 2nJn,

z2∂
3(Jν(z))

∂ν∂z2 |ν=−n
+ z

∂2(Jν(z))

∂ν∂z |ν=−n
+ (z2 − n2)

∂(Jν(z))

∂ν |ν=−n
= −2nJ−n.

Par suite, la fonction de z,

Ỹn(z) =
∂Jν
∂ν

(z)|ν=n + (−1)n
∂Jν
∂ν

(z)|ν=−n,

vérifie, avec Ln donné par (8.2.10),

Ln
(
Ỹn
)
(z) = 2nJn(z) + (−1)n+12nJ−n(z) = 0,

où la dernière égalité est due à (8.1.8). Ceci donne le résultat du lemme.

Lemme 8.2.9. Soit n ∈ Z. Les fonctions {Jn, Yn} forment une base des solutions
de (8.2.1) pour ν = n.

Démonstration. Calculons pour ν ∈ C\Z,

ων(z) =

∣∣∣∣Jν Yν
J ′ν Y ′ν

∣∣∣∣ =
1

sin πν

∣∣∣∣Jν cosπνJν − J−ν
J ′ν cosπνJ ′ν − J ′−ν

∣∣∣∣ =
−1

sin πν

∣∣∣∣Jν J−ν
J ′ν J ′−ν

∣∣∣∣ ,
et il vient, avec Wν défini en (8.2.11), de la propriété (8.2.12),

ων(z) =
−1

sin πν
Wν(z) =

2

πz
,

pour z ∈ C\R−, prouvant l’indépendance des solutions Jn, Yn, impliquant également
que

ωn(z) =
2

πz
, (8.2.15)

et terminant la preuve du lemme.

Lemme 8.2.10. Soit n ∈ Z. On a, pour tout z ∈ C\R−, Y−n(z) = (−1)nYn(z).

Démonstration. Du Lemme 8.2.7, il vient pour z ∈ C\R−,

Y−n(z) =
1

π

(
∂J

∂ν
(−n, z) + (−1)n

∂J

∂ν
(n, z)

)
=

(−1)n

π

(
∂J

∂ν
(n, z) + (−1)n

∂J

∂ν
(−n, z)

)
= (−1)nYn(z).
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Nous avons démontré le résultat suivant.

Théorème 8.2.11. Soit n ∈ Z. Une base de solutions de l’équation différentielle

z2w′′(z) + zw′(z) + (z2 − n2)w(z) = 0, (8.2.16)

sur C\R− est constitué des fonctions {Jn, Yn} (données par la définition 8.1.5 et
(8.2.14)).

Proposition 8.2.12. Soit n ∈ N. On a pour z ∈ C\R−, avec ψ = Γ′/Γ,

Yn(z) =
2

π
Jn(z) Log

(z
2

)
− 1

π

∑
0≤k<n

(n− k − 1)!(z/2)2k−n

k!

− 1

π

∑
k≥0

(−1)k(z/2)2k+n

k!(n+ k)!

{
ψ(n+ k + 1) + ψ(k + 1)

}
. (8.2.17)

Démonstration. De la Définition 8.1.5, il vient

∂J

∂ν
(ν, z) = Jν(z) Log(z/2)− zν

2ν

∑
k≥0

(−1)k(z/2)2kΓ′(1 + ν + k)

k!Γ(1 + ν + k)2
,

∂J

∂ν
(−ν, z) = J−ν(z) Log(z/2)− z−ν

2−ν

∑
k≥0

(−1)k(z/2)2kΓ′(1− ν + k)

k!Γ(1− ν + k)2

= J−ν(z) Log(z/2)− z−ν

2−ν

∑
0≤k<n

(−1)k(z/2)2kΓ′(1− ν + k)

k!Γ(1− ν + k)2

− z−ν

2−ν

∑
k≥n

(−1)k(z/2)2kΓ′(1− ν + k)

k!Γ(1− ν + k)2
,

ce qui implique

∂J

∂ν
(n, z) = Jn(z) Log(z/2)−

∑
k≥0

(−1)k(z/2)2k+nψ(1 + n+ k)

k!(n+ k)!
, (8.2.18)

∂J

∂ν
(−n, z) = (−1)nJn(z) Log(z/2)−

∑
0≤k<n

(−1)k(z/2)2k−nΓ′(1− n+ k)

k!Γ(1− n+ k)2

−
∑
k≥n

(−1)k(z/2)2k−nΓ′(1− n+ k)

k!Γ(1− n+ k)2
. (8.2.19)

Lemme 8.2.13. La fonction Γ′/Γ2 est entière et pour l ∈ N, on a

Γ′

Γ2
(−l) = (−1)l+1l!. (8.2.20)

Démonstration du Lemme 8.2.13 . La fonction 1/Γ est entière, donc de dérivée en-
tière. Comme le résidu de la fonction Γ en −l est (−1)l/l! (cf. Théorème 2.1.3), il
vient

Γ(z) =
(−1)lgl(z)

l!(z + l)
, gl holomorphe au voisinage de −l, gl(0) = 1,
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et par conséquent,

Γ′(z)

Γ(z)2
= (−1)ll!

(g′l(z)(z + l)− gl(z)

(z + l)2

)(z + l)2

gl(z)2
,

impliquant le résultat cherché Γ′(−l)/Γ(−l)2 = (−1)l+1l!.

Revenons à la démonstration de la Proposition 8.2.12. En utilisant le Lemme
8.2.7 et les formules (8.2.18), (8.2.19), il vient

Yn(z) =
2

π

(
Jn(z) Log(z/2)

)
− 1

π

∑
k≥0

(−1)k(z/2)2k+nψ(1 + n+ k)

k!(n+ k)!

− (−1)n

π

∑
0≤k<n

(−1)k(z/2)2k−n(−1)n−k(n− k − 1)!

k!

− (−1)n

π

∑
l≥0

(−1)l+n(z/2)2l+nΓ′(1 + l)

(l + n)!Γ(1 + l)2
,

et donc

Yn(z) =
2

π

(
Jn(z) Log(z/2)

)
− 1

π

∑
k≥0

(−1)k(z/2)2k+nψ(1 + n+ k)

k!(n+ k)!

− 1

π

∑
0≤k<n

(−1)k+n(z/2)2k−n(−1)n−k(n− k − 1)!

k!

− 1

π

∑
k≥0

(−1)k+2n(z/2)2k+nψ(1 + k)

(k + n)!k!
,

ce qui implique le résultat cherché,

Yn(z) =
2

π

(
Jn(z) Log(z/2)

)
− 1

π

∑
k≥0

(−1)k(z/2)2k+n
{
ψ(1 + n+ k) + ψ(1 + k)

}
k!(n+ k)!

− 1

π

∑
0≤k<n

(z/2)2k−n(n− k − 1)!

k!
.

8.2.4 Fonctions de Hankel

Définition 8.2.14. Soit ν ∈ C. On définit les fonctions de Hankel H [j]
ν , j = 1, 2 par{

H
[1]
ν = Jν + iYν ,

H
[2]
ν = Jν − iYν ,

(8.2.21)

où les fonctions Jν , Yν sont données par les définitions 8.1.5, 8.2.6 et (8.2.14).
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Remarque 8.2.15. Les fonctions de Hankel sont holomorphes sur C\R− et pour tout
z ∈ C\R−, les applications C 3 ν 7→ H

[j]
ν (z) sont entières. D’après les théorèmes

8.2.5, 8.2.11, {H [1]
ν , H

[2]
ν } forme une base des solutions de l’équation différentielle de

Bessel d’indice ν (8.2.1).

Lemme 8.2.16. Soit ν ∈ C. Avec H [j]
ν , j = 1, 2 données par la Définition 8.2.14,

on a
H

[1]
−ν = eiπνH [1]

ν , H
[2]
−ν = e−iπνH [2]

ν . (8.2.22)

Démonstration. On a pour ν ∈ C\Z,

H
[1]
−ν = J−ν − i

(
(cos πν)J−ν − Jν

)
sin πν

=
iJν − ieiπνJ−ν

sinπν
,

et

eiπνH [1]
ν = −eiπν

(
iJ−ν − ie−iπνJν

)
sin πν

=
iJν − ieiπνJ−ν

sin πν
.

De même, on a, pour ν ∈ C\Z,

H
[2]
−ν = J−ν + i

(
(cos πν)J−ν − Jν

)
sin πν

=
−iJν + ie−iπνJ−ν

sin πν
,

et

e−iπνH [2]
ν = −e−iπν

(
−iJ−ν + ieiπνJν

)
sin πν

=
−iJν + ie−iπνJ−ν

sin πν
,

ce qui démontre (8.2.22) pour ν /∈ Z. Comme les applications C 3 ν 7→ H
[j]
ν (z) sont

entières pour tout z ∈ C\R−, on obtient également le résultat pour ν ∈ Z.
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8.2.5 Quelques dessins et identités

La commande Mathematica BesselJ[n, x] permet de tracer les courbes
représentatives de Jn sur l’axe réel 2.

-
1
0

-
5

5
1
0

-
0
.5

0
.5

1
.0

J
0
(x
)

J
1
(x
)

J
2
(x
)

J
3
(x
)

Figure 8.1 – Fonctions J0, J1, J2, J3.

2. Dans les dessins de ce chapitre, l’axe des x est vertical, l’axe des y horizontal.
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On a

J1/2(z) =

(
2

πz

)1/2

sin z, (8.2.23)

J3/2(z) =

(
2

πz

)1/2 (sin z

z
− cos z

)
, (8.2.24)

J5/2(z) =

(
2

πz

)1/2 (3 sin z

z2
− 3 cos z

z
− sin z

)
, (8.2.25)

formules démontrées en (8.2.31), (8.2.33), (8.2.35).
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J 2
.5
(x
)

Figure 8.2 – Fonctions J1/2, J3/2, J5/2.
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La commande Mathematica, BesselY[n, x] permet de tracer les courbes
représentatives de Yn sur l’axe réel.

2
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14

-
1.
0

-
0.
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5

Y
0
(r
)

Y
1
(r
)

Y
2
(r
)

Figure 8.3 – Fonctions Y0, Y1, Y2.
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8.2.6 Remarques sur l’équation différentielle de Bessel

Il se peut que le lecteur trouve notre exposition quelque peu dogmatique et se
demande comment on arrive à l’expression de Jν à partir de l’équation différentielle
de Bessel (8.2.1). Comme nous avons complètement résolu cette équation pour toutes
les valeurs du paramètre ν, nous pouvons nous livrer à un calcul a priori formel qui
nous permette de déterminer la fonction Jν .

Une première partie de notre calcul a trait à la singularité régulière de (8.2.1).
En posant w(z) = ω(Log z), on remarque que

z
dw

dz
= zω′(Log z)z−1 = ω′(Log z),

que l’on peut écrire symboliquement comme

t = Log z, z
d

dz
=

d

dt
,

de sorte que

z2d
2w

dz2
+ z

dw

dz
=
(
z
d

dz

)2
w = ω′′(Log z).

L’équation de Bessel s’écrit alors ω′′(t) + (e2t − ν2)ω(t) = 0 et l’on comprend mieux
pourquoi l’équation indicielle est si simple à résoudre : c’est une équation différen-
tielle à coefficients constants qui s’écrit

ω′′(t)− ν2ω(t) = 0, pour ν 6= 0, une base de solutions est e±νt, i.e. z±ν , (8.2.26)

et lorsque ν = 0, une base de solutions est 1, t, i.e. 1,Log z. L’équation caractéristique
est simplement l’équation caractéristique de (8.2.26). L’équation de Bessel est donc

ω′′(t) + (e2t − ν2)ω(t) = 0. (8.2.27)

Le calcul précédent peut être pratiqué pour toute équation différentielle où 0 est un
point singulier régulier via ce changement de variable singulier t = Log z : l’équation

(
z
d

dz

)2
w + f1(z)

(
z
d

dz

)
w + f0(z)w = 0, (8.2.28)

avec fj holomorphes au voisinage de 0, devient

ω′′(t) + f1(et)ω′(t) + f0(et)ω(t) = 0,

une équation sans point singulier à distance finie.

Revenons à l’équation de Bessel qui s’écrit (8.2.26) et exposons sur cet exemple
la méthode de Frobenius : il est naturel de chercher une solution sous la forme

eνt
∑
l≥0

ale
lt = zν

∑
l≥0

alz
l,
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en espérant identifier des coefficients al tels que le rayon de convergence de la série
ci-dessus soit strictement positif. En supposant a priori que c’est le cas, on obtient
les identités

0 =
∑
l≥0

al
(
(l + ν)2 − ν2

)
et(l+ν) +

∑
l≥0

ale
t(l+2+ν)

a0 paramètre, a1(1 + 2ν) = 0, l ≥ 2 : all(l + 2ν) = −al−2. (8.2.29)

Supposons que ν /∈ −N∗/2. Alors on obtient pour k ∈ N,

a2k+1 = 0, a2k = a0
(−1)k

22kk!
∏

1≤j≤k(ν + j)
.

En effet, la facteur de al dans (8.2.29) est toujours non nul et la formule pour a2k

est vérifiée pour k = 1 car a2 = −a0/(4(1 + ν)), et en supposant qu’elle est vérifiée
pour un k ≥ 1, il vient de (8.2.29)

a2k+2 = − 1

4(k + 1)(k + 1 + ν)
a0

(−1)k

22kk!
∏

1≤j≤k(ν + j)

= a0
(−1)k+1

22k+2(k + 1)!
∏

1≤j≤k+1(ν + j)
, qed.

On trouve donc une solution, a priori formelle, de (8.2.1) sous la forme

a0

∑
k≥0

(−1)kz2k+ν

22kk!
∏

1≤j≤k(ν + j)
,

et en choississant a0 = 2−ν(1/Γ(ν + 1)), il vient la solution

zν

2ν

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!Γ(1 + ν + k)
= Jν(z) (cf. (8.1.9)).

Nous avons démontré dans le Théorème 8.2.5 que {Jν , J−ν} forme une base de solu-
tions de l’équation de Bessel pour ν non entier et pour ν ∈ Z, nous savons également
que Jν est solution et le Théorème 8.2.11 nous a permis de trouver une base de so-
lutions sous la forme {Jν , Yν} ; de manière plus générale, pour toutes les valeurs de
ν, les fonctions de Hankel (cf. Définition 8.2.14), {H [1]

ν , H
[2]
ν } fournissent une base

de solutions de l’équation de Bessel. On peut vérifier directement en utilisant les
majorations déjà utilisées dans le paragraphe 8.1 que Jν(z) est le produit de zν par
une fonction entière de z et que le rayon de convergence des séries de la discussion
ci-dessus est infini. On peut remarquer également que

J1/2(z) =
z1/2

21/2

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!Γ(3
2

+ k)
.

Comme on vérifie facilement par récurrence sur k ∈ N que

Γ(
3

2
+ k) =

√
π

(2k + 1)!

22k+1k!
, (8.2.30)
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il vient

J1/2(z) =
z1/2

21/2

∑
k≥0

(−1)k2z2k

√
π(2k + 1)!

= z−1/221/2π−1/2
∑
k≥0

(−1)kz2k+1

(2k + 1)!
,

soit

J1/2(z) =

(
2

πz

)1/2

sin z =

(
2z

π

)1/2
sin z

z
. (8.2.31)

De manière analogue, on a

J3/2(z) =
z3/2

23/2

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!Γ(5
2

+ k)
,

Γ(
5

2
+ k) =︸︷︷︸

cf.(8.2.30)

√
π

(2k + 1)!

22k+1k!
(2k + 3)

1

2
=
√
π

(2k + 3)!

22k+3(k + 1)!
, (8.2.32)

et il vient

J3/2(z) =
z−3/223/2

√
π

∑
k≥0

(−1)kz2k+3(k + 1)

(2k + 3)!

=
z−3/223/2

√
π

∑
l≥1

(−1)l−1z2l+1l

(2l + 1)!

=
z−3/223/2

√
π

{
d

2dz

(∑
l≥1

(−1)l−1z2l+2

(2l + 1)!

)
+
∑
l≥1

(−1)lz2l+1

(2l + 1)!

}

=
z−3/223/2

√
π

{
d

2dz

(
z(z − sin z)

)
+ sin z − z

}
=
z−3/223/2

√
π

{
−z

2
+

sin z

2
+
z

2
(1− cos z)

}
,

soit

J3/2(z) =

(
2

πz

)1/2{
sin z

z
− cos z

}
=

(
2

π

)1/2

z3/2

(
sin z − z cos z

z3

)
. (8.2.33)

Notons que la fonction (sin z − z cos z)/z3 est entière car

sin z − z cos z = z − z3

6
− z(1− z2

2
) +O(z4) = z3/3 +O(z4),

et que le facteur de z3/2 dans (8.2.33) est une fonction entière φ telle que

φ(0) =
1

23/2Γ(5/2)
,

car
1

23/2Γ(5/2)
=

1

23/2(3/2)(1/2)
√
π

=

(
2

π

)1/2
1

3
.
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De manière similaire on a

J5/2(z) =
z5/2

25/2

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!Γ(7
2

+ k)
,

Γ(
7

2
+ k) =

√
π

(2k + 5)!

22k+5(k + 2)!
, (8.2.34)

et donc

J5/2(z) =
z−5/2

25/2
√
π

∑
l≥0

(−1)lz2l+1

(2l + 1)!
l(l − 1)

=
z−5/225/2

√
π

{
1

4

d2

dz2

(
z2 sin z

)
− 7

4

d

dz

(
z sin z

)
+ 2 sin z

}
=
z−5/225/2

√
π

{
(
1

2
− 7

4
+ 2) sin z + (1− 7

4
)z cos z − 1

4
z2 sin z

}
,

ce qui donne

J5/2(z) =

(
2

πz

)1/2{
3 sin z

z2
− 3 cos z

z
− sin z

}
. (8.2.35)

On vérifie également dans ce cas que

J5/2(z) =
z5/2

25/2Γ(7/2)
ψ(z),

où ψ est une fonction entière telle que ψ(0) = 1 car

21/2π−1/2

{
3 sin z − 3z cos z − z2 sin z

z5

}
|z=0

= 21/2π−1/2 1

15
= 2−5/2 1

5
2

3
2

1
2

√
π
.

Il est intéressant de reprendre la méthode de discussion commencée en (8.2.29)
dans le cas ν = −1/2. Calculons explicitement J−1/2 pour commencer : on vérifie
facilement par récurrence

Γ(
1

2
+ k) =

√
π

(2k)!

22kk!
, (8.2.36)

ce qui donne

J−1/2(z) =
(z

2

)−1/2∑
k≥0

(−1)kz2k

√
π(2k)!

=

(
2

πz

)1/2

cos z. (8.2.37)

Les conditions (8.2.29) pour ν = −1/2 donnent

a0, a1 paramètres, et pour l ≥ 2 : all(l − 1) = −al−2,

qui impliquent

a2k =
(−1)k

(2k)!
a0, a2k+1 =

(−1)k

(2k + 1)!
a1,
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et fournissent (toutes) les solutions,

z−1/2
(
a0 cos z + a1 sin z

)
=
(π

2

)1/2 (
a0J−1/2(z) + a1J1/2(z)

)
.

Le calcul est analogue pour ν = −3/2 et ν ∈ 1
2

+Z : les conditions (8.2.29) donnent
les solutions J±ν qui forment une base des solutions.

Examinons les conditions (8.2.29) pour ν = −1 : on obtient

a0 paramètre, a1 = 0, et pour l ≥ 2, all(l − 2) = −al−2,

ce qui implique a1 = a0 = 0 et la nullité de tous les al ; cette méthode fonctionne
pour ν = 1 et fournit la fonction de Bessel J1, mais ne donne que la solution triviale
0 pour ν = −1. Nous sommes donc réduits à utiliser la méthode du paragraphe
8.2.3 : on a pour tout ν ∈ C et pour tout z ∈ C\R−,

z2J ′′ν (z) + zJ ′ν(z) + (z2 − ν2)Jν(z) = 0,

avec une dépendance holomorphe de Jν(z) par rapport à ν. On peut donc dériver
l’identité ci-dessus par rapport à ν, ce qui donne

z2∂2
z∂νJ(ν) + z∂z∂νJ(ν) + (z2 − ν2)∂νJ(ν)− 2νJ(ν) = 0,

z2∂2
z∂νJ−ν + z∂z∂νJ−ν + (z2 − ν2)∂νJ−ν − 2νJ−ν = 0,

−z2∂2
z (∂νJ)(−ν)− z∂z(∂νJ)(−ν)− (z2 − ν2)(∂νJ)(−ν)− 2νJ(−ν) = 0,

ce qui implique, avec Lν donné en (8.2.10),

Lν
{

(∂νJ)(ν) + eiπν(∂νJ)(−ν)
}

= 2ν
(
J(ν)− eiπνJ(−ν)

)
. (8.2.38)

Avec Yν défini par (8.2.13), on a{
H

[1]
ν = Jν + iYν = 1

sinπν

(
ie−iπνJν − iJ−ν

)
= ie−iπν

sinπν

(
Jν − eiπνJ−ν

)
,

H
[2]
ν = Jν − iYν = 1

sinπν

(
−ieiπνJν + iJ−ν

)
= −ieiπν

sinπν

(
Jν − e−iπνJ−ν

)
.

(8.2.39)

Comme les zéros de la fonction entière ν 7→ sin πν sont simples et situés en Z, et
que pour ν ∈ Z (cf. (8.1.8)), J−ν = (−1)νJν , les identités ci-dessus corroborent que
les fonctions de Hankel sont entières de ν et que pour ν = n ∈ Z,H

[1]
n = i(−1)n

π

(
(∂νJ)(n)− iπ(−1)nJ−n + (−1)n(∂νJ)(−n)

)
,

H
[2]
n = −i(−1)n

π

(
(∂νJ)(n) + iπ(−1)nJ−n + (−1)n(∂νJ)(−n)

)
.

(8.2.40)

Comme LnJ±n = 0, il vient de (8.2.38),

(Ln)
(
H [j]
n

)
= 0.

L’indépendance de ces deux solutions est démontrée dans le Théorème 8.2.11.
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8.3 Utilisation des fonctions de Bessel
Nous avons vu précédemment plusieurs raisons de s’intéresser aux fonctions de

Bessel : solutions d’une équation différentielle ordinaire à points singuliers réguliers,
fonctions données par une fonction génératrice, développement de Fourier de la fonc-
tion 2π-périodique eiz sin θ. Sans aucun doute, ces raisons étaient plus que suffisantes
pour introduire ces fonctions et étudier leurs propriétés.

Néanmoins, le rôle des fonctions de Bessel est surtout primordial dans l’analyse
des équations aux dérivées partielles classiques, équation de Laplace, équation des
ondes, équation de Helmholtz et bien d’autres. Nous examinons dans ce paragraphe
quelques calculs en dimension 2 et 3 qui montrent l’importance des fonctions de
Bessel.

8.3.1 Equation de Helmholtz en dimension 2

Rappelons l’expression des coordonnées polaires dans R2
(x,y). On a pour (x, y) ∈

R2\R−, avec R− = {(x, y) ∈ R2, x ≤ 0, y = 0}{
x = r cos θ

y = r sin θ
,

{
r =

√
x2 + y2

θ = arg(x+ iy) = Im Log(x+ iy)
(8.3.1)

de sorte que (r, θ) ∈ R∗+×]− π, π[. Le laplacien 3 en coordonnées polaires est donné
par

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
,

de sorte que
r2∆R2 = (r∂r)

2 + ∂2
θ (8.3.2)

Soit u(x, y) une fonction harmonique, i.e. telle que ∆u = 0. On peut démontrer que u
est une fonction de classe C∞ (et même analytique). Considérons le développement
en série de Fourier de

v(r, θ) = u(r cos θ, r sin θ) =
∑
n∈Z

vn(r)einθ, vn(r) =
1

2π

∫ π

−π
v(r, θ)e−inθdθ.

On obtient la suite d’équations (n ∈ Z),

(r∂r)
2vn − n2vn = 0, (8.3.3)

et donc vn(et) = αne
nt + βne

−nt. Pour éliminer la singularité en r = 0, on pose

u(r cos θ, r sin θ) =
∑
n≥0

anr
neinθ +

∑
n≥0

bnr
ne−inθ. (8.3.4)

On peut vérifier a posteriori que si les rayons de convergence des séries
∑

n∈N anz
n,∑

n∈N bnz
n sont strictement positifs, la fonction

u(x, y) =
∑
n≥0

an(x+ iy)n +
∑
n≥0

bn(x− iy)n,

3. On a ∆R2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 .
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est harmonique sur un voisinage de l’origine. Notons que l’équation (8.3.3) est à
point singulier régulier, mais est plus simple que l’équation de Bessel. Considérons
maintenant l’équation des ondes en dimension 2,

� =
1

c2

∂2

∂t2
−∆R2 , t ∈ R, c > 0 est la vitesse de propagation.

Cherchons des solutions particulières de cette équation homogène qui s’écrivent
eicktu(x, y), où k est un paramètre réel. Il vient l’équation de Helmholtz,

∆u+ k2u = 0, (8.3.5)

et posant comme précédemment

v(r, θ) = u(r cos θ, r sin θ) =
∑
n∈Z

vn(r)einθ, vn(r) =
1

2π

∫ π

−π
v(r, θ)e−inθdθ,

on trouve la suite d’équations (n ∈ Z),

(r∂r)
2vn + r2k2vn − n2vn = 0, (8.3.6)

et posant vn(r) = wn(kr), ρ = kr, il vient

ρ2k−2w′′n(ρ)k2 + ρk−1w′n(ρ)k + ρ2wn(ρ)− n2wn(ρ) = 0,

soit l’équation de Bessel d’indice n,

ρ2w′′n(ρ) + ρw′n(ρ) + ρ2wn(ρ)− n2wn(ρ) = 0. (8.3.7)

Par suite, on trouve en particulier les solutions

u(t, x, y) = eickt
(
anJn(kr) + bnYn(kr)

)
einθ,

de l’équation des ondes en dimension deux d’espace.

8.3.2 Fonctions de Bessel sphériques

Rappelons tout d’abord que les coordonnées sphériques sur R3
(x,y,z)\R−, avec

R− = {(x, y, z) ∈ R3, x ≤ 0, y = 0},

sont définies par
x = r sinφ cos θ,

y = r sinφ sin θ,

z = r cosφ,


r =

√
x2 + y2 + z2, r > 0,

θ = arg(x+ iy), θ ∈]− π, π[,

φ = arg(z + i
√
x2 + y2), φ ∈]0, π[.

(8.3.8)

Le laplacien en dimension 3,

∆R3 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
, (8.3.9)
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s’exprime comme

r2∆R3 = (r∂r)
2 + r∂r +

∆S2︷ ︸︸ ︷
∂2
φ +

1

sin2 φ
∂2
θ +

cosφ

sinφ
∂φ . (8.3.10)

On peut aussi retenir l’expression équivalente

∆R3 = ∂2
r +

2

r
∂r +

1

r2

(
∂2
φ +

1

sin2 φ
∂2
θ +

cosφ

sinφ
∂φ

)
︸ ︷︷ ︸

∆S2

. (8.3.11)

Remarquons qu’un polynôme harmonique Hn(x, y, z) homogène de degré n ∈ N
vérifie

0 = r2∆Hn = n2 + n+ ∆S2Hn, −∆S2Hn = n(n+ 1)Hn.

Une fonction u(x, y, z) = Hn(x
r
, y
r
, z
r
)ψn(r) est harmonique si

0 = Hn(
x

r
,
y

r
,
z

r
)
(

(r∂r)
2ψn + r∂rψn

)
− n(n+ 1)ψnHn(

x

r
,
y

r
,
z

r
),

et donc si
(r∂r)

2ψn + r∂rψn − n(n+ 1)ψn = 0.

L’équation caractéristique de cette équation est

λ2 + λ− n2 − n = (λ− n)(λ+ n+ 1)

et l’on trouve les solutions

Hn(x, y, z)r−nrn = Hn(x, y, z), Hn(x, y, z)r−nr−n−1 = Hn(x, y, z)r−2n−1.

Comme en dimension 2, on peut s’intéresser à l’équation des ondes en dimension
trois d’espace et à l’équation de Helmholtz associée :

� =
1

c2

∂2

∂t2
−∆R3 , t ∈ R,

on cherche des solutions particulières de cette équation homogène qui s’écrivent
eicktu(x, y, z), où k est un paramètre réel. Il vient l’équation de Helmholtz,

∆u+ k2u = 0, (8.3.12)

et donc, cherchant une solution du type Hn(x
r
, y
r
, z
r
)ψn(r), on trouve que ψn doit

satisfaire
(r∂r)

2ψn + r∂rψn − n(n+ 1)ψn + r2k2ψn = 0. (8.3.13)

Posant ψn(r) = ρ−1/2wn(rk), ρ = kr, il vient

ρ2k−2
(
ρ−1/2w′′n(ρ)k2 + 2(−1/2)ρ−3/2w′n(ρ)k2 + (3/4)ρ−5/2k2wn(ρ)

)
+ 2ρk−1

(
ρ−1/2w′n(ρ)k + (−1/2)ρ−3/2kwn(ρ)

)
+ ρ2ρ−1/2wn(ρ)− n(n+ 1)ρ−1/2wn(ρ) = 0,
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soit

ρ2
(
w′′n(ρ)− ρ−1w′n(ρ) + (3/4)ρ−2wn(ρ)

)
+ 2ρ

(
w′n(ρ) + (−1/2)ρ−1wn(ρ)

)
+ ρ2wn(ρ)− n(n+ 1)wn(ρ) = 0,

et

ρ2w′′n(ρ)− ρw′n(ρ) + (3/4)wn(ρ)

+ 2w′n(ρ)ρ− wn(ρ)

+ ρ2wn(ρ)− n(n+ 1)wn(ρ) = 0,

ce qui donne

ρ2w′′n(ρ) + ρw′n(ρ) + ρ2wn(ρ)− (n2 + n+
1

4
)wn(ρ) = 0,

soit l’équation de Bessel d’indice n+ 1
2

ρ2w′′n(ρ) + ρw′n(ρ) + ρ2wn(ρ)−
(
n+

1

2

)2
wn(ρ) = 0. (8.3.14)

Nous obtenons par conséquent que

ank
−1/2r−1/2Jn+ 1

2
(kr) + bnk

−1/2r−1/2Yn+ 1
2
(kr),

sont des solutions de l’équation (8.3.13) en dimension 3 et, pour Hn polynôme har-
monique homogène de degré n dans R3, la fonction

Hn(x, y, z)r−n
(
an
Jn+ 1

2
(kr)

(kr)1/2
+ bn

Yn+ 1
2
(kr)

(kr)1/2

)
(8.3.15)

est une solution de l’équation de Helmholtz (8.3.12) tandis que

fn(t, x, y, z) = eicktHn(x, y, z)r−n
(
an
Jn+ 1

2
(kr)

(kr)1/2
+ bn

Yn+ 1
2
(kr)

(kr)1/2

)
, (8.3.16)

vérifie �fn = 0, ce qui constitue une raison supplémentaire de s’intéresser aux
fonctions de Bessel d’indices demi-entiers.

Définition 8.3.1. Soit n ∈ N. La fonction de Bessel sphérique de première espèce
jn et la fonction de Bessel sphérique de deuxième espèce yn sont définies sur C\R−
par

jn(z) =
( π

2z

)1/2

Jn+ 1
2
(z), (8.3.17)

yn(z) =
( π

2z

)1/2

Yn+ 1
2
(z). (8.3.18)
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Proposition 8.3.2. Soit n ∈ N. La fonction jn est entière et pour z ∈ C, on a

jn(z) = (−1)nzn
(

d

zdz

)n {sin z

z

}
= 2nzn

∑
k≥0

(−1)kz2k(n+ k)!

k!(2n+ 2k + 1)!
.

Démonstration. La formule (8.1.9) et la définition précédente impliquent pour z ∈
C\R−,

jn(z) =
( π

2z

)1/2 zn+ 1
2

2n+ 1
2

∑
k≥0

(−1)kz2k

22kk!Γ(1 + n+ 1
2

+ k)
.

On a en outre 4 pour m ∈ N,

Γ(m+
1

2
) =

(2m)!

22mm!

√
π, (8.3.19)

ce qui implique

jn(z) =
( π

2z

)1/2 zn+ 1
2

2n+ 1
2

∑
k≥0

(−1)kz2k22n+2k+2(n+ k + 1)!

22kk!(2n+ 2k + 2)!
√
π

=
zn

2n+1

∑
k≥0

(−1)kz2k22n+2k+2(n+ k)!

22k+1k!(2n+ 2k + 1)!

= 2nzn
∑
k≥0

(−1)kz2k(n+ k)!

k!(2n+ 2k + 1)!
,

ce qui implique en particulier que jn est une fonction entière car

(n+ k)!

k!(2n+ 2k + 1)!
=

n!Ck
n+k

k!(2n+ 2k + 1)!
≤ 2n+kn!

k!(2n+ 2k + 1)!
≤ 2k+n

k!
.

Par ailleurs, on a avec ζ = z2/2,

sinc z =
sin z

z
=
∑
k≥0

(−1)k
z2k

(2k + 1)!
=
∑
k≥0

(−1)k
2kζk

(2k + 1)!
,

et donc pour n ∈ N, z ∈ C∗,

( d
dζ

)n{sinc z} =
∑
k≥n

(−1)k
2kk!ζk−n

(k − n)!(2k + 1)!
=
∑
l≥0

(−1)l+n
2l+n(l + n)!ζ l

l!(2l + 2n+ 1)!

= (−1)n2n
∑
k≥0

(−1)k
(k + n)!z2k

k!(2k + 2n+ 1)!
= (−1)n2n2−nz−njn(z),

ce qui implique le résultat cherché jn(z) = zn(−1)n
(
d
dζ

)n{sinc z}.

4. La formule (8.3.19) est vérifiée pour m = 0 (cf. Théorème 2.1.3), et si elle est valide pour un
entier m ≥ 0, on obtient

Γ(m+
3

2
) = (m+

1

2
)

(2m)!

22mm!

√
π =

(2m+ 1)!

22m+1m!

√
π =

(2m+ 2)!

22m+1m!(2m+ 2)

√
π =

(2m+ 2)!

22m+2(m+ 1)!

√
π.
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La commande Mathematica SphericalBesselJ[n, r] permet de tracer
les courbes représentatives des fonctions de Bessel sphériques, dont voici quelques
exemples.

2
4

6
8

10

-
0.
2

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

j 0
(r
)

j 1
(r
)

j 2
(r
)

Figure 8.4 – Fonctions de Bessel sphériques.
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8.3.3 Fonctions de Bessel sphériques en dimension supérieure

En dimension d ≥ 3, on peut se poser les mêmes questions que dans les para-
graphes précédents et remarquer que

r2∆Rd = (r∂r)
2 + (d− 2)(r∂r) + ∆Sd−1 . (8.3.20)

Si Hn est un polynôme harmonique homogène de degré n, on a donc

0 = n2Hn + n(d− 2)Hn + ∆Sd−1Hn, −∆Sd−1Hn = n(n+ d− 2)Hn.

En posant
H̃n(x) = Hn(x/‖x‖) = r−nHn(x),

on calcule

r2∆Rd

{
ψn(r)H̃n(x)

}
= H̃n ×

(
(r∂r)

2ψn + (d− 2)(r∂r)ψn − n(n+ d− 2)ψn

)
.

Par suite, une solution de l’équation de Helmholtz (∆ + k2)(H̃nψn) = 0, doit vérifier

(r∂r)
2ψn + (d− 2)(r∂r)ψn +

(
k2r2 − n(n+ d− 2)

)
ψn = 0. (8.3.21)

Cette équation différentielle est une équation à points singuliers réguliers, proche de
l’équation de Bessel. Nous identifions ci-après quelle est l’équation de Bessel reliée
à (8.3.21). Nous supposons dans la suite que k = 1 et l’on cherche ψn sous la forme

ψn(r) = r−αwn(r), α à choisir.

Avec r = et, il vient

eαt
(
∂2
t + (d− 2)∂t + e2t − n(n+ d− 2)

)
e−αt

= (∂t − α)2 + (d− 2)(∂t − α) + e2t − n(n+ d− 2)

= ∂2
t + (d− 2− 2α)∂t + e2t − n(n+ d− 2) + α2 − α(d− 2).

On remarque que d− 2− 2α = 0 pour

α =
d
2
−1, et n(n+d−2)−α2 +α(d−2) = (n+α)(n−α+d−2) = (n+

d
2
−1)2.

On trouve l’équation

∂2
t + e2t − (n+

d
2
− 1)2, i.e. r2∂2

r + r∂r + r2 − (n+
d
2
− 1)2,

soit l’équation de Bessel d’indice n+ d
2
− 1. Il vient que

Hn(x/r)r1− d
2

(
anJn+ d

2
−1(r) + anYn+ d

2
−1(r)

)
sont solutions de l’équation de Helmholtz (avec k = 1).
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Chapitre 9

Fonctions d’Airy

9.1 L’équation d’Airy

9.1.1 Préliminaires

L’équation différentielle d’Airy est

y′′ − xy = 0. (9.1.1)

C’est une équation linéaire du second ordre, la plus simple de ce type qui ne soit pas
à coefficients constants. En utilisant la transformation de Fourier, on remarque, au
moins formellement, que si u(ξ) = ŷ(ξ), il vient

0 = ̂y′′ − xy = (−4π2)D̂2
xy − x̂y = −4π2ξ2u(ξ) + (Dξu)(ξ), avec Dx =

∂

2iπ∂x
,

et donc

u′(ξ) = −(2iπ)3ξ2u(ξ), u(ξ) = ce−
ξ3(2iπ)3

3 , y(x) = c

∫
R
e2iπxξe−

(2iπ)3ξ3

3 dξ.

On examine l’intégrale divergente

1

2π

∫
R
eixξeiξ

3/3dξ,

à laquelle on peut donner un sens comme transformation de Fourier inverse de la
distribution tempérée eiξ3/3 et l’on pose pour η > 0,

Ai(x) =
1

2π

∫
R+iη

eixζeiζ
3/3dζ =

1

2π

∫
R
eix(ξ+iη)ei(ξ+iη)3/3dξ

= e−xη+ η3

3
1

2π

∫
R
e−ηξ

2

ei(xξ+
ξ3

3
−ξη2)dξ. (9.1.2)

L’intégrale est absolument convergente car pour (x, ξ, η) ∈ R× R× R∗+,

Re(ix(ξ + iη) + i(ξ + iη)3/3) = −xη − ξ2η + η3/3, (9.1.3)

135
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et ne dépend pas de η > 0 car

d

dη

∫
R
eix(ξ+iη)ei(ξ+iη)3/3dξ = i

∫
R

d

dξ

{
eix(ξ+iη)ei(ξ+iη)3/3

}
dξ = 0,

car pour tout (x, η) ∈ R× R∗+, la fonction

R 3 ξ 7→ eix(ξ+iη)ei(ξ+iη)3/3 = e−ηξ
2

ei(xξ+
ξ3

3
−ξη2)e−xη+ η3

3 ,

appartient à la classe de Schwartz S (Rξ) ; en effet, pour η > 0, la fonction ξ 7→ e−ηξ
2

est dans S (Rξ) de sorte que, pour un polynôme réel en ξ, Px,η(ξ),

ξ 7→ e−ηξ
2

eiPx,η(ξ) = φ(ξ) appartient à la classe de Schwartz S (Rξ),

car la formule de Leibniz implique que

ξlφ(k)(ξ) = e−ηξ
2

eiPx,η(ξ)Qk,l,x,η(ξ), Qk,l,x,η polynôme,

de sorte que
∀(k, l) ∈ N2, sup

ξ∈R
|ξlφ(k)(ξ)| < +∞.

Théorème 9.1.1. La fonction d’Airy (9.1.2) est une fonction entière de x et est
une solution de l’équation d’Airy (9.1.1). Si ω est une racine cubique de l’unité, les
fonctions x 7→ Ai(ωx) sont aussi solutions de (9.1.1). La fonction d’Airy est réelle
sur l’axe réel.

Démonstration. On a pour η > 0 arbitraire,

Ai(x) = e−xη+ η3

3
1

2π

∫
R
e−ηξ

2

ei(xξ+
ξ3

3
−ξη2)dξ.

La fonction C 3 x 7→ e−ηξ
2
ei(xξ+

ξ3

3
−ξη2) est entière et si | Imx| ≤ M , il vient pour

ξ ∈ R,
|e−ηξ2

ei(xξ+
ξ3

3
−ξη2)| = e−ηξ

2

e−ξ Imx ≤ e−ηξ
2+M |ξ| ∈ L1(Rξ),

ce qui démontre que la fonction d’Airy est une fonction entière de x. De plus, on a

Ai′′(x) =
1

2π

∫
R+iη

eixζeiζ
3/3i2ζ2dζ = − 1

2π

∫
R+iη

eixζ
1

i
∂ζ
(
eiζ

3/3
)
dζ

=
1

2iπ

∫
R+iη

ixeixζeiζ
3/3dζ = xAi(x).

Si ω est une racine cubique de l’unité, alors x 7→ Ai(ωx) est aussi une solution de
l’équation d’Airy car Ai′′(ωx)ω2 − xAi(ωx) = ω2

(
Ai′′(ωx)− ωxAi(ωx)

)
= 0. En outre

pour x ∈ R, on a

Ai(x) =
1

2π

∫
R
e−ix(ξ−iη)e−i(ξ−iη)3/3dξ =

1

2π

∫
R
eix(−ξ+iη)ei(−ξ+iη)3/3dξ

=
1

2π

∫
R
eix(ξ+iη)ei(ξ+iη)3/3dξ = Ai(x),

ce qui donne le résultat cherché.
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Remarque 9.1.2. Soit Ω un ouvert connexe du plan complexe, stable par conjugaison
complexe, tel que Ω ∩ R 6= ∅. Si f ∈ H(Ω) est réelle sur Ω ∩ R, alors

∀z ∈ Ω, f(z̄) = f(z).

En effet la fonction φ, définie par

φ(z) = f(z)− f(z̄),

est holomorphe sur Ω, nulle sur Ω∩R, qui contient un intervalle ouvert non vide : ceci
implique que φ est identiquement nulle sur Ω. En particulier si f est une fonction
entière, réelle sur l’axe réel, on a pour tout z ∈ C, f(z̄) = f(z). Ceci s’applique
notamment à la fonction d’Airy (9.1.2).

9.1.2 Bases de solutions de l’équation d’Airy

Lemme 9.1.3. Avec Ai définie par (9.1.2), on a

Ai(0) =
3−1/6Γ(1/3)

2π
, Ai′(0) = −31/6Γ(2/3)

2π
. (9.1.4)

Démonstration. On a Ai(0) ∈ R et donc

2πAi(0) = Re

∫ +∞

0

ei(ξ+i)
3/3dξ + Re

∫ 0

−∞
ei(ξ+i)

3/3dξ,

et comme

Re

∫ 0

−∞
ei(ξ+i)

3/3dξ = Re

∫ +∞

0

ei(−ξ+i)
3/3dξ = Re

∫ +∞

0

e−i(−ξ−i)
3/3dξ,

il vient

πAi(0) = Re

∫ +∞

0

ei(ξ+i)
3/3dξ = Re

∫
i+R+

eiζ
3/3dζ.

On note également que pour R > 0,

I1(R) =

∫
[i+R,i+Reiπ/6]

eiζ
3/3dζ =

∫ π/6

0

ei(i+Re
iθ)3/3iReiθdθ

=

∫ π/6

0

ei(−i−3Reiθ+3iR2e2iθ+R3ei3θ)/3iReiθdθ,

de sorte que

|I1(R)| ≤ R

∫ π/6

0

e
1
3

+R sin θ−R2 cos(2θ)− 1
3
R3 sin(3θ)dθ ≤ Re1/3e−R

2/2

∫ π/6

0

eR sin θdθ

≤ Re1/3e−R
2/2eR/2

π

6
,
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et limR→+∞ I1(R) = 0, ce qui implique

Ai(0) =
1

π
lim

R→+∞
Re

∫
[i,i+Reiπ/6]

eiζ
3/3dζ.

On remarque que

Re

∫
[0,i]

eiζ
3/3dζ = Re

∫ 1

0

eii
3t3/3idt = 0.

En outre, avec I2(R) =
∫

[Reiπ/6,i+Reiπ/6]
eiζ

3/3dζ =
∫ 1

0
e
i
3

(Reiπ/6+it)3
idt, on obtient

I2(R) =

∫ 1

0

e
i
3

(R3i+3R2eiπ/3it−3Reiπ/6t2−it3)idt, |I2(R)| ≤ e−R
3/3+R sin(π/6)+ 1

3 ,

ce qui donne limR→+∞ I2(R) = 0. On obtient par conséquent

Ai(0) =
1

π
lim

R→+∞
Re

∫
[0,Reiπ/6]

eiζ
3/3dζ. (9.1.5)

On a

I3(R) =

∫
[0,Reiπ/6]

eiζ
3/3dζ =

∫ R

0

e
i
3

(t3i)dteiπ/6 = eiπ/6
∫ R

0

e−t
3/3dt,

et

lim
R→+∞

I3(R) = eiπ/6
∫ +∞

0

e−s31/3 1

3
s−2/3ds = eiπ/63−2/3Γ(1/3),

ce qui donne

Ai(0) =
1

π
3−2/3Γ(1/3)

√
3/2 =

Γ(1/3)

2π
3

1
2
− 2

3 =
Γ(1/3)

2π
3−

1
6 , qed.

Comme la fonction d’Airy est réelle sur l’axe réel, on a également Ai′(0) ∈ R et donc

2πAi′(0) = Re

∫ +∞

0

i(ξ + i)ei(ξ+i)
3/3dξ + Re

∫ 0

−∞
i(ξ + i)ei(ξ+i)

3/3dξ,

et comme

Re

∫ 0

−∞
i(ξ + i)ei(ξ+i)

3/3dξ = Re

∫ +∞

0

i(−ξ + i)ei(−ξ+i)
3/3dξ

= Re

∫ +∞

0

(−i)(−ξ − i)e−i(−ξ−i)3/3dξ,

il vient

πAi′(0) = Re

∫ +∞

0

i(ξ + i)ei(ξ+i)
3/3dξ = Re

∫
i+R+

iζeiζ
3/3dζ.

On note également que pour R > 0,

I4(R) =

∫
[i+R,i+Reiπ/6]

iζeiζ
3/3dζ =

∫ π/6

0

ei(i+Re
iθ)3/3i(i+Reiθ)iReiθdθ

=

∫ π/6

0

ei(−i−3Reiθ+3iR2e2iθ+R3ei3θ)/3i(i+Reiθ)iReiθdθ,
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de sorte que

|I4(R)| ≤ R(R + 1)

∫ π/6

0

e
1
3

+R sin θ−R2 cos(2θ)− 1
3
R3 sin(3θ)dθ

≤ R(R + 1)e1/3e−R
2/2

∫ π/6

0

eR sin θdθ

≤ R(R + 1)e1/3e−R
2/2eR/2

π

6
,

et limR→+∞ I4(R) = 0, ce qui implique

Ai′(0) =
1

π
lim

R→+∞
Re

∫
[i,i+Reiπ/6]

iζeiζ
3/3dζ.

On remarque que

Re

∫
[0,i]

iζeiζ
3/3dζ = Re

∫ 1

0

iiteii
3t3/3idt = 0.

En outre, avec

I5(R) =

∫
[Reiπ/6,i+Reiπ/6]

iζeiζ
3/3dζ =

∫ 1

0

i(Reiπ/6 + it)e
i
3

(Reiπ/6+it)3

idt,

on obtient

I5(R) =

∫ 1

0

e
i
3

(R3i+3R2eiπ/3it−3Reiπ/6t2−it3)i(Reiπ/6 + it)idt,

|I5(R)| ≤ (R + 1)e−R
3/3+R sin(π/6)+ 1

3 ,

ce qui donne limR→+∞ I5(R) = 0. On obtient par conséquent

Ai′(0) =
1

π
lim

R→+∞
Re

∫
[0,Reiπ/6]

iζeiζ
3/3dζ. (9.1.6)

On a

I6(R) =

∫
[0,Reiπ/6]

iζeiζ
3/3dζ =

∫ R

0

iteiπ/6e
i
3

(t3i)dteiπ/6 = ieiπ/3
∫ R

0

te−t
3/3dt,

et

lim
R→+∞

I6(R) = ieiπ/3
∫ +∞

0

e−s31/3 1

3
s−2/331/3s1/3ds = ieiπ/33−1/3Γ(2/3),

ce qui donne

Ai′(0) = − 1

π
3−1/3Γ(2/3)

√
3/2 = −Γ(2/3)

2π
3

1
2
− 1

3 = −Γ(2/3)

2π
3

1
6 , qed.
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Proposition 9.1.4. La fonction d’Airy (9.1.2) vérifie pour tout x ∈ C,

Ai(x) =
1

π

∫ +∞

0

e−ξ
3/3e−xξ/2 cos

(xξ√3

2
+
π

6

)
dξ. (9.1.7)

Démonstration. Notons que le membre de droite de l’égalité ci-dessus (notée Ãi plus
bas) est une fonction entière de x car d’une part,

C 3 x 7→ e−ξ
3/3e−xξ/2 cos

(xξ√3

2
+
π

6

)
est une fonction entière,

et d’autre part si |x| ≤M , pour ξ ≥ 0,

|e−ξ3/3e−xξ/2 cos
(xξ√3

2
+
π

6

)
| ≤ e−ξ

3/3eMξ/2eMξ
√

3/2 ∈ L1(R+
ξ ).

Considérons les fonctions entières a définies pour (x, y) ∈ C2 par

a(x, y) =

∫ +∞

0

e−ξ
3/3eixyξdξ. (9.1.8)

On a

∂2
xa(x, y) = y2

∫ +∞

0

(−ξ2)e−ξ
3/3︸ ︷︷ ︸

=∂ξ(e−ξ
3/3)

eixyξdξ = y2
(
−1− ixy

∫ +∞

0

e−ξ
3/3eixyξdξ

)
,

et par conséquent,
∂2
xa(x, y) + ixy3a(x, y) = −y2,

de sorte que, pour y3
1 = i = y3

2,

(∂2
x − x)

{
y1a(x, y1)− y2a(x, y2)

}
= −y3

1 + y3
2.

On obtient donc avec y1 = eiπ/6, y2 = −e−iπ/6,

(∂2
x − x)

{
eiπ/6a(x, eiπ/6) + e−iπ/6a(x,−e−iπ/6)

}
= 0. (9.1.9)

Notons alors que

eiπ/6a(x, eiπ/6) + e−iπ/6a(x,−e−iπ/6)

=

∫ +∞

0

e−ξ
3/3
(
eixe

iπ/6ξ+iπ/6 + e−ixe
−iπ/6ξ−iπ/6)dξ

=

∫ +∞

0

e−ξ
3/3
(
eix(

√
3

2
+ i

2
)ξ+iπ/6 + e−ix(

√
3

2
− i

2
)ξ−iπ/6)dξ

=

∫ +∞

0

e−ξ
3/3−xξ/2(eix√3

2
ξ+iπ/6 + e−ix

√
3

2
ξ−iπ/6)dξ

=

∫ +∞

0

e−ξ
3/3−xξ/22 cos

(
x

√
3

2
ξ + π/6

)
dξ,
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ce qui implique

Ãi(x) =
1

2π

(
eiπ/6a(x, eiπ/6) + e−iπ/6a(x,−e−iπ/6)

)
,

où a est donnée par (9.1.8). Nous avons également démontré que Ãi est une solution
de l’équation d’Airy (9.1.1). En outre, nous pouvons calculer directement

Ãi(0) =
1

π

∫ +∞

0

e−ξ
3/3 cos(

π

6
)dξ =

√
3

2π

∫ +∞

0

e−s31/3 1

3
s−2/3ds = 3−1/6 1

2π
Γ(1/3)

= Ai(0) (cf. Lemme 9.1.3).

De même, on a

Ãi
′
(0) =

1

π

∫ +∞

0

e−ξ
3/3
(
−ξ

2
cos(

π

6
)− sin(

π

6
)
ξ
√

3

2

)
dξ

= −
√

3

2π

∫ +∞

0

e−s31/3 1

3
s−2/331/3s1/3ds

= −31/6 1

2π
Γ(2/3) = Ai′(0) (cf. Lemme 9.1.3).

Comme Ãi− Ai est une solution de l’équation d’Airy qui s’annule à l’ordre deux en
0 on trouve que Ãi = Ai.

Théorème 9.1.5. Avec j = e2iπ/3, {Ai(x), Ai(jx)} forme une base de l’espace des
solutions de l’équation d’Airy. C’est le cas également de {Ai(jx), Ai(j2x)} et de
{Ai(x), Ai(j2x)}. En outre pour tout x ∈ C,

Ai(x) + jAi(jx) + j2Ai(j2x) = 0. (9.1.10)

Démonstration. D’après le Théorème 9.1.1, pour ω racine cubique de l’unité, Ai(ωx)
est solution de l’équation d’Airy. Posons pour ω3

k = 1, k = 1, 2, ω1 6= ω2,

W (x) =

∣∣∣∣ Ai(ω1x) Ai(ω2x)
ω1Ai′(ω1x) ω2Ai′(ω2x)

∣∣∣∣ .
On a, en utilisant la formule des compléments (cf. Corollaire 4.3.3),

W (0) =

∣∣∣∣ Ai(0) Ai(0)
ω1Ai′(0) ω2Ai′(0)

∣∣∣∣ = Ai(0)Ai′(0)(ω2 − ω1) =
ω1 − ω2

2π
√

3
,

et donc
W (x) =

ω1 − ω2

2π
√

3
,

ce qui donne le premier résultat. La relation (9.1.10) se déduit du fait que le membre
de gauche est une solution a de l’équation d’Airy telle que 1

a(0) = Ai(0)(1 + j + j2) = 0, a′(0) = Ai′(0)(1 + j2 + j4) = Ai′(0)(1 + j2 + j) = 0.

1. On a (1 + j + j2)(1− j) = 1− j3 = 0, ce qui implique 1 + j + j2 = 0. De manière générale si
α est une racine N ième de l’unité différente de 1, N ≥ 2, on a

(1− α)
∑

0≤k≤N−1

αk = 1− αN = 0 =⇒
∑

0≤k≤N−1

αk = 0.
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Définition 9.1.6. Pour x ∈ C, on définit

Bi(x) = eiπ/6Ai(jx) + e−iπ/6Ai(j2x), (9.1.11)

où Ai est la fonction entière définie en (9.1.2) (et j = e2iπ/3). La fonction Bi est
appelée fonction d’Airy de deuxième espèce.

Proposition 9.1.7. La fonction Bi est une fonction entière solution de l’équation
d’Airy (9.1.1). L’ensemble {Ai, Bi} forme une base de l’espace des solutions de cette
équation. On a en outre

Bi(0) =
1

31/6Γ(2/3)
, Bi′(0) =

31/6

Γ(1/3)
, (9.1.12)

et la fonction Bi est réelle sur l’axe réel.

Démonstration. La première assertion est une conséquence immédiate du Théorème
9.1.5 et de (9.1.11) ; en outre (9.1.10) implique

Ai(x) = −jAi(jx)− j2Ai(j2x),

et comme {Ai(j·), Ai(j2·)} forme une base de solutions de l’équation d’Airy, il suffit
de calculer ∣∣∣∣ eiπ/6 −j

e−iπ/6 −j2

∣∣∣∣ = −je−iπ/6
∣∣∣∣eiπ/3 1

1 j

∣∣∣∣ = 2je−iπ/6 6= 0.

Les formules (9.1.12) sont issues du Lemme 9.1.3 et de la formule des compléments
(cf. Corollaire 4.3.3) :

Bi(0) = Ai(0)2 cos(π/6) =
3−

1
6

+ 1
2 Γ(1/3)Γ(2/3)

2πΓ(2/3)
=

31/3

2Γ(2/3)

1

sin(π/3)

=
31/3−1/2

Γ(2/3)
=

1

31/6Γ(2/3)
,

Bi′(0) = Ai′(0)(jeiπ/6 + j2e−iπ/6) = −31/6Γ(2/3)

2π
2 cos(

π

6
+

2π

3
)

=
31/6Γ(2/3)

2π
31/2 =

3
1
6

+ 1
2 Γ(1/3)Γ(2/3)

2πΓ(1/3)
=

32/3

2Γ(1/3)

1

sin(π/3)

=
3

2
3
− 1

2

Γ(1/3)
=

31/6

Γ(1/3)
.

Pour x ∈ R, on a, comme j̄ = j2, Bi(x) = e−iπ/6Ai(j2x) + eiπ/6Ai(jx) = Bi(x).
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9.2 Développements asymptotiques

9.2.1 Développement en série entière

La formule (9.1.7) définit une fonction entière, ce qui est le cas également de

a(x) =
1

π

∫ +∞

0

e−ξ
3/3e−xξ/2ei(

xξ
√

3
2

+π
6

)dξ =
1

π

∫ +∞

0

e−ξ
3/3eixξe

iπ/6

dξei
π
6 . (9.2.1)

Il vient par conséquent

a(x) =
ei
π
6

π

∑
k≥0

xk

k!

∫ +∞

0

e−ξ
3/3ξk(ieiπ/6)kdξ

=
1

π

∑
k≥0

xk

k!

∫ +∞

0

e−ξ
3/3ξkdξe

iπ
6

(4k+1)

=
1

π

∑
k≥0

xk

k!

∫ +∞

0

e−s(3s)k/331/3 1

3
s−2/3dse

iπ
6

(4k+1)

=
1

π

∑
k≥0

xk

k!
Γ(
k + 1

3
)3

k−2
3 e

iπ
6

(4k+1).

Proposition 9.2.1. La fonction d’Airy Ai définie par (9.1.1) est une fonction entière
dont le développement en série entière est

Ai(x) =
1

π32/3

∑
k≥0

(31/3x)k

k!
Γ
(k + 1

3

)
sin
(
2(k + 1)

π

3

)
. (9.2.2)

Démonstration. La formule (9.1.7) implique que pour x ∈ R, Ai(x) = Re a(x), où a
est donnée par (9.2.1). Par conséquent, on a

Ai(k)(0) =
1

π32/3
Γ(
k + 1

3
)3

k
3 cos

(π
6

(4k + 1)
)

=
1

π32/3
Γ(
k + 1

3
)3

k
3 sin

(π
6

(4k + 1) +
π

2

)
=

1

π32/3
Γ(
k + 1

3
)3

k
3 sin

(
2(k + 1)

π

3

)
. (9.2.3)

Remarque 9.2.2. Les indices k ≥ 0 dans (9.2.2) tels que

2(k + 1) ∈ 3N, i.e. k + 1 ∈ 3N, soit k ≡ 2 mod 3,

sont tels que sin
(
2(k+1)π

3

)
= 0 et par conséquent la somme (9.2.2) ne fait intervenir

que des indices congrus à 0 et 1 modulo 3.
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9.2.2 Développements asymptotiques

En posant φ = (ξ + iη)3/3 + x(ξ + iη), il vient ∂φ/∂ξ = (ξ + iη)2 + x. Si x = η2,
on obtient (∂φ/∂ξ)(ξ = 0) = 0. La formule de Taylor donne pour x = η2,

(ξ + iη)3/3 + x(ξ + iη)︸ ︷︷ ︸
φ(ξ)

= i3η3/3 + xiη︸ ︷︷ ︸
φ(0)

+
ξ2

2
2iη︸︷︷︸
φ′′(0)

+
ξ3

3
=

2i

3
x3/2 + ix1/2ξ2 + ξ3/3,

et pour x > 0 la formule (9.1.2) implique (car on peut choisir η > 0 arbitraire)

Ai(x) =
1

2π
e−

2x3/2

3

∫
R
e−x

1/2ξ2

eiξ
3/3dξ.

Lemme 9.2.3. Pour x ∈ C\R−, on a

Ai(x) =
1

2π
e−

2x3/2

3

∫
R
e−x

1/2ξ2

eiξ
3/3dξ. (9.2.4)

Démonstration. Le membre de droite de l’égalité ci-dessus est une fonction holo-
morphe sur C\R− : en effet pour tout ξ ∈ R, l’application

x 7→ e−x
1/2ξ2

eiξ
3/3 est holomorphe sur C\R−,

et pour | arg x| ≤ π − ε0, ε0 > 0, |x| ≥ ε1 > 0, on a

Re(x1/2) = Re(e
Log x

2 ) = |x|1/2 Re(e
i Im Log x

2 ) = |x|1/2 cos(
arg x

2
),

et

|e−x1/2ξ2

eiξ
3/3| = e−ξ

2|x|1/2 cos( arg x
2

) ≤ e−ξ
2|x|1/2 cos(ε0/2) ≤ e−ξ

2ε
1/2
1 cos(ε0/2) ∈ L1(R).

De plus, on a vu que le membre de droite de (9.2.4) et Ai coïncidaient sur x > 0, ce
qui implique le résultat par prolongement analytique.

Théorème 9.2.4. Pour x ∈ C\R−, on a

Ai(x) =
1

2π
e−

2x3/2

3 x−1/4
{ ∑

0≤l≤M

(−1)l

32l(2l)!
Γ(3l +

1

2
)x−

3l
2 + rM(x)

}
, (9.2.5)

|rM(x)| ≤
Γ
(
3(M + 1) + 1

2

)
32(M+1)(2(M + 1))!

|x|−
3(M+1)

2

(
cos
(arg x

2

))−3(M+1)− 1
2
. (9.2.6)

Démonstration. Du Lemme 9.2.3, il vient pour x ∈ C\R−

Ai(x) =
1

2π
e−

2x3/2

3

( ∑
0≤k≤N

∫
R
e−x

1/2ξ2 (iξ3)k

3kk!
dξ

+

∫
R
e−x

1/2ξ2

∫ 1

0

(1− θ)N

N !
eθiξ

3/3(iξ3/3)N+1dθdξ
)
. (9.2.7)
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Les termes pour k impair s’annulent (par imparité de la fonction intégrée) et on a
en outre pour x > 0,∫

R
e−x

1/2ξ2 (iξ3)2l

32l(2l)!
dξ =

(−1)l

32l(2l)!
2

∫ +∞

0

e−t(x−1/4t1/2)6l 1

2
t−1/2dtx−1/4

=
(−1)l

32l(2l)!
x−

6l+1
4 Γ(3l +

1

2
),

et par prolongement analytique la même formule pour x ∈ C\R−. Examinons le
module du reste dans la parenthèse de (9.2.7), pour N = 2M + 1,∣∣∣∣∫

R
e−x

1/2ξ2

∫ 1

0

(1− θ)N

N !
eθiξ

3/3(iξ3/3)N+1dθdξ

∣∣∣∣
≤
∫
R
e−|x|

1/2 cos((arg x)/2)ξ2

∫ 1

0

(1− θ)N

N !
(|ξ|3/3)N+1dθdξ

=

∫
R
e−Re(x1/2)ξ2 (ξ3)2M+2

32M+2(2M + 2)!
dξ

=
Γ(3M + 3 + 1

2
)

32M+2(2M + 2)!
(Rex1/2)−

6M+7
2 .

On a donc∣∣∣∣ 1

2π
e−

2x3/2

3 x−1/4rM(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2π
e−

2x3/2

3 x−1/4

∣∣∣∣ |rM(x)|

≤
∣∣∣∣ 1

2π
e−

2x3/2

3

∣∣∣∣ Γ(3M + 3 + 1
2
)

32M+2(2M + 2)!
(Rex1/2)−

6M+7
2 ,

et donc

|rM(x)| ≤
Γ(3M + 3 + 1

2
)

32M+2(2M + 2)!
(Rex1/2)−

6M+7
2 |x|1/4. (9.2.8)

Comme

(Rex1/2)−
6M+7

2 |x|1/4 = |x|−
6M+7

4

(
cos(

arg x

2
)
)− 6M+7

2 |x|1/4

= |x|−
3M+3

2

(
cos(

arg x

2
)
)−3M−3− 1

2
,

(9.2.8) donne le résultat.

Remarque 9.2.5 (Phénomène de Stokes). Pour x ∈ C\R−, on a

−x3/2 = −|x|3/2ei
3 arg x

2 , Re(−x3/2) = −|x|3/2 cos(
3 arg x

2
)

Par suite, si ∣∣∣∣3 arg x

2

∣∣∣∣ < π

2
, i.e. | arg x| < π/3,



146 CHAPITRE 9. FONCTIONS D’AIRY

la fonction d’Airy décroît exponentiellement lorsque |x| → +∞. On a pour tout
ε > 0,

lim
|x|→+∞

| arg x|≤(π−ε)/3

Ai(x)e
2
3
|x|3/2 cos(π

2
−ε) = 0. (9.2.9)

En revanche, si π
3
< | arg x| < π, la fonction d’Airy croît exponentiellement lorsque

|x| → +∞. Le développement du Théorème précédent implique que pour x sur une
demi-droite fixée d’argument ∈]π/3, π[, on a

lim
|x|→+∞

Ai(x)2πe
2
3
x3/2

x1/4 = 1,

i.e. lim
|x|→+∞

Ai(x)2πe
2
3
|x|3/2 cos(3θ/2)x1/4 = 1, θ = arg x.

Si pour ε > 0, θ ∈]π
3

+ ε, π − ε[

π

2
+

3ε

2
≤ 3θ

2
≤ 3π

2
− 3ε

2
, cos(3θ/2) ≤ cos(

π

2
+

3ε

2
) = − sin(3ε/2) < 0,

Il vient pour tout ε > 0,

lim
|x|→+∞

π
3

+ε≤arg x≤π−ε

|Ai(x)|2π|x|1/4e−
1
3
|x|3/2 sin(3ε/2) = +∞, (9.2.10)

car pour |x| ≥ R0,
π
3

+ ε ≤ arg x ≤ π − ε,

1

2
≤ |Ai(x)2πe

2
3
x3/2

x1/4| = |Ai(x)|2πe
2
3
|x|3/2 cos(3θ/2)|x1/4|

≤ |Ai(x)|2πe−
2
3
|x|3/2 sin(3ε/2)|x1/4|,

et donc
1

2
e

1
3
|x|3/2 sin(3ε/2) ≤ |Ai(x)|2πe−

1
3
|x|3/2 sin(3ε/2)|x1/4|,

ce qui implique (9.2.10).
Si arg x = ±π/3, alors le Théorème 9.2.4 implique

lim
r→+∞

Ai(reiπ/3)2πr1/4eiπ/12e
2
3
ir3/2

= 1

= lim
r→+∞

Ai(re−iπ/3)2πr1/4e−iπ/12e−
2
3
ir3/2

. (9.2.11)

On peut maintenant s’interroger sur le comportement de la fonction d’Airy sur
R−. En utilisant l’identité (9.1.10), il vient pour r > 0,

Ai(−r) = −jAi(−jr)− j2Ai(−j2r) = e−iπ/3Ai(re−i
π
3 ) + eiπ/3Ai(rei

π
3 )

= 2 Re
(
ei
π
3 Ai(rei

π
3 )
)
. (9.2.12)

En outre on a, d’après le Théorème 9.2.4, pour r > 0,

Ai(reiπ/3) =
1

2π
e−

2
3
r3/2eiπ/2e−iπ/12r−1/4

(
Γ(1/2) +O(r−3/2)

)
=

1

2
√
π
e−

2
3
r3/2ie−iπ/12r−1/4

(
1 +O(r−3/2)

)
,
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et donc

Ai(reiπ/3)eiπ/3 =
1

2
√
π
ei(

π
4
− 2

3
r3/2)r−1/4

(
1 +O(r−3/2)

)
,

et en utilisant (9.2.12), Ai(−r) =
r−1/4

√
π

(
cos
(π

4
− 2

3
r3/2
)

+O(r−3/2)
)
,

ce qui donne

Ai(−r) =
1√
πr1/4

(
sin
(π

4
+

2

3
r3/2
)

+O(r−3/2)
)
. (9.2.13)
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Figure 9.1 – La fonction d’Airy et sa dérivée.
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Figure 9.2 – La fonction d’Airy sur l’axe négatif.
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Figure 9.3 – La seconde fonction d’Airy Bi et sa dérivée.
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Figure 9.4 – La seconde fonction d’Airy Bi sur l’axe négatif.
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Chapitre 10

Oscillateur harmonique et fonctions
d’Hermite

10.1 Polynômes d’Hermite

10.1.1 Présentation à l’aide d’une fonction génératrice

Soit x ∈ C. La fonction C 3 t 7→ e−t
2+2tx = G(x, t) est entière et par suite

G(x, t) = e−t
2+2tx =

∑
n≥0

tn

n!
Hn(x), Hn(x) =

∂nG

∂tn
(x, 0), (10.1.1)

avec un rayon de convergence infini pour tout x ∈ C. Notons que

H0(x) = G(x, 0) = 1, H1(x) =
∂G

∂t
(x, 0) = e−t

2+2tx(−2t+ 2x)|t=0 = 2x,

H2(x) =
∂2G

∂t2
(x, t)|t=0 = e−t

2+2tx
{

(−2t+ 2x)2 − 2
}
|t=0

= 4x2 − 2.

Lemme 10.1.1. Pour n ∈ N, Hn est un polynôme de degré n, de même parité que n,
dont le monôme de plus haut degré est 2nXn. On a également, pour n ∈ N∗,m ∈ N,

Hn+1(X) = 2XHn(X)− 2nHn−1(X), (10.1.2)
H ′n(X) = 2nHn−1(X), (10.1.3)

H2m(0) = (−1)m
(2m)!

m!
. (10.1.4)

N.B. On dira que la fonction G est une fonction génératrice pour la suite des poly-
nômes d’Hermite Hn.

Démonstration. On a pour n ∈ N, avec g(y) = e−y
2 , l’identité G(x, t) = g(x− t)ex2

,
et donc

Hn(x) =
∂nG

∂tn
(x, 0) = ex

2

(−1)ng(n)(x) = ex
2

(−1)n
( d
dx

)n{e−x2}. (10.1.5)

153
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Démontrons par récurrence sur n ∈ N que Hn est un polynôme de degré n, de
même parité que n, dont le monôme de plus haut degré est 2nXn. C’est vérifié pour
n = 0, 1, 2. Supposons que cette propriété est vérifiée pour un entier n ≥ 0. On a

Hn+1(x) = ex
2

(−1)n+1 d

dx

{
e−x

2

ex
2( d
dx

)n{e−x2}
}

= (−1)n+1
( d
dx
− 2x

){
(−1)nHn(x)

}
= −H ′n(x) + 2xHn(x), (10.1.6)

et l’on trouve que Hn+1 est un polynôme de monôme de plus haut degré 2X2nXn =
2n+1Xn+1. En outre comme Hn est de la parité de n, H ′n et XHn sont de la parité
de n+ 1 ainsi donc que Hn+1, ce qui achève notre raisonnement par récurrence. On
a en outre

∂G

∂x
(x, t) = 2tG(x, t) = 2

∑
n≥0

(n+ 1)
tn+1

(n+ 1)!
Hn(x) =

∑
k≥1

tk

k!
2kHk−1(x), (10.1.7)

avec un rayon de convergence infini pour tout x ∈ C. On a également (cf. (10.1.1))

H ′k(x) =
∂k+1G

∂x∂tk
(x, 0).

et comme la fonction t 7→ (∂G/∂x)(x, t) est entière pour tout x, il vient

∂G

∂x
(x, t) =

∑
k≥0

tk

k!
H ′k(x),

qui donne avec (10.1.7), H ′k(x) = 2kHk−1(x) pour k ≥ 1. Comme nous avons dé-
montré en (10.1.7) que pour n ≥ 0, Hn+1(x) = 2xHn(x) − H ′n(x), il vient pour
n ≥ 1,

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), H ′n(x) = 2nHn−1(x),

ce qui donne (10.1.2), (10.1.3). La propriété (10.1.4) est vraie pour m = 0 et si on
la suppose vérifiée pour un entier m ≥ 0, il vient de (10.1.2) (déjà démontré !) pour
2m+ 1,

H2m+2(0) = −(4m+ 2)H2m(0)

= (−1)m+1 (2m+ 2)!

(m+ 1)!

m+ 1

(2m+ 1)(2m+ 2)
(4m+ 2) = (−1)m+1 (2m+ 2)!

(m+ 1)!
,

soit le résultat cherché.

10.1.2 Une présentation plus explicite

En utilisant la formule de Faà di Bruno sur la dérivation des fonctions composées,
on peut obtenir une expression plus explicite des polynômes d’Hermite. Rappelons
que pour g, f ∈ C∞(R), on a pour n ≥ 1

(g ◦ f)(n)

n!
=
∑

1≤r≤n

g(r) ◦ f
r!

∏
n1+···+nr=n

nj≥1

f (nj)

nj!
. (10.1.8)
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On définit Hn par la formule

Hn(x) = ex
2

(−1)n
( d
dx

)n{e−x2}. (10.1.9)

On se propose maintenant de calculer explicitement Hn en utilisant la formule
(10.1.8) : il vient avec g(y) = ey, f(x) = −x2, pour n ≥ 1

Hn(x) = ex
2

(−1)nn!
∑

1≤r≤n

g(r) ◦ f
r!

∏
n1+···+nr=n

nj≥1

f (nj)

nj!
.

Les valeurs possibles de nj dans la formule ci-dessus sont 1, 2 : il faut choisir un
sous-ensemble de {1, . . . , r} à s éléments, 1 ≤ s ≤ r sur lequel nj = 1. Il vient par
conséquent

Hn(x) = ex
2

(−1)nn!
∑

1≤r≤n
s+2(r−s)=n

e−x
2

r!
(−2x)s

((−2)

2!

)r−s
Cs
r .

On remarque que n− s = 2k (un entier pair ≥ 0) et pour n ≥ 1,

r − s = k, 1 ≤ k + s ≤ n, 2k ≤ n, i.e. 1 ≤ k + n− 2k ≤ n, 2k ≤ n,

soit 0 ≤ 2k ≤ n, pour n ≥ 2. Il vient, pour n ≥ 2

Hn(x) = ex
2

(−1)nn!
∑

1≤r≤n
s+2(r−s)=n

e−x
2

r!
(−2x)s

((−2)

2!

)r−s r!

(r − s)!s!

= n!
∑

0≤k≤n/2

(−2x)n−2k(−1)k

(n− 2k)!k!
,

formule également valable pour n = 0, 1 car de (10.1.9) vient

H0(x) = 1, H1(x) = 2x.

On a donc pour tout n ∈ N,

Hn(x) = n!
∑

0≤k≤E(n/2)

(2x)n−2k(−1)k

(n− 2k)!k!
, (10.1.10)

ce qui montre immédiatement que Hn est un polynôme de degré n, de même parité
que n, dont le monôme de plus haut degré est 2nXn. De plus si n = 2m est pair on
redémontre (10.1.4). En outre pour n ≥ 1, on peut calculer directement

H ′n(x) = n!
∑

0≤k<n/2

(2x)n−2k−12(n− 2k)(−1)k

(n− 2k)!k!

= 2n (n− 1)!
∑

0≤k<n/2

(2x)n−1−2k(−1)k

(n− 1− 2k)!k!
= 2n (n− 1)!

∑
0≤2k≤n−1

(2x)n−1−2k(−1)k

(n− 1− 2k)!k!

= 2nHn−1(x). (10.1.11)
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De plus, la formule (10.1.6) est prouvée directement par récurrence, et l’on a donc

Hn+1(x) = −H ′n(x) + 2xHn(x),

de sorte qu’avec le calcul (10.1.11), on obtient le Lemme 10.1.1 sans utiliser la
fonction génératrice, avec en outre l’expression explicite (10.1.10).

10.1.3 Quelques calculs explicites

La commande Mathematica HermiteH[n, x] permet d’obtenir le nième po-
lynôme d’Hermite. En écrivant HermiteH[n, x] // TraditionalForm, on ob-
tient

H0(x) = 1

H1(x) = 2x

H2(x) = 4x2 − 2

H3(x) = 8x3 − 12x

H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12

H5(x) = 32x5 − 160x3 + 120x

H6(x) = 64x6 − 480x4 + 720x2 − 120

H7(x) = 128x7 − 1344x5 + 3360x3 − 1680x

H8(x) = 256x8 − 3584x6 + 13440x4 − 13440x2 + 1680

H9(x) = 512x9 − 9216x7 + 48384x5 − 80640x3 + 30240x

H10(x) = 1024x10 − 23040x8 + 161280x6 − 403200x4 + 302400x2 − 30240

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
H20(x) = 1048576x20 − 99614720x18 + 3810263040x16 − 76205260800x14

+ 866834841600x12 − 5721109954560x10 + 21454162329600x8

− 42908324659200x6 + 40226554368000x4 − 13408851456000x2

+ 670442572800
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Figure 10.1 – Les polynômes d’Hermite 2−2kH2k, 1 ≤ k ≤ 4.
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Figure 10.2 – Les polynômes d’Hermite 2−2k−1H2k+1, 1 ≤ k ≤ 3.
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10.1.4 Équation différentielle

Lemme 10.1.2. Soit n ∈ N. Alors le polynôme d’Hermite Hn vérifie

H ′′n(X)− 2XH ′n(X) + 2nHn(X) = 0. (10.1.12)

Démonstration. Démontrons par récurrence pour n ≥ 2 que

2nHn(X)− 4XnHn−1(X) + 4n(n− 1)Hn−2(X) = 0. (10.1.13)

Cela est vérifié pour n = 2 car

4H2(X)− 8XH1(X) + 8H0(X) = 4(4X2 − 2)− 8X 2X + 8 = 0.

En supposant (10.1.13) vérifié pour un entier n ≥ 2, on calcule, en utilisant (10.1.2),

(2n+ 2)Hn+1(X)− 4X(n+ 1)Hn(X) + 4(n+ 1)nHn−1(X)

= (2n+ 2)
(
2XHn(X)− 2nHn−1(X)

)
− 4X(n+ 1)Hn(X) + 4(n+ 1)nHn−1(X)

= Hn(X)
(
(4n+ 4)X − 4(n+ 1)X

)
+Hn−1(X)

(
−2n(2n+ 2) + 4(n+ 1)n

)
= 0,

ce qui achève la récurrence. Utilisant le Lemme 10.1.1, il vient pour n ≥ 2

H ′′n(X)− 2XH ′n(X) + 2nHn(X)

= 2n2(n− 1)Hn−2(X)− 2X2nHn−1(X) + 2nHn(X) = 0,

d’après (10.1.13), ce qui démontre le résultat cherché pour n ≥ 2. Pour n = 0,
on a H0 = 1 et l’équation (10.1.12) est trivialement vérifiée. Pour n = 1, on a
H1 = 2X et le membre de gauche de (10.1.12) vaut −4X + 2× 2X = 0, terminant
la démonstration.

10.2 Fonctions d’Hermite

Proposition 10.2.1. Pour n,m ∈ N, on a∫
R
Hn(x)Hm(x)e−x

2

dx = δn,mn!2n
√
π. (10.2.1)

Démonstration. On a en effet pour n ≥ m,∫
R
Hn(x)Hm(x)e−x

2

dx = (−1)n
∫
R

( d
dx

)n{e−x2}Hm(x)dx =

∫
e−x

2

H(n)
m (x)dx,

qui vaut 0 si n > m (Hm est un polynôme de degré m) et pour m = n, on obtient∫
R
Hn(x)2e−x

2

dx =

∫
R
e−x

2

n!2ndx = n!2n
√
π,

soit le résultat cherché.
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Les polynômes d’Hermite sont à coefficients réels (cf. e.g. (10.1.10)), de sorte que
les fonctions φn, dites fonctions d’Hermite définies sur R par

φn(x) = Hn(x)e−x
2/2(2nn!)−1/2π−1/4 (10.2.2)

= (−1)n(2nn!)−1/2π−1/4ex
2/2
( d
dx

)n{e−x2}, (10.2.3)

vérifient 〈φn, φm〉L2(R) = δn,m. (10.2.4)

Théorème 10.2.2. La suite des fonctions d’Hermite {φn}n∈N forme une base hilber-
tienne de L2(R). Chaque fonction d’Hermite φn appartient à la classe de Schwartz
S (R).

Démonstration. La dernière assertion est triviale car

φn(x) = Hn(x)e−x
2/2(2nn!)−1/2π−1/4

et donc φn ∈ C∞(R) et, par récurrence sur k ∈ N,

xlφ(k)
n (x) = Pn,k,l(x)e−x

2/2, Pn,k,l polynôme,

ce qui implique que supx∈R |xlφ
(k)
n (x)| = Cn,k,l < +∞. Au vu de (10.2.4), il suffit de

démontrer que l’orthogonal de l’espace engendré par {φn}n∈N est réduit à {0}. Soit
f une fonction de L2(R) telle que,

pour tout n ∈ N,
∫
R
f(x)φn(x)dx = 0.

Comme chaque Hn est un polynôme de degré n, l’espace vectoriel engendré par
{Hn}0≤n≤N est l’espace des polynômes de degré ≤ N (récurrence sur N). Par suite
on a

pour tout n ∈ N,
∫
R
f(x)xne−x

2/2dx = 0.

Considérons la fonction F , donnée pour z ∈ C par

F (z) =

∫
R
f(x)e−x

2/2ezxdx.

On a pour K compact de C, MK = supz∈K |Re z|, l’estimation

sup
z∈K
|f(x)e−x

2/2ezx| ≤ |f(x)|︸ ︷︷ ︸
L2

e−x
2/2e|x|MK︸ ︷︷ ︸
L2

∈ L1(R),

et comme z 7→ f(x)e−x
2/2ezx est entière, la fonction F est entière. En outre, pour

n ∈ N, il vient
F (n)(0) =

∫
R
f(x)e−x

2/2xndx = 0,

ce qui implique que F est identiquement nulle. La fonction R 3 x 7→ h(x) =
f(x)e−x

2/2 appartient à L1(R) comme produit de deux fonctions de L2(R) (inégalité
de Cauchy-Schwarz). On a de plus

ĥ(ξ) = F (−2iπξ) = 0,
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de sorte que la transformée de Fourier de h est nulle, et donc h = 0. On a donc,
pour presque tout x ∈ R,

f(x)e−x
2/2 = 0,

ce qui implique f(x) = 0 presque partout et f = 0 comme fonction de L2(R).
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Figure 10.3 – Fonctions d’Hermite φ2k, 0 ≤ k ≤ 3.
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Figure 10.4 – Fonctions d’Hermite φ2k+1, 0 ≤ k ≤ 2.

10.3 Oscillateur harmonique

10.3.1 Equation différentielle

Lemme 10.3.1. Soit n ∈ N. Alors la fonction d’Hermite φn définie par (10.2.2)
vérifie l’équation différentielle

− φ′′n(x) + x2φn(x) = (2n+ 1)φn(x). (10.3.1)

Démonstration. En utilisant (10.2.2) et (10.1.12), il vient

φ′n(x) =
{
H ′n(x)− xHn(x)

}
e−x

2/2(2nn!)−1/2π−1/4,

φ′′n(x) =
{
H ′′n(x)− xH ′n(x)−Hn(x)− x

(
H ′n(x)− xHn(x)

)}
e−x

2/2(2nn!)−1/2π−1/4

=
{
H ′′n(x)− 2xH ′n(x) + (x2 − 1)Hn(x)

}
e−x

2/2(2nn!)−1/2π−1/4

=
{
−2nHn(x) + (x2 − 1)Hn(x)

}
e−x

2/2(2nn!)−1/2π−1/4

= −(2n+ 1)φn(x) + x2φn(x),

ce qui donne le résultat cherché.
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10.3.2 Création, annihilation

Définition 10.3.2. L’opérateur de création (resp. annihilation) A+ (resp. A−) est
l’opérateur différentiel de S (R) dans lui-même donné par

A+ =
1√
2

(
− d

dx
+ x

)
, A− =

1√
2

(
d

dx
+ x

)
. (10.3.2)

L’oscillateur harmonique H est l’opérateur différentiel de S (R) dans lui-même
donné par

H =
1

2

(
− d2

dx2
+ x2

)
. (10.3.3)

Remarque 10.3.3. Du lemme 10.3.1, il vient pour n ∈ N,

Hφn = (
1

2
+ n)φn. (10.3.4)

Lemme 10.3.4. Sur S (R), on a

H = A+A− +
1

2
, (10.3.5)

[A−, A+] = A−A+ − A+A− = I. (10.3.6)

Démonstration. Pour ψ ∈ S (R), on a

2(A+A−ψ)(x) = (− d

dx
+ x)

{
ψ′(x) + xψ(x)

}
= −

(
ψ′′(x) + xψ′(x) + ψ(x)

)
+ xψ′(x) + x2ψ(x),

ce qui donne 2A+A− = 2H− I et (10.3.5). De plus, on a

2(A−A+ − A+A−)ψ

=

(
d

dx
+ x

)
(−ψ′(x) + xψ(x))−

(
− d

dx
+ x

)
(ψ′(x) + xψ(x))

= −ψ′′(x) + ψ(x) + xψ′(x)− xψ′(x) + x2ψ(x)

+ ψ′′(x) + ψ(x) + xψ′(x)− xψ′(x)− x2ψ(x) = 2ψ(x),

soit le résultat cherché.

Lemme 10.3.5. Soit n ∈ N. On a

φn =
1√
n!
An+φ0 (10.3.7)

A+φn =
√
n+ 1φn+1, (10.3.8)

A−φn+1 =
√
n+ 1φn, A−φ0 = 0. (10.3.9)
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Démonstration. En utilisant (10.2.3), calculons

(A+φn)(x) = 2−1/2(−1)n(2nn!)−1/2π−1/4(x− d

dx
)
{
ex

2/2
( d
dx

)n{e−x2}
}
.

Comme (sur S (R)), on a

d

dx
− x = ex

2/2 d

dx
e−x

2/2, (10.3.10)

il vient

(A+φn)(x) = (−1)n+1(2n+1n!)−1/2π−1/4ex
2/2
( d
dx

)n+1{e−x2} =
√
n+ 1φn+1,

soit (10.3.8). La propriété (10.3.7) est vérifiée pour n = 0, et si on la suppose vraie
pour un entier n ≥ 0, il vient

φn+1 =︸︷︷︸
(10.3.8)

(n+ 1)−1/2A+φn = (n+ 1)−1/2(n!)−1/2A+A
n
+φ0 =

An+1
+ φ0√

(n+ 1)!
,

et donc (10.3.7). En outre, en utilisant (10.3.8), il vient

A−φn+1 = (n+ 1)−1/2A−A+φn =︸︷︷︸
(10.3.6)

(n+ 1)−1/2
(
A+A− + 1

)
φn

=︸︷︷︸
(10.3.5)

(n+ 1)−1/2
(
H +

1

2

)
φn =︸︷︷︸

(10.3.4)

(n+ 1)−1/2(n+ 1)φn = (n+ 1)1/2φn.

De plus, on a

π1/4
√

2A−φ0 = (
d

dx
+ x)(e−x

2/2) = 0,

ce qui termine la démonstration du lemme.

10.3.3 Opérateurs sur `2(N)

Grâce au Théorème 10.2.2, l’application

`2(N) −→ L2(R)
(an)n∈N 7→

∑
n∈N anφn

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert d’application réciproque

Ψ : L2(R) −→ `2(N)
u 7→ (〈u, φn〉)n∈N

. (10.3.11)

On peut donc identifier L2(R) à `2(N) via ces applications. Considérons le sous-
espace vectoriel E de L2(R) défini par

E = {
∑
n∈N

anφn}(an)n∈N∈Ẽ, (10.3.12)
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avec le sous-espace Ẽ de `2(N) défini par

E = {(an)n∈N ∈ `2(N),
∑
n∈N

n2|an|2 < +∞}. (10.3.13)

L’oscillateur harmonique H s’identifie à l’opérateur H̃ : Ẽ → `2(N) défini par

H̃
(
(an)n∈N

)
=
(
(n+

1

2
)an
)
n∈N,

donné par la matrice diagonale infinie

1
2

0 . . .
0 3

2
0 . . .

0 0 5
2

0 . . .
...

...
. . .

0 . . . . . . 0 1
2

+ n 0 . . .


.

L’opérateur de création A+ vérifie

A+φn =
√
n+ 1φn+1,

et avec Ψ donné par (10.3.11), il vient avec Ã+ = ΨA+Ψ−1,

Ã+

(
(an)n∈N

)
= ΨA+

(∑
n

anφn
)

= Ψ
(∑

n

an
√
n+ 1φn+1

)
=
(
0, a0, a1

√
2, a2

√
3, . . .

)
= (bn)n∈N, b0 = 0, bn = an−1

√
n pour n ≥ 1,

avec un résultat dans `2(N) si
∑

n n|an|2 < +∞. Notons que l’opérateur borné de
`2(N) dans lui-même donné par

S
(
(an)n∈N

)
= (bn)n∈N, b0 = 0, bn = an−1 pour n ≥ 1, (10.3.14)

est isométrique, injectif et non surjectif avec une image de codimension 1. Si (en)n∈N
est la base hilbertienne standard de `2(N), on a

Sen = en+1, ranS = S(`2(N)) = e⊥0 .

L’opérateur d’annihilation A− vérifie A−φn =
√
nφn−1 pour n ≥ 1 et A−φ0 = 0,

et avec Ψ donné par (10.3.11), il vient avec Ã− = ΨA−Ψ−1

Ã−
(
(an)n∈N

)
= ΨA−

(∑
n≥1

anφn
)

= Ψ
(∑
n≥1

an
√
nφn−1

)
=
(
a1, a2

√
2, a3

√
3, . . .

)
= (bn)n∈N, bn = an+1

√
n+ 1 pour n ≥ 0,
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avec un résultat dans `2(N) si
∑

n n|an|2 < +∞. Notons que l’opérateur borné de
`2(N) dans lui-même donné par

S ′
(
(an)n∈N

)
= (bn)n∈N, bn = an+1 pour n ≥ 0, (10.3.15)

est surjectif, non injectif avec un noyau de dimension 1 égal à Ce0. Si (en)n∈N est la
base hilbertienne standard de `2(N), on a

S ′e0 = 0, S ′en = en−1, pour n ≥ 1, kerS = Ce0.

On peut remarquer que S∗ = S ′ car

〈S∗em, en〉`2(N) = 〈em, Sen〉`2(N) = 〈em, en+1〉`2(N) = δm,n+1,

soit S∗e0 = 0, S∗em = em−1 pour m ≥ 1. On peut résumer une partie des résultats
précédents par le résultat suivant.

Théorème 10.3.6. L’oscillateur harmonique H défini par (10.3.3) vérifie

H =
∑
n≥0

(
1

2
+ n)Pn, Id =

∑
n≥0

Pn, (10.3.16)

où Pn est la projection orthogonale sur Cφn, se prolonge en un opérateur continu de
l’espace E (défini en (10.3.12)) dans L2(R).

10.3.4 La dimension supérieure

Soit d ≥ 1. On définit pour α = (αj)1≤j≤d ∈ Nd, x ∈ Rd,

Φα(x) =
d∏
j=1

φαj(xj), En = Vect{Φα}α∈Nd,|α|=n, (10.3.17)

avec |α| = α1 + · · · + αd. On dira que les fonctions Φα sont les fonctions d’Hermite
en dimension d.

Lemme 10.3.7. La dimension de En est Cd−1
n+d−1.

Démonstration. Démontrons que Card{α ∈ Nd, |α| = l} = Cd−1
l+d−1. Commençons par

prouver par récurrence sur l que

Cd−1
l+d−1 =

∑
0≤j≤l

Cd−2
j+d−2, (10.3.18)

ce qui est vérifié pour l = 0, et comme Cd−1
l+d = Cd−1

l+d−1 + Cd−2
l+d−1, on obtient

Cd−1
l+1+d−1 = Cd−1

l+d−1 + Cd−2
l+d−1 =

∑
0≤j≤l+1

Cd−2
j+d−2,

ce qui démontre (10.3.18). On a par ailleurs

Card{α ∈ Nd, |α| = l} =
∑

0≤j≤l

Card{β ∈ Nd−1, |β| = j}, (10.3.19)
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ce qui permet de démontrer par récurrence sur d que

Card{α ∈ Nd, |α| = l} = Cd−1
l+d−1,

car cette propriété est vraie pour d = 1 et si elle est vérifiée pour un entier d ≥ 1, il
vient de (10.3.19), (10.3.18),

Card{α ∈ Nd+1, |α| = l} =
∑

0≤j≤l

Card{β ∈ Nd, |β| = j} =
∑

0≤j≤l

Cd−1
l+d−1 = Cd

l+d.

Montrons par récurrence sur d que les
∑

0≤k≤nC
d−1
k+d−1 fonctions {Φα}|α|=k,0≤k≤n sont

indépendantes. C’est vrai pour d = 1. Supposons que cette propriété est vérifiée pour
un entier d ≥ 1. Supposons que ∑

α∈Nd+1,|α|≤m

cαΦα = 0.

On obtient alors l’identité∑
0≤k≤m

{ ∑
β∈Nd
|β|=m−k

c(β,k)

( d∏
j=1

φβj(xj)
)}
φk(xd+1) = 0,

et de l’indépendance des fonctions {φk(xd+1)}0≤k≤m, il vient l’identité sur Rd

∑
β∈Nd
|β|=m−k

c(β,k)

d∏
j=1

φβj(xj) = 0.

L’hypothèse de récurrence démontre que tous les cβ,k sont nuls.

Remarque 10.3.8. En posant pour 1 ≤ j ≤ d,

A+,j =
1√
2

(
− ∂

∂xj
+ xj

)
, A−,j =

1√
2

( ∂

∂xj
+ xj

)
, (10.3.20)

il vient de (10.3.7), avec α! =
∏

1≤j≤d αj!,

Φα(x) =
d∏
j=1

φαj(xj) =
1√
α!

d∏
j=1

(
A
αj
+,jφ0

)
(xj).

Théorème 10.3.9. Les (Φα)α∈Nd forment une base hilbertienne de L2(Rd) composée
par les vecteurs propres de l’oscillateur harmonique en dimension d :

H =
1

2

(
−∆x + |x|2

)
=
∑
n≥0

(d
2

+ n
)
Pn, Id =

∑
n≥0

Pn, (10.3.21)

où Pn est la projection orthogonale sur En, espace de dimension Cd−1
n+d−1. La valeur

propre d/2 est simple en toute dimension et E0 est engendré par

Φ0(x) = π−d/4e−|x|
2/2.
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour α, β ∈ Nd, Φα,Φβ appartiennent
à la classe de Schwartz S (Rd) et que

〈Φα,Φβ〉L2(Rd) =

∫
Rd

d∏
j=1

φαj(xj)
d∏
j=1

φβj(xj)dx

=
d∏
j=1

〈φαj , φβj〉L2(R) =
d∏
j=1

δαj ,βj = δα,β.

Démontrons que l’orthogonal de l’espace engendré par {Φα}α∈Nd est réduit à {0}.
Soit f une fonction de L2(Rd) telle que,

pour tout α ∈ Nd,
∫
R
f(x)Φα(x)dx = 0.

Comme chaque Hn est un polynôme de degré n, l’espace vectoriel engendré par
{Hn}0≤n≤N est l’espace des polynômes de degré ≤ N (récurrence sur N). Par suite
on a

pour tout α ∈ Nd,
∫
R
f(x)xαe−|x|

2/2dx = 0.

Considérons la fonction F , donnée pour z ∈ Cd par

F (z) =

∫
R
f(x)e−|x|

2/2e
∑

1≤j≤d zjxjdx.

On a pour K compact de Cd, MK = supz∈K |Re z|, l’estimation

sup
z∈K
|f(x)e−|x|

2/2ez·x| ≤ |f(x)|︸ ︷︷ ︸
L2

e−|x|
2/2e|x|MK︸ ︷︷ ︸
L2

∈ L1(Rd),

et comme z 7→ f(x)e−|x|
2/2ezx est entière, la fonction F est entière. En outre, pour

α ∈ Nd, il vient

F (α)(0) =

∫
R
f(x)e−|x|

2/2xαdx = 0,

ce qui implique que F est identiquement nulle. La fonction Rd 3 x 7→ h(x) =
f(x)e−|x|

2/2 appartient à L1(Rd) comme produit de deux fonctions de L2(Rd) (inéga-
lité de Cauchy-Schwarz). On a de plus

ĥ(ξ) = F (−2iπξ) = 0,

de sorte que la transformée de Fourier de h est nulle, et donc h = 0. On a donc,
pour presque tout x ∈ Rd,

f(x)e−|x|
2/2 = 0,

ce qui implique f(x) = 0 presque partout et f = 0 comme fonction de L2(Rd). Nous
avons donc démontré que

Id =
∑
n≥0

Pn.
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En outre de (10.3.20), il vient

H =
∑

1≤j≤d

Hj, Hj =
1

2

(
− ∂2

∂x2
j

+ x2
j

)
,

et donc pour α ∈ Nd,

HΦα =
∑

1≤j≤d

(1

2
+ αj

)
Φα =

(d
2

+ |α|
)
Φα,

ce qui démontre H =
∑

n≥0

(
d
2

+ n
)
Pn.

Remarque 10.3.10. Bien entendu, l’opérateur H n’est pas borné sur L2(Rd), mais
peut se définir sur l’espace

E = {
∑
n≥0

∑
α∈Nd
|α|=n

aαΦα}(aα)
α∈Nd∈Ẽ

, (10.3.22)

avec Ẽ = {(aα)α∈Nd ∈ `2(Nd),
∑
α∈Nd
|α|2|aα|2 < +∞}. (10.3.23)

La restriction de H à E est complètement déterminée par les restrictions de H à
ranPn = En et l’on vient de voir que

H|En =
(d

2
+ n
)

Id . (10.3.24)
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Chapitre 11

Appendice

11.1 Arithmétique élémentaire
On utilisera constamment et sans référence explicite les propriétés de la relation

d’ordre sur N, et en particulier qu’un sous-ensemble non vide de N possède un plus
petit élément, i.e. N est bien ordonné. On désignera par Z l’anneau des entiers
relatifs.

11.1.1 Division euclidienne

Nous allons d’abord établir que Z est un anneau euclidien.

Théorème 11.1.1. Soient a et b des entiers, b 6= 0. Il existe un et un seul couple
d’entiers (q, r) tels que

a = bq + r, 0 ≤ r < |b|. (11.1.1)

Démonstration. Si (qj, rj) vérifient (11.1.1), on a bq1 + r1 = bq2 + r2, ce qui donne
b(q1 − q2) = r2 − r1 et donc |b| > |r1 − r2| = |b||q1 − q2|, qui implique q1 = q2 puis
r1 = r2. Considérons maintenant, en supposant b ≥ 1, l’ensemble des entiers k ∈ Z
tels que a < (k+ 1)b. Comme b ≥ 1, cet ensemble est non vide et minoré. Soit q son
plus petit élément : on a

qb ≤ a < (q + 1)b,

ce qui donne (1.1.1). Si b ≤ −1, on applique le résultat précédent au couple (a,−b).

Nous allons exploiter le Théorème 11.1.1 pour montrer que l’anneau Z est prin-
cipal.

Théorème 11.1.2. Soit H un sous-groupe additif de Z. Il existe un unique entier
a ≥ 0 tel que H = aZ = {ak}k∈Z.

Démonstration. On peut supposer que H n’est pas réduit à {0}. Considérons alors
H ∩Z∗+ : c’est un ensemble non vide minoré d’entiers (Z∗+ est l’ensemble des entiers
≥ 1). Soit a son plus petit élément ; comme H est un groupe additif on a aZ ⊂ H.
Réciproquement si x ∈ H, d’après le Théorème 11.1.1, x = aq + r avec 0 ≤ r < a ;
si on avait r > 0 l’égalité précédente impliquerait r ∈ H ∩ Z∗+, donc r ≥ a, ce qui
contredit r < a. Par suite on obtient r = 0 et H = aZ.

171
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Définition 11.1.3. Soient a et b des entiers. Les entiers a ∧ b (ppcm de a et b) et
a ∨ b (pgcd de a et b) sont définis par

aZ ∩ bZ = (a ∧ b)Z, aZ + bZ = (a ∨ b)Z.

Notons tout d’abord que la définition est cohérente car aZ ∩ bZ et

aZ + bZ = {ak + bl}k,l∈Z,

sont des sous-groupes de Z et que le Théorème 11.1.2 assure qu’ils sont de la forme
cZ, où c est le plus petit élément strictement positif du sous-groupe. Par ailleurs la
terminologie ppcm (plus petit commun multiple) est justifiée par le fait que aZ∩ bZ
est l’ensemble des multiples communs à a et b et que d’après la définition et le
théorème qui précède, a ∧ b est le plus petit élément strictement positif de aZ ∩ bZ.
La terminologie pgcd (plus grand commun diviseur) est justifiée par le fait que si d
divise a et b, i.e. a, b ∈ dZ, alors (a∨ b)Z = aZ + bZ ⊂ dZ, d’où d divise a∨ b, et en
particulier si d ≥ 0, d ≤ a ∨ b. De plus on a a, b ∈ (a ∨ b)Z donc a ∨ b divise a et b.
Finalement la notation ∧ est rémanente de l’intersection ∩ alors que le ∨ rappelle la
réunion ∪ : le groupe aZ + bZ est le groupe engendré par aZ ∪ bZ, i.e. l’intersection
des sous-groupes contenant aZ et bZ.

Théorème 11.1.4. Soient a et b des entiers . Alors (a ∨ b)× (a ∧ b) = ±ab

Démonstration. Supposons tout d’abord que a et b soient premiers entre eux, i.e.
a ∨ b = 1, i.e. ka+ lb = 1 pour des entiers k, l. On a a ∧ b = ma = nb et donc

nkb = mka = m−mlb, m = b(nk +ml),

d’où m est divisible par b, ce qui donne le résultat car

a ∧ b = ab(nk +ml) ∈ abZ.

Dans le cas général, si a ∨ b = d, alors a = da′, b = db′, avec a′ et b′ premiers entre
eux car kda′ + ldb′ = d et donc ka′ + lb′ = 1. Il vient

(a ∨ b)(a ∧ b) = d(da′ ∧ db′) = dd(a′ ∧ b′) = d2a′b′ = ab.

11.1.2 Congruences

Soit a un entier non nul. On considère le sous-groupe H = aZ qui est aussi un
idéal de Z, i.e. un sous-groupe additif tel que pour tout x ∈ Z, xH ⊂ H. L’anneau
quotient Z/aZ est muni canoniquement d’une structure d’anneau commutatif uni-
taire (non nécessairement intègre). En effet, si x̄ et ȳ sont les classes de x, y ∈ Z,
alors on définit

x̄⊕ ȳ = x+ y, x̄⊗ ȳ = xy,

ce qui est légitime car, pour α, β ∈ H

x+ α + y + β = x+ y + (α + β)︸ ︷︷ ︸
∈H

et (x+ α)(y + β) = xy + (αy + βx+ αβ)︸ ︷︷ ︸
∈H car H est un idéal

.
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Notons par exemple que Z/2Z est le corps à deux éléments {0̄, 1̄} avec 1̄ + 1̄ = 0̄,
que

Z/4Z = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄},

n’est pas intègre car 2̄× 2̄ = 0, que

Z/nZ = {0̄, 1̄, 2̄, . . . , n− 1}.

En effet si x ∈ Z et n 6= 0, la division euclidienne donne

x = qn+ r, 0 ≤ r < |n|.

D’autre part, si r1 et r2 sont deux entiers distincts dans [0, n[, ils sont distincts
modulo n, car r1 − r2 ne peut être multiple non nul de n.

Proposition 11.1.5. Soit p un entier ≥ 2. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.
(i) p n’a pas de diviseur non trivial.
(ii) Z/pZ est un corps.
(iii) Pour tout entier a /∈ pZ, p ∨ a = 1.
(iv) (p− 1)! + 1 = 0 dans Z/pZ (Théorème de Wilson).

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on dit que p est un nombre premier.

Démonstration. Supposons (i). Soit 2 ≤ a ≤ p − 1 un entier. Comme a et p n’ont
pas de diviseur commun, a ∨ p = 1, i.e. aZ + pZ = Z, d’où il existe k, l entiers tels
que

ak + pl = 1 i.e. ak = 1 dans Z/pZ,

donc a est inversible et (ii) est démontré. Le même argument donne l’équivalence
entre (i), (ii), (iii). Il reste à démontrer le théorème de Wilson (iv). Supposons tout
d’abord que (i)(ii)(iii) soient satisfaits. Alors si 2 ≤ x ≤ p− 2, x est inversible dans
Z/pZ et x 6= x−1 sinon

0 = x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1) et x ∈ {1, p− 1},

donc
{2, . . . , p− 2} = {x1, x

−1
1 , . . . , x p−3

2
, x−1

p−3
2

}.

Par suite le produit 2.3 . . . (p−3)(p−2) = 1 et donc (p−1)! = −1 soit (iv). Récipro-
quement si (iv) est satisfait, (p− 1)! est inversible dans Z/pZ, et donc 2, 3, . . . , p− 2
le sont également, ce qui donne (ii).

Remarque 11.1.6. Si a, b, c sont des entiers tels que a|bc i.e a divise bc, i.e bc ∈ aZ
et que a et b sont premiers entre eux i.e. a ∨ b = 1, alors a|c. En effet l’hypothèse
signifie bc = 0 et b inversible dans Z/aZ. il vient c = 0 dans Z/aZ.

Définition 11.1.7. La fonction d’Euler ϕ est définie sur les entiers naturels par
ϕ(1) = 1 et pour n ≥ 2 par

ϕ(n) = Card {x ∈ Z/nZ, x inversible}. (11.1.2)
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Proposition 11.1.8. La fonction ϕ est multiplicative, i.e. vérifie

pour a ∨ b = 1, ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), (11.1.3)

En outre on a
ϕ(n) = n

∏
p|n

(
1− 1

p

)
. (11.1.4)

Pour démontrer cette proposition, on va d’abord établir le lemme

Lemme 11.1.9 (Théorème chinois). Soient a et b des entiers premiers entre eux.
Alors aZ + bZ = Z et il existe α, β entiers tels que aα + bβ = 1. L’application

F : Z/aZ× Z/bZ −→ Z/abZ
(x, y) 7→ bβx+ aαy

est un isomorphisme d’anneaux.

Démonstration du lemme. Notons tout d’abord que cette application est bien définie
car elle fait correspondre bβx+aαy+(kβ+ lα)ab à (x+ka, y+ lb). C’est évidemment
un homomorphisme de groupe, qui plus est injectif : si bβx+aαy = 0, alors bβx = 0
dans Z/aZ et comme bβ = 1 dans Z/aZ on a x = 0. On obtient de même y =
0. La surjectivité est conséquence de l’égalité des cardinaux. En outre, F est un
isomorphisme d’anneaux car, modulo ab,

(bβx+ aαy)(bβx′ + aαy′)− (bβxx′ + aαyy′)

= (b2β2 − bβ)xx′ + (a2α2 − aα)yy′

= xx′bβ(−aα) + yy′aα(−bβ) = 0.

Démonstration de la proposition. Le résultat (11.1.3) est alors une conséquence im-
médiate du Lemme 11.1.9. De plus pour p premier ϕ(pa) = pa − pa−1 1et donc pour

(1.2.4) n =
∏

1≤j≤r

p
aj
j , ϕ(n) = n

∏
1≤j≤r

(1− 1

pj
).

En outre, pour p premier∑
d|pa

ϕ(d) = 1 +
∑

1≤b≤a

ϕ(pb) = 1 +
∑

1≤b≤a

pb(1− 1

p
) = 1 + (1− 1

p
)p(

pa − 1

p− 1
) = pa.

Ceci implique que∑
d|

∏
p
aj
j

ϕ(d) =
∑

d1|p
a1
1 ,...,dr|parr

ϕ(d1 . . . dr)

=
∑

d1|p
a1
1 ,...,dr|parr

∏
ϕ(d1) . . . ϕ(dr)

=
∏ ∑

dj |p
aj
j

ϕ(dj) =
∏

p
aj
j = n.

1. Si m est un multiple de p, alors m = kp, kppa−1 = 0 et m n’est pas inversible modulo pa ; les
multiples de p entre 1 et pa sont {kp}1≤k≤pa−1 . Si m n’est pas un multiple de p alors m ∨ pa = 1
car un diviseur commun à m et à pa doit être une puissance de p.
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La formule (11.1.4) est prouvée.



176 CHAPITRE 11. APPENDICE

{�� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����}

Figure 11.1 – Les 1000 premiers nombres premiers.
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11.2 Sous-groupes additifs de R
Soit G un sous-groupe additif de R non réduit à {0}. Ceci implique que G ∩R∗+

est non vide (et minoré par 0). Posons

a = inf
(
G ∩ R∗+

)
.

• Si a = 0, alors le sous-groupe G est dense dans R. En effet pour tout k ∈ N∗,
il existe xk ∈ G, xk > 0 tel que

0 < xk < 1/k.

Soit y ∈ R∗. Pour k ∈ N∗, il existe Nk,y ∈ Z tel que

G 3 Nk,yxk ≤ y < (Nk,y + 1)xk ∈ G.

Il suffit de prendre Nk,y = E(y/xk). Par conséquent pour tout k ∈ N∗, il existe
yk ∈ G tel que |y − yk| ≤ 1/k : en effet il suffit de prendre yk = Nk,yxk.

• Si a > 0, alors G = aZ.Montrons d’abord que a ∈ G. Par définition de l’infimum,
on sait que pour tout ε > 0, il existe xε ∈ G ∩ R∗+ tel que

a ≤ xε < a+ ε.

Si xε = a, cela implique que a ∈ G : on peut donc supposer en raisonnant par
l’absurde que

∀ε > 0,∃xε ∈ G, a < xε < a+ ε.

Choisissons ε = a. On peut donc trouver x ∈ G avec a < x < 2a et par suite, prenant
ε = x−a, on peut trouver y ∈ G avec a < y < x < 2a ce qui implique 0 < x− y < a
et x− y ∈ G, ce qui est impossible d’après la définition de a. Nous avons démontré
que a ∈ G, ce qui implique aZ ⊂ G.

De plus si x ∈ G et M = E(x/a), on a

Ma ≤ x < (M + 1)a,

ce qui implique x = Ma ∈ aZ, sinon

0 < x−Ma︸ ︷︷ ︸
∈G

< a,

contredisant la définition de a. Nous avons démontré G ⊂ aZ ⊂ G et par suite
G = aZ.

11.3 Fonctions holomorphes
Définitions, premières propriétés

Définition 11.3.1. Soit Ω un ouvert de C et soit f : Ω→ C. La fonction f est dite
holomorphe sur Ω si

∀z ∈ Ω, lim
ζ→z
z 6=ζ

f(ζ)− f(z)

ζ − z
existe,
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et en notant f ′(z) cette limite, si Ω 3 z 7→ f ′(z) ∈ C est continue. L’espace vectoriel
des fonctions holomorphes sur Ω sera noté H(Ω).

Remarque 11.3.2. Une fonction f ∈ H(Ω) est continûment différentiable car pour
z0 = x0 + iy0 ∈ Ω, on a f(z0 + h) = f(z0) + f ′(z0)h + ε(h)h, limh→0 ε(h) = 0, ce
qui donne pour f ′(z0) = a+ ib, a, b ∈ R,

f(z0 + h) = f(z0) +

(
a −b
b a

)(
Reh
Imh

)
+ o(|h|).

Exemple. Soit Ω un ouvert de C et soit f : Ω→ C développable en série entière au
voisinage de chacun de ses points, i.e. telle que

∀z ∈ Ω,∃R > 0, ∃(ak)k≥0 suite de C avec
∑
k≥0

|ak|Rk < +∞,

∀h ∈ C, |h| ≤ R, f(z + h) =
∑
k≥0

akh
k.

Alors f est holomorphe sur Ω. En effet, on a pour z ∈ Ω et 0 < |h| ≤ R, f(z + h)−
f(z) = a1h+

∑
k≥2 akh

k, et donc

|h−1
(
f(z + h)− f(z)

)
− a1| ≤ |h|

∑
k≥2

|ak||h|k−2 ≤ |h|R−2
∑
k≥2

|ak|Rk,

ce qui implique f ′(z) = a1. De plus, pour |h0| ≤ R/2, |h| ≤ R/2, en remarquant que∑
k≥l≥0

|ak|C l
k|h0|k−l|h|l ≤

∑
k≥0

|ak|(|h0|+ |h|)k ≤
∑
k≥0

|ak|Rk < +∞,

on obtient

f(z + h0 + h) =
∑
k≥0

ak(h0 + h)k =
∑
k≥0

ak
∑

0≤l≤k

C l
kh

k−l
0 hl =

∑
l≥0

hl
∑
k≥l

akC
l
kh

k−l
0 ,

et comme
∑

l≥0

∑
k≥l |ak|C l

k|h0|k−l(R/2)l ≤
∑

k≥0 |ak|Rk < +∞, on trouve

f ′(z + h0) =
∑
k≥1

akC
1
kh

k−1
0 = a1 +O(h0),

démontrant la continuité de z 7→ f ′(z).

Définition 11.3.3. Soient Ω un ouvert de C, I un intervalle compact de R, γ : I →
Ω une application de classe C1 et f une fonction continue sur Ω. On pose∫

γ

f(ξ)dξ =

∫
I

f
(
γ(t)

)
γ̇(t)dt.

On dit que
∫
γ
f(ξ)dξ est l’intégrale de f le long du chemin γ. Si γ(min I) = γ(max I),

on dira que γ est un lacet de Ω.
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Remarque 11.3.4. Cette intégrale est inchangée si γ est remplacée par γ ◦ κ où κ :
J → I est un difféomorphisme croissant d’un intervalle J (nécessairement compact)
sur I. En effet on a∫

I

f
(
γ(t)

)
γ̇(t)dt =

∫
J

f
(
γ(κ(s))

)
γ̇(κ(s))κ′(s)ds.

Remarque 11.3.5. Si le segment [z1, z2] = {(1− t)z1 + tz2}t∈[0,1] est inclus dans Ω, on
a ∫

[z1,z2]

f(ξ)dξ = −
∫

[z2,z1]

f(ξ)dξ.

En effet, on a∫
[z1,z2]

f(ξ)dξ =

∫ 1

0

f
(
(1− t)z1 + tz2

)
(z2 − z1)dt

= −
∫ 0

1

f
(
t′z1 + (1− t′)z2

)
(z2 − z1)dt′ =

∫ 1

0

f
(
t′z1 + (1− t′)z2

)
(z2 − z1)dt′

= −
∫

[z2,z1]

f(ξ)dξ.

Remarque 11.3.6. On peut remplacer l’hypothèse de régularité C1 pour γ par C1

par morceaux, signifiant qu’il existe (tj)1≤j≤N avec t0 = min I < t1 < t2 < · · · <
tN < tN+1 = max I tels que γ soit continue de l’intervalle compact I à valeurs dans
Ω et C1 sur chacun des intervalles [tj, tj+1], 0 ≤ j ≤ N . On définit alors∫

γ

f(ξ)dξ =
∑

0≤j≤N

∫
γj

f(ξ)dξ, γj : [tj, tj+1]→ Ω, γj(t) = γ(t).

Lemme 11.3.7. Soient Ω un ouvert de C, I un intervalle compact de R, γ : I → Ω
un lacet de Ω et f ∈ H(Ω). Alors ∫

γ

f ′(ξ)dξ = 0.

Démonstration. On obtient par la Remarque 11.3.2 et la règle de composition des
fonctions différentiables, d

dt

{
f(γ(t))

}
= f ′(γ(t))γ̇(t) qui est une fonction continue.

On a alors ∫
γ

f ′(ξ)dξ =

∫ b

a

f ′(γ(t))γ̇(t)dt =
[
f(γ(t))

]b
a

= 0.

Lemme 11.3.8. Soit Ω un ouvert convexe de C, f ∈ H(Ω), z1, z2, z3 ∈ Ω. Alors∫
triangle (z1,z2,z3)

f(ξ)dξ = 0.
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N.B. Remarquons tout d’abord que l’énoncé a un sens car la convexité de Ω assure
que le triangle (z1, z2, z3) est inclus dans Ω. Par ailleurs, nous pouvons préciser que
pour z1, z2, z3 ∈ Ω, on définit∫

[z1,z2]

f(ξ)dξ =

∫ 1

0

f
(
(1− t)z1 + tz2

)
dt(z2 − z1), (11.3.1)∫

triangle (z1,z2,z3)

f(ξ)dξ =

∫
[z1,z2]

f(ξ)dξ +

∫
[z2,z3]

f(ξ)dξ +

∫
[z3,z1]

f(ξ)dξ. (11.3.2)

Démonstration. Posons pour z1, z2 ∈ Ω,

G(z2) =

∫
[z1,z2]

f(ξ)dξ =

∫ 1

0

f
(
(1− t)z1 + tz2

)
(z2 − z1)dt.

La fonction G est holomorphe sur Ω (bien définie sur Ω grâce à sa convexité) et l’on
a

G′(z2) =

∫ 1

0

f ′((1− t)z1 + tz2)(z2 − z1)︸ ︷︷ ︸
u′(t)

t︸︷︷︸
v(t)

dt+

∫ 1

0

f((1− t)z1 + tz2)dt

=
[
f
(
(1− t)z1 + tz2

)
t
]t=1

t=0
−
∫ 1

0

f((1− t)z1 + tz2)dt+

∫ 1

0

f((1− t)z1 + tz2)dt

= f(z2).

Cela implique que la fonction

Ω 3 z2 7→
∫

[z1,z2]

f(ξ)dξ −
∫

[z3,z2]

f(ξ)dξ,

est différentiable de dérivée nulle et donc constante égale à sa valeur pour z2 = z3,
ce qui implique∫

[z1,z2]

f(ξ)dξ +

∫
[z2,z3]

f(ξ)dξ +

∫
[z3,z1]

f(ξ)dξ

=

∫
[z1,z2]

f(ξ)dξ −
∫

[z3,z2]

f(ξ)dξ +

∫
[z3,z1]

f(ξ)dξ

=

∫
[z1,z3]

f(ξ)dξ −
∫

[z1,z3]

f(ξ)dξ = 0,

le résultat cherché.

Lemme 11.3.9. Soient Ω un ouvert convexe de C, z0 ∈ Ω, z1, z2, z3 ∈ Ω et

f ∈ H
(
Ω\{z0}

)
∩ C0(Ω).

Alors on a ∫
triangle (z1,z2,z3)

f(ξ)dξ = 0.
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Démonstration. On remarque tout d’abord (en regroupant les termes dans le second
membre de l’égalité) que∫

[z1,z2]

f(ξ)dξ +

∫
[z2,z3]

f(ξ)dξ +

∫
[z3,z1]

f(ξ)dξ

=

∫
[z1,z2]

f(ξ)dξ +

∫
[z2,z0]

f(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸
−terme 02

+

∫
[z0,z1]

f(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸
terme 01

+

∫
[z2,z3]

f(ξ)dξ +

∫
[z3,z0]

f(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸
−terme 03

+

∫
[z0,z2]

f(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸
terme 02

+

∫
[z3,z1]

f(ξ)dξ +

∫
[z1,z0]

f(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸
−terme 01

+

∫
[z0,z3]

f(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸
terme 03

.

Il suffit par conséquent de démontrer que
∫

triangle (z1,z2,z0)
f(ξ)dξ = 0. Si z1 = z0, le

résultat est immédiat et l’on peut donc supposer que z1 6= z0. La droite réelle ∆01

engendrée par le segment [z0, z1] partage l’ouvert Ω et l’on a

Ω = (∆01 ∩ Ω) ∪ Ω+ ∪ Ω−, Ω± = {z ∈ Ω,± Im
(
(z1 − z0)(z − z0)

)
> 0}.

Les ouverts Ω± sont convexes 2, ne contiennent pas z0 et donc f ∈ H(Ω±). En outre,
on a par continuité de f sur Ω,∫

triangle (z1,z2,z0)

f(ξ)dξ = lim
ε→0+

∫
triangle (z1+ε(z2−z1),z2,z0+ε(z2−z0))

f(ξ)dξ.

Supposons z2 ∈ Ω+ : il vient pour t ∈]0, 1]

Im
(
(z1 − z0)(z1 + t(z2 − z1)− z0)

)
= t Im

(
(z1 − z0)(z2 − z0 + z0 − z1))

)
= t Im

(
(z1 − z0)(z2 − z0)

)
> 0, car z2 ∈ Ω+. En outre,

Im
(
(z1 − z0)(z0 + t(z2 − z0)− z0)

)
= t Im

(
(z1 − z0)(z2 − z0))

)
> 0.

Par suite, le triangle (z1 + ε(z2 − z1), z2, z0 + ε(z2 − z0)) est inclus dans Ω+ et du
lemme 11.3.8 , il vient que l’intégrale de f sur ce triangle est nulle. Le raisonnement
est analogue si z2 ∈ Ω− et le résultat est immédiat si z2 ∈ ∆01 car on a alors
z2 − z0 = θ(z1 − z0) avec θ ∈ R et∫

[z1,z2]

f(ξ)dξ +

∫
[z2,z0]

f(ξ)dξ +

∫
[z0,z1]

f(ξ)dξ

=

∫
[z1,(1−θ)z0+θz1]

f(ξ)dξ +

∫
[(1−θ)z0+θz1,z0]

f(ξ)dξ +

∫
[z0,z1]

f(ξ)dξ = φ(θ),

2. Si ζ0, ζ1 ∈ Ω avec Im
(
(z1 − z0)(ζ0 − z0)

)
> 0, Im

(
(z1 − z0)(ζ1 − z0)

)
> 0, il vient avec

ζt = (1− t)ζ0 + tζ1, que ζt ∈ Ω et

Im
(
(z1 − z0)(ζt − z0)

)
= Im

(
(z1 − z0)((1− t)ζ0 − (1− t)z0)

)
+ Im

(
(z1 − z0)(tζ1 − tz0)

)
> 0.



182 CHAPITRE 11. APPENDICE

avec

φ(θ) =

∫ θ

1

f
(
(1− t)z0 + tz1

)
(z1 − z0)dt+

∫ 0

θ

f
(
(1− t)z0 + tz1

)
(z1 − z0)dt

+

∫ 1

0

f
(
(1− t)z0 + tz1

)
(z1 − z0)dt = 0,

ce qui achève la démonstration.

Proposition 11.3.10. Soient Ω un ouvert convexe de C, z0 ∈ Ω, et

f ∈ H
(
Ω\{z0}

)
∩ C0(Ω).

Soit I un intervalle compact de R, γ : I → Ω un lacet de Ω. Alors on a∫
γ

f(ξ)dξ = 0.

Démonstration. On pose pour z ∈ Ω, F (z) =
∫

[z0,z]
f(ξ)dξ. Si z, z + h ∈ Ω, on a

F (z + h)− F (z) =

∫
[z0,z+h]

f(ξ)dξ −
∫

[z0,z]

f(ξ)dξ,

et d’après le Lemme 11.3.8, on a∫
[z0,z+h]

f(ξ)dξ +

∫
[z+h,z]

f(ξ)dξ +

∫
[z,z0]

f(ξ)dξ = 0,

ce qui implique

F (z + h)− F (z) =

∫
[z,z+h]

f(ξ)dξ =

∫ 1

0

f(z + th)hdt.

Par suite, on obtient

lim
h→0
h6=0

F (z + h)− F (z)

h
= f(z),

et donc que F est holomorphe sur Ω telle que F ′ = f . D’après le Lemme 11.3.7, il
vient ∫

γ

f(ξ)dξ =

∫
γ

F ′(ξ)dξ = 0,

soit le résultat cherché.

Théorème 11.3.11. Soit Ω un ouvert de C étoilé par rapport à ω0 ∈ Ω : pour tout
z ∈ Ω, le segment [ω0, z] est inclus dans Ω. Soit z0 ∈ Ω, et soit

f ∈ H
(
Ω\{z0}

)
∩ C0(Ω).

Soit I un intervalle compact de R, γ un lacet de Ω. Alors on a∫
γ

f(ξ)dξ = 0.
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N.B. Un ouvert convexe est étoilé par rapport à chacun de ses points. En revanche
l’ouvert C\R− est étoilé par rapport au point 1, mais non convexe.

Démonstration. On pose pour z ∈ Ω, F (z) =
∫

[ω0,z]
f(ξ)dξ, qui est bien défini car

Ω est étoilé par rapport à ω0. Soit z ∈ Ω. Le segment [ω0, z] est inclus dans Ω et
possède un voisinage convexe inclus dans Ω : en effet l’ouvert

Vr = ∪ζ∈[ω0,z]D(ζ, r)

est un voisinage convexe du compact [ω0, z] et Vr ⊂ Ω pour un r > 0 assez petit 3.
Si |h| < r, on a ω0, z, z + h ∈ Vr et

F (z + h)− F (z) =

∫
[ω0,z+h]

f(ξ)dξ −
∫

[ω0,z]

f(ξ)dξ,

et d’après le Lemme 11.3.8, on a sur l’ouvert convexe Vr,∫
[ω0,z+h]

f(ξ)dξ +

∫
[z+h,z]

f(ξ)dξ +

∫
[z,ω0]

f(ξ)dξ = 0,

ce qui implique

F (z + h)− F (z) =

∫
[z,z+h]

f(ξ)dξ =

∫ 1

0

f(z + th)hdt.

Par suite, on obtient

lim
h→0
h6=0

F (z + h)− F (z)

h
= f(z),

et donc que F est holomorphe sur Ω telle que F ′ = f . D’après le Lemme 11.3.7, il
vient ∫

γ

f(ξ)dξ =

∫
γ

F ′(ξ)dξ = 0,

soit le résultat cherché.

Théorème 11.3.12. Soit Ω un ouvert de C et f ∈ H(Ω). Alors la fonction f est
développable en série entière au voisinage de chaque point de Ω et toutes les dérivées
Ω 3 z 7→ f (k)(z) sont holomorphes sur Ω.

3. Sinon pour tout k ≥ 1, on pourrait trouver ζk ∈ [ω0, z], θk ∈ R, 0 ≤ rk < k−1 tels que
ζk + rke

iθk /∈ Ω. Comme le segment [ω0, z] est compact et Ω est ouvert, on pourrait trouver
ζ ∈ [ω0, z] ∩ Ωc, ce qui est absurde. De plus Vr est convexe car, pour t1, t2 ∈ [0, 1], θ1, θ2 ∈ R,
ρ1, ρ2 ∈ [0, r[, t ∈ [0, 1],

Z = (1− t)
(
(1− t1)ω0 + t1z + ρ1e

iθ1
)

+ t
(
(1− t2)ω0 + t2z + ρ2e

iθ2
)
,

on a (1− t)t1 + tt2 = t3 ∈ [0, 1] et donc (1− t)(1− t1) + t(1− t2) = 1− t3, ce qui donne

Z = (1− t3)ω0 + t3z + (1− t)ρ1eiθ1 + tρ2e
iθ2 ,

et comme 0 ≤ (1− t)ρ1 + tρ2 < r, cela implique Z ∈ Vr.
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N.B. Ce théorème démontre en particulier que l’exemple de fonction holomorphe
qui suit la Remarque 11.3.2 est en fait le cas général. Le lecteur remarquera le
contraste saisissant avec la théorie de la différentiation réelle ; ici nous démontrons
que f continûment différentiable au sens complexe implique l’analyticité, ce qui n’est
évidemment pas vérifié dans la théorie réelle (pensez par exemple à la fonction de
classe C1 définie par R 3 x 7→ φ(x) = x21[0,+∞)(x) telle que φ′(x) = 2x1[0,+∞)(x) et
φ′ n’est pas différentiable en 0).
Notation. On utilisera la notation suivante. Pour z ∈ C, r > 0, on pose

D(z, r) = {ζ ∈ C, |ζ − z| < r}, Ḋ(z, r) = {ζ ∈ C, 0 < |ζ − z| < r}. (11.3.3)

Démonstration. Soit z0 ∈ Ω et r0 > 0 tel que D(z0, r0) ⊂ Ω. Il existe r1 > r0 tel que

D(z0, r0) ⊂ D(z0, r1) = Ω0 ⊂ Ω,

et l’ouvert Ω0 est convexe. On considère pour γ : [0, 1] → Ω0, γ(t) = z0 + r0e
2iπt,

|z − z0| < r0,

I(z) =

∫
γ

f(ξ)− f(z)

ξ − z
dξ.

Notons que la fonction ξ 7→ f(ξ)−f(z)
ξ−z = G(ξ, z) est holomorphe sur Ω0\{z} et que

par ailleurs,

lim
ξ→z
ξ 6=z

f(ξ)− f(z)

ξ − z
= f ′(z),

de sorte que la fonction ξ 7→ G(ξ, z) est continue sur Ω0 et holomorphe sur Ω0\{z}.
De la Proposition 11.3.10, il vient que I(z) = 0, soit

∀z ∈ D(z0, r0),

∫
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ = f(z)

∫
γ

dξ

ξ − z
. (11.3.4)

Lemme 11.3.13. Soit z0 ∈ C, r0 > 0, γ : [0, 1]→ C, γ(t) = z0 + r0e
2iπt. Alors

1

2iπ

∫
γ

dξ

ξ − z
=

{
1 si |z − z0| < r0,
0 si |z − z0| > r0.

Démonstration. On considère pour |z − z0| 6= r0,

J(z) =
1

2iπ

∫
γ

dξ

ξ − z
=

1

2iπ

∫ 1

0

r02iπe2iπt

z0 + r0e2iπt − z
dt =

∫ 1

0

(
1− (z − z0)r−1

0 e−2iπt
)−1

dt,

et l’on remarque que si |z − z0| < r0, on a(
1− (z − z0)r−1

0 e−2iπt
)−1

=
∑
k≥0

e−2iπkt (z − z0)k

rk0
,

et comme pour ρ ∈ [0, 1[,
∫ 1

0

∑
k≥0 ρ

kdt =
∑

k≥0 ρ
k, il vient pour |z − z0| < r0,

J(z) =
∑
k≥0

(z − z0)k

rk0

∫ 1

0

e−2iπktdt = 1.
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Si |z − z0| > r0, on a

J(z) =
1

2iπ

∫ 1

0

r02iπe2iπt

z0 + r0e2iπt − z
dt =

∫ 1

0

r0

(z0 − z)

e2iπt

(1 + e2iπtr0(z0 − z)−1)
dt,

et comme
e2iπt

(1 + e2iπtr0(z0 − z)−1)
=
∑
k≥0

e2iπt(k+1)rk0(z − z0)−k,

on trouve J(z) = 0 et le résultat du lemme.

En utilisant ce lemme et (11.3.4), il vient pour |z − z0| < r0,

f(z) =
1

2iπ

∫
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ =

∫ 1

0

f(z0 + r0e
2iπt)

(
1− (z − z0)r−1

0 e−2iπt
)−1

dt,

et par suite, comme pour ρ ∈ [0, 1[,∫ 1

0

sup
[0,1]

|f(z0 + r0e
2iπt)|

∑
k≥0

ρkdt < +∞,

il vient

f(z) =
∑
k≥0

∫ 1

0

f(z0+r0e
2iπt)e−2iπktdt

(z − z0)k

rk0
=
∑
k≥0

ak(z−z0)k, |ak| ≤ r−k0 sup
γ
|f |,

une série entière de rayon de convergence ≥ r0. L’exemple de la page 178 montre
que f (l) est holomorphe pour tout l et que pour |z − z0| < r0,

f (l)(z) =
∑
k,k≥l

akk!

(k − l)!
(z − z0)k−l,

ce qui achève la démonstration du théorème.

Nous avons démontré en particulier le résultat suivant.

Corollaire 11.3.14. Soient Ω un ouvert de C, z0 ∈ Ω, r0 > 0 tels que D(z0, r0) ⊂ Ω.
Alors, pour |z − z0| < r0, γ : [0, 1]→ Ω, γ(t) = z0 + r0e

2iπt, et f ∈ H(Ω), on a

f(z) =
1

2iπ

∫
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ. (11.3.5)

Théorème 11.3.15. Soit γ : [0, 1] → C un lacet de C et soit Ω =
(
γ([0, 1])

)c. On
pose pour z ∈ Ω,

Indγ(z) =
1

2iπ

∫
γ

dξ

ξ − z
. (11.3.6)

La fonction Indγ est à valeurs dans Z, constante sur chacune des composantes
connexes de Ω, nulle sur la composante non bornée.
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N.B. On dira que Indγ(z) est l’indice du point z par rapport au lacet γ.

Démonstration. Posons pour s ∈ [0, 1], z ∈ Ω

φ(s) =

∫ s

0

γ̇(t)

γ(t)− z
dt.

On a
φ̇(s) =

γ̇(s)

γ(s)− z
,

d

ds

(
eφ(s)

)
= eφ(s) γ̇(s)

γ(s)− z
,

et
d

ds

(
eφ(s)(γ(s)− z)−1

)
= eφ(s)

( γ̇(s)

(γ(s)− z)2
− γ̇(s)

(γ(s)− z)2

)
= 0,

ce qui implique

eφ(s) = (γ(s)− 1)eφ(0) 1

γ(0)− 1
=
γ(s)− 1

γ(0)− 1
, eφ(1) = 1,

et par conséquent 2iπ Indγ(z) = φ(1) ∈ 2iπZ (cf. Théorème 1.1.1), ce qui donne
que Indγ(z) ∈ Z. En outre Indγ ∈ H(Ω), ce qui implique que Indγ est constante sur
chaque composante connexe de Ω, car l’image d’un connexe U est un connexe de Z,
donc un point. Par ailleurs on a

lim
|z|→+∞

Indγ(z) = 0,

et si W est la composante non bornée de Ω, ceci implique que Indγ est constante
égale à 0 sur W .

Théorème 11.3.16. Soit Ω un ouvert étoilé de C, γ : I → Ω un lacet de Ω et
f ∈ H(Ω). On a pour z ∈ Ω\γ(I),

f(z) Indγ(z) =
1

2iπ

∫
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ. (11.3.7)

Démonstration. On considère pour γ un lacet de l’ouvert étoilé Ω, z ∈ Ω\γ(I),

I(z) =

∫
γ

f(ξ)− f(z)

ξ − z
dξ.

Notons que la fonction ξ 7→ f(ξ)−f(z)
ξ−z = G(ξ, z) est holomorphe sur Ω\{z} et que par

ailleurs,

lim
ξ→z
ξ 6=z

f(ξ)− f(z)

ξ − z
= f ′(z),

de sorte que la fonction ξ 7→ G(ξ, z) est continue sur Ω et holomorphe sur Ω\{z}.
Du Théorème 11.3.11, il vient que I(z) = 0, soit d’après (11.3.6), le résultat∫

γ

f(ξ)

ξ − z
dξ = f(z)2iπ Indγ(z).
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Remarque 11.3.17. Soit Ω un ouvert de C et soit f : Ω→ C, telle que

∀z ∈ Ω, lim
ζ→z
z 6=ζ

f(ζ)− f(z)

ζ − z
existe. (11.3.8)

Alors la fonction f est holomorphe sur Ω. On peut donc modifier a posteriori la
définition 11.3.1 en ne retenant que la propriété (11.3.8).
Pour démontrer cette assertion, on note que, avec

f ′(z) = lim
ζ→z
z 6=ζ

f(ζ)− f(z)

ζ − z
,

il nous suffit de démontrer que Ω 3 z 7→ f ′(z) est continue pour que les propriétés
de la définition 11.3.1 soient vérifiées. On remarque que (11.3.8) implique que f est
différentiable en tout point de Ω, donc en particulier est une fonction continue sur
Ω. Soit z0 ∈ Ω et r0 > 0 tels que D(z0, r0) ⊂ Ω. Pour |z − z0| < r0, on pose

F0(z) =

∫
[z0,z]

f(ξ)dξ =

∫ 1

0

f
(
(1− t)z0 + tz

)
dt(z − z0).

Il nous suffit de démontrer que, pour z ∈ D(z0, r0),

f(z) = lim
ζ→z
z 6=ζ

F0(ζ)− F0(z)

ζ − z
, (11.3.9)

car cela impliquera que F0 est holomorphe sur D(z0, r0) (au sens de la définition
11.3.1 car f est continue) avec F ′0 = f , ce qui donnera l’holomorphie de f (cf.
Théorème 11.3.12). Considérons, pour z, z + h ∈ D(z0, r0),

F0(z + h)− F0(z)− f(z)h =

∫
[z0,z+h]

f(ξ)dξ −
∫

[z0,z]

f(ξ)dξ − f(z)h

=

∫
[z0,z+h]

f(ξ)dξ −
∫

[z0,z]

f(ξ)dξ −
∫

[z,z+h]

f(ξ)dξ +

∫
[z,z+h]

(
f(ξ)− f(z)

)
dξ.

Remarquons que∣∣∣∣∫
[z,z+h]

(
f(ξ)− f(z)

)
dξ

∣∣∣∣ ≤ |h| sup
ξ∈[z,z+h]

|f(ξ)− f(z)| = |h|ε(h), lim
h→0

ε(h) = 0,

car f est continue. Il est donc suffisant de démontrer que

0 =

∫
[z0,z+h]

f(ξ)dξ −
∫

[z0,z]

f(ξ)dξ −
∫

[z,z+h]

f(ξ)dξ

=

∫
[z0,z+h]

f(ξ)dξ +

∫
[z,z0]

f(ξ)dξ +

∫
[z+h,z]

f(ξ)dξ,

soit de démontrer pour z1, z2, z3 ∈ D(z0, r0),∫
triangle (z1,z2,z3)

f(ξ)dξ = 0, (11.3.10)
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où cette intégrale est définie en (11.3.2). On utilisera dans la suite la notation∫
[z1,z2,z3]

f(ξ)dξ pour désigner
∫

triangle (z1,z2,z3)

f(ξ)dξ.

Considérons les milieux z′1 = (z2 + z3)/2, z′2 = (z3 + z1)/2, z′3 = (z1 + z2)/2 et les 4
triangles

T
(1)
1 = [z1, z

′
3, z
′
2], T

(1)
2 = [z2, z

′
1, z
′
3], T

(1)
3 = [z3, z

′
2, z
′
1], T

(1)
4 = [z′1, z

′
2, z
′
3].

Comme on a 4∫
T (z1,z2,z3)

f(ξ)dξ

=

∫
T (z1,z′3,z

′
2)

f(ξ)dξ +

∫
T (z2,z′1,z

′
3)

f(ξ)dξ +

∫
T (z3,z′2,z

′
1)

f(ξ)dξ +

∫
T (z′1,z

′
2,z
′
3)

f(ξ)dξ,

l’un des 4 triangles {T (1)
j }1≤j≤4 vérifie∣∣∣∫

T
(1)
j

f(ξ)dξ
∣∣∣ ≥ 1

4

∣∣∣∣∫
T (0)

f(ξ)dξ

∣∣∣∣ , T (0) = [z1, z2, z3].

Par suite on trouve une suite de compacts

T̃ (0) ⊃ T̃
(1)
k1
⊃ T̃

(2)
k2
⊃ · · · ⊃ T̃

(n)
kn
⊃ T̃

(n+1)
kn+1

⊃ . . . ,

tels que ∣∣∣∫
T

(n+1)
kn+1

f(ξ)dξ
∣∣∣ ≥ 1

4

∣∣∣∣∣
∫
T

(n)
kn

f(ξ)dξ

∣∣∣∣∣ , `(T
(n+1)
kn+1

) =
1

2
`(T

(n)
kn

),

où T̃ désigne l’enveloppe convexe du triangle T et `(T ) est le périmètre de T . Il vient
immédiatement par récurrence sur n ∈ N,∣∣∣∣∣

∫
T

(n)
kn

f(ξ)dξ

∣∣∣∣∣ ≥ 1

4n

∣∣∣∣∫
T (0)

f(ξ)dξ

∣∣∣∣ , `(T
(n)
kn

) =
1

2n
`(T (0)).

Comme la suite de compacts non vides (Kn = T̃
(n)
kn

)n∈N est décroissante, il existe
ζ0 ∈ D(z0, r0) tel que

∩n∈NT̃ (n)
kn

= {ζ0}.

4. On a en effet∫
T (z1,z2,z3)

f(ξ)dξ =

∫
[z1,z2]

f(ξ)dξ +

∫
[z2,z3]

f(ξ)dξ +

∫
[z3,z1]

f(ξ)dξ

=

∫
[z1,z

′
3]
f(ξ)dξ +

∫
[z′3,z2]

f(ξ)dξ +

∫
[z2,z

′
1]
f(ξ)dξ +

∫
[z′1,z3]

f(ξ)dξ +

∫
[z3,z

′
2]
f(ξ)dξ +

∫
[z′2,z1]

f(ξ)dξ

=
(∫

[z1,z
′
3]
f(ξ)dξ +

∫
[z′2,z1]

f(ξ)dξ
)

+
(∫

[z′3,z2]
f(ξ)dξ +

∫
[z2,z

′
1]
f(ξ)dξ

)
+
(∫

[z′1,z3]
f(ξ)dξ +

∫
[z3,z

′
2]
f(ξ)dξ

)
=
(∫

[z1,z
′
3,z
′
2]
f(ξ)dξ −

∫
[z′3,z

′
2]
f(ξ)dξ

)
+
(∫

[z′3,z2,z
′
1]
f(ξ)dξ −

∫
[z′1,z

′
3]
f(ξ)dξ

)
+
(∫

[z′1,z3,z
′
2]
f(ξ)dξ −

∫
[z′2,z

′
1]
f(ξ)dξ

)
=

∫
[z1,z

′
3,z
′
2]
f(ξ)dξ +

∫
[z′3,z2,z

′
1]
f(ξ)dξ +

∫
[z′1,z3,z

′
2]
f(ξ)dξ +

∫
[z′2,z

′
3]
f(ξ)dξ +

∫
[z′3,z

′
1]
f(ξ)dξ +

∫
[z′1,z

′
2]
f(ξ)dξ

︸ ︷︷ ︸∫
[z′2,z

′
3,z
′
1]
f(ξ)dξ

.
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En effet le diamètre de Kn
5 tend vers 0 lorsque n → +∞ (l’intersection ne peut

contenir plus d’un point) et en outre si yn ∈ Kn (qui est non vide), la suite (yn)n∈N
est une suite du compact K0 de laquelle on peut extraire une sous-suite (ynj)j∈N
convergente de limite ζ0 telle que ∀j ∈ N, ζ0 ∈ Knj (car la suite de compacts
(Kn)n∈N est décroissante) ; comme la suite (nj)j∈N est strictement croissante, on a
ζ0 ∈ ∩n∈NKn. On obtient par conséquent,∣∣∣∣∫

T (0)

f(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ 4n

∣∣∣∣∣
∫
T

(n)
kn

f(ξ)dξ

∣∣∣∣∣ = 4n

∣∣∣∣∣
∫
T

(n)
kn

(
f(ξ)− f(ζ0)− f ′(ζ0)(ξ − ζ0)

)
dξ

∣∣∣∣∣ .
Or nous avons

f(ξ)− f(ζ0)− f ′(ζ0)(ξ − ζ0) = (ξ − ζ0)η0(ξ − ζ0), lim
τ→0

η0(τ) = 0,

et cela implique∣∣∣∣∫
T (0)

f(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ 4n`(T
(n)
kn

) sup
ξ∈T̃ (n)

kn

|ξ − ζ0||η0(ξ − ζ0)|

≤ 4n`(T
(n)
kn

)2 sup
ξ∈T̃ (n)

kn

|η0(ξ − ζ0)|

≤ 4n`(T (0))2 1

22n
sup
ξ∈T̃ (n)

kn

|η0(ξ − ζ0)| = `(T (0))2 sup
ξ∈T̃ (n)

kn

|η0(ξ − ζ0)|

≤ `(T (0))2 sup
|ξ−ζ0|≤diam(T̃

(n)
kn

)

|η0(ξ − ζ0)|,

ce qui donne
∣∣∫
T (0) f(ξ)dξ

∣∣ = 0 en prenant la limite lorsque n → +∞, démontrant
(11.3.10) et donc la Remarque 11.3.17.

Séries entières

Définition 11.3.18. Soit (ak)k≥0 une suite de nombres complexes. On définit R ∈
[0,+∞] par

1

R
= lim sup

k
|ak|1/k, (11.3.11)

et on dit que R est le rayon de convergence de la série entière
∑

k≥0 akz
k.

Cette terminologie est justifiée par le résultat suivant.

5. Si a1, a2, a3 ∈ C, l’enveloppe convexe de {a1, a2, a3} est

T = {θ1a1 + θ2a2 + θ3a3}θ1+θ2+θ3=1
θj∈[0,1]

,

de sorte que avec
∑

1≤j≤3 θj =
∑

1≤j≤3 θ
′
j = 1, θj , θ

′
j ∈ [0, 1], θ1a1 + θ2a2 + θ3a3 = θ1(a1 − a3) +

θ2(a2 − a3) + a3, et

θ1a1 + θ2a2 + θ3a3 −
(
θ′1a1 + θ′2a2 + θ′3a3

)
= (θ1 − θ′1)(a1 − a3) + (θ2 − θ′2)(a2 − a3),

ce qui implique diam T = supζ1,ζ2∈T |ζ1 − ζ2| ≤ |a1 − a3|+ |a2 − a3| ≤ périmètre(T ).
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Théorème 11.3.19. Soit (ak)k≥0 une suite de nombres complexes et R défini par
(11.3.11). Si R > 0, alors la série entière

∑
k≥0 akz

k est convergente pour |z| < R,
définit une fonction holomorphe f sur D(0, R) telle que, pour tout n ∈ N, les séries
entières

∑
k≥n ak

k!
(k−n)!

zk−n aient un rayon de convergence ≥ R et

∀k ∈ N, ak = f (k)(0)/k!, (11.3.12)

∀n ∈ N, ∀z ∈ D(0, R), f (n)(z) =
∑
k≥n

ak
k!

(k − n)!
zk−n. (11.3.13)

De plus si R < +∞ et |z| > R, le terme général de la série
∑

k≥0 akz
k ne tend pas

vers 0 et cette série est donc divergente.

Démonstration. Si R > 0, on considère 0 < R2 < R1 < R. Il existe k0 tel que pour
k > k0, |ak|1/k ≤ 1/R1. On a∑

k≥0

sup
|h|≤R2

|akhk| ≤ sup
0≤k≤k0

|ak|
∑

0≤k≤k0

Rk
2 +

∑
k0<k

sup
|h|≤R2

(|ak|1/k|h|)k

≤ sup
0≤k≤k0

|ak|
∑

0≤k≤k0

Rk
2 +

∑
k0<k

(R−1
1 R2)k < +∞,

de sorte que la série
∑

k≥0 akh
k converge normalement sur tout compact de D(0, R).

Par conséquent, la convergence est uniforme sur tout compact de D(0, R) et la
fonction D(0, R) 3 z 7→ f(z) =

∑
k≥0 akz

k est continue. On a également démontré∑
k≥0

|ak|Rk
2 < +∞,

et l’exemple page 178 montre que f est holomorphe sur D(0, R). De plus, pour
n0 ∈ N,

|ak+n0

(k + n0)!

k!
|1/k =

(
|ak+n0|

1
k+n0

)1+
n0
k
((k + n0)!

k!

)1/k
.

La formule de Stirling (cf. (7.1.1)),

N ! =
(N
e

)N√
2πN(1 + εN), lim

N→+∞
εN = 0, (11.3.14)

montre que

lim
k→+∞

((k + n0)!

k!

)1/k
= 1,

ce qui implique

lim sup
k
|ak+n0

(k + n0)!

k!
|1/k = lim sup

k

(
|ak+n0|

1
k+n0

)1+
n0
k .

Soit ε0 > 0 donné. On a pour k ≥ k0, |ak+n0|
1

k+n0 ≤ 1
R

+ ε0 et par conséquent

(
|ak+n0|

1
k+n0

)1+
n0
k ≤

( 1

R
+ ε0

)1+
n0
k ,
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ce qui implique

lim sup
k

(
|ak+n0 |

1
k+n0

)1+
n0
k ≤ 1

R
+ ε0,

ceci pour tout ε0 > 0, ce qui donne que le rayon de convergence de
∑

k≥n ak
k!

(k−n)!
zk−n

est ≥ R. On peut donc dériver terme à terme sur D(0, R) et obtenir le résultat
cherché.

De plus si R < +∞, R2 > R1 > R, en extrayant une sous-suite, on obtient

∀j ≥ j0, |akj |1/kjR1 ≥ R1/R2.

Il vient par conséquent pour |h| > R2, j ≥ j0,

|akjhkj | =
(
|akj |1/kjR1|h|R−1

2

)kj(R2/R1)kj

≥
(R1

R2

|h|R−1
2

)kj(R2/R1)kj = (|h|/R2)kj ≥ 1

et la série
∑
akh

k est divergente.

Exemples.
[1] La série entière

∑
k≥0 z

k a pour rayon de convergence 1 et diverge sur le cercle
C(0, 1) (centre 0, rayon 1), car le terme général est de module 1 sur le cercle unité.

[2] La série entière
∑

k≥1
1
k
zk, donnant − ln(1 − z) sur |z| < 1 a pour rayon de

convergence 1, diverge pour z = 1 (série harmonique), converge en tous les autres
points du cercle unité (Théorème d’Abel). En effet, on pose pour θ /∈ 2πZ,

Bk =
∑

0≤l≤k

eilθ =
ei(k+1)θ − 1

eiθ − 1
,

et l’on obtient∑
1≤k≤N

eikθ

k
=
∑

1≤k≤N

Bk −Bk−1

k
=
∑

1≤k≤N

Bk

k
−

∑
0≤k≤N−1

Bk

k + 1

=
BN

N
+

∑
1≤k≤N−1

Bk

(k + 1)k
−B0.

Comme θ /∈ 2πZ, on a

|BN |/N ≤ 2|eiθ − 1|−1N−1, et pour k ≥ 1,
|Bk|

(k + 1)k
≤ 2|eiθ − 1|−1k−2,

et par suite

lim
N→+∞

∑
1≤k≤N

eikθ

k
= −1 +

∑
k≥1

Bk

(k + 1)k
.

En particulier, pour θ = π, il vient∑
k≥1

(−1)k

k
= −1 +

∑
k≥1

(−1)k+1 − 1

(−2)(k + 1)k
= −1 +

∑
l≥1

1

(2l + 1)2l
.
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[3] La série entière
∑

k≥2
1

k(k−1)
zk, donnant

(1− z) ln(1− z) + z pour |z| < 1,

a pour rayon de convergence 1 et converge sur le cercle unité.

Lemme 11.3.20. Soient z0 ∈ C, r0 > 0 et soit f une fonction holomorphe sur
D(z0, r0). Alors, pour tout z ∈ D(z0, r0), on a

f(z) =
∑
k≥0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)k,

et le rayon de convergence de la série de droite est ≥ r0.

Démonstration. On peut supposer z0 = 0. En posant pour r > 0, t ∈ [0, 1], γr(t) =
re2iπt, on a pour |z| < r < r0, k ∈ N,

f (k)(z) =
k!

2iπ

∫
γr

f(ξ)

(ξ − z)k+1
dξ, et par suite

|f (k)(0)|
k!

≤
2πr supγr |f |

2πrk+1
,

ce qui implique que le rayon de convergence ρ de la série de droite dans le lemme
vérifie

1

ρ
= lim sup

k

(
|f (k)(0)|

k!

)1/k

≤ 1

r
, et donc ρ ≥ r.

Les fonctions holomorphes

D(0, r0) 3 z 7→ f(z), D(0, r0) 3 z 7→ f̃(z) =
∑
k≥0

f (k)(0)

k!
zk,

ont même développement de Taylor et donc f − f̃ possède un zéro d’ordre infini en
0, ce qui implique f = f̃ .

N.B. Notre argument est valide en particulier dans le cas r0 = +∞.

Théorème 11.3.21. Soient Ω un ouvert de C, z0 ∈ Ω et f ∈ H(Ω\{z0})∩L∞loc(Ω).
Alors f se prolonge de manière unique en une fonction holomorphe sur Ω.

Démonstration. Considérons Ω0 = D(z0, r0) ⊂ Ω pour un r0 > 0 (Ω0 est convexe).
On pose pour z ∈ Ω0,

g(z) =

{
f(z)(z − z0) si z 6= z0,
0 si z = z0.

La fonction g est holomorphe sur Ω0\{z0} et continue sur Ω0 car, comme f est
bornée au voisinage de z0,

lim
z→z0

g(z) = lim
z→z0
z 6=z0

f(z)(z − z0) = 0 = g(z0).
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Posons alors pour z ∈ Ω0, G(z) =
∫

[z0,z]
g(ξ)dξ. Si z, z + h ∈ Ω, on a

G(z + h)−G(z) =

∫
[z0,z+h]

f(ξ)dξ −
∫

[z0,z]

f(ξ)dξ,

et d’après le Lemme 11.3.8 appliqué à l’ouvert convexe Ω0, on a∫
[z0,z+h]

g(ξ)dξ +

∫
[z+h,z]

g(ξ)dξ +

∫
[z,z0]

g(ξ)dξ = 0,

ce qui implique

G(z + h)−G(z) =

∫
[z,z+h]

g(ξ)dξ =

∫ 1

0

g(z + th)hdt.

Par suite, on obtient

lim
h→0
h6=0

G(z + h)−G(z)

h
= g(z),

et donc que G est holomorphe sur Ω0 telle que G′ = g. Par suite g est holomorphe
sur Ω0 et comme g(z0) = 0, on a pour z ∈ Ω0,

h(z)(z − z0) = g(z), avec h holomorphe sur Ω0,

ce qui implique pour z 6= z0, z ∈ Ω0,

h(z)(z − z0) = f(z)(z − z0) et donc h(z) = f(z).

La fonction f se prolonge donc en une fonction holomorphe sur Ω0 (le prolongement
est unique par continuation analytique).

Fonctions méromorphes

Définition 11.3.22. Soient Ω un ouvert de C, z0 ∈ Ω et f ∈ H(Ω\{z0}). On dit
que f possède un pôle en z0 s’il existe N0 ∈ N∗, tel que

Ω\{z0} 3 z 7→ (z − z0)N0f(z)

se prolonge en une fonction holomorphe sur Ω. Le plus petit de ces entiers N0

s’appelle l’ordre du pôle de f en z0. Lorsque N0 = 1, on dira que f possède un pôle
simple en z0.

N.B. Lorsque le prolongement existe, il est unique (prolongement analytique).

N.B. La fonction z−N , N ∈ N∗ possède un pôle d’ordre N en 0. En revanche, la
fonction C∗ 3 z 7→ ez

−1
= ψ(z) est telle que pour tout N ∈ N∗, C∗ 3 z 7→ zNez

−1

ne se prolonge pas en une fonction holomorphe sur C : on dira que ψ possède une
singularité essentielle en 0.
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Soient Ω un ouvert de C, z0 ∈ Ω et f ∈ H(Ω\{z0}), possédant un pôle d’ordre
N0 en z0. Alors la fonction g donnée sur Ω\{z0}) par

g(z) = (z − z0)N0f(z),

se prolonge (de manière unique) en une fonction holomorphe sur Ω et l’on a pour
r0 > 0, |z − z0| < r0, ∑

k≥0

g(k)(z0)

k!
(z − z0)k = (z − z0)N0f(z),

i.e. pour 0 < |z − z0| < r0,

f(z) =
∑

1≤l≤N0

g(N0−l)(z0)

(N0 − l)!
(z − z0)−l +

∑
l≥0

g(l+N0)(z0)

(l +N0)!
(z − z0)l

On définit le Résidu de f en z0, noté Res(f, z0) par

Res(f, z0) =
g(N0−1)(z0)

(N0 − 1)!
. (11.3.15)

Définition 11.3.23. Soit Ω un ouvert de C, P un sous-ensemble discret fermé de
Ω, f ∈ H(Ω\P ). On dira que f est méromorphe sur Ω si f possède un pôle en tout
point de P .

N.B. Une fonction holomorphe sur Ω est aussi méromorphe (prendre P = ∅).
Remarque 11.3.24. Si K est un compact de Ω, K ∩ P est fini car compact discret.
Comme Ω est réunion dénombrable de compacts, l’ensemble P est dénombrable.

Exemple. Soient f , g des fonctions holomorphes sur un ouvert Ω connexe du plan
complexe avec g non identiquement nulle. Les zéros P de g forment un sous-ensemble
fermé discret de Ω et par conséquent f/g est une fonction méromorphe sur Ω.

Lemme 11.3.25. Soit γ un lacet de C ne contenant pas 0. Alors pour tout k ≥ 2,∫
γ

dξ

ξk
= 0.

Démonstration. Comme k 6= 1, on a∫
γ

dξ

ξk
=

∫ 1

0

γ̇(t)

γ(t)k
dt =

[γ(t)1−k

1− k

]t=1

t=0
= 0.

N.B. On obtient immédiatement que si γ : I → C est un lacet de C, z /∈ γ(I),

∀k ∈ N, k ≥ 2,

∫
γ

dξ

(ξ − z)k
= 0.
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Théorème 11.3.26. Soit Ω un ouvert étoilé de C, f une fonction méromorphe sur
Ω, γ un lacet de Ω ne passant par aucun pôle de f . Alors si P désigne l’ensemble
des pôles de f , ∫

γ

f(ξ)dξ = 2iπ
∑
p∈P

Res(f, p) Indγ(p), (11.3.16)

où la somme ci-dessus ne comporte qu’un nombre fini de termes non nuls.

Démonstration. Soit γ : [0, 1]→ Ω une lacet de Ω. Supposons que Ω soit étoilé par
rapport à un point ω0 et que le compact γ([0, 1]) soit inclus dans D(ω0, R0), R0 > 0.
Alors d’après le Théorème 11.3.15, pour z ∈ D(ω0, R0)c, on a Indγ(z) = 0. Il nous
suffit de considérer le nombre fini de pôles {p1, . . . , pm} (de multiplicités respectives
N1, . . . , Nm) pour lesquels pj ∈ D(ω0, R0). On considère alors

F (ξ) = f(ξ)−
∑

1≤j≤m

∑
1≤l≤Nj

aj,l
(ξ − pj)l

,

avec aj,l tels que F soit holomorphe sur Ω\{pj}j≥m+1 qui contient

Ω0 = Ω ∩D(ω0, R0), R0 > 0.

On remarque que l’ouvert Ω0 = Ω ∩ D(ω0, R0) est étoilé par rapport à Ω : si z ∈
Ω ∩D(ω0, R0), alors

[ω0, z] ⊂ Ω ∩D(ω0, R0),

l’inclusion dans Ω étant due au caractère étoilé de Ω et l’inclusion dans D(ω0, R0) à
sa convexité. En outre γ est un lacet de Ω0 et l’on peut donc appliquer le Théorème
11.3.11 qui implique ∫

γ

F (ξ)dξ = 0.

Le Lemme 11.3.25 donne par conséquent, avec le Théorème 11.3.15,∫
γ

f(ξ)dξ =
∑

1≤j≤m

aj,1

∫
γ

dξ

ξ − pj
= 2iπ

∑
1≤j≤m

aj,1 Indγ(pj)

= 2iπ
∑

1≤j≤m

Res(f, pj) Indγ(pj),

soit le résultat cherché.

11.4 Analyse de Fourier

11.4.1 Transformation de Fourier sur L1(Rn)

Définition 11.4.1. Pour u ∈ L1(Rn), on pose pour ξ ∈ Rn,

û(ξ) =

∫
Rn
e−2iπx·ξu(x)dx. (11.4.1)

On dira que û est la transformée de Fourier de u.
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Remarque 11.4.2. En posant pour u ∈ L1(Rn), ǔ(x) = u(−x), on remarque quê̌u = ˇ̂u, (11.4.2)

car ̂̌u(ξ) =
∫
Rn e

−2iπx·ξu(−x)dx =
∫
Rn e

2iπx·ξu(x)dx = ˇ̂u(ξ).

Lemme 11.4.3 (Riemann-Lebesgue). Pour u ∈ L1(Rn), la fonction û est unifor-
mément continue sur Rn, bornée et vérifie

lim
|ξ|→+∞

û(ξ) = 0. (11.4.3)

Démonstration. On a ‖û‖L∞(Rn) ≤ ‖u‖L1(Rn). De plus si φ ∈ C∞c (Rn), on a

avec α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, Dα
x = Dα1

x1
. . . Dαn

xn , Dxj =
∂

2iπ∂xj
, (11.4.4)

D̂α
xφ(ξ) = ξαφ̂(ξ), ξα = ξα1

1 . . . ξαnn , (11.4.5)

car
∂̂φ/∂xj(ξ) =

∫
Rn
e−2iπx·ξ ∂φ

∂xj
(x)dx = 2iπξj

∫
Rn
e−2iπx·ξφ(x)dx,

et par conséquent D̂xjφ(ξ) = ξjφ̂(ξ), ce qui donne (11.4.5) par itération. En parti-
culier, on obtient pour φ ∈ C∞c (Rn), avec P = 1 +

∑
1≤j≤nD

2
xj
,

φ̂(ξ) = (1 + |ξ|2)−1P̂ φ(ξ), |φ̂(ξ)| ≤ (1 + |ξ|2)−1‖Pφ‖L∞(Rn),

et donc lim|ξ|→+∞ φ̂(ξ) = 0. Soit u ∈ L1(Rn), φ ∈ C∞c (Rn) ; on a

|û(ξ)| ≤ |û(ξ)− φ̂(ξ)|+ |φ̂(ξ)| ≤ ‖û− φ‖L∞(Rn) + |φ̂(ξ)| ≤ ‖u− φ‖L1(Rn) + |φ̂(ξ)|,

et donc

lim sup
|ξ|→+∞

|û(ξ)| ≤ ‖u− φ‖L1(Rn), impliquant lim sup
|ξ|→+∞

|û(ξ)| ≤ inf
φ∈C∞c (Rn)

‖u− φ‖L1(Rn),

soit le résultat (11.4.3) par densité de C∞c (Rn) dans L1(Rn). En outre pour ξ, η ∈ Rn,
on a

û(ξ)− û(η) =

∫
Rn

(
e−2iπxξ − e−2iπxη

)
u(x)dx,

et comme |
(
e−2iπxξ−e−2iπxη

)
u(x)| ≤ 2|u(x)|, le théorème de convergence dominée de

Lebesgue implique la continuité de û. Comme û tend vers 0 à l’infini, cela démontre
également la continuité uniforme de u : avec

ωu(h) = sup
ξ∈Rn
|û(ξ + h)− û(ξ)|, on a lim

h→0
ωu(h) = 0,

sinon on pourrait trouver une suite (hk)k≥1 tendant vers 0 dans Rn, et ε0 > 0 tels
que ωu(hk) > ε0 ce qui impliquerait l’existence d’une suite (ξk)k≥1 de Rn telle que

(∗) |û(ξk + hk)− û(ξk)| ≥ ε0.

La suite (ξk)k≥1 doit nécessairement rester bornée car û tend vers 0 à l’infini. Comme
la suite (hk)k≥1 est également bornée, les suites (ξk + hk)k≥1, (ξk)k≥1 sont des suites
d’un compact K0 sur lequel la fonction continue û est uniformément continue, ce qui
est incompatible avec (∗).
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11.4.2 La transformation de Fourier sur S (Rn)

Définition 11.4.4. Soit n ≥ 1 un entier. L’espace de Schwartz S (Rn) est défini
comme l’espace vectoriel des fonctions u qui sont C∞ de Rn dans C telles que pour
tous les multi-indices α, β ∈ Nn,

sup
x∈Rn
|xα∂βxu(x)| < +∞.

Un exemple simple de fonction dans la classe de Schwartz est e−|x|2 , (|x| est la
norme euclidienne de x) et plus généralement, si A est une matrice n×n symétrique
définie positive, la fonction

vA(x) = e−π〈Ax,x〉, (11.4.6)

appartient à S (Rn). L’espace S (Rn) est un espace de Fréchet, dont la topologie est
définie par la famille dénombrable de semi-normes (pk)k∈N

pk(u) = sup
x∈Rn
|α|,|β|≤k

|xα∂βxu(x)|. (11.4.7)

Comme S (Rn) ⊂ L1(Rn), on peut défnir la transformation de Fourier sur S (Rn)
par la formule (11.4.1).

Lemme 11.4.5. La transformation de Fourier est continue de S (Rn) dans lui-
même.

Démonstration. On remarque simplement que

ξα∂βξ û(ξ) =

∫
e−2iπxξ∂αx (xβu)(x)dx(2iπ)|β|−|α|(−1)|β|,

et comme supx∈Rn(1+ |x|)n+1|∂αx (xβu)(x)| < +∞, cela donne le résultat cherché.

Lemme 11.4.6. Pour une matrice symétrique n× n définie positive A, on a

v̂A(ξ) = (det A)−1/2e−π〈A
−1ξ,ξ〉, (11.4.8)

où vA est définie par (11.4.6).

Démonstration. En diagonalisant la matrice A, il est suffisant de démontrer la ver-
sion unidimensionnelle de (11.4.8), i.e. de vérifier∫

e−2iπxξe−πx
2

dx =

∫
e−π(x+iξ)2

dxe−πξ
2

= e−πξ
2

,

où la seconde inégalité est obtenue en prenant la dérivée par rapport à ξ de∫
e−π(x+iξ)2

dx.

On a en effet

d

dξ

(∫
e−π(x+iξ)2

dx
)

=

∫
e−π(x+iξ)2

(−2iπ)(x+ iξ)dx

= i

∫
d

dx

(
e−π(x+iξ)2)

dx = 0.
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Pour a > 0, on obtient
∫
R e
−2iπxξe−πax

2
dx = a−1/2e−πa

−1ξ2
, soit le résultat cherché

en dimension 1. Si n ≥ 2, et A est une matrice symétrique définie positive, il existe
une matrice P orthogonale (i.e. tPP = Id) telle que

D =tPAP, D = diag(λ1, . . . , λn), tous les λj > 0.

Par suite comme |det P | = 1,∫
Rn
e−2iπx·ξe−π〈Ax,x〉dx =

∫
Rn
e−2iπ(Py)·ξe−π〈APy,Py〉dy

=

∫
Rn
e−2iπy·(tPξ)e−π〈Dy,y〉dy

(avec η = tPξ) =
∏

1≤j≤n

∫
R
e−2iπyjηje−πλjy

2
j dyj =

∏
1≤j≤n

λ
−1/2
j e−πλ

−1
j η2

j

= (det A)−1/2e−π〈D
−1η,η〉 = (det A)−1/2e−π〈

tPA−1P tPξ,tPξ〉

= (det A)−1/2e−π〈A
−1ξ,ξ〉.

Proposition 11.4.7. La transformation de Fourier est un isomorphisme de la classe
de Schwartz et pour u ∈ S (Rn), on a

u(x) =

∫
e2iπxξû(ξ)dξ. (11.4.9)

Démonstration. En utilisant (11.4.8), on peut calculer pour u ∈ S (Rn) et ε > 0,
avec des intégrales absolument convergentes,

uε(x) =

∫
e2iπxξû(ξ)e−πε

2|ξ|2dξ

=

∫∫
e2iπxξe−πε

2|ξ|2u(y)e−2iπyξdydξ

=

∫
u(y)e−πε

−2|x−y|2ε−ndy

=

∫ (
u(x+ εy)− u(x)

)︸ ︷︷ ︸
de valeur absolue≤ε|y|‖u′‖L∞

e−π|y|
2

dy + u(x).

En prenant la limite lorsque ε tend vers 0, on trouve la formule d’inversion de Fourier

u(x) =

∫
e2iπxξû(ξ)dξ. (11.4.10)

Nous avons aussi démontré que pour u ∈ S (Rn) et ǔ(x) = u(−x), on a

u =
ˇ̂
û. (11.4.11)

Comme u 7→ û et u 7→ ǔ sont des homomorphismes continus de S (Rn), cela achève
la démonstration de la proposition.
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Proposition 11.4.8. En utilisant la notation

Dxj =
1

2iπ

∂

∂xj
, Dα

x =
n∏
j=1

Dαj
xj

avec α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, (11.4.12)

on a, pour u ∈ S (Rn)

D̂α
xu(ξ) = ξαû(ξ), (Dα

ξ û)(ξ) = (−1)|α|x̂αu(x)(ξ) (11.4.13)

Démonstration. On a pour u ∈ S (Rn), û(ξ) =
∫
e−2iπx·ξu(x)dx et donc

(Dα
ξ û)(ξ) = (−1)|α|

∫
e−2iπx·ξxαu(x)dx,

ξαû(ξ) =

∫
(−2iπ)−|α|∂αx

(
e−2iπx·ξ)u(x)dx =

∫
e−2iπx·ξ(2iπ)−|α|(∂αxu)(x)dx,

ce qui démontre les deux formules.

N.B. Le plus important est certainement de remarquer que la transformation de
Fourier échange les opérations de dérivation et de multiplication. Par exemple avec

P (D) =
∑
|α|≤m

aαD
α
x , aα ∈ C,

on a pour u ∈ S (Rn), P̂ u(ξ) =
∑
|α|≤m aαξ

αû(ξ) = P (ξ)û(ξ), et donc

(Pu)(x) =

∫
Rn
e2iπx·ξP (ξ)û(ξ)dξ. (11.4.14)

Proposition 11.4.9. Soient φ, ψ des fonctions dans S (Rn). Alors la convolution 6

φ ∗ ψ appartient à l’espace de Schwartz et l’application

S (Rn)×S (Rn) 3 (φ, ψ) 7→ φ ∗ ψ ∈ S (Rn)

est continue. De plus, on a
φ̂ ∗ ψ = φ̂ψ̂. (11.4.15)

Démonstration. L’application (x, y) 7→ F (x, y) = φ(x−y)ψ(y) appartient à S (R2n)
car les dérivées par rapport à x, y de la fonction C∞ F sont des combinaisons linéaires
de produits (∂αφ)(x− y)(∂βψ)(y) et de plus

(1 + |x|+ |y|)N |(∂αφ)(x− y)(∂βψ)(y)|
≤ (1 + |x− y|)N |(∂αφ)(x− y)|(1 + 2|y|)N |(∂βψ)(y)|

≤ p(φ)q(ψ),

6. (φ ∗ ψ)(x) =
∫
φ(y)ψ(x− y)dy =

∫
φ(x− y)φ(y)dy.
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où p, q sont des semi-normes sur S (Rn). Cela démontre que l’application bilinéaire
(φ, ψ) 7→ F (φ, ψ) est continue de S (Rn)×S (Rn) dans S (R2n). On obtient main-
tenant directement ∂αx (φ ∗ ψ) = (∂αxφ) ∗ ψ et

(1 + |x|)N |∂αx (φ ∗ ψ)| ≤
∫
|F (∂αφ, ψ)(x, y)|(1 + |x|)Ndy

≤
∫
|F (∂αφ, ψ)(x, y)|(1 + |x|)N(1 + |y|)n+1︸ ︷︷ ︸

≤p(F )

(1 + |y|)−n−1dy,

où p est une semi-norme de F (donc borné par un produit de semi-normes de φ et
ψ), démontrant la propriété de continuité. On obtient également du théorème de
Fubini,

(φ̂ ∗ ψ)(ξ) =

∫∫
e−2iπ(x−y)·ξe−2iπy·ξφ(x− y)ψ(y)dydx = φ̂(ξ)ψ̂(ξ),

ce qui termine la démonstration de la proposition.

11.4.3 La transformation de Fourier sur S ′(Rn)

Définition 11.4.10. Soit n un entier ≥ 1. On définit l’espace S ′(Rn) comme le
dual topologique de l’espace de Fréchet S (Rn) : cet espace est appelé l’espace des
distributions tempérées sur Rn.

On remarque que l’application

S (Rn) 3 φ 7→ ∂φ

∂xj
∈ S (Rn),

est continue car pour tout k ∈ N, pk(∂φ/∂xj) ≤ pk+1(φ), où les semi-normes pk sont
définies en (11.4.7). Cette propriété nous permet de définir par dualité la dérivée
d’une distribution tempérée.

Définition 11.4.11. Soit u ∈ S ′(Rn). On définit ∂u/∂xj comme un élément de
S ′(Rn) par

〈 ∂u
∂xj

, φ〉S ′,S = −〈u, ∂φ
∂xj
〉S ′,S . (11.4.16)

L’application u 7→ ∂u/∂xj est un endomorphisme de S ′(Rn) car les estimations

∀φ ∈ S (Rn), |〈 ∂u
∂xj

, φ〉| ≤ Cupku(
∂φ

∂xj
) ≤ Cupku+1(φ),

assurent la continuité sur S (Rn) de la forme linéaire ∂u/∂xj.

Définition 11.4.12. Soit u ∈ S ′(Rn) et soit P un polynôme de n variables à
coefficients complexes. On définit le produit comme un élément de S ′(Rn) par

〈Pu, φ〉S ′,S = 〈u, Pφ〉S ′,S . (11.4.17)
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L’application u 7→ Pu est un endomorphisme de S ′(Rn) car les estimations

∀φ ∈ S (Rn), |〈Pu, φ〉| ≤ Cupku(Pφ) ≤ Cupku+D(φ),

où D est le degré de P , assurent la continuité sur S (Rn) de la forme linéaire Pu.

Lemme 11.4.13. Soit Ω un ouvert de Rn, f ∈ L1
loc(Ω) tels que pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω),∫

f(x)ϕ(x)dx = 0. Alors, on a f = 0.

Démonstration. Soit K un compact de Ω et soit χ ∈ C∞c (Ω) égale à 1 sur un
voisinage de K. Si ρ ∈ C∞c (Rn),

∫
ρ(t)dt = 1, on obtient que, avec ε > 0 et ρε(t) =

ε−nρ(t/ε),
lim
ε→0+

ρε ∗ (χf) = χf dans L1(Rn).

On a
(
ρε ∗ (χf)

)
(x) =

∫
f(y)χ(y)ρ

(
(x− y)ε−1

)
ε−n︸ ︷︷ ︸

=ϕx(y)

dy, avec suppϕx ⊂ suppχ,

ϕx ∈ C∞c (Ω), et d’après l’hypothèse du lemme, on obtient
(
ρε ∗ (χf)

)
(x) = 0 pour

tout x, ce qui implique χf = 0 d’après le résultat de convergence et donc f = 0,
p.p. sur K ; on obtient la conclusion du lemme car Ω est réunion dénombrable de
compacts.

Définition 11.4.14 (Support d’une distribution). Pour u ∈ S ′(Rn), on définit le
support de u et l’on note suppu le fermé de Rn défini par

(suppu)c = {x ∈ Rn,∃V ouvert ∈ Vx, u|V = 0}, (11.4.18)

où Vx est l’ensemble des voisinages de x et u|V = 0 signifie que pour toute fonction
φ ∈ C∞c (V ), 〈u, φ〉 = 0.

Proposition 11.4.15.
(1) On a S ′(Rn) ⊃ ∪1≤p≤+∞L

p(Rn), avec une injection continue pour chacun des
Lp(Rn) dans S ′(Rn). Par conséquent, S ′(Rn) contient également toutes les dérivées
de tous les ordres au sens de (11.4.16) de toutes les fonctions dans l’un des Lp(Rn).
(2) Pour u ∈ C1(Rn) tel que(

|u(x)|+ |du(x)|
)
(1 + |x|)−N ∈ L1(Rn), (11.4.19)

pour un N ≥ 0, la dérivée au sens (11.4.16) coïncide avec la dérivée ordinaire.

Démonstration. (1) Pour u ∈ Lp(Rn) et φ ∈ S (Rn), on peut définir

〈u, φ〉S ′,S =

∫
Rn
u(x)φ(x)dx, (11.4.20)

qui est une forme linéaire continue sur S (Rn) : on a

|〈u, φ〉S ′,S | ≤ ‖u‖Lp(Rn)‖φ‖Lp′ (Rn),

‖φ‖Lp′ (Rn) ≤ sup
x∈Rn

(
(1 + |x|)

n+1
p′ |φ(x)|

)
Cn,p ≤ Cn,ppk(φ), for k ≥ kn,p =

n+ 1

p′
,
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aver pk donné par (11.4.7) (si p = 1, on peut prendre k = 0). On a effectivement
une injection continue de Lp(Rn) dans S ′(Rn) : tout d’abord l’application donnée
par (11.4.20) est bien définie et continue d’après l’estimation

|〈u, φ〉| ≤ ‖u‖LpCn,ppkn,p(φ).

De plus cette application est linéaire et injective d’après le lemme 11.4.13.
(2) Pour φ ∈ S (Rn), χ0 ∈ C∞c (Rn), χ0 = 1 près de 0, on a

A = 〈 ∂u
∂xj

, φ〉S ′,S = −〈u, ∂φ
∂xj
〉S ′,S = −

∫
Rn
u(x)

∂φ

∂xj
(x)dx

de sorte que, en utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on trouve

A = − lim
ε→0+

∫
Rn
u(x)

∂φ

∂xj
(x)χ0(εx)dx.

En faisant une intégration par parties sur des fonctions C1 à support compact, on
obtient

A = lim
ε→0+

{∫
Rn

(∂ju)(x)φ(x)χ0(εx)dx+ ε

∫
Rn
u(x)φ(x)(∂jχ0)(εx)dx

}
,

où ∂ju est la dérivée ordinaire. On a également∫
Rn
|u(x)φ(x)(∂jχ0)(εx)|dx ≤ ‖∂jχ0)‖L∞(Rn)

∫
|u(x)|(1 + |x|)−Ndx pN(φ) < +∞,

de sorte que

〈 ∂u
∂xj

, φ〉S ′,S = lim
ε→0+

∫
Rn

(∂ju)(x)φ(x)χ0(εx)dx.

Comme le membre de gauche est une forme linéaire continue sur S (Rn), c’est aussi
le cas du membre de droite. Par ailleurs pour φ ∈ C∞c (Rn), le membre de droite est∫
Rn(∂ju)(x)φ(x)dx. Comme C∞c (Rn) est dense dans S (Rn), on trouve que

〈 ∂u
∂xj

, φ〉S ′,S =

∫
Rn

(∂ju)(x)φ(x)dx,

car l’application φ 7→
∫
Rn(∂ju)(x)φ(x)dx appartient à S ′(Rn), grâce à l’hypothèse

sur du dans (11.4.19). Cela démontre que ∂u
∂xj

= ∂ju.

La transformation de Fourier peut être prolongée à S ′(Rn). Remarquons d’abord
que pour T, φ dans la classe de Schwartz, en utilisant le théorème de Fubini, on
obtient ∫

T̂ (ξ)φ(ξ)dξ =

∫∫
T (x)φ(ξ)e−2iπx·ξdxdξ =

∫
T (x)φ̂(x)dx,

et l’on peut utiliser cette formule comme une définition.
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Définition 11.4.16. Soit T une distribution tempérée ; la transformée de Fourier
T̂ de T est la distribution tempérée définie par la formule

〈T̂ , ϕ〉S ′,S = 〈T, ϕ̂〉S ′,S . (11.4.21)

La forme linéaire T̂ est manifestement une distribution tempérée car la transforma-
tion de Fourier est continue sur S . Grâce au lemme 11.4.13, si T ∈ S , la définition
de T̂ et (11.4.1) coïncident.

Cette définition donne pour δ0 masse de Dirac en 0, 〈δ0, φ〉S ′,S = φ(0) (une distri-
bution tempérée), et l’on obtient

δ̂0 = 1, (11.4.22)

car 〈δ̂0, ϕ〉 = 〈δ0, ϕ̂〉 = ϕ̂(0) =
∫
ϕ(x)dx = 〈1, ϕ〉.

Théorème 11.4.17. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S ′(Rn).
Soit T une distribution tempérée. Alors 7

T =
ˇ̂
T̂,

ˇ̂
T = ˆ̌T . (11.4.23)

On obtient les extensions suivantes de (11.4.13),

D̂α
xT (ξ) = ξαT̂ (ξ), (Dα

ξ T̂ )(ξ) = (−1)|α|x̂αT (x)(ξ). (11.4.24)

Démonstration. Pour T ∈ S ′, on a

〈
ˇ̂
T̂, ϕ〉S ′,S = 〈 ˆ̂T , ϕ̌〉S ′,S = 〈T̂ , ˆ̌ϕ〉S ′,S = 〈T, ˆ̌̂ϕ〉S ′,S = 〈T, ϕ〉S ′,S ,

où la dernière égalité est due au fait que ϕ 7→ ϕ̌ commute 8 avec la transformation
de Fourier et que (11.4.10) signifie

ˇ̂
ϕ̂ = ϕ,

une formule vérifiée sur S ′ d’après les égalités qui précèdent. La formule (11.4.13)
est vraie également pour T ∈ S ′ car avec ϕ ∈ S et ϕα(ξ) = ξαϕ(ξ), on a

〈D̂αT , ϕ〉S ′,S = 〈T, (−1)|α|Dαϕ̂〉S ′,S = 〈T, ϕ̂α〉S ′,S = 〈T̂ , ϕα〉S ′,S ,
et l’autre formule se démontre de manière analogue.

La transformation de Fourier sur L1(Rn)

Revenons un instant sur le paragraphe 11.4.1 et vérifions que la transformée
de Fourier définie précédemment pour u ∈ L1(Rn) coïncide avec la transformée de
Fourier de u ∈ L1(Rn) considérée comme distribution tempérée.

Pour une fonction test ϕ ∈ S (Rn), et u ∈ L1(Rn), on a (définition (11.4.21),
théorème de Fubini),

〈û, ϕ〉S ′,S =

∫
u(x)ϕ̂(x)dx =

∫∫
u(x)ϕ(ξ)e−2iπx·ξdxdξ =

∫
ũ(ξ)ϕ(ξ)dξ

avec ũ(ξ) =
∫
e−2iπx·ξu(x)dx qui est donc la transformée de Fourier de u.

7. On définit Ť comme la distribution donnée par 〈Ť , ϕ〉 = 〈T, ϕ̌〉 et si T ∈ S ′, Ť est aussi une
distribution tempérée car ϕ 7→ ϕ̌ est un isomorphisme involutif de S .

8. Si ϕ ∈ S , on a ̂̌ϕ(ξ) =
∫
e−2iπx·ξϕ(−x)dx =

∫
e2iπx·ξϕ(x)dx = ϕ̂(−ξ) = ˇ̂ϕ(ξ).
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La transformation de Fourier sur L2(Rn)

Théorème 11.4.18 (formule de Plancherel).
La transformation de Fourier s’étend en un opérateur unitaire sur L2(Rn), i.e. il
existe un unique opérateur linéaire borné F : L2(Rn) −→ L2(Rn), tel que pour
u ∈ S (Rn), Fu = û et l’on a F ∗F = FF ∗ = IdL2(Rn). De plus

F ∗ = CF = FC, F 2C = IdL2(Rn), (11.4.25)

où C est l’isomorphisme involutif de L2(Rn) defini par (Cu)(x) = u(−x). On obtient
la formule de Plancherel : pour u, v ∈ L2(Rn),

(û, v̂)L2(Rn) =

∫
Rn
û(ξ)v̂(ξ)dξ =

∫
u(x)v(x)dx = (u, v)L2(Rn). (11.4.26)

Démonstration. Pour des fonctions test ϕ, ψ ∈ S (Rn), en utilisant le théorème de
Fubini et (11.4.10), on obtient 9

(ψ̂, ϕ̂)L2(Rn) =

∫
ψ̂(ξ)ϕ̂(ξ)dξ =

∫∫
ψ̂(ξ)e2iπx·ξϕ(x)dxdξ = (ψ, ϕ)L2(Rn).

De plus la densité de S dans L2 montre qu’il y a une unique extension F de la
transformation de Fourier à L2 et que cette extension est isométrique (i.e. telle que
pour tout u ∈ L2(Rn), ‖Fu‖L2 = ‖u‖L2 , i.e. F ∗F = IdL2). On note que C défini par
Cu = ǔ est un isomorphisme involutif de L2(Rn) et que pour u ∈ S (Rn),

CF 2u = u = FCFu = F 2Cu.

La densité de S (Rn) in L2(Rn) assure que les opérateurs bornés

CF 2, IdL2(Rn), FCF, F
2C,

sont égaux. Par ailleurs, pour u, ϕ ∈ S (Rn), on a

(F ∗u, ϕ)L2 = (u, Fϕ)L2 =

∫
u(x)ϕ̂(x)dx

=

∫∫
u(x)ϕ̄(ξ)e2iπx·ξdxdξ = (CFu, ϕ)L2 ,

de sorte que F ∗u = CFu pour tout u ∈ S et par continuité F ∗ = CF comme
opérateur borné sur L2(Rn), ce qui donne FF ∗ = FCF = Id.

11.4.4 Exemples classiques

La fonction d’Heaviside est définie sur R par H(x) = 1 pour x > 0, H(x) = 0
pour x ≤ 0 ; comme fonction measurable bornée, c’est une distribution tempérée

9. Remarquons que le produit scalaire (u, v)L2 dans l’espace de Hilbert complexe L2(Rn) est
linéaire par rapport à u et antilinéaire par rapport à v : pour λ, µ ∈ C, (λu, µv)L2 = λµ̄(u, v)L2 .
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et l’on peut calculer sa transformée de Fourier. Avec δ0 la masse de Dirac en 0,
Ȟ(x) = H(−x), on a

Ĥ + ̂̌H = 1̂ = δ0, Ĥ − ̂̌H = ŝign,
1

iπ
=

1

2iπ
2δ̂0(ξ) = D̂ sign(ξ) = ξŝignξ.

Remarquons que R 7→ ln |x| appartient à S ′(R) et 10 on définit la valeur principale
de 1/x sur R par

pv
(1

x

)
=

d

dx
(ln |x|), (11.4.27)

de sorte que 〈pv1

x
, φ〉 = −

∫
φ′(x) ln |x|dx = − lim

ε→0+

∫
|x|≥ε

φ′(x) ln |x|dx

= lim
ε→0+

(∫
|x|≥ε

φ(x)
1

x
dx+

(
φ(ε)− φ(−ε)

)
ln ε︸ ︷︷ ︸

→0

)
= lim

ε→0+

∫
|x|≥ε

φ(x)
1

x
dx. (11.4.28)

Ceci implique ξ
(
ŝignξ − 1

iπ
pv(1/ξ)

)
= 0 et il vient

ŝignξ − 1

iπ
pv(1/ξ) = cδ0,

aver c = 0 car le membre de gauche est impair 11. On obtient

ŝign(ξ) =
1

iπ
pv

1

ξ
, (11.4.29)

̂
pv(

1

πx
) = −i sign ξ, (11.4.30)

Ĥ =
δ0

2
+

1

2iπ
pv(

1

ξ
) =

1

(x− i0)

1

2iπ
. (11.4.31)

Considérons maintenant pour 0 < α < n, la fonction L1
loc(Rn), uα(x) = |x|α−n

(|x| est la norme euclidienne de x) ; comme uα est aussi bornée pour |x| ≥ 1, c’est
une distribution tempérée. Calculons sa transformée de Fourier vα. Comme uα est
homogène de degré α − n, on obtient que vα est homogène de degré −α. D’autre
part, si S ∈ O(Rn) (le groupe orthogonal), on a au sens des distributions 12 comme
uα est une fonction radiale, i.e. telle que

vα(Sξ) = vα(ξ). (11.4.32)

La distribution |ξ|αvα(ξ) est homogène de degré 0 sur Rn\{0} et est aussi “radiale",
i.e. vérifie (11.4.32). De plus sur Rn\{0}, la distribution vα est une fonction C1 qui

10. Pour φ ∈ S (R), on a 〈ln |x|, φ(x)〉S ′(R),S (R) =
∫
R φ(x) ln |x|dx.

11. Une distribution T sur Rn est dite impaire (resp. paire) si Ť = −T (resp. T ).
12. Pour M ∈ Gl(n,R), T ∈ S ′(Rn), on définit 〈T (Mx), φ(x)〉 = 〈T (y), φ(M−1y)〉|detM |−1.
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coïncide avec 13∫
e−2iπx·ξχ0(x)|x|α−ndx+ |ξ|−2N

∫
e−2iπx·ξ|Dx|2N

(
χ1(x)|x|α−n

)
dx,

où χ0 ∈ C∞c (Rn) vaut 1 près de 0 et χ1 = 1 − χ0, N ∈ N, α + 1 < 2N . Par suite
|ξ|αvα(ξ) = cα sur Rn\{0} et la distribution sur Rn (noter que α < n)

T = vα(ξ)− cα|ξ|−α

est supportée en {0} et homogène (sur Rn) de degré −α. La condition 0 < α < n
fournit vα = cα|ξ|−α. Pour trouver cα, on calcule∫

Rn
|x|α−ne−πx2

dx = 〈uα, e−πx
2〉 = cα

∫
Rn
|ξ|−αe−πξ2

dξ,

qui donne

2−1Γ(
α

2
)π−

α
2 =

∫ +∞

0

rα−1e−πr
2

dr = cα

∫ +∞

0

rn−α−1e−πr
2

dr

= cα2−1Γ(
n− α

2
)π−(n−α

2
).

Nous avons démontré le lemme suivant.

Lemme 11.4.19. Soit n ∈ N∗ et α ∈ (0, n). La fonction uα(x) = |x|α−n est L1
loc(Rn)

et est aussi une distribution tempérée sur Rn. Sa transformée de Fourier vα est aussi
L1

loc(Rn) et donnée par

vα(ξ) = |ξ|−απ
n
2
−α Γ(α

2
)

Γ(n−α
2

)
.

Transformées de Fourier des gaussiennes

Proposition 11.4.20. Soit A une matrice n× n réelle symétrique définie positive.
On définit vA sur Rn par vA(x) = e−π〈Ax,x〉. La transformée de Fourier de vA est

v̂A(ξ) = (det A)−1/2e−π〈A
−1ξ,ξ〉. (11.4.33)

Si B est une matrice n× n réelle symétrique non singulière, on a

Fourier(eiπ〈Bx,x〉)(ξ) = v̂−iB(ξ) = |det B|−1/2ei
π
4

signBe−iπ〈B
−1ξ,ξ〉. (11.4.34)

13. On a ûα = χ̂0uα + χ̂1uα et pour φ supportée dans Rn\{0} on obtient,

〈χ̂1uα, φ〉 = 〈χ̂1uα|ξ|2N , φ(ξ)|ξ|−2N 〉 = 〈 ̂|Dx|2Nχ1uα, φ(ξ)|ξ|−2N 〉.
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Démonstration. C’est le lemme 11.4.6 pour la première assertion. En outre en di-
mension 1 si a ∈ C,Re a > 0, on a ψa ∈ S (R), avec ψa(x) = e−πax

2 . De plus la
fonction holomorphe sur {Re a > 0}∫

e−2iπxξe−πax
2

dx− a−1/2e−πa
−1ξ2

s’annule sur R∗+ et par prolongement analytique s’annule sur {Re a > 0}. Pour la
seconde assertion, il suffit, en utilisant la même méthode que celle du lemme 11.4.6,
de la démontrer pour n = 1. Supposons par exemple que b ∈ R∗+. Soit φ ∈ S (R) ;
on a avec T (x) = eiπbx

2 ,

〈T̂ , φ〉 =

∫
eiπbx

2

φ̂(x)dx = lim
ε→0+

∫
e−π(ε−ib)x2

φ̂(x)dx

= lim
ε→0+

(ε− ib)−1/2

∫
e−π(ε−ib)−1ξ2

φ(ξ)dξ,

et donc T̂ (ξ) = eiπ/4b−1/2e−iπb
−1ξ2

. Un calcul analogue donne le résultat cherché pour
b < 0 et la diagonalisation de la matrice B fournit le résultat en dimension n.

11.4.5 Multiplicateurs de S ′(Rn)

Définition 11.4.21. L’espace OM(Rn) des multiplicateurs de S (Rn) est l’espace
des fonctions f ∈ C∞(Rn) telles que ,

∀α ∈ Nn,∃Cα > 0,∃Nα ∈ N, ∀x ∈ Rn, |(∂αx f)(x)| ≤ Cα(1 + |x|)Nα . (11.4.35)

Il est facile de voir que pour f ∈ OM(Rn), l’opérateur u 7→ fu est continu de
S (Rn) dans lui-même et par transposition de S ′(Rn) dans lui-même : on définit
pour T ∈ S ′(Rn), f ∈ OM(Rn),

〈fT, ϕ〉S ′,S = 〈T, fϕ〉S ′,S ,

et si p est une semi-norme S , la continuité sur S de la multiplication par f implique
qu’il existe une semi-norme q sur S telle que pour tout ϕ ∈ S , p(fϕ) ≤ q(ϕ). Un
exemple typique de fonction dans OM(Rn) est eiP (x) où P est un polynôme réel :
les dérivées de eiP (x) sont du type Q(x)eiP (x) où Q est un polynôme de sorte que
(11.4.35) est vérifié.

Définition 11.4.22. Soient T, S des distributions tempérées sur Rn telles que T̂
appartienne à OM(Rn). On définit la convolution T ∗ S par

T̂ ∗ S = T̂ Ŝ. (11.4.36)

On peut noter que cette définition a un sens car T̂ est un multiplicateur de sorte
que T̂ Ŝ est effectivement une distribution tempérée, dont la transformée de Fourier
inverse a un sens. On a

〈T ∗ S, φ〉S ′(Rn),S (Rn) = 〈T̂ ∗ S, ˆ̌φ〉S ′(Rn),S (Rn) = 〈Ŝ, T̂ ˆ̌φ〉S ′(Rn),S (Rn).
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Proposition 11.4.23. Soit T une distribution sur Rn à support compact. Alors T̂
est un multiplicateur qui peut être prolongé en une fonction entière sur Cn telle que
si suppT ⊂ B̄(0, R0),

∃C0, N0 ≥ 0,∀ζ ∈ Cn, |T̂ (ζ)| ≤ C0(1 + |ζ|)N0e2πR0| Im ζ|. (11.4.37)

En particulier, pour S ∈ S ′(Rn), on peut définir comme en (11.4.36) la convolution
T ∗ S.

Démonstration. Examinons d’abord le cas R0 = 0 : la distribution T est supportée
dans {0} et est par conséquent une combinaison linéaire de dérivées de la masse de
Dirac en 0. Les formules (11.4.22), (11.4.24) impliquent que T̂ est un polynôme de
sorte que les conclusions de la proposition 11.4.23 sont valides dans ce cas.

Supposons que R0 > 0 et considérons une fonction χ égale à 1 sur un voisinage
de suppT (cela implique χT = T ). On a

〈T̂ , φ〉S ′,S = 〈χ̂T , φ〉S ′,S = 〈T, χφ̂〉S ′,S . (11.4.38)

D’autre part, en définissant pour ζ ∈ Cn (avec x · ζ =
∑
xjζj for x ∈ Rn),

F (ζ) = 〈T (x), χ(x)e−2iπx·ζ〉S ′,S , (11.4.39)

on voit que F est une fonction entière : on calcule

F (ζ + h)− F (ζ) = 〈T (x), χ(x)e−2iπx·ζ(e−2iπx·h − 1)〉
= 〈T (x), χ(x)e−2iπx·ζ(−2iπx · h)〉

+ 〈T (x), χ(x)e−2iπx·ζ
∫ 1

0

(1− θ)e−2iθπx·hdθ(−2iπx · h)2〉,

et en utilisant pour le dernier terme la propriété de continuité de la forme linéaire
T , on obtient que la différentielle complexe de F est∑

1≤j≤n

〈T (x), χ(x)e−2iπx·ζ(−2iπxj)〉dζj.

De plus les dérivées de (11.4.39) sont données par

F (k)(ζ) = 〈T (x), χ(x)e−2iπx·ζ(−2iπx)k〉S ′,S . (11.4.40)

Pour évaluer les semi-normes de

x 7→ χ(x)e−2iπx·ζ(−2iπx)k,

dans l’espace de Schwartz, on doit traiter une somme finie de produits du type∣∣xγ(∂αχ)(x)e−2iπx·ζ(−2iπζ)β
∣∣ ≤ (1 + |ζ|)|β| sup

x∈Rn
|xγ(∂αχ)(x)e2π|x|| Im ζ||.

On peut choisir une fonction χ0 égale à 1 sur B(0, 1), supportée dans B(0, R0+2ε
R0+ε

)

telle que ‖∂βχ0‖L∞ ≤ c(β)ε−|β| avec ε = R0

1+|ζ| . On trouve avec

χ(x) = χ0(x/(R0 + ε)) (qui vaut 1 sur un voisinage de B(0, R0)),
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sup
x∈Rn
|xγ(∂αχ)(x)e2π|x|| Im ζ|| ≤ (R0 + 2ε)|γ| sup

y∈Rn
|(∂αχ0)(y)e2π(R0+2ε)| Im ζ||

≤ (R0 + 2ε)|γ|e2π(R0+2ε)| Im ζ|c(α)ε−|α|

= (R0 + 2
R0

1 + |ζ|
)|γ|e2π(R0+2

R0
1+|ζ| )| Im ζ|c(α)(

1 + |ζ|
R0

)|α|

≤ (3R0)|γ|e2πR0| Im ζ|e4πR0c(α)R
−|α|
0 (1 + |ζ|)|α|,

qui implique
|F (k)(ζ)| ≤ e2πR0| Im ζ|Ck(1 + |ζ|)Nk ,

qui donne que Rn 3 ξ 7→ F (ξ) est effectivement un multiplicateur. On a également

〈T, χφ̂〉S ′,S = 〈T (x), χ(x)

∫
Rn
φ(ξ)e−2iπxξdξ〉S ′,S .

Comme la fonction F est entière, on a pour φ ∈ C∞c (Rn), en utilisant (11.4.40) et le
théorème de Fubini sur `1(N)× L1(Rn),∫

Rn
F (ξ)φ(ξ)dξ =

∑
k≥0

〈T (x), χ(x)(−2iπx)k〉
∫

suppφ

ξk

k!
φ(ξ)dξ. (11.4.41)

D’autre part, comme φ̂ est aussi entière, on a

〈T, χφ̂〉 = 〈T (x), χ(x)
∑
k≥0

(φ̂)(k)(0)xk/k!〉

= 〈T (x), χ(x) lim
N→+∞

∑
0≤k≤N

(φ̂)(k)(0)xk/k!︸ ︷︷ ︸
convergence dans C∞c (Rn)

〉

= lim
N→+∞

∑
0≤k≤N

〈T (x), χ(x)xk/k!〉
∫
Rn
φ(ξ)(−2iπξ)kdξ.

Grâce à (11.4.41), ceci est égal à
∫
Rn F (ξ)φ(ξ)dξ. Par conséquent les distributions

tempérées T̂ et F coïncident sur C∞c (Rn), qui est dense dans S (Rn) de sorte que
T̂ = F , ce qui achève la démonstration.

11.4.6 La formule sommatoire de Poisson

Paquets d’ondes

On pose pour x ∈ Rn, (y, η) ∈ Rn × Rn,

ϕy,η(x) = 2n/4e−π(x−y)2

e2iπ(x−y)·η = 2n/4e−π(x−y−iη)2

e−πη
2

, (11.4.42)

où pour ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Cn, ζ2 =
∑

1≤j≤n

ζ2
j . (11.4.43)

On note que la fonction ϕy,η appartient à S (Rn) avec une norme L2 égale à 1. En
fait ϕy,η apparaît comme une translatée de phase d’une gaussienne normalisée. Le
lemme suivant introduit la transformée en paquets d’ondes comme une ondelette de
Gabor.
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Lemme 11.4.24. Soit u une fonction dans la classe de Schwartz S (Rn). On définit

(Wu)(y, η) = (u, ϕy,η)L2(Rn) = 2n/4
∫
u(x)e−π(x−y)2

e−2iπ(x−y)·ηdx (11.4.44)

= 2n/4
∫
u(x)e−π(y−iη−x)2

dxe−πη
2

. (11.4.45)

Pour u ∈ L2(Rn), la fonction Tu définie par

(Tu)(y + iη) = eπη
2

Wu(y,−η) = 2n/4
∫
u(x)e−π(y+iη−x)2

dx (11.4.46)

est une fonction entière. L’application u 7→ Wu est continue de S (Rn) dans S (R2n)
et isométrique de L2(Rn) dans L2(R2n). De plus on a la formule de reconstruction
suivante,

u(x) =

∫∫
Rn×Rn

(Wu)(y, η)ϕy,η(x)dydη. (11.4.47)

Démonstration. Pour u dans S (Rn), on a

(Wu)(y, η) = e2iπyηΩ̂
1

(η, y)

où Ω̂
1 est la transformée de Fourier par rapport à la première variable de la fonction

Ω ∈ S (R2n) donnée par Ω(x, y) = u(x)e−π(x−y)2
2n/4. Par conséquent, la fonction

Wu appartient à S (R2n). On peut donc calculer

2−n/2(Wu,Wu)L2(R2n) =

lim
ε→0+

∫
u(x1)u(x2)e−π[(x1−y)2+(x2−y)2+2i(x1−x2)η+ε2η2]dydηdx1dx2. (11.4.48)

Cette intégrale sur R4n est absolument convergente et l’on peut utiliser le théorème
de Fubini. En intégrant par rapport à η, on trouve la transformée de Fourier d’une
gaussienne et l’on obtient ε−ne−πε−2(x1−x2)2

. Comme on a

2(x1 − y)2 + 2(x2 − y)2 = (x1 + x2 − 2y)2 + (x1 − x2)2,

en intégrant par rapport à y, on trouve un facteur 2−n/2. Il nous reste donc

(Wu,Wu)L2(R2n)

= lim
ε→0+

∫
u(x1) u(x2)e−π(x1−x2)2/2ε−ne−πε

−2(x1−x2)2

dx1dx2. (11.4.49)

Après un changement de variables, il vient

lim
ε→0+

∫
u(s+ εt/2) u(s− εt/2)e−πε

2t2/2e−πt
2

dtds = ‖u‖2
L2(Rn),

grâce au théorème de convergence dominée de Lebesgue : l’inégalité triangulaire et
l’estimation |u(x)| ≤ C(1 + |x|)−n−1 impliquent avec v = u/C,

|v(s+ εt/2) v(s− εt/2)| ≤ (1 + |s+ εt/2|)−n−1(1 + |s+ εt/2|)−n−1

≤ (1 + |s+ εt/2|+ |s− εt/2|)−n−1

≤ (1 + 2|s|)−n−1.
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Finalement on obtient pour u ∈ S (Rn),

‖Wu‖2
L2(R2n) = ‖u‖2

L2(Rn) (11.4.50)

et par densité de S (Rn) dans L2(Rn), il vient

W : L2(Rn)→ L2(R2n) avec W ∗W = idL2(Rn). (11.4.51)

On remarque d’abord que
∫∫

Wu(y, η)ϕy,ηdydη appartient à L2(Rn) (avec une norme
≤ ‖Wu‖L1(R2n)) et en appliquant le théorème de Fubini, on obtient en polarisant
(11.4.50) pour u, v ∈ S (Rn),

(u, v)L2(Rn) = (Wu,Wv)L2(R2n) =

∫∫
Wu(y, η)(ϕy,η, v)L2(Rn)dydη

= (

∫∫
Wu(y, η)ϕy,ηdydη, v)L2(Rn),

ce qui donne u =
∫∫

Wu(y, η)ϕy,ηdydη, qui constitue le résultat du lemme.

Formule de Poisson

Lemme 11.4.25. Pour tout z ∈ C, les séries suivantes sont absolument conver-
gentes et ∑

m∈Z

e−π(z+m)2

=
∑
m∈Z

e−πm
2

e2iπmz. (11.4.52)

Démonstration. On pose ω(z) =
∑

m∈Z e
−π(z+m)2

. La fonction ω est entière et pé-
riodique de période 1. De plus, pour tout m ∈ Z, z 7→ e−π(z+m)2 est entière et pour
R > 0,

sup
|z|≤R

|e−π(z+m)2 | ≤ sup
|z|≤R

|e−πz2|e−πm2

e2π|m|R ∈ `1(Z).

Par conséquent, pour z ∈ R, on obtient en développant ω en série de Fourier 14,

ω(z) =
∑
k∈Z

e2iπkz

∫ 1

0

ω(x)e−2iπkxdx.

14. Noter que l’on utilise ce développement pour une fonction C∞ périodique de période 1. La
démonstration est simple et demande uniquement de calculer

1 + 2 Re
∑

1≤k≤N

e2iπkx =
sinπ(2N + 1)x

sinπx
.

Puis on doit démontrer que pour une fonction ω, C∞ périodique de période 1 telle que ω(0) = 0,

lim
λ→+∞

∫ 1

0

sinλx

sinπx
ω(x)dx = 0,

ce qui est évident car pour ν de classe C∞ sur [0, 1] (ici on prend ν(x) = ω(x)/ sinπx),
|
∫ 1

0
ν(x)sin(λx)dx| = O(λ−1) en intégrant par parties.
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En utilisant le théorème de Fubini sur L1(0, 1)× `1(Z), on a∫ 1

0

ω(x)e−2iπkxdx =
∑
m∈Z

∫ 1

0

e−π(x+m)2

e−2iπkxdx

=
∑
m∈Z

∫ m+1

m

e−πt
2

e−2iπktdt

=

∫
R
e−πt

2

e−2iπkt = e−πk
2

.

Par conséquent le lemme est démontré pour z réel et comme les deux membres sont
des fonctions entières, on peut conclure par prolongement analytique.

On obtient directement une version en dimension n du lemme précédent : pour
tout z ∈ Cn, avec la notation (11.4.43), on a∑

m∈Zn
e−π(z+m)2

=
∑
m∈Zn

e−πm
2

e2iπm·z. (11.4.53)

Théorème 11.4.26 (Formule sommatoire de Poisson ). Soit n ∈ N∗ et soit u une
fonction de S (Rn). Alors, on a∑

k∈Zn
u(k) =

∑
k∈Zn

û(k), (11.4.54)

où û est la transformée de Fourier de u. En d’autres termes, la distribution tempérée
D0 =

∑
k∈Zn δk est telle que D̂0 = D0.

Démonstration. Utilisant (11.4.47) et le théorème de Fubini, on a

∑
k∈Zn u(k) =

∑
k∈Zn

∫∫
Wu(y, η)ϕy,η(k)dydη

=

∫∫
Wu(y, η)

∑
k∈Zn

ϕy,η(k)dydη.

Les formules (11.4.53), (11.4.42) donnent∑
k∈Zn

ϕy,η(k) =
∑
k∈Zn

ϕ̂y,η(k),

de sorte que (11.4.47) et le théorème de Fubini impliquent le résultat.
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11.4.7 Distributions périodiques

Le noyau de Dirichlet

Pour N ∈ N, on définit DN sur R par

DN(x) =
∑

−N≤k≤N

e2iπkx

= 1 + 2 Re
∑

1≤k≤N

e2iπkx =︸︷︷︸
x/∈Z

1 + 2 Re

(
e2iπx e

2iπNx − 1

e2iπx − 1

)
= 1 + 2 Re

(
e2iπx−iπx+iπNx

)sin(πNx)

sin(πx)
= 1 + 2 cos(π(N + 1)x)

sin(πNx)

sin(πx)

= 1 +
1

sin(πx)

(
sin
(
πx(2N + 1)

)
− sin(πx)

)
=

sin
(
πx(2N + 1)

)
sin(πx)

,

et en prolongeant par continuité en x ∈ Z cette fonction 1-périodique, on trouve que

DN(x) =
sin
(
πx(2N + 1)

)
sin(πx)

. (11.4.55)

Si v ∈ C1(R) est 1-périodique, on a avec

(DN ? u)(x) =

∫ 1

0

DN(x− t)u(t)dt, (11.4.56)

lim
N→+∞

∫ 1

0

DN(x− t)v(t)dt = v(x) + lim
N→+∞

∫ 1

0

sin(πt(2N + 1))

(
v(x− t)− v(x)

)
sin(πt)

dt,

et la fonction θx donnée par

θx(t) =
v(x− t)− v(x)

sin(πt)

est continue sur [0, 1], et d’après le lemme de Riemann-Lebesgue 11.4.3, on obtient

lim
N→+∞

∑
−N≤k≤N

e2iπkx

∫ 1

0

e−2iπktv(t)dt = lim
N→+∞

∫ 1

0

DN(x− t)v(t)dt = v(x).

De plus si v est 1-periodique et C1+l, le coefficient de Fourier

ck(v) =

∫ 1

0

e−2iπktv(t)dt
pour k 6= 0︷︸︸︷

=
1

2iπk
[e−2iπktv(t)]t=0

t=1 +

∫ 1

0

1

2iπk
e−2iπktv′(t)dt,

et en itérant les intégrations par parties, il vient ck(v) = O(k−1−l) de sorte que pour
une fonction v de classe C2, 1-périodique v, on a∑

k∈Z

e2iπkxck(v) = v(x). (11.4.57)
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Convergence ponctuelle des séries de Fourier

Lemme 11.4.27. Soit u : R −→ R une fonction L1
loc(R), 1-périodique et soit x0 ∈

[0, 1]. On suppose qu’il existe w0 ∈ R tel que la condition de Dini soit satisfaite, i.e.∫ 1/2

0

|u(x0 + t) + u(x0 − t)− 2w0|
t

dt < +∞. (11.4.58)

Alors limN→+∞
∑
|k|≤N ck(u)e2iπkx0 = w0 avec ck(u) =

∫ 1

0
e−2iπtku(t)dt.

Démonstration. En utilisant les calculs précédents, on trouve

∑
|k|≤N

ck(u)e2iπkx0 = (DN ? u)(x0) = w0 +

∫ 1

0

sin
(
πt(2N + 1)

)
sin(πt)

(
u(x0 − t)− w0

)
dt,

et en utilisant la périodicité de u et le fait que DN est une fonction paire, il vient

(DN ? u)(x0)− w0 =

∫ 1/2

0

sin
(
πt(2N + 1)

)
sin(πt)

(
u(x0 − t) + u(x0 + t)− 2w0

)
dt.

L’hypothèse (11.4.58) assure que la fonction

t 7→ 1[0, 1
2

](t)
u(x0 − t) + u(x0 + t)− 2w0

sin(πt)

appartient à L1(R) et le lemme de Riemann-Lebesgue 11.4.3 permet de conclure.

Théorème 11.4.28. Soit u : R −→ R une fonction 1-périodique L1
loc.

(1) Soit x0 ∈ [0, 1], w0 ∈ R. On pose ωx0,w0(t) = |u(x0 + t) + u(x0 − t)− 2w0| et l’on
suppose que ∫ 1/2

0

ωx0,w0(t)
dt

t
< +∞. (11.4.59)

Alors la série de Fourier (DN ? u)(x0) converge et a pour limite w0. En particulier
si (11.4.59) est vérifié avec w0 = u(x0), la série de Fourier (DN ? u)(x0) converge
vers u(x0). Si u possède une limite à gauche et une limite à droite en x0 et est telle
que la condition (11.4.59) soit vérifiée avec w0 = 1

2

(
u(x0 + 0) + u(x0 − 0)

)
, la série

de Fourier (DN ? u)(x0) converge vers 1
2

(
u(x0 − 0) + u(x0 + 0)

)
.

(2) Si la fonction u est de classe de Hölder 15, la série de Fourier (DN ?u)(x) converge
pour tout x ∈ R vers u(x).
(3) Si u possède une limite à gauche et à droite en tout point et une demi-dérivée
à gauche et à droite en chaque point, la série de Fourier (DN ? u)(x) converge pour
tout x ∈ R vers 1

2

(
u(x− 0) + u(x+ 0)

)
.

Démonstration. (1) est une conséquence du lemme 11.4.27 ; pour obtenir (2), on
note que pour une fonction höldérienne d’indice θ ∈]0, 1], on a pour t ∈]0, 1/2],

t−1ωx,u(x)(t) ≤ Ctθ−1 ∈ L1([0, 1/2]).

15. La continuité Hölder d’indice θ ∈]0, 1] signifie que ∃C > 0,∀t, s, |u(t)− u(s)| ≤ C|t− s|θ.
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(3) Si u possède une demi-dérivée à droite en x0, cela signifie que

u(x0 + t) = u(x0 + 0) + u′r(x0)t+ tε0(t), lim
t→0+

ε0(t) = 0.

Par suite pour t ∈]0, 1/2], t−1|u(x0 + t) − u(x0 + 0)| ≤ |u′r(x0) + ε0(t)|. Comme
limt→0+ ε0(t) = 0, il existe T0 ∈]0, 1/2] tel que |ε0(t)| ≤ 1 for t ∈ [0, T0]. Par suite, on
a ∫ 1/2

0

t−1|u(x0 + t)− u(x0 + 0)|dt

≤
∫ T0

0

(|u′r(x0)|+ 1)dt+

∫ 1/2

T0

|u(x0 + t)− u(x0 + 0)|dtT−1
0 < +∞,

car u est aussi L1
loc. L’intégrale∫ 1/2

0

t−1|u(x0 − t)− u(x0 − 0)|dt

est finie et la condition (11.4.59) est vérifiée avec

w0 =
1

2

(
u(x0 − 0) + u(x0 + 0)

)
,

ce qui termine la démonstration du lemme.

Distributions périodiques

On considère maintenant une distribution u sur Rn qui est périodique de périodes
Zn. Soit χ ∈ C∞c (Rn;R+) telle que χ = 1 on [0, 1]n. Alors la fonction χ1 définie par

χ1(x) =
∑
k∈Zn

χ(x− k),

est C∞ périodique 16 avec périodes Zn. De plus comme

Rn 3 x ∈
∏

1≤j≤n

[E(xj), E(xj) + 1[,

la fonction bornée χ1 est aussi minorée et 1 ≤ χ1(x). Avec χ0 = χ/χ1, on a∑
k∈Zn

χ0(x− k) = 1, χ0 ∈ C∞c (Rn).

Pour ϕ ∈ C∞c (Rn), on obtient en utilisant la périodicité de u

〈u, ϕ〉 =
∑
k∈Zn
〈u(x), ϕ(x)χ0(x− k)〉 =

∑
k∈Zn
〈u(x), ϕ(x+ k)χ0(x)〉,

16. Noter que la somme est localement finie car pour K compact de Rn, (K − k) ∩ suppχ0 = ∅
sauf pour un ensemble fini de k ∈ Zn.
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où les sommes sont finies. Si ϕ ∈ S (Rn), on a, comme χ0 est à support compact
(e.g. dans |x| ≤ R0),

|〈u(x), ϕ(x+ k)χ0(x)〉| ≤ C0 sup
|α|≤N0,|x|≤R0

|ϕ(α)(x+ k)|

≤ C0 sup
|α|≤N0,|x|≤R0

|(1 +R0 + |x+ k|)n+1ϕ(α)(x+ k)|(1 + |k|)−n−1

≤ p0(ϕ)(1 + |k|)−n−1,

où p0 est une semi-norme de ϕ (indépendante de k). Par suite u est une distribution
tempérée et l’on a pour ϕ ∈ S (Rn), en utilisant la formule de Poisson,

〈u, ϕ〉 = 〈u(x),
∑
k∈Zn

ϕ(x+ k)χ0(x)︸ ︷︷ ︸
ψx(k)

〉 = 〈u(x),
∑
k∈Zn

ψ̂x(k)〉.

On voit maintenant que ψ̂x(k) =
∫
Rn ϕ(x + t)χ0(x)e−2iπktdt = χ0(x)e2iπkxϕ̂(k), de

sorte que
〈u, ϕ〉 =

∑
k∈Zn
〈u(x), χ0(x)e2iπkx〉ϕ̂(k),

ce qui signifie

u(x) =
∑
k∈Zn
〈u(t), χ0(t)e2iπkt〉e−2iπkx =

∑
k∈Zn
〈u(t), χ0(t)e−2iπkt〉e2iπkx.

Théorème 11.4.29.
Soit u une distribution périodique sur Rn de périodes Zn. Alors u est une distribution
tempérée et si χ0 est une fonction C∞c (Rn) telle que

∑
k∈Zn χ0(x− k) = 1, on a

u =
∑
k∈Zn

ck(u)e2iπkx, (11.4.60)

û =
∑
k∈Zn

ck(u)δk, avec ck(u) = 〈u(t), χ0(t)e−2iπkt〉, (11.4.61)

et convergence dans S ′(Rn). Si u ∈ Cm(Rn) avec m > n, la formule précédente est
vérifiée avec convergence uniforme pour (11.4.60) et l’on a

ck(u) =

∫
[0,1]n

u(t)e−2iπktdt. (11.4.62)

Démonstration. Les premières affirmations sont déjà démontrées et le calcul de û
est immédiat. Si u ∈ L1

loc on peut recommencer les calculs ci-dessus en choisissant
χ0 = 1[0,1]n et obtenir (11.4.60) avec ck donné par (11.4.62). De plus si u ∈ Cm avec
m > n, on obtient par intégration par parties que ck(u) is O(|k|−m) de sorte que la
série (11.4.60) converge uniformément.

Théorème 11.4.30. Soit u une distribution périodique sur Rn de périodes Zn. Si
u ∈ L2

loc (i.e. u ∈ L2(Tn) avec Tn = (R/Z)n), alors

u(x) =
∑
k∈Zn

ck(u)e2iπkx, with ck(u) =

∫
[0,1]n

u(t)e−2iπktdt, (11.4.63)
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avec convergence dans L2(Tn). De plus, on a

‖u‖2
L2(Tn) =

∑
k∈Zn
|ck(u)|2.

Réciproquement si les coefficients de Fourier ck(u) définis par (11.4.61) sont dans
`2(Zn), la distribution u est L2(Tn)

Démonstration. Comme dit plus haut, la formule pour les ck(u) vient du choix de
remplacer χ0 par 1[0,1]n dans la discussion qui précède le théorème 11.4.29. La formule
(11.4.60) donne la convergence dans S ′(Rn) vers u. Comme∫

[0,1]n
e2iπ(k−l)tdt = δk,l

on voit en utilisant le théorème 11.4.29 que pour u ∈ Cn+1(Tn),

〈u, u〉L2(Tn) =
∑
k∈Zn
|ck(u)|2.

Par suite, l’application L2(Tn) 3 u 7→ (ck(u))k∈Zn ∈ `2(Zn) est isométrique avec
une image contenant l’ensemble dense `1(Zn) (si (ck(u))k∈Zn ∈ `1(Zn), u est une
fonction continue) ; comme l’image est fermée 17, l’application est surjective et est
un isomorphisme isométrique d’après le théorème de l’application ouverte.

17. Si A : H1 → H2 est isométrique linéaire entre espaces de Hilbert et (Auk) est une suite
convergente de H2, alors par linéarité et isométrie, la suite (uk) est de Cauchy dans H1, et donc
converge. La continuité de A implique que si u = limk uk, on a

v = lim
k
Auk = Au, démontrant que l’image de A est fermée.
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11.5 Coordonnées polaires, cylindriques, sphériques

11.5.1 Coordonnées polaires

Considérons ν :]0,+∞[×]− π, π[→ R2
x,y\(R− × {0}) défini par

ν(r, θ) = (r cos θ︸ ︷︷ ︸
x

, r sin θ︸ ︷︷ ︸
y

), (11.5.1)

et κ : R2
x,y\(R− × {0})→]0,+∞[×]− π, π[ défini par

κ(x, y) = (
√
x2 + y2, Im Log(x+ iy)), (11.5.2)

où le logarithme complexe est défini en (1.3.1)(cf. également le Théorème 1.3.1 et le
Corollaire 1.3.5).

0

r

x=rcosΘ

y=rsinΘ

Θ

Figure 11.2 – Coordonnées polaires.

On a d’après le Théorème 1.3.1, pour (x, y) ∈ R2
x,y\(R− × {0}),

x+ iy =
√
x2 + y2ei Im Log(x+iy), arg(x+ iy) = Im Log(x+ iy) ∈]− π, π[,

et donc (ν ◦ κ)(x, y) = (x, y), et pour (r, θ) ∈]0,+∞[×]− π, π[, (κ ◦ ν)(r, θ) = (r, θ).
Avec θ = Im Log(x+ iy) on a

∂θ

∂x
= Im

1

x+ iy
= −yr−2,

∂θ

∂y
= Im

i

x+ iy
= xr−2. (11.5.3)
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Il vient par conséquent

ν ′(r, θ)κ′(x, y) =

(
∂(r cos θ)

∂r
∂(r cos θ)

∂θ
∂(r sin θ)

∂r
∂(r sin θ)

∂θ

)( ∂r
∂x

∂r
∂y

∂θ
∂x

∂θ
∂y

)
=

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)(
x/r y/r
−y/r2 x/r2

)
=

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)(
cos θ sin θ

−(sin θ)/r (cos θ)/r

)
= Id .

On a également

∂

∂x
=
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂θ

∂x

∂

∂θ
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
,

∂

∂y
=
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂θ

∂y

∂

∂θ
= sin θ

∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ
.

On obtient {
r ∂
∂r

= x ∂
∂x

+ y ∂
∂y
,

∂
∂θ

= −y ∂
∂x

+ x ∂
∂y
,

{
∂
∂x

= cos θ ∂
∂r
− sin θ

r
∂
∂θ
,

∂
∂y

= sin θ ∂
∂r

+ cos θ
r

∂
∂θ
.

(11.5.4)

Soit f une fonction continue à support compact dans R2. On peut démontrer que∫∫
f(x, y)dxdy =

∫∫
{r>0,|θ|<π}

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

=

∫ +∞

0

∫ π

−π
f(r cos θ, r sin θ)dθrdr, (11.5.5)

en utilisant la valeur absolue du jacobien, posant (x, y) = (r cos θ, r sin θ) = ν(r, θ),∣∣∣∣∂(x, y)

∂(r, θ)

∣∣∣∣ = det(ν ′(r, θ)) =

∣∣∣∣∂x∂r ∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r.

On a vu que ν est un difféomorphisme de classe C1 de ]0,+∞)×]−π, π[ sur R2\R−,
où R− est la demi-droite (−∞, 0]× {0}. Comme l’intégrale de f sur R2 est égale à
son intégrale sur la plan privé de cette demi-droite, on peut utiliser la formule du
changement de variable.

11.5.2 Coordonnées cylindriques

Dans R3 avec les coordonnées cartésiennes usuelles, nous voulons utiliser les
coordonnées polaires dans le plan (x, y) et conserver la coordonnée z. On pose pour
r > 0, θ ∈]− π, π[, {

x = r cos θ,

y = r sin θ.

On utilise le difféomorphisme de classe C1,

]0,+∞)×]− π, π[×R 3 (r, θ, z) 7→ (r cos θ, r sin θ, z) ∈ (R2\R−)× R,
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où R− est la demi-droite (−∞, 0]× {0}. Les formules (11.5.4) sont inchangées et si
f est une fonction continue à support compact sur R3, la formule (11.5.5) donne∫∫∫

f(x, y, z)dxdydz =

∫ +∞

0

∫ π

−π

∫
R
f(r cos θ, r sin θ, z)rdrdθdz. (11.5.6)

11.5.3 Coordonnées sphériques

Pour (x, y, z) ∈ R3, on pose r =
√
x2 + y2 + z2. Si le point (x, y, z) est différent

de 0R3 , on peut considérer le vecteur (x/r, y/r, z/r) qui appartient à la sphère unité
de R3, la sphère S2 qui est de dimension 2 (une “surface”). On peut repérer les points
sur S2 par deux angles, la latitude et la longitude. Nous décrivons ci-après la manière
de procéder.

Un travail préliminaire sur les intégrales n’est pas inintéressant pour comprendre
les formules et les calculs reliés à ce passage en coordonnées sphériques. Soit f :
R3 → R une fonction continue à support compact. Considérant, l’intégrale de f sur
R3, on peut utiliser d’abord un passage en coordonnées cylindriques et écrire

I(f) =

∫∫∫
f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
{ρ>0,|θ|<π,z∈R}

f(ρ cos θ, ρ sin θ, z)ρdρdθdz.

Considérons maintenant le demi-plan {(z, ρ) ∈ R×R+} et effectuons un changement
de variables en coordonnées polaires dans ce demi-plan ; en appelant φ l’angle de ce
changement, on remarque que φ décrit ]0, π[, car la seconde coordonnée ρ est positive.
Il vient avec z = r cosφ, ρ = r sinφ, dzdρ = rdrdφ,

I(f) =

∫∫∫
{r>0,|θ|<π,0<φ<π}

f(r sinφ cos θ, r sinφ sin θ, r cosφ) r sinφ rdrdφdθ,

soit

I(f) =

∫∫∫
{r>0,|θ|<π,0<φ<π}

f(r sinφ cos θ︸ ︷︷ ︸
x

, r sinφ sin θ︸ ︷︷ ︸
y

, r cosφ︸ ︷︷ ︸
z

)r2 sinφ drdφdθ.

(11.5.7)

Les coordonnées sphériques sur R3
(x,y,z)\R−, avec

R− = {(x, y, z) ∈ R3, x ≤ 0, y = 0},

sont définies par
x = r sinφ cos θ,

y = r sinφ sin θ,

z = r cosφ,


r =

√
x2 + y2 + z2, r > 0,

θ = arg(x+ iy), θ ∈]− π, π[,

φ = arg(z + i
√
x2 + y2), φ ∈]0, π[,

(11.5.8)

et pour

ν :]0,+∞)×]0, π[×]− π, π[ −→ R3

(r, φ, θ) 7→
(
r sinφ cos θ, , r sinφ sin θ, r cosφ

)
,

(11.5.9)
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ν(r, φ, θ) = (x, y, z), avec 
x = r sinφ cos θ

y = r sinφ sin θ

z = r cosφ

(11.5.10)

La figure 11.3 montre que r est la distance euclidienne de (x, y, z) à 0, θ est la

.  M

 O

rsinq cose =x

rcosq=z

r
q

e

M ’(rsinq cose,rsinq sine)

rsinq sine= y

Figure 11.3 – Coordonnées sphériques : r > 0, |θ| < π, 0 < φ < π.

longitude (EST comptée positivement de 0 à π, OUEST négativement de 0 à −π)
et que φ est la co-latitude : la latitude est π

2
−φ, variant de 0 à π

2
dans l’hémispshère

nord (z > 0) et de 0 à −π
2
dans l’hémisphère sud (z < 0). Le plan de l’équateur est

{z = 0} ; au pôle nord (0, 0, 1), on a φ = 0 et au pôle sud (0, 0,−1), on a φ = π.

N.B. L’angle de longitude θ est parfois appelé l’azimuth et la colatitude φ prend
quelquefois le nom d’angle zénithal. Malheureusement les notations traditionnelles
des physiciens pour les coordonnées sphériques utilisent la lettre θ pour la colati-
tude et φ pour la longitude, inversant les conventions habituellement utilisées en
mathématiques.
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N.B. L’application ν donnée par (11.5.9) n’est pas surjective, mais on peut démon-
trer qu’il s’agit d’un difféomorphisme sur son image R3\{(x, y, z), x ≤ 0, y = 0}.

La matrice jacobienne J de ν et son déterminant jacobien J sont

J =


∂x
∂r

∂x
∂φ

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂φ

∂y
∂θ

∂z
∂r

∂z
∂φ

∂z
∂θ

 =

cos θ sinφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r sin θ cosφ r cos θ sinφ

cosφ −r sinφ 0

 ,

J =

∣∣∣∣∣∣
cos θ sinφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r sin θ cosφ r cos θ sinφ

cosφ −r sinφ 0

∣∣∣∣∣∣
= r2 sinφ

∣∣∣∣∣∣
cos θ sinφ cos θ cosφ − sin θ
sin θ sinφ sin θ cosφ cos θ

cosφ − sinφ 0

∣∣∣∣∣∣
= (r2 sinφ)

(
cos2 φ+ sin2 φ

)
= r2 sinφ,

ce qui est cohérent avec la formule (11.5.7). Nous pouvons aisément calculer

∂

∂r
=
∂x

∂r

∂

∂x
+
∂y

∂r

∂

∂y
+
∂z

∂r

∂

∂z
=
x

r

∂

∂x
+
y

r

∂

∂y
+
z

r

∂

∂z
, (11.5.11)

∂

∂φ
=
∂x

∂φ

∂

∂x
+
∂y

∂φ

∂

∂y
+
∂z

∂φ

∂

∂z
= r cosφ cos θ

∂

∂x
+ r cosφ sin θ

∂

∂y
− r sinφ

∂

∂z
, (11.5.12)

∂

∂θ
=
∂x

∂θ

∂

∂x
+
∂y

∂θ

∂

∂y
+
∂z

∂θ

∂

∂z
= −r sinφ sin θ

∂

∂x
+ r sinφ cos θ

∂

∂y
, (11.5.13)

ce qui donne

r
∂

∂r
= x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
, (11.5.14)

tanφ
∂

∂φ
= x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+
z2 − r2

z

∂

∂z
, (11.5.15)

∂

∂θ
= −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
. (11.5.16)

De même, en reprenant les calculs en dimension 2, il vient

∂

∂x
=
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂φ

∂x

∂

∂φ
+
∂θ

∂x

∂

∂θ
,

∂

∂y
=
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂φ

∂y

∂

∂φ
+
∂θ

∂y

∂

∂θ
,

∂

∂z
=
∂r

∂z

∂

∂r
+
∂φ

∂z

∂

∂φ
+
∂θ

∂z

∂

∂θ
,

θ = Im Log(x+ iy),
∂θ

∂x
= − y

x2 + y2
= − sin θ

r sinφ
,

∂θ

∂y
=

x

x2 + y2
=

cos θ

r sinφ
,

φ = Im Log(z + i
√
x2 + y2),
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∂φ

∂x
= −(1− z2r−2)−1/2z(−r−2)xr−1 =

xz

r2(r2 − z2)1/2
=

cos θ cosφ

r
,

∂φ

∂y
= −(1− z2r−2)−1/2z(−r−2)yr−1 =

yz

r2(r2 − z2)1/2
=

sin θ cosφ

r
,

∂φ

∂z
= −(1− z2r−2)−1/2

(
z(−r−2)zr−1 + r−1

)
=
−r

r sinφ
r−1 z

2 − r2

r2
= −sinφ

r
,

de sorte que

∂

∂x
=
x

r

∂

∂r
+

cos θ cosφ

r

∂

∂φ
− sin θ

r sinφ

∂

∂θ
, (11.5.17)

∂

∂y
=
y

r

∂

∂r
+

sin θ cosφ

r

∂

∂φ
+

cos θ

r sinφ

∂

∂θ
, (11.5.18)

∂

∂z
=
z

r

∂

∂r
− sinφ

r

∂

∂φ
. (11.5.19)

En posant pour f différentiable

f(x, y, z) = f(r sinφ cos θ, r sinφ sin θ, r cosφ) = F (r, φ, θ),

il vient F = f ◦ ν et ona F ′ = (f ′ ◦ ν) ν ′, i.e.

(
∂F
∂r

∂F
∂φ

∂F
∂θ

)
=
(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

)cos θ sinφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r sin θ cosφ r cos θ sinφ

cosφ −r sinφ 0

 ,

corroborant les formules (11.5.11), (11.5.12), (11.5.13). On a également

(
∂F
∂r

∂F
∂φ

∂F
∂θ

)cos θ sinφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r sin θ cosφ r cos θ sinφ

cosφ −r sinφ 0

−1

=
(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

)
,

et on peut vérifier directement que x
r

y
r

z
r

cos θ cosφ
r

sin θ cosφ
r

− sinφ
r

− sin θ
r sinφ

cos θ
r sinφ

0

cos θ sinφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r sin θ cosφ r cos θ sinφ

cosφ −r sinφ 0

 = Id .

Les formules (11.5.17), (11.5.18), (11.5.19) se réécrivent

(
∂F
∂r

∂F
∂φ

∂F
∂θ

) x
r

y
r

z
r

cos θ cosφ
r

sin θ cosφ
r

− sinφ
r

− sin θ
r sinφ

cos θ
r sinφ

0

 =
(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

)
.

Revenons un instant sur la formule (11.5.7) pour remarquer que si f est la fonction
indicatrice de la boule euclidienne de centre 0 et de rayon R, on trouve la formule
familière

Volume (B(0, R)) =

∫ R

0

∫
|θ|<π

∫ π

0

r2 sinφ dθdφ = 2π
R3

3
[cosφ]0π =

4π

3
R3.
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Qui plus est, on peut utiliser la formule (11.5.7) pour définir l’intégrale sur S2, via
la mesure dσS2 = sinφ dφdθ sur ]0, π[×]− π, π[. On peut alors écrire

∫∫∫
R3

f(x, y, z)dxdydz

=

∫ +∞

0

r2

∫∫
]0,π[×]−π,π[

f(r sinφ cos θ, r sinφ sin θ, r cosφ) sinφdφdθdr

=

∫ +∞

0

r2

∫∫
S2

f(rω)dσS2(ω)dr,

une formule qui se généralise aux dimensions supérieures. Remarquons que l’intégrale
de 1 sur la sphère S2 donne sa surface : il vient∫∫

S2

dσ(ω) =

∫ π

0

sinφdφ2π = 4π.

11.5.4 Le laplacien

Pour une fonction f deux fois différentiable sur un ouvert de R3, nous avons
défini le laplacien de f , (noté ∆f) avec

∆f =
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2

+
∂2f

∂x2
3

, (11.5.20)

et démontré la propriété
∆f = div(∇f). (11.5.21)

Bien évidemment, on peut définir le laplacien d’une fonction f deux fois différentiable
sur un ouvert de R2, avec

∆f =
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2

,

et la formule (11.5.21) reste valide ; ceci est immédiat, par exemple en considérant
f comme la fonction de trois variables, (x1, x2, x3) 7→ f(x1, x2). Nous souhaitons
calculer dans ce paragraphe l’expression du laplacien, en coordonnées polaires, cy-
lindriques et sphériques.

Le carré d’un champ de vecteurs

Considérons un champ de vecteurs X =

(
a(x, y)
b(x, y)

)
de classe C1 dans un ouvert

U de R2
x,y. Nous avons vu qu’il était pratique d’identifier ce champ de vecteurs à

l’opérateur

X = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
,
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qui associe à une fonction f de classe C1 sur U , la fonctionXf = a∂f
∂x

+b∂f
∂y
. Calculons

X(Xf), pour f ∈ C2(U) : on a

X(Xf) =
(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)(
a
∂f

∂x
+ b

∂f

∂y

)
= a

∂

∂x

(
a
∂f

∂x
+ b

∂f

∂y

)
+ b

∂

∂y

(
a
∂f

∂x
+ b

∂f

∂y

)
= a

∂a

∂x

∂f

∂x
+ a2∂

2f

∂x2
+ a

∂b

∂x

∂f

∂y
+ ab

∂2f

∂x∂y

+ b
∂a

∂y

∂f

∂x
+ ba

∂2f

∂y∂x
+ b

∂b

∂y

∂f

∂y
+ b2∂

2f

∂y2
.

Par conséquent, il vient

X(Xf) =
(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)(
a
∂f

∂x
+ b

∂f

∂y

)
= a2∂

2f

∂x2
+ 2ab

∂2f

∂x∂y
+ b2∂

2f

∂y2

+ a
∂a

∂x

∂f

∂x
+ a

∂b

∂x

∂f

∂y
+ b

∂a

∂y

∂f

∂x
+ b

∂b

∂y

∂f

∂y
,

et l’on peut écrire sous forme plus synthétique l’égalité d’opérateurs

(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)2
= a2 ∂

2

∂x2
+ 2ab

∂2

∂x∂y
+ b2 ∂

2

∂y2

+ a
∂a

∂x

∂

∂x
+ a

∂b

∂x

∂

∂y
+ b

∂a

∂y

∂

∂x
+ b

∂b

∂y

∂

∂y
. (11.5.22)

Notons que la première ligne du calcul est assez attendue, fournit un opérateur
d’ordre 2 et que la seconde ligne, fournissant un opérateur d’ordre 1, vient simple-
ment du fait que

aj
∂

∂xk

(
al
∂f

∂xm

)
= ajal

∂2f

∂xk∂xm
+ aj

∂al
∂xk

∂f

∂xm
. (11.5.23)

La partie d’ordre 1 vient simplement du fait que l’opérateur ∂
∂xk

ne commute pas
avec la multiplication par al (sauf si al ne dépend pas de xk), i.e.

∂

∂xk

(
alf
)
− al

∂f

∂xk
=
∂al
∂xk

f,

de sorte qu’on a l’égalité d’opérateurs

[ ∂

∂xk
, al
]

=
∂

∂xk
al − al

∂

∂xk
=
∂al
∂xk

, (11.5.24)

qui n’est identiquement nul que si al ne dépend pas de xk.
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11.5.5 Le laplacien en coordonnées polaires

Rappelons une partie des formules (11.5.4) :{
∂
∂x

= cos θ ∂
∂r
− sin θ

r
∂
∂θ
,

∂
∂y

= sin θ ∂
∂r

+ cos θ
r

∂
∂θ
.

En utilisant la définition du laplacien, nous avons

∆ =
( ∂
∂x

)2
+
( ∂
∂y

)2
=
(

cos θ
∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

)2

+
(
sin θ

∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ

)2
.

Nous pouvons appliquer les formules (11.5.23),(11.5.22) pour obtenir

∆ = (cos2 θ + sin2 θ)
∂2

∂r2
+

1

r2
(sin2 θ + cos2 θ)

∂2

∂θ2

+
− sin θ

r

∂

∂θ

(− sin θ

r

) ∂
∂θ

+ cos θ
∂

∂r

(− sin θ

r

) ∂
∂θ

+
− sin θ

r

∂

∂θ
(cos θ)

∂

∂r

+
cos θ

r

∂

∂θ

(cos θ

r

) ∂
∂θ

+ sin θ
∂

∂r

(cos θ

r

) ∂
∂θ

+
cos θ

r

∂

∂θ
(sin θ)

∂

∂r

=
∂2

∂r2
+

1

r2

∂2

∂θ2

+ r−2 sin θ cos θ
∂

∂θ
− cos θ sin θ(−r−2)

∂

∂θ
+ (sin2 θ)r−1 ∂

∂r

− r−2 sin θ cos θ
∂

∂θ
+ cos θ sin θ(−r−2)

∂

∂θ
+ (cos2 θ)r−1 ∂

∂r
.

Il vient

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r2

∂2

∂θ2
+

1

r

∂

∂r
.

Il est plus facile d’écrire

r2∆ = r2 ∂
2

∂r2
+ r

∂

∂r
+

∂2

∂θ2
,

et en remarquant avec (11.5.23) que
(
r ∂
∂r

)2
= r2 ∂2

∂r2 + r ∂
∂r
, nous obtenons la formule

r2∆R2 = (r∂r)
2 + ∂2

θ . (11.5.25)

On peut aussi retenir l’expression équivalente

∆R2 =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
. (11.5.26)

Cela donne immédiatement la formule pour le laplacien en coordonnées cylindriques
dans R3,

∆R3 =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2
. (11.5.27)
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11.5.6 Le laplacien en coordonnées sphériques

On rappelle l’expression des coordonnées sphériques dans R3 :
x = r sinφ cos θ

y = r sinφ sin θ

z = r cosφ

Comme les formules (11.5.17), (11.5.18), (11.5.19) fournissent une expression des
champs de vecteurs ∂x, ∂y, ∂z en coordonnées sphériques, il est tentant d’utiliser une
méthode analogue à la précédente en calculant la somme des trois carrés de champs
de vecteurs ∂2

x + ∂2
y + ∂2

z . Toutefois, on remarque que, si en dimension 2, la formule
(11.5.22) comporte 3 termes d’ordre 2 et 4 termes d’ordre 1, l’analogue en dimension
3 comporte 6 termes d’ordre 2 et 9 termes d’ordre 1 ; comme il y a une somme de
trois carrés, cela fait en tout 45 termes à calculer ! Nous allons procéder autrement en
utilisant une méthode analogue à celle du calcul préliminaire au début du paragraphe
11.5.3.

Commençons par procéder à un changement de variables en coordonnées cylin-
driques 

x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

z = z

D’après le calcul en dimension 2 de la formule (11.5.25), il vient

ρ2∆R3 = (ρ∂ρ)
2 + ∂2

θ + ρ2∂2
z = ρ2

(
∂2
z + ∂2

ρ

)
+ ρ∂ρ + ∂2

θ .

Considérons maintenant le demi-plan {(z, ρ) ∈ R×R+} et effectuons un changement
de variables en coordonnées polaires dans ce demi-plan ; en appelant φ l’angle de ce
changement, on remarque que φ décrit ]0, π[, car la seconde coordonnée ρ est positive.
Il vient avec z = r cosφ, ρ = r sinφ,

x = r sinφ cos θ

y = r sinφ sin θ

z = r cosφ

donc le changement cherché en coordonnées sphériques. On a

ρ2∆R3 = ρ2r−2
(
(r∂r)

2 + ∂2
φ

)
+ ∂2

θ + ρ
(∂r
∂ρ

∂

∂r
+
∂φ

∂ρ

∂

∂φ

)
.

Comme le changement (z, ρ) 7→ (r, φ) est polaire deux-dimensionnel, on peut appli-
quer les formules du paragraphe 11.5.1 : on a

∂r

∂ρ
=
ρ

r
,

∂φ

∂ρ
=

z

r2
.

Il vient par conséquent

r2∆R3 =
(
(r∂r)

2 + ∂2
φ

)
+
r2

ρ2
∂2
θ +

r2

ρ2
ρ
(ρ
r

∂

∂r
+
z

r2

∂

∂φ

)
,
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soit
r2∆R3 = (r∂r)

2 + ∂2
φ +

1

sin2 φ
∂2
θ + r

∂

∂r
+

cosφ

sinφ

∂

∂φ
.

et donc
r2∆R3 = (r∂r)

2 + r∂r + ∂2
φ +

1

sin2 φ
∂2
θ +

cosφ

sinφ
∂φ. (11.5.28)

On peut aussi retenir l’expression équivalente

∆R3 = ∂2
r +

2

r
∂r +

1

r2

(
∂2
φ +

1

sin2 φ
∂2
θ +

cosφ

sinφ
∂φ

)
. (11.5.29)

11.6 La fonction erf

Pour z ∈ C, on pose

erf(z) =
2√
π

∫
[0,z]

e−t
2

dt =

∫
[−z/

√
π,z/
√
π]

e−πs
2

ds. (11.6.1)

On note que la fonction erf est entière, impaire, et

erf ′(z) =
2√
π
e−z

2

, erf(0) = 0.

La courbe représentative de la fonction erf sur la droite réelle est la suivante (on a
également limx→±∞ erf(x) = ±1).

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Figure 11.4 – Fonction erf sur la droite réelle.
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Considérons les fonction f, g : R∗+ × R→ R définies par

f(t, x) = erf
(
(x+ 1)/2

√
t
)
, g(t, x) = erf

(
(x− 1)/2

√
t
)
,

On a

∂f

∂t
− ∂2f

∂x2
=

1

2
(x+ 1)(−1/2)t−3/2 erf ′

(
(x+ 1)2−1t−1/2

)
− erf ′′

(
(x+ 1)/2

√
t
) 1

4t

= −x+ 1

4t3/2
2√
π
e−

(x+1)2

4t − 1

4t

2√
π
e−

(x+1)2

4t (−2)
(x+ 1)

2
√
t

= e−
(x+1)2

4t
2√
π

(
−x+ 1

4t3/2
+
x+ 1

4t3/2

)
= 0,

et de même
∂g

∂t
− ∂2g

∂x2
= 0.

On remarque que

lim
t→0+

f(t, x) = sign(x+ 1), lim
t→0+

g(t, x) = sign(x− 1),

et par suite

lim
t→0+

1

2

(
f(t, x)− g(t, x)

)
= sign(x+ 1)− sign(x− 1) = 1[−1,1](x).

Par conséquent, la 18 solution de l’équation de la chaleur
∂h

∂t
− ∂2h

∂x2
= 0, t > 0, x ∈ R,

h(0, x) = 1[−1,1](x), x ∈ R,
(11.6.2)

est donnée par

h(t, x) =
1

2

(
erf
(
(x+ 1)/2

√
t
)
− erf

(
(x− 1)/2

√
t
))
. (11.6.3)

On a

• à l’instant initial, h(0, x) = 1[−1,1](x),

• pour t > 0, x 7→ h(t, x) est une fonction C∞,
• lim

t→+∞
h(t, x) = 0.

18. On peut démontrer qu’il s’agit de l’unique solution.
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Figure 11.5 – Solution de l’équation de la chaleur à différents instants
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∫ x
2

dt
ln t

, 78
Φ(s) =

∑
p

ln p
ps
, 70

Θ(x) =
∑
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Ai : fonction d’Airy, 135
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P : suite des nombres premiers, 56
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π(x) = Card{p ∈ P, p ≤ x}, 77
θJ : fonction Theta de Jacobi, 92
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ξ : fonction ξ, 93
ζ : la fonction Zeta de Riemann, 55
a ∨ b : pgcd de a et b, 172
a|b : a divise b, i.e. b ∈ aZ, 171
a ∧ b : ppcm de a et b, 172
bn : nombre de Bernoulli, 33

angle zénithal, 222
argument d’un nombre complexe, 19
azimuth, 222

caractérisation de la fonction Γ, 54
co-latitude, 222
condition de Dini, 214
congruence, 172
constante d’Euler, 29
convexité logarithmique, 54
coordonnées sphériques, 220
coordonnées cylindriques, 219
coordonnées polaires, 218, 220

dérivée d’une distribution, 200
développement de Stirling, 84
développements eulériens, 39
distributions tempérées, 200
division euclidienne, 171
droite critique, 78

equation caractéristique, 110
equation de Helmoltz, 127
equation des ondes, 128
equation différentielle de Bessel, 109
equation fonctionnelle de ζ, 96
equation fonctionnelle de la fonction ξ, 94
equation indicielle, 110

fonction cos, 8
fonction cosh, 8
fonction cotan, 42
fonction erf, 228
fonction sin, 8
fonction sinh, 8
fonction ξ, 93
fonction Beta, 52
fonction d’Airy, 135
fonction d’Airy, 2nde espèce, 142
fonction de Neumann, 114
fonction exponentielle, 7
fonction génératrice, 33, 153
fonction Gamma, 21
fonction Theta de Jacobi, 92
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fonction Zeta de Riemann, 55
fonctions d’Hermite, 159
fonctions de Bessel, 101
fonctions de Bessel 2ndeesp., 114
fonctions de Bessel sph., dim. sup., 133
fonctions de Bessel sphér.2ndeesp., 130
fonctions de Bessel sphériques, 128
fonctions de Hankel, 117
fonctions méromorphes, 193
formule d’Euler-Maclaurin, 36, 61
formule d’Hadamard, 189
formule d’inversion de Fourier, 198
formule de Cauchy, 194
formule de Faà di Bruno, 154
formule de Gauss, 46
formule de Legendre-Gauss, 50
formule de Plancherel, 204
formule de Poisson, 209
formule de Schlömlich, 108
formule de Stirling, 81
formule de Weierstrass, 46, 48

hypothèse de Riemann, 77, 99

indice d’un point, 185
intégrales de Wallis, 53

lacet, 178
laplacien en dimension 2, 127
laplacien en dimension 3, 128
laplacien, coordonnées polaires, 226
laplacien, coordonnées sphériques, 227
latitude, 222
Laurent Schwartz, 197
Le noyau de Dirichlet, 213
logarithme, 17
logarithme intégral, 78
longitude, 222
longueur d’un multi-indice, 196

méthode d’Euler-Maclaurin, 29
méthode de Frobenius, 122
module d’un nombre complexe, 19
multi-indice, 196
multiplicateurs de S ′(Rn), 207

nombre π, 9
nombre de Bernoulli, 32

ondelettes de Gabor, 209
opérateur d’annihilation, 163
opérateur de création, 163
oscillateur harmonique, 162
ouvert étoilé, 182

paquets d’ondes, 209
phénomène de Stokes, 145
polynôme de Bernoulli, 32
polynômes d’Hermite, 153
premiers polynômes de Bernoulli, 35
principe des zéros isolés, 15
produits infinis, 39
prolongement analytique, 15
propriété modulaire de θJ , 93

série harmonique, 29
séries entières, 189
strictement convergent, 39
support d’une distribution, 201

théorème chinois, 174
théorème de d’Alembert, 16
théorème de Liouville, 16
théorème de Wilson, 173
théorème des nombres premiers, 77
théorème taubérien de Newman, 72
transf. de Fourier des gaussiennes, 206
transformée de Fourier , 196
translation de phase, 209

zéros triviaux de la fonction ζ, 66
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